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Summary/Zusammenfassung
SummaryThis work deals with the numerial analysis of metalli photoni rystals. Withinthis work the problems of the appliation of ommon numerial methods foralulations of photoni rystals on metalli systems are disussed. An alternativeapproah is given whih allows to perform full alulations (inluding absorptionand dispersion) of the spetra of �nite slies of photoni rystals. This numerialmethod is used for a numerially analysis of the potential of metalli systems forappliations on the basis of systems build from silver.This work is organized as follows: a short introdution on the most importantaspets of the theory of photoni rystals and an overview on the numerialproblems when dealing with metalli systems are given in hapter 2.In hapter 3, the ommonly used plane-wave method ist presented in a basimanner and it is shown why this method is not well suited for the treatment ofmetalli systems. An alternate plane-wave method whih allows the inlusion ofthe dispersion without the need of self-onsistent solutions is presented. Due tothe numerial ine�eieny as well as the fundamental problems of treating metallisystems with plane-wave methods and the fat that this method is less e�ientthan the standard plane-wave method, this alternate method is also shown asun�t for the treatment of metalli systems.In hapter 4 the transfer-matrix method is introdued. This is typially thealternative method to the plane-wave method when it omes to alulating trans-mission spetra. It is an expliit �nite di�erene method that, in priniple, shouldbe able to inlude both absorption and dispersion. In this work it is shown thoughthat the method has an underlying numerial instability whih makes it uselessfor treatment of omplex systems. Both, dealing with absorption and a higher3



number of lattie nodes, is not possible with this method. Additionally, the me-thod shows a bad numerial behaviour for a zero rossings in the dispersion ε(ω).In hapter 5 an alternative to the transfer-matrix-method, the fdfd-method(�nite di�erene, frequeny domain), is tested. (The numerial method itself ispresented in appendix B.) It is shown that the method gives almost identialresults as the transfer-matrix methods in the ases where the transfer-matrix-method still works, but it does not omprise its numerial instability.In hapter 6 metalli systems are tested for their potential for appliationwith the fdfd-method. Both �simple� photoni rystals as well as 1-dimensionaland 0-dimensional impurities are studied for a normal dieletri material andfor systems omposed of silver. It is shown that metalli systems are indeed ofinterest for appliations.In appendix A and B the numerial methods that are not ommon for photonirystals, namely the modi�ed plane-wave method as well as the fdfd-method, arepresented.ZusammenfassungDiese Arbeit widmet sih der numerishen Untersuhung von metallishen Photo-nishen Kristallen. Dabei wird zunähst auf die dazu verwendbaren numerishenVerfahren (Ebene-Wellen, Transfer-Matrix und Finite Di�erene Frequeny Do-main) eingegangen, da die übliherweise für Photonishe Kristalle verwendetenVerfahren bei den metallishen System unzureihend sind. Es wird ein alternati-ves Verfahren, ein Finite Di�erene Frequeny Domain (FDFD) Verfahren, vorge-stellt, welhes die Untersuhung dieser Systeme erlaubt. Mittels dieses Verfahrenswerden Photonishe Kristalle aus Silber auf ihre praktishe Anwendbarkeit trotzvorhandener Absorption untersuht.Die Arbeit ist dabei so aufgeteilt, dass zunähst in Kapitel 2 eine knappe Ein-führung mit den wihtigsten Eigenshaften Photonisher Kristalle gegeben unddie numerishe Problemstellung dieser Arbeit, die metallishen Systeme, erläutertwird.In Kapitel 3 wird das übliherweise verwendete Plane-Wave-Verfahren kurzvorgestellt und gezeigt, wieso dieses Verfahren für die Untersuhung von metalli-shen Systemen nur bedingt geeignet ist. Es wird zusätzlih kurz ein alternatives4



Summary/Zusammenfassung 5Plane-Wave-Verfahren vorgestellt, bei dem die Dispersion direkt betrahtet wer-den kann. Wegen der grundlegenden Probleme der Plane-Wave-Verfahren mitmetallishen Systemen bilden die modi�zierten Plane-Wave-Verfahren nur einesehr eingeshränkte Alternative für die Behandlung dieser Systeme.In Kapitel 4 wird die Transfer-Matrix-Methode vorgestellt. Bei der Transfer-Matrix-Methode handelt es sih um die übliherweise verwendete Alternative zuPlane-Wave-Verfahren, wenn es um die Berehnung von Transmissions-Spektrengeht. Es ist ein Finite-Di�erene-Verfahren, das im Orts-Frequenzraum arbeitet.Prinzipiell sind mit der Transfer-Matrix-Methode sowohl Absorption als auhDispersion behandelbar. Allerdings wird gezeigt, dass das Verfahren numerishinstabil und somit für die Betrahtung komplexerer Systeme niht verwendbarist. Sowohl die Betrahtung der Absorption als auh Einheitszellen mit höhererStützstellenzahl sind mit diesem Verfahren niht möglih. Zusätzlih wäre dasVerfahren auh ohne diese Instabilität im Bereih einer Nullstelle der Dispersionnumerish shleht konditioniert.In Kapitel 5 wird ein alternatives Verfahren zur Transfer-Matrix-Methode,das FDFD (Finite-Di�erene, Frequeny Domain) Verfahren, getestet. Das Ver-fahren selbst ist im Anhang erläutert. Es wird gezeigt, dass in den Bereihen, indenen die Transfer-Matrix-Methode noh funktioniert, dieses alternative Verfah-ren fast identishe Ergebnisse liefert, allerdings ohne die numerishe Instabilitätder Transfer-Matrix-Methode.In Kapitel 6 werden mittels des FDFD-Verfahrens metallishe Systeme auf ih-re praktishe Anwendbarkeit untersuht. Dabei werden sowohl �einfahe� Photo-nishe Kristalle, als auh Kristalle mit Störstellen jeweils für ein normales dielek-trishes Material und für Silber untersuht und es wird gezeigt, dass metallisheSysteme für die Anwendung von Interesse sind.Im Anhang werden die beiden in diesem Bereih niht üblihen Verfahren,nämlih das modi�zierte Plane-Wave-Verfahren und das FDFD-Verfahren vorge-stellt.



Kapitel 1Einleitung
Obwohl die theoretishen Grundlagen der Photonishen Kristalle, nämlih dieklassishe Elektrodynamik in makroskopishen Medien, shon sehr lange bekanntwaren, rihtete sih erst vor a. 20 Jahren das Interesse auf dieses Themengebiet.Man erkannte, dass es deutlihe Parallelen zwishen der quantenmehanishen Be-shreibung von Elektronen im Festkörper und der Beshreibung der Ausbreitungdes Lihtes in periodishen Medien gibt. Es wurde rash klar, dass bekannte undin der Halbleiterelektronik ausgenutzte Gegebenheiten (z.B. die Bandstruktur) inähnliher Weise auh für die Lihtausbreitung auftreten. Interessant war hierbeivor allem periodishe Strukturen zu erhalten, bei denen es für einen bestimmtenFrequenzbereih keine Bloh-Lösungen gibt. Hat man ein solhes 3-dimensionalesSystem, so kann sih darin keine Welle ausbreiten. D.h. ein ausreihend dikerKristall aus diesem Material würde in diesem Frequenzbereih eine vollkomme-ne Re�exion aufweisen, egal aus welher Rihtung man Liht einstrahlt. Rehtshnell erkannte man das Potential der Photonishen Kristalle, sowohl für An-wendungen, wie z.B. die Möglihkeit zur Herstellung verlustfreier Wellenleitermit extrem kleinen Kurvenradien, Steigerung der E�zienz von aktiven Medienin Lasern, als auh für die Grundlagenforshung , wie z.B. völlig neue Materie-Zustände (�gebundene�Atom-Photon-Zustände). Längerfristig besteht die Ho�-nung, dass man Bauteile aus der Halbleiterelektronik soweit übertragen kann,dass man auh �optishe Computer� herstellen kann.Die experimentelle Herausforderung ist es nun, Strukturen zu synthetisieren,die im Bereih der optishen Wellenlänge eine komplette Bandlüke besitzen. DasProblem dabei ist, dass die Gröÿen dieser Systeme für die üblihen Halbleiter-6



7tehniken zu klein sind, um damit makroskopishe Mengen eines 3-dimensionalenPhotonishen Kristalls herzustellen. Aus atomarer Siht wären diese Strukturenallerdings wiederum zu groÿ, um sih aus Atomen oder Molekülen zusammen-setzen zu lassen. Ein Möglihkeit der Synthetisierung makroskopisher Mengenist beispielsweise die Selbstorganisation monodisperser Nanokugeln, welhe ei-ne f-Struktur bilden können. Diese besitzt allerdings im Falle eines normalenDielektrikums keine komplette Bandlüke.Aus diesem Mangel an experimentell zugänglihen Systemen ist die Idee ent-standen, auh Metalle für Photonishe Kristalle in Betraht zu ziehen, obwohldiese im Allgemeinen eine niht vershwindende Absorption besitzen und somitim ersten Moment als niht sonderlih geeignet ersheinen. Allerdings gibt eszwei Eigenshaften der Metalle, die diese für Photonishe Kristalle interessantmahen: Zum einen existiert bei der Plasmafrequenz eine Nullstelle im Realteil
ε1 des Materials und somit kann man nahe der Plasmafrequenz gegen ein kon-stantes Dielektrikum ε2 sehr hohe Werte für den Quotient aus ε2

ε1
erhalten, derfür das Ausbilden von Bandlüken möglihst groÿ (oder nahe bei 0) sein sollte.Weiterhin hat man auh relativ breite Bereihe (im Fall von Silber von a. 1 eVbis 4 eV) mit vorhandener, aber reht niedriger Absorption und betragsmäÿigsehr groÿen negativen Werten für den Realteil von ε1.Während die Systeme ohne Dispersion und ohne Absorption (und ohne Null-stelle in der Dispersion) von theoretisher Seite sehr gut verstanden sind unde�ziente Verfahren zur Berehnung existieren, stellen die metallishen Systemeimmer noh eine Herausforderung für die vollständige theoretishe Betrahtungdar. In dieser Arbeit soll nun zunähst auf die numerishen Möglihkeiten einge-gangen werden. Danah soll anhand eines �Finite Di�erene Frequeny Domain�-Verfahrens (FDFD), das es erlaubt volle Rehnungen (inklusive Dispersion undAbsorption) durhzuführen, eine Untersuhung der metallishen Systeme auf ihreAnwendbarkeit erfolgen. Dabei ist sowohl die Nullstelle der Dispersion als auhder betragsmäÿig groÿe Wert für den Realteil von ε interessant. Weiterhin sollenauh Störstellensysteme Photonisher Kristalle betrahtet werden, um zu sehen,inwieweit bei diesen Systemen metallishe Photonishe Kristalle in Betraht kom-men. Bei den Rehnungen handelt es sih dabei um eine volle Betrahtung vonSilber als Material, die sowohl die Dispersion wie auh die Absorption anhandgemessener Werte beinhaltet.



Kapitel 2Photonishe Kristalle
2.1 Theorie der photonishen KristalleHistorishe EntwiklungDie Wellenausbreitung von Liht in klassishen, makroskopishen Medien ist eineTheorie, die im Prinzip seit den Maxwell-Gleihungen, die von James Clerk Max-well Mitte des 19. Jahrhunderts aufgestellt wurden, sehr gut verstanden ist. Den-noh birgt auh dieses Themengebiet immer noh neue Erkenntnisse, wie man amBeispiel der Photonishen Kristalle sehen kann. 1928 verö�entlihte Felix Blohseine Dissertation, die Elektronen in periodishen Potentialen und die Ausbildungsogenannter Bloh-Wellen beshreibt, welhe zur Bildung von Bandstrukturen imFestkörper führen. Zum ersten Mal wurde 1972 von V. P. Bykov der Ein�uss ei-ner periodishen Struktur auf die spontane Emission genauer betrahtet [1℄, wassozusagen die ersten (modernen) Betrahtungen zu Photonishen Kristallen wa-ren. Vor etwa 20 Jahren erkannte man dann, dass man den Formalismus vonBloh auh auf die Maxwell-Gleihungen in räumlih periodishen Dielektrikaübetrtragen kann und dies ebenfalls zur Ausbildung von Bandstrukturen führt[2℄,[3℄.Damit waren die Grundlagen für die Theorie der Photonishen Kristalle ge-legt und man erkannte relativ shnell, dass es zwishen der quantenmehanishenFestkörperphysik und der Theorie der Photonishen Kristalle etlihe Parallelengibt, allerdings auh einige Untershiede. Möglihe Anwendungen und neuarti-ge E�ekte waren auh relativ shnell gefunden. Zum Beispiel die Unterdrükung8



2.1. THEORIE DER PHOTONISCHEN KRISTALLE 9unerwünshter spontaner Emission [2℄ oder auh geänderte physikalishe Eigen-shaften in Raumbereihen, in denen keine Vakuum�uktuation statt�nden kann[4℄. Auh für verlustfreie Wellenleiter und zahlreihe andere Anwendungen bietensih die Photonishen Kristalle an. Der erste hergestellte Photonishe Kristallmit einer vollständigen Bandlüke im Mikrowellenbereih wurde 1991 von E. Ya-blonovith mittels vershiedener mehanisher Bohrungen in einem Blok dielek-trishen Materials erstellt und in Anlehnung an seinen Er�nder �Yablonovite�genannt [5℄.Auh heutzutage stellt die Herstellung Photonisher Kristalle mit einer voll-ständigen Bandlüke im Bereih der optishen Wellenlängen, bzw. im nahen In-frarotbereih ein shwieriges experimentelles Problem dar, das es zu lösen giltund für dessen Lösung teilweise auh neue Rehenverfahren benötigt werden.Eine Erweiterung der Standardrehenverfahren soll hier aufgezeigt und vorge-stellt werden. Dabei wird erläutert, warum die Probleme eines dispersiven undabsorbierenden Mediums mit den in diesem Bereih übliherweise verwendetenVerfahren nur sehr unzureihend behandelt werden können.Mathematishe und physikalishe GrundlagenUnter einem Photonishen Kristall versteht man ein makroskopishes dielektri-shes Objekt, das räumlih periodish angeordnet ist.Grundlage für die mathematishe Beshreibung der Photonishen Kristallebilden somit die Maxwell-Gleihungen:
div ~D = 4πρ, div ~B = 0, (2.1a)

rot ~H − 1

c

∂

∂t
~D =

4π

c
~j, rot ~E +

1

c

∂

∂t
~B = 0. (2.1b)Man geht bei der Betrahtung Photonisher Kristalle davon aus, dass man esmit linearen, isotropen Medien zu tun hat, sprih, dass gilt:



10 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLE
~D(~x) = ε(~x) ~E(~x) (2.2a)
~B(~x) = µ(~x) ~H(~x). (2.2b)im Allgemeinen wird bei Photonishen Kristallen davon ausgegangen, dass

µ = 1 ist, da die betrahteten Materialien im Allgemeinen keine magnetishen,sondern nur dielektrishe Eigenshaften besitzen. (Man beahte weiter, dass beidieser Form der Maxwell-Gleihungen gilt: ε0 = µ0 = 1). Diese Annahme ist fürdie weiteren Rehnungen niht unbedingt notwenig, allerdings vereinfaht sie diediese.Angemerkt sei hierbei auh, dass die Forderung der Isotropie nur eine prakti-she Vereinfahung darstellt, da in den meisten experimentell betrahteten Fällendie Materialien tatsählih isotrop sind. Will man anisotrope Medien behandeln,so muss man in (2.2a) das skalare ε durh den Dielektrishen Tensor ε ersetzen.Dadurh werden die Gleihungen zwar komplizierter, aber strukturell bleiben an-sonsten fast alle Rehnungen gleih.Bei den Berehnungen von Photonishen Kristallen geht man i.a. weiterhindavon aus, dass es weder eine Ladungsverteilung gibt (d.h., dass ρ(~x) = 0 ist),noh eine Stromdihte (d.h., dass ~j(~x) = 0 ist). Damit ergeben sih die Gleihun-gen (2.1a) und (2.1b) zu:
div
(

ε ~E
)

= 0, div ~H = 0, (2.3a)
rot ~H − ε

c

∂

∂t
~E = 0, rot ~E +

1

c

∂

∂t
~H = 0. (2.3b)

Die beiden Divergenz-Gleihungen werden nun vorläu�g niht weiter behan-delt. (Durh die Anordnung der Felder bei der numerishen Lösung [6℄ werden dieDivergenz-Gleihungen später automatish erfüllt.) Betrahtet man also nun diebeiden Rotationsgleihungen (2.3b) und spaltet die Felder in ihre Frequenzanteile



2.1. THEORIE DER PHOTONISCHEN KRISTALLE 11auf, so kann man aufgrund der Linearität der Gleihungen die Frequenzanteileeinzeln betrahten. Es wird also für die Felder verwendet:
~E(~x, t) = ~E(~x)e−iωt ~H(~x, t) = ~H(~x)e−iωt. (2.4)Damit folgt zusammen mit (2.3b):

~∇×
(

1

ε(~x)
~∇× ~H(~x)

)

=
(ω

c

)2
~H(~x). (2.5)Betrahtet man diese Gleihung etwas genauer, so erkennt man, dass es sihdabei um eine Eigenwertgleihung mit Eigenwert (ω

c

)2 für den Di�erentialopera-tor 2. Ordnung
Ô := ~∇×

(

1

ε(~x)
~∇×

) (2.6)handelt.De�niert man ein Skalarprodukt zwishen zwei Feldern ~H und ~H ′ mittels
〈

~H
∣

∣

∣

~H ′
〉

:=

∫

~H⋆ · ~H ′dV, (2.7)so ist Ô hermitesh, falls ∀~x gilt: ε(~x) ∈ R. Physikalish entspriht dies einemniht-absorbierenden Medium, da der Imaginäranteil von ε die Absorption desMediums beshreibt. Ist ∀~x ε(~x) > 0, dann ist Ô sogar positiv de�nit. Fürdie meisten verwendeten Materialien ist diese Annahme gültig. Allerdings gibtes auh Ausnahmen, z.B. Metalle in der Nähe der Plasmafrequenz, die in dieserArbeit auh noh genauer betrahtet werden.Für den Fall, dass ε ∈ R und ε > 0 gilt, d.h., dass Ô hermitesh und positivde�nit ist, dann folgt für die Eigenwerte von Ô, dass diese ebenfalls reell undpositiv sind. D.h. (ω
c
)2 > 0 und daraus folgt, dass man ω als reelle, positiveZahl de�nieren kann. Man könnte als Konvention auh ω < 0 wählen. Allerdingslässt sih ω > 0 direkt als Frequenz interpretieren und das Vorzeihen ist imPrinzip lediglih eine Konvention. Man kann nämlih in der Aufspaltung (2.4)in Frequenzanteile im Prinzip sowohl e−iωt, als auh e+iωt verwenden. Damit hatman eigentlih nur einen Austaush zwishen +ω und −ω, bzw. zwishen +t und

−t (also eine Zeitinversion) vollzogen.



12 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLEBetrahtet man die Lösungen der Gleihung (2.5) mit vershiedenen Frequen-zen ω, so sind diese bezüglih des Skalarprodukts (2.7) orthogonal. D.h. hat manzwei Lösungen ~H1 und ~H2 mit den Frequenzen ω1 und ω2, wobei ω1 6= ω2 ist,dann gilt: 〈 ~H1

∣

∣

∣

~H2

〉

= 0.2.1.1 Periodizität und BandstrukturDie bisher betrahteten Eigenshaften gelten (mit den genannten Einshränkung-en) für beliebige dielektrishe Strukturen. Man spriht jedoh von einem n-dimensio-nalen Photonishen Kristall (n = 1, 2, 3) im allgemeinen nur, wenn die dielektri-she Struktur in n linear unabhängigen Raumrihtungen periodish ist. D.h. esgibt n linear unabhängige Vektoren minimaler Länge ~Ri 6= ~0, i = 1, . . . , n, so dassfür alle x und i = 1, . . . , n gilt:
ε(~x + ~Ri) = ε(~x). (2.8)Sehr ähnlih zum zentralen Problem der Festkörperphysik, nämlih der quan-tenmehanishen Lösung der Shrödinger-Gleihung für ein periodishes Poten-tial, kann man auh hier das Bloh-Floquet-Theorem anwenden [10℄,[11℄. Diesesbesagt, dass man die Lösung von (2.5) für ein beliebiges ~k ∈ R

3 als Bloh-Wellein der Form
~H(~x) = ei~k·~x~u~k(~x) (2.9)shreiben kann, wobei ~u~k(~x) periodish mit ~Ri, i = 1, . . . , n ist und ~k Bloh-Wellen-Vektor genannt wird. Für ~u~k(~x) gilt dann:

(~∇ + i~k) ×
(

1

ε
(~∇ + i~k) × ~u~k(~x)

)

=

(

ω(~k)

c

)2

~u~k(~x). (2.10)Diese Gleihung hat nun für jedes ~k Lösungen mit jeweils vershiedenen Eigen-werten, die durhnummeriert werden. Somit erhält man die jeweiligen Lösungen
~un,~k(~x) mit den dazugehörigen Frequenzen ωn(~k). Trägt man nun diese Frequen-zen ω(~k) gegen ~k auf, so erhält man die aus der Festkörperphysik bekanntensogenannten Bandstrukturen. Analog zum Fall des Festkörpers kann man auhhier ein reziprokes Gitter de�nieren, indem man die Basis Gj , j = 1, . . . , n durhdie Gleihung
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~Ri · ~Gj = 2πδi,j ∀i, j (2.11)de�niert. (Die Vektoren Gj sind durh diese Gleihung wohlde�niert.) Bezüglihdieser Basis gilt, dass die Bandstrukturen periodish mit ~Gj sind, was man anhandvon (2.9) mit (2.11) sehr einfah unter Ausnutzung der Periodizität von ~un,~k(~x)nahvollziehen kann. De�niert man, ebenfalls analog zur Festkörperphysik, dieerste Brillouin-Zone als die primitive Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters,so genügt es, die Bandstruktur innerhalb der ersten Brillouin-Zone zu kennen,da sih alle anderen Bereihe durh die Periodizität der Bandstruktur aus derersten Brillouin-Zone ergeben. Sind noh zusätzlihe räumlihe Symmetrien in derdielektrishen Struktur ε(~x) enthalten, so ergibt sih dadurh eine noh kleinereirreduzible erste Brillouin-Zone.2.1.2 SkaleneigenshaftenEine besondere Eigenshaft Photonisher Kristalle ist auh, dass in Gleihung(2.5) keine natürlihe Längenskala vorgegeben ist. (Lediglih die Forderung, dassdas Material sih makroskopish verhalten muss, ist vorgegeben.) Man betrahtetGleihung (2.5) und nimmt an, dass man für eine gegebene dielektrishe Struktur

ε(~x) die Lösung ~H(~x) mit zugehöriger Frequenz ω bestimmt hat. Nun de�niertman eine neue dielektrishe Struktur ε′ mit ε′(~x) := ε( ~x
α
) mit dem Skalierungsfak-tor α ∈ R. Dabei handelt es sih um eine komprimierte bzw. gestrekte Versionder Ausgangsstruktur. Führt man nun in (2.5) die Substitution ~x′ := α~x durh,so wird ~∇′ = 1

α
~∇ und (2.5) zu
~∇′ ×

(

1

ε′(~x′)
~∇′ × ~H

(

~x′

α

))

=
( ω

αc

)2
~H

(

~x′

α

)

. (2.12)Das gleihfalls komprimierte bzw. gestrekte Feld ~H( ~x
α
) löst also die Gleihung(2.5) mit der Frequenz ω′ = ω

α
. D.h., es spielt im Prinzip keine Rolle, ob die glei-he Grundstruktur im Mikrowellenbereih oder im sihtbaren Bereih betrahtetwird. Die grundsätzlihen Eigenshaften ändern sih niht. Man muss lediglih dieFelder und Frequenzen umskalieren. Aus diesem Grund werden in den folgendenRehnungen auh häu�g nur �relativen Einheiten� ωrel = ωa

2πc
angegeben, wobei adie Gröÿe der Einheitszelle und c die Lihtgeshwindigkeit ist.Allerdings gilt diese Skaleninvarianz nur, solange keine Dispersion vorliegt,



14 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLEalso solange ε niht von der Frequenz abhängt. Hat man eine Dispersion desMediums, so wird die Skaleninvarianz durh die Einführung einer Längenskalagebrohen und die obige Bedingung gilt niht mehr. Dies wird später insbeson-dere im Fall der Photonishen Kristalle aus Metallen und Frequenzen um diePlasmafrequenz interessant, da dann insbesondere um die Plasmafrequenz eineniht zu vernahlässigende Dispersion gegeben ist [7℄.Die Gleihung (2.5) besitzt allerdings auh noh eine weitere Skalierungseigen-shaft: skaliert man den Wert von ε für den gesamten Photonishen Kristall
ε′(~x) := ε(~x)

α2 , so wird (2.5) zu
~∇×

(

1

ε′(~x)
~∇× ~H(~x)

)

=
(αω

c

)2
~H(~x). (2.13)Die Felder selbst bleiben also unter dieser Transformation invariant, allerdingsändert sih die Frequenz zu ω′ = αω.VariationsprinzipWir haben bereits gesehen, dass man Gleihung (2.5) als Eigenwertgleihungeines positiv hermiteshen Operators interpetieren kann (falls ε ∈ R und ε > 0).Auh hier tri�t man eine Analogie zur Quantenmehanik wieder: man kann inder Quantenmehanik den niedrigsten Energiezustand Ψ0 dadurh �nden, dassman

Ψ 7→

〈

Ψ
∣

∣

∣
HΨ

〉

〈

Ψ
∣

∣

∣
Ψ
〉 (2.14)minimiert, wobei H der Hamilton-Operator des Systems ist. (siehe hierzu z.B.[8℄.)Im Falle der Photonishen Kristalle kann man die Lösung mit der niedrigstenFrequenz ω0 dadurh �nden, dass man das elektromagnetishe Energiefunktional

E[ ~H] :=
1

2

〈

~H
∣

∣

∣
Ô ~H

〉

〈

~H
∣

∣

∣

~H
〉 (2.15)minimiert. Den Beweis hierzu �ndet man z.B. in [9℄. Möhte man die höherenModen �nden, dann muss man aus den zu minimierenden Feldern die jeweils



2.2. BEISPIELE UND WEITERFÜHRENDES 15energetish niedrigeren Felder herausprojizieren und auf dem verbleibenden Funk-tionsraum das Energiefunktional E[ ~H ] minimieren. Die Betrahtung des Energie-funktionals hilft jedoh niht nur bei der Bestimmung der Lösungen von (2.5),sondern sie hilft auh bei dem Verständnis dieser Lösungen. Betrahtet man näm-lih E[H ], dann erkennt man, dass gilt:
E[H ] =

1

2

〈

~H
∣

∣

∣
Ô ~H

〉

〈

~H
∣

∣

∣

~H
〉

=
1

2‖ ~H‖2

∫

dV
1

ε
‖ω

c
~D‖2.(Zur Herleitung sei ebenfalls auf [9℄ verwiesen.) An der letzten Zeile kann mansehr gut erkennen, wie sih das Feld über den Photonishen Kristall zu verteilenversuht: das Energiefunktional wird klein, wenn die Bereihe mit groÿen Feld-stärken in ~D in den Bereihen mit groÿem ε liegen. Gleihzeitig müssen die Modennatürlih noh orthogonal zu den tieferliegenden Moden sein.2.2 Beispiele und WeiterführendesBandlüke am Beispiel 1-dimensionaler Photonisher KristalleUm das allgemeine Verhalten 2- oder gar 3-dimensionaler Phontonisher Kris-talle zu verstehen, ist es hilfreih, sih zunähst mit dem deutlih einfaherenFall eines 1-dimensionalen Photonishen Kristalls zu beshäftigen. Alle wihtigenEigenshaften sind in diesem Fall shon in einfaher Form verhanden.Man betrahtet in diesem Fall Liht, das sih nur in eine Rihtung ausbrei-tet, hier willkürlih in z-Rihtung. Nun muss man nur eine Komponente von ~kbetrahten, in diesem Fall kz. Man wählt die Ausbreitungsrihtung so, dass gilt:

kx = ky = 0. Weiter muss für den 1-dimensionalen Fall gelten, dass ε in x- und
y-Rihtung konstant ist. In z-Rihtung muss ε periodish mit Periode a sein.Der denkbar einfahste Fall, der dies erfüllt, wäre das Vakuum oder auh einkonstantes dielektrishes Medium ε(x, y, z) = konst. I.a. spriht man hierbei nihtvon einem Photonishen Kristall. Wir wollen dies aber zunähst als pathologi-shen Sonderfall eines 1-dimensionalen Photonishen Kristalls betrahten. Wählt
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Abbildung 2.1: 1-dimensionale Bandstruktur des Vakuums. Für ein homogenesMedium erhält man die gleihe Struktur durh Stauhung um √
ε.

z

Abbildung 2.2: 1-dimensionaler Photonisher Kristall, der immer abwehselndaus einer Shiht mit ε = 12 und einer Shiht mit ε = 1 besteht.man die Periodizität a in z-Rihtung nun willkürlih, so kann man die Bandstruk-tur des Problems berehnen. Das Ergebnis ist allerdings sehr einfah analytishzu erhalten. Man muss lediglih den 1-dimensionalen Lihtkegel betrahten derdurh ω = ck√
ε
gegeben ist, und diesen entsprehend dem gewählten a in die 1.Brillouin-Zone falten. (Siehe hierzu Abb. 2.1. Die in die erste Brillouin-Zonezurükgefalteten Bereihe sind hierbei gepunktet dargestellt.)Im Vergleih dazu betrahtet man nun die Struktur aus Abb. 2.2, bei der sihjeweils eine Shiht mit ε = 12 und eine gleihgroÿe Shiht mit ε = 1 abweh-seln. Der Kristall besitzt in x- und y- Rihtung eine konstante Dielektrizität. DiePeriodizität a in z-Rihtung entspriht der doppelten Dike der Shihten. Manspriht dabei auh von einem 1-dimensionalen Photonishen Kristall, da eine �eh-
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1

2

Abbildung 2.3: Bandstruktur des Photonishen Kristalls aus Abb. 2.2, der ausabwehselnden Shihten mit ε = 12 und ε = 1 besteht. Eingezeihnet sind diebeiden Bandlüken 1 und 2.te� Periodizität nur in z-Rihtung vorliegt und ε in x- und y-Rihtung konstantist. Bei der Berehnung dieser Struktur geht man von senkrehtem Lihteinfallaus, d.h. es soll kx = ky = 0 gelten und somit ist k = kz. Berehnet man dieBandstruktur dieses 1-dimensionalen Photonishen Kristalls unter senkrehtemLihteinfall (Abb 2.3), so erkennt man das Auftreten der sogenannten Bandlüke.In diesem Fall sind es sogar im betrahteten Frequenzbereih zwei Bandlüken.Eine Bandlüke bedeutet dabei, dass es für einen endlihen Frequenzbereih kein
k(= kz) gibt, das eine Lösung in diesem Frequenzbereih besitzt. In diesem Fallsind dies die in der Bandstruktur in Abb. 2.3 grau gezeihneten Bereihe 1 und2. Weiter erkennt man, dass im Vergleih zur Bandstruktur des Vakuums (Abb.2.1) die Bänder wesentlih �aher verlaufen. Dies ist allerdings anhand dessen,was wir in Abshnitten 2.1.2 und 2.1.2 gesehen haben, niht weiter verwunder-lih. Das ~D-Feld konzentriert sih in den niedrigen Moden hauptsählih in denBereihen mit groÿem ε, was dazu führt, dass die Frequenz im Vergleih zumVakuum absinkt. Man sieht hier auh beim niedrigsten Band, dass die Gröÿen-ordnung in etwa den Erwartungen entspriht: Betrahtet man in beiden Fällendas niedrigste Band, so shneidet im Falle des Vakuums das unterste Band denRand der 1. Brillouin-Zone bei dem normierten Frequenzwert von ωa

2πc
= 0, 5, imGegensatz zu ωa

2πc
≈ 0, 157 bei der Struktur aus Abb. 2.2. Dieser Wert liegt leihtoberhalb des Wertes ωa

2πc
= 0,5√

12
≈ 0, 144, den man für eine homogene Struktur



18 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLEmit ε = 12 erhielte.Was bedeutet nun das Vorhandensein einer Bandlüke? Da bei gegebenerFrequenz ω, die in der Bandlüke liegt, für kein k eine Lösung existiert, bedeutetdies, dass sih innerhalb des Mediums Liht dieser Frequenz niht ausbreitenkann. (Lediglih exponentiell abklingende Moden können existieren.) D.h., hatman einen Photonishen Kristall, so wird Liht einer Frequenz ω, die innerhalbder Bandlüke liegt, vollständig re�ektiert, da es sih im Kristall niht ausbreitenkann. (Dies gilt im 1-dimensionalen Fall allerdings nur, solange sih das Liht, wieanfangs angenommen, entlang der z-Ahse ausbreitet. Breitet sih das Liht nihtentlang der z-Ahse aus, so kann es auh in dem betrahteten FrequenzbereihLösungen geben, die sih im Photonishen Kristall ausbreiten.)Höherdimensionale Photonishe KristalleIm Prinzip ergibt sih im mehrdimensionalen Fall ähnlihe Strukture wie auhshon im 1-dimensionalen Fall. Allerdings wird die 1. Brillouin-Zone und damitauh die Bandstruktur in 2 bzw. 3 Dimensionen deutlih komplizierter. Deshalbsoll hier nur auf einige Besonderheiten gezielt eingangen werden.Im Fall eines 2-dimensionalen Photonishen Kristalls sei angemerkt, dass sihdie Gleihungen für das Problem in zwei getrennte Gleihungssysteme zerlegenlassen. Die Lösungen nennt man in Anlehnung an die Lösungen von Wellenhohl-leitern TE (für transversal elektrishe) bzw. TM (für transversal magnetishe)Moden. (Anmerkung: Im 1-dimensionalen Fall ist das natürlih auh möglih.Dort sind diese beiden Gleihungssysteme und dementsprehend die Moden sogarjeweils doppelt entartet.) Im 3-dimensionalen Fall gibt es diese Entartung nihtmehr.Weiterhin ist auÿerdem im 2- und noh stärker im 3-dimensionalen Fall dasAuftreten der Bandlüke durh die vershiedenen Raumrihtungen immer un-wahrsheinliher. Im 3-dimensionalen Fall ist es so, dass man nah einer Struktursuht, die eine möglihst sphärishe Brillouin-Zone besitzt, denn dann ist ‖~k‖ amRand der Brillouin-Zone am ehesten konstant. Wenn sih nun in den vershie-denen Raumrihtungen lokal Bandlüken ö�nen, ist es eher möglih, dass diesesih zu einer globalen Bandlüke zusammenfügen. Aus diesem Grund ist im 3-dimensionalen Fall die f-Struktur (f=fae enetered ubi. Dies ist die kubishdihteste Pakung gleihgroÿer Kugeln) eine der bevorzugt betrahteten Struk-



2.3. KONKRETE PROBLEMSTELLUNG FÜR DIESE ARBEIT 19turen, da die 1. Brillouin-Zone eine gute Näherung einer Kugel ist. So �ndet manz.B. bei der Diamant-Struktur eine vollständige Bandlüke [9℄. Von experimentel-ler Seite ist die einfahe f-Struktur interessant, da sih diese durh Selbstorga-nisation monodisperser Nanokügelhen auh im Bereih optisher Wellenlängenerzeugen lässt. Allerdings besitzt die einfahe f-Struktur aus herkömmlihenDielektrika keine Bandlüke.2.3 Konkrete Problemstellung für diese Arbeit2.3.1 AllgemeinesNah der allgemein gehaltenen Einführung soll nun kurz auf die konkrete Pro-blemstellung eingegangen werden, der sih diese Arbeit widmet. Diese Arbeitist in zwei Bereihe aufgeteilt. Zunähst geht es um die möglihen numerishenVerfahren. Ausgehend von den übliherweise in diesem Gebiet verwendeten Ver-fahren (ebene-Wellen Verfahren, Transfer-Matrix-Methode), sollen deren Mängelin der Beshreibung der betrahteten Photonishen Kristalle dargelegt werden.Danah wird eine Möglihkeit aufgezeigt, wie diese Unzulänglihkeiten mittelseines Finite Di�erene Frequeny Domain (FDFD) Verfahrens umgangen werdenkönnen. Dieses Verfahren wird übliherweise niht für die Berehnungen Photo-nisher Kristalle verwendet, sondern hat seinen Ursprung in der Beshreibungvon Wellenhohlleitern und wurde im Rahmen dieser Arbeit an die PhotonishenKristalle angepasst. Mittels dieses FDFD-Verfahren wurden metallishe Photo-nishe Kristalle auf die Möglihkeit der praktishen Nutzung untersuht. Dazustellt sih insbesondere die Frage, ob die Absorption des Metalle die erho�tenpositiven Auswirkungen auf die Bandstruktur zunihte maht. Es ist zwar auhmöglih mittels spezieller Ebene-Wellen-Verfahren Bandstrukturen von Materia-lien mit Dispersion zu berehnen, allerdings erhält man aus der Bandstrukturkeine Information darüber, wie stark der Kristall bei welher Frequenz wirklihabsorbiert. Mittels des adaptierten FDFD-Verfahrens ist es möglih sowohl überdie Spektren nah Bandlüken zu suhen, wie auh zu beurteilen, wie stark derEin�uss der Absorption ist. Es ist gerade bei Photonishen Kristallen nämlihniht so, dass die Absorption sih so verhält wie der Absorption des reinen Ma-terials, da die Verteilung der Felder innerhalb des Kristalls und somit auh dieAbsorption des gesamten Kristalls mit der Frequenz stark variiert.



20 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLESeit der Entdekung der Photonishen Kristalle und der Herstellung ersterStrukturen mit einer Bandlüke im Mikrowellenbereih ist man auf der Suhenah einer einfahen Möglihkeit, mit der man eine Struktur mit einer solhenBandlüke auh im sihtbaren Bereih bzw. im nahen Infrarotbereih, in ma-kroskopishen Mengen herstellen kann. Hier bietet sih vorallem der Prozess derSelbstorganisiation an. Das Problem bei diesem Verfahren ist allerdings, dasshierbei übliherweise eine einfahe f-Struktur entsteht, die, wie im vorherigenAbshnitt erwähnt, zwar prinzipiell eine räumlih vorteilhafte Brillouin-Zone be-sitzt, die allerdings mit einfahen, niht dispersiven Medien trotzdem keine direkteBandlüke aufweist. Einen möglihen Ausweg bietet unter Umständen die Ver-wendung metallisher Nanopartikel [12℄, [13℄, [14℄, [15℄, [18℄, [19℄, [20℄, [21℄. Dabeiwird insbesondere Silber als Metall betrahtet, da es für diese Systeme günstigeEigenshaften besitzt, inbesondere eine sehr niedrige Absorption unterhalb derNullstelle des Realteils von ε.Ein weiterer interessanter Aspekt der metallishen Systeme ist der sehr groÿenegative Realteil von ε [7℄. Allerdings sind diese mit einem niht zu vernahläs-sigenden Imaginäranteil (entspriht Absorption) verbunden. Numerishe Unter-suhungen [13℄ deuten jedoh darauf hin, dass trotz der vorhandenen Absorptiondiese Materialien für Photonishe Kristalle immer noh von Bedeutung sein könn-ten. Allerdings sei darauf verwiesen, dass das in [13℄ verwendete Transfer-Matrix-Verfahren [22℄ einige tie�iegende Mängel (numerishe Instabilität) aufweist, diedieses Verfahren insbesondere für die Fragestellung der Absorption einer endli-hen Shiht als gänzlih ungeeignet ersheinen lassen, weshalb für diese Arbeitauh das FDFD-Verfahren für die Beshreibung von Wellenhohlleitern auf diePhotonishen Kristalle übertragen wurde.Ein weiterer Vorteil von Metallen gegenüber anderen Materialien liegt im Ver-halten nahe der Plasmafrequenz. Dort hat man zum einen einen Nulldurhgangdes Realteils der Dielektriztätskonstante ε. Betrahtet man beispielsweise ein 2-komponentiges System Metall-Luft, mit jeweiligen dielektrishen Konstanten ε1und ε2 (wobei ε1 hier frequenzabhängig ist), so erhält man nahe der Plasmafre-qunz einen sehr hohen Wert für den Kontrast ε2

ε1
. Allerdings setzt auh in der Näheder Plasmafrequenz die Absorptionskante des Metalls ein, was die Frage aufwirft,ob man den hohen Kontrast gegenüber einer akzeptablen Gesamtabsorption einerendlihen Shiht ausnutzen kann.



2.3. KONKRETE PROBLEMSTELLUNG FÜR DIESE ARBEIT 21Für das Auftreten einer Bandlüke ist ein hoher Kontrast sehr günstig bzw.notwendig (siehe hierzu z.B. [9℄). Mit herkömmlihen dispersiven Materialien istlediglih ein Kontrast zu Luft von a. 1:13 möglih. Die Verwendung metallisherSysteme kann dieser Kontrast um mindestens eine Gröÿenordnung erhöhen. Nahedes Nulldurhganges (der Plasmafrequenz) kann dieser Konstrast sogar prinzipiellbeliebig hoh werden (wenn auh nur in einem sehr kleinen Frequenzbereih).2.3.2 Das Problem der DispersionEines der beiden Probleme, die bei der Berehnung der Bandstrukturen, bzw. all-gemein der Eigenshaften von Photonishen Kristallen auftreten können, ist dieDispersion. Diese bedeutet, dass die Dielektrizitätskonstante von der Frequenzabhängt. Im Standardverfahren zur Berehnung von Bandstrukturen [23℄, einemVerfahren, das die Fourier-Transformation der Gleihung (2.5) mittels einer end-lihen ebenen-Wellen-Basis löst, berehnet man die Bandstruktur ω(~k) dadurh,dass man für gegebenes ~k die Eigenfrequenz ω berehnet. Allerdings hat man da-bei das Problem, dass man zur Beshreibung der Struktur die Dielektrizität desMaterials benötigt, welhe wiederum von der Lösung abhängt. Dieses Problem istzwar prinzipiell niht unüberwindlih und kann durh Iterationen bis zur Selbst-konsistenz gelöst werden. Jedoh wird auh dieses Verfahren shwieriger, wennfür eine Struktur sowohl ε < 0 als auh ε > 0 in gewissen Raumbereihen gilt.Auh ein solhes System ist prinzipiell noh berehenbar, jedoh tri�t man dabeihäu�g auf komplexe Werte für ε. Weiterhin ist das Verfahren auh numerishfür ε ≈ 0 sehr shleht konditioniert, was aber bei den betrahteten Struktu-ren gerade der Bereih ist, der berehnet werden soll. Im Vergleih dazu ist beider Transfer-Matrix-Methode [22℄ die Dispersion sehr einfah zu integrieren, dahier die Frequenz bei der Berehnung immer bekannt ist. Jedoh hat man beidieser Methode das bereits angedeutet Problem der numerishen Instabilität beifeiner werdenden Gitterrastern, was dazu führt, dass dieses Verfahren ebenfallsnur bedingt brauhbar ist. Für das FDFD-Verfahren als Frequenzraum-Verfahrenstellt (ähnlih wie bei der Transfer-Matrix-Methode) die Dispersion kein Problemdar, da bereits zu Beginn der Rehnung, im Gegensatz zu den üblihen ebene-Wellen-Verfahren, die Frequenz zu Beginn der Rehnung vorgegeben ist. Das fürdiese Arbeit adaptierte FDFD-Verfahren bietet also den Vorteil der Transfer-Matrix-Methode bezüglih der Behandlung der Dispersion, allerdings ohne deren



22 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLEnumerishe Instabilität.2.3.3 Das Problem der AbsorptionZusätzlih zu dem Problem der Dispersion hat man im Falle eines metallishenPhotonishen Kristalls noh das Problem, dass das Metall auh noh absorbiert.Dies führt zunähst dazu, dass eigentlih das gesamte Konzept der Bandstrukturnur noh sehr eingeshränkt brauhbar ist. Man müsste auf komplexe ~k zurük-greifen, um die Absorption zu beshreiben. Komplexe ~k entsprehen allerdingssih niht unendlih ausbreitenden Moden. Im Falle der Absorption bietet es sihdaher an, statt der Bandstruktur für einen unendlihen Photonishen Kristall dieRe�exion bzw. Transmission durh eine endlihe Shiht zu betrahten. Auh beidiesem Problem würde sih eigentlih die Transfer-Matrix-Methode wieder anbie-ten, da sie dazu geeignet ist, Transmissionen und Re�exionen direkt zu berehnen.Auh die Absorption, also ein komplexes ε, ist für dieses Verfahren kein prinzipi-elles Problem. Aufgrund der numerishen Instabilität ersheint dieses Verfahrenjedoh insbesondere für absorbierende Materialien absolut ungeeignet.2.3.4 LösungsansatzIn dieser Arbeit soll auf zwei vershiedene Alternativen eingegangen werden. Zu-nähst eine Alternative zu der ebene-Wellen-Metode [23℄, bei der man niht von
~k ausgeht und daraus ω ausrehnet, sondern bei der zwei Komponenten, etwa kxund ky, sowie ω gegeben sind und die 3. Komponente von ~k, in diesem Falle also
kz, berehnet wird. Dieses Verfahren wurde anhand von [24℄ nahprogrammiertund gestet. Allerdings erwies sih diese Programm als sehr zeitintensiv. Zusätz-lih hat man auh hier immer noh niht das Problem der Absorption gelöst. DasVerfahren selbst soll deshalb nur im Anhang vorgestellt und die Ergebnisse kurzin der Arbeit besprohen werden.Der numerishe Shwerpunkt soll daher auf einer Alternative zur Transfer-Matrix-Methode liegen. Zunähst wird das numerishe Problem der Transfer-Matrix-Methode anhand exemplarisher Beispiele aufgezeigt. Das Problem derTransfer-Matrix-Methode ist, dass exponentiell anwahsende Felder entstehen.Um dieses Problem zu umgehen wurde nah einer Alternative zur Transfer-Matrix-Methode gesuht, die jedoh die prinzipiellen Vorteile der Transfer-Matrix-



2.3. KONKRETE PROBLEMSTELLUNG FÜR DIESE ARBEIT 23Methode beibehält (keine Probleme Absorption und Dispersion zu behandlen, so-wie die Berehnung der experimentell leihter zugänglihen Gröÿen Transmissionund Re�exion), aber die niht instabil ist. Dabei wurde im Rahmen dieser Arbeitdas Finite Di�erene Frequeny Domain (FDFD) Verfahren aus dem Bereih derWellenhohlleiter (siehe z.B. [30℄, [31℄) auf die Problemstellung der PhotonishenKristalle übertragen und anshlieÿend implementiert.Mit diesem Verfahren wird das Problem des numerish exponentiellen An-wahsens der Felder überwunden und das Verfahren bleibt auh bei feinerenDiskretisierungsraster weiterhin stabil. Es werden bei dem FDFD-Verfahren übli-herweise Re�exions- und Transmissionsspektren berehnet. (Prinzipiell ist es mitdieser Methode auh möglih Bandstrukturen zu berehnen. Da aber Bandstruk-turen für die betrahteten Probleme grundsätzlih shon ein ungeeignetes Werk-zeug darstellen, und die Bandstrukturen somit auh nur sehr rudimentär undunvollständig implementiert wurden, soll auf eine Bandstruktur-Untersuhungmittels dieses Verfahrens verzihtet werden. Dazu eignen sih die Standardver-fahren deutlih besser.)Dieses Verfahren soll dann für die Untersuhung der metallishen Systeme ver-wendet werden, um abshätzen zu können, ob die beiden erwähnten Eigenshaf-ten (hoher negativer Realteil von ε und der Nulldurhgang) von ε für praktisheAnwendungen von Interesse sein könnten.



Kapitel 3Plane-Wave-Verfahren
3.1 Einfahes Plane-Wave-Verfahren3.1.1 MotivationAufgrund der bereits in der Einführung erwähnten Ähnlihkeiten zur Quantenme-hanik im Festkörper ist es naheliegend, numerishe Verfahren aus diesem Gebietauf das Problem der Photonishen Kristalle zu übertragen. Eines der direktestenVerfahren ist hierbei übliherweise die Entwiklung der Gleihungen (in diesemFall (2.5)) in eine endlihe Zahl ebener Wellen, so dass eine endlih-dimensionaleMatrixgleihung entsteht. Diese wird dann mittels numerisher linearer Algebragelöst.Diese Methode ist die Standardmethode zur Berehnungen von Bandstruk-turen und dafür gut geeignet. Es handelt sih um ein etabliertes und gut ver-standenes Verfahren, dass jedoh auf das Problem der metallishen PhotonishenKristalle nur sehr eingeshränkt anwendbar ist.3.1.2 VerfahrenAusgangspunkt ist die Mastergleihung (2.5) unter Verwendung der Bloh-Strukturder Lösung. Dies führt zur Form (2.10):

(~∇ + i~k) ×
(

1

ε
(~∇ + i~k) × ~u~k(~x)

)

=

(

ω(~k)

c

)2

~u~k(~x). (3.1)Da weiterhin gilt, dass ~u~k(~x) periodish ist, kann man ~u~k(~x) in ebene Wellen24



3.1. EINFACHES PLANE-WAVE-VERFAHREN 25zerlegen, deren Wellenvektoren ~G auf dem Gitter Γ liegen, das als reziprokesGitter durh die Periodizität im Ortsraum gegeben ist.
~u~k(~x) =

∑
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~u~k, ~Gei ~G·~x. (3.2)Ebenso wird nun 1
ε(~x)

zerlegt
1

ε(~x)
=
∑

~G∈Γ

(

1

ε

)

~G

ei ~G·~x (3.3)und (3.3) mit (3.2) in (3.1) eingesetzt. Die Ableitungen ~∇ können damit sehreinfah berehnet werden und nah einigen einfahen Umformungen ergibt sih:
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 = 0, ∀~G′ ∈ Γ. (3.4)Hierbei handelt es sih immer noh um eine unendlih-dimensionale Gleihung,die ohne weiteres niht lösbar ist. Nimmt man aber an, dass die Beiträge mitsteigendem Betrag von ~G bzw. ~G′ immer kleinere Beträge liefern, so kann man(3.4) dadurh annähern, dass man nur ein endlihes Teilgitter Γ′ ⊂ Γ betrahtet.Aus (3.4) wird dann:
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 = 0, ∀~G′ ∈ Γ′.(3.5)Der entsheidende Untershied ist hierbei, dass die Anzahl der Gleihungensowie die Summen nun endlih sind. Man betrahtet (3.5) nun für jedes ~k alsein Matrix-Gleihungssystem mit den Unbekannten ~u~k, ~G. Da es sih um ein ho-mogenes lineares Gleihungssystem handelt, gibt es niht-triviale Lösungen (undnur diese sind interessant) genau dann, wenn die Determinante der Matrix desGleihungssystems 0 ist. Somit kann man für ein gegebenes ~k die vershiedenenLösungen ωn(~k) der Bandstruktur berehnen, wobei n ein Index für die diskretenLösungen ist und die Bänder nummeriert. (Statt die Determinante zu berehnen,kann man natürlih auh einfah das Gleihungssystem lösen.)Einer der groÿen Vorteile der Plane-Wave-Methode ist siherlih die direkte



26 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENImplementierbarkeit, da man es e�ektiv zwar mit groÿen, aber durhaus noh be-herrshbaren Standardproblemen der linearen Algebra zu tun hat. Bei der Lösungdieser Systeme können auh noh Eigenshaften, wie die Hermitezität, oder dieTatsahe, dass das zu lösende System für ε > 0 positiv de�nit ist, verwendet wer-den. Der Vorteil hierbei ist, dass es für positiv de�nite hermiteshe Systeme sehrgute und e�ziente Standardverfahren gibt. Für genauere Details einer möglihene�zienten Implementierung sei hier auf [23℄ verwiesen. Diese Implementierungwurde in dieser Arbeit auh verwendet wenn Vergleihsrehnungen mittels eins�unmodi�zierten Plane-Wave-Verfahrens� durhgeführt wurden.3.1.3 Dispersion und ebene-Wellen-VerfahrenImplementierungIm Rahmen dieser Arbeit wurde keine Implementierung des selbstkonsistentenebene-Wellen-Verfahrens durhgeführt um damit auh Bandstrukturen von Sy-stemen mit Dispersion zu berehnen, jedoh soll trotzdem kurz aufgezeigt werden,wie dies prinzipiell möglih ist.Um die Dispersion in das Plane-Wave-Verfahren einzubinden, sollen hier zweiähnlihe Verfahren kurz angerissen werden. Das erste Verfahren ist in Abb. 3.1shematish dargestellt. Das Problem, das sih bei der Berehnung mittels Plane-Wave-Verfahren ergibt, ist, dass man den Wert für die Dielektrizitätskonstante
ε erst kennt, wenn die Frequenz der Lösung bekannt ist, also das System bereitsgelöst ist. Man benötigt allerdings ε auh zum Lösen des Systems.Das führt dazu, dass man das Problem selbstkonsistent lösen muss. Das heiÿtman muss eine Lösung �nden, bei der bei vorgegebenem ε eine Frequenz ω erreh-net wird, so dass anhand der Dispersion ε(ω) wieder der ursprünglihe Wert für
ε herauskommt. Praktish bedeutet dies in der Rehnung, dass man untershei-den muss zwishen εV ar, das hier als vorgegebener Parameter verstanden werdensoll, und das dem willkürlih vorgegebenen Wert entspriht, und εDispersion, dasmittels der Frequenz ω aus der konkreten Dispersionsrelation εDispersion(ω) be-stimmt wird. εDispersion übernimmt hier also die Rolle einer gegebenen Funktion(der Dispersion) und εV ar die Funktion einer Variablen.Eine selbstkonsistente Lösung hat man also gefunden, wenn gilt:
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Abbildung 3.1: Flussdiagramm zur selbstkonsistenten Bestimmung der Band-struktur mittels des Plane-Wave-Verfahrens bei Vorhandensein einer Dispersion
ε(ω).



28 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHREN
εDispersion(ω(εV ar)) = εV ar, (3.6)wobei εDispersion der gegebenen Dispersion des Materials entspriht und ω(εV ar)eine numerish durh das Plane-Wave-Verfahren gegebene Funktion darstellt.Praktish kann man so vorgehen, dass man für ein bestimmtes Band n, das manberehnen möhte, und gegebenes ~k mit einem Startwert εV ar beginnt. Mittels desPlane-Wave-Verfahrens berehnet man ωn,~k und anshlieÿend anhand der Disper-sionsrelation εDispersion(ωn,~k). Stimmt εDispersion(ωn,~k) innerhalb einer gegebenenGenauigkeit mit εV ar überein, so hat man eine selbstkonsistente Lösung gefun-den. Ansonsten startet man einen neuen Durhlauf mit dem neuen Startwert, derübliherweise dem berehneten Wert für εDispersion entspriht.Dies entspriht der programmiertehnish einfahsten (aber niht notwen-digerweise e�zientesten) Suhe nah der Lösung. Selbstverständlih können auhandere Verfahren verwendet werden, da es sih eigentlih lediglih um die Null-stellensuhe der Funktion

f : R → R (3.7)
εV ar 7→ εDispersion(ωn,~k(εV ar)) − εV ar (3.8)handelt. D.h., man kann prinzipiell auh jedes andere Verfahren zur Nullstellen-bestimmung verwenden. Dabei bieten sih hier die Verfahren an, bei denen manmit den wenigstens Berehnungen ωn,~k(εV ar) auskommt, da es sih dabei um dennumerishen aufwendigsten Teil handelt.Eine leiht abgeänderte Variante ist in Abb. 3.2 dargestellt. Hier untersheidetsih das Vorgehen hauptsählih darin, dass zunähst für einen vorher passendgewählten Bereih von ε die Funktion ωn,~k für das n-te Band berehnet wird.Danah wird anhand der berehneten Werte die Nullstelle von (3.7) ermittelt.Diese 2. Methode bietet sih allerdings nur dann an, wenn man vershiedeneDispersionsrelationen (z.B. bedingt durh vershiedene Materialien) berehnenwill. Man legt sih somit eine Art Bibliothek von Bandstrukturen für untershied-lihe ε an, die man dann anhand der gegebenen Dispersionsrelation auswertet.Betrahtet man nur eine Dispersionsrelation, so ist das erste Verfahren i.a. deut-lih günstiger.
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Abbildung 3.2: Flussdiagramm zur Bestimmung der Bandstruktur mittels desebenen-Wellen-Verfahrens bei Vorhandensein einer Dispersion ε(ω). Dazu bere-hent man Bandstrukturen für vershiedene εV ar ohne Dispersion und löst an-shlieÿend damit numerish die Fixpunktgleihung εDispersion(ω(εV ar)) = εV ar.



30 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENAuftretende ProblemeWie bereits in Abshnitt 2.3.2 darauf hingewiesen wurde, bietet dieses Verfahrenjedoh einige Probleme, wenn man versuht die Dispersion und die Absorptionzu berüksihtigen. Wie gezeigt ist es zwar durhaus möglih, die Dispersion zuintegrieren. Aus praktisher Siht wird dies leider sehr unhandlih, wenn maneine Struktur betrahtet, die niht nur Dispersion besitzt, sondern auh sowohlBereihe mit ε < 0 also auh ε > 0. Dann ist der Operater Ô des Systems nihtmehr positiv de�nit und kann somit auh negative Eigenwerte besitzen. Dadurhtreten auh Lösungen mit ω2 < 0 auf, welhe aber hier niht interessant sind,da sie niht zur Bandstruktur beitragen. Allerdings zeigt bei der Verwendungdes ebenen-Wellen-Verfahrens, dass in dem hier interessanten Fall, nämlih umdie Nullstelle in ε, eben genau diese Lösungen immer häu�ger auftauhen. Umdies zu umgehen, müsste die Anzahl der betrahteten Lösungen deutlih erhöhtwerden. Dies trägt allerdings auh niht zu einer substantiellen Verbesserung derSituation bei und die benötigte Rehenzeit wird deutlih erhöht.Dies ist jedoh niht das einzige Problem. Insbesondere wenn � durh dieDispersion bedingt � auh noh eine Nullstelle in ε vorliegt, (genau solhe Be-reihe sind für die Untersuhungen dieser Arbeit aber entsheidend) wird derRehenaufwand mittels des Plane-Wave-Verfahrens immer gröÿer, je näher mander Nullstelle kommt. Auh die Stabilität nimmt dabei stark ab. Hier zeigt sihdas Problem, dass die Matrix, die durh (3.5) gegeben wird, eine shlehte Kondi-tionierung besitzt. Dies wird hauptsählih durh den Term (

1
ε

)

~G′− ~G
verursaht.Dieser divergiert, wenn ω → ωP lasma geht und dadurh wird die Gleihung (3.5)numerish deutlih shwieriger zu lösen. Dies bedeutet einen um so höheren Re-henaufwand, je mehr sih ε an 0 annähert.Trotz der genannten Probleme ist es durhaus möglih, die Dispersion imRahmen eines Plane-Wave-Verfahrens zu behandeln. Und dies wird für Metal-le auh teilweise getan ([17℄, [32℄), dann allerdings ohne Berüksihtigung dervorhandenen Absorption.3.1.4 AbsorptionWie bereits in Abshnitt 2.3.3 angedeutet wurde gilt, dass niht nur die Dispersi-on ein Problem darstellt, sondern auh die Tatsahe, dass Metalle (insbesondere



3.2. MODIFIZIERTES PLANE-WAVE-VERFAHREN 31auh im Bereih um die Plasmafrequenz ωP lasma) eine niht zu vernahlässigen-de Absorption besitzen. Eine Absorption äuÿert sih durh ein komplexes ε, waswiederum dazu führt, dass der Operator Ô aus (2.6) niht mehr hermitesh ist.Daraus folgt wiederum, dass die Eigenwerte der Gleihung (2.5) niht notwendi-gerweise reell sind (genauer: Teile des Spektrums von Ô müssen auh niht-reellsein, sonst wäre Ô hermitesh). Damit wird ω i.A. komplex, was physikalishzeitlih an-, bzw. abshwellenden Lösungen entspriht, von denen aufgrund derEnergie nur die zeitlih abshwellenden physikalish relevant sind. Genauso wieman ein komplexes ω erhalten kann, kann man auh einen komplexen Wellen-vektor ~k vorgeben, was dann räumlih anwahsenden, bzw. abfallenden Lösun-gen entspriht. Solhe Lösungen kann man auh für Photonishe Kristalle mitFehlstellen bekommen, bei denen diese dann den räumlih lokalisierten Lösun-gen entsprehen. Man müsste also, um bei einer einfahen Beshreibung mittelsBandstruktur zu bleiben, sowohl ~k als auh ω als komplex betrahten. Zusätz-lih hätte man nur zeitlih stabile (niht auf- oder abklingende) Moden, wenn
ω ∈ R ist, und nur räumlih stabile (niht auf- oder abklingende) Moden, wenn
~k reell ist. im Allgemeinen emp�ehlt es sih allerdings für eine Betrahtung derAbsorption zu anderen, später aufgezeigten Verfahren überzugehen.Aufgrund dieser Probleme und der unter �Dispersion� aufgeführten Proble-me wurden keine ausführliheren Untersuhungen mit Hilfe des ebenen-Wellen-Verfahrens durhgeführt. Allerdings gibt es auh sehr aktuelle UntersuhungenPhotonisher Kristalle auh mittels ebener-Wellen-Verfahren [32℄.3.2 Modi�ziertes Plane-Wave-Verfahren3.2.1 MotivationWie wir im vorherigen Kapitel sehen konnten, ist es mittels des normalen Plane-Wave-Verfahrens durhaus möglih eine Dispersion zu betrahten. Dies ist jedohnur indirekt möglih. In [24℄ wird ein Verfahren vorgestellt, das es ermögliht dieDispersion direkt in ein Plane-Wave-Verfahren zu integrieren. Dieses Verfahrenwurde im Rahmen dieser Arbeit nahvollzogen und nahprogrammiert um Un-tersuhungen damit durhführen zu können.Der Ansatz besteht darin, aus dem Problem, ω(k) zu berehnen, ein Pro-blem zu formulieren, bei dem man k(ω) berehnet. Somit ist shon zu Beginn der



32 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENRehnung die Frequenz und somit auh ε bekannt. Dies gelingt, indem man in(3.5) eine Rihtung willkürlih auswählt, etwa die z-Rihtung, und dann das Glei-hungssystem als ein quadratishes Eigenwertproblem in kz au�asst. Der Nahteil,mit dem man sih dies erkauft ist, dass man ein Eigenwertproblem der doppeltenGröÿe des ursprünglihen Problems lösen muss, das auh keine Symmetrie mehrbesitzt. Für Details dieses Verfahren sei auf den Anhang A verwiesen.3.2.2 TestrehnungenUm zu prüfen, ob das Verfahren funktioniert und korrekt implementiert wur-de, wurden einige Beispielrehnungen durhgeführt. Dazu wurden nur Struktu-ren ohne Dispersion betrahtet, um einen direkten Vergleih mit dem in diesenFällen gut funktionierenden unmodi�zerten ebene-Wellen-Verfahren (dem bereitserwähnten Verfahren von Johnson und Joannopoulos [23℄) zu ermöglihen. Ei-ne zusätzlih betrahtete Dispersion bedeutet für das modi�zierte Plane-Wave-Verfahren kein zusätzlihes Problem oder keinen zusätzlihen Rehenaufwand.VakuumDas einfahste Problem, das auh analytish lösbar ist, ist das Vakuum. In diesemFall gilt, dass ω = c‖~k‖ ist. Somit erhält man die Bandstruktur durh den Shnittmit dem Kegel, der durh ω = c‖~k‖ gegeben ist, und der immer wieder in dieBrillouin-Zone gefaltet wird.Die Berehnung mittels des modi�zierten Plane-Wave-Verfahrens wurde inalle Raumrihtungen mit den ersten 4 k-Werten durhgeführt, was eine ausrei-hende Genauigkeit ergab.Die Ergebnisse dieser Berehnung sind in Abb. 3.3 dargestellt. Wie mansieht, ergibt sih eine sehr gute Übereinstimmung der berehneten Werte mitdem exakten Ergebnis. Dies ist allerdings niht weiter erstaunlih, da es sih umein ebene-Wellen-Verfahren handelt, mit dem man die Vakuumlösungen natür-lih sehr gut beshreiben kann. Mathematish äuÿert sih dies darin, dass dieFouriertransformierte von 1
ε
nur den konstanten Beitrag enthält und sih die zulösenden Gleihungen des Verfahrens damit sehr stark vereinfahen.Man erkennt aber hier shon sehr gut, warum dieses Verfahren Problememit sehr �ahen Bändern hat. Da eine sehr kleine Änderung in ω bei einem
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Abbildung 3.3: 3-dimensionale Bandstruktur entlang der Geraden (0,1
2π

; 0; k). (Da
kx und ky bei diesem Verfahren niht beide gleih null sein dürfen, wurde dieGerade leiht in kx vom Ursprung vershoben.) Die durhgehende Linie ist dieexakte Lösung. Die Kreuze entsprehen den mittels des modi�zierten Plane-Wave-Verfahrens berehneten Werten.



34 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHREN�ahen Band shon eine sehr groÿe Änderung in kz bewirkt, erhält man bei einemkonstanten Raster in ω verhältnismäÿig wenig Punkte, die auf �ahen Bändernliegen. Man muss also, um �ahe Bänder gut zu beshreiben, die Berehnungenfür ein sehr feines Raster in der Frequenz ω durhführen.
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Abbildung 3.4: Kugeln in einer einfah-kubishen Anordnung. (5×5×5 Einheits-zellen)Einfah-kubishe StrukturAls nähster Testfall soll nun eine volle 3-dimensionale Struktur betrahtet wer-den. Damit die Rehnung allerdings niht zu rehenzeitintensiv wird, wurde hiereine einfah kubishe Struktur (Abb 3.4) mit Länge a der Einheitszelle und einerSphäre mit Radius r = 0, 25a und ε = 8, 9 im Mittelpunkt der Einheitszelle ver-wendet. Für die Rehenverfahren bildet dies shon eine ausreihend komplizierteStruktur, um zu testen, ob das Verfahren die rihtigen Ergebnisse liefert. DasSystem ist für ein volles 3-dimensionales System jedoh eines der denkbar ein-fahsten niht-trivialen Systeme. Allerdings gibts es shon keine analytishen Er-gebnisse mehr, weswegen der Vergleih mit dem unmodi�zierten ebenen-Wellen-Verfahren [23℄ erfolgen soll.Es ist niht trivial, mittels dieses Verfahrens eine komplette Bandstrukturzu berehnen. Man weiÿ vor der eigentlihen Rehnung nie, welher Wert für kzbei der Rehnung bestimmt wird, da nur kx und ky festgelegt werden können.Dies lässt sih niht vermeiden, da man die Frequenz ω vorher festgelegt hat.Man kann entweder alle Komponenten von ~k vorgeben und ω(~k) berehnen, oderman gibt zwei Komponenten von ~k und ω vor und berehnet daraus die fehlendeKomponente von ~k. Im ersten Fall liegt das normale (unmodi�zierte) Plane-Wave-



36 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENVerfahren vor, im zweiten das modi�zierte Plane-Wave-Verfahren.Bandstrukturen entlang der kz-Rihtung sind mittels dieses Verfahrens immernoh gut zu berehnen. Allerdings wird es in anderen Raumrihtungen (also z.B.von einem Symmetriepunkt zu einem anderen) niht-trivial, die Bandstrukturenzu erhalten, da mit gegebenem kx und ky das berehnete kz einen vorher unbe-kannten Wert hat. D.h. ~k liegt irgendwo auf der Geraden mit konstantem kx und
ky und damit i.a. niht in der betrahteten Raumrihtung. Aus diesem Grundwird hier für die Testrehnung nur das Band entlang der Rihtung (0,1

2π
; 0; k) be-trahtet. Für Bänder entlang anderer Symmetriepunkte müsste man die Bänderaus den berehneten Punkten in der Brillouin-Zone interpolieren, oder das Ver-fahren wie am Ende des Kapitels erwähnt noh weiter modi�zieren. Da aber auhin diesem einfahen Fall der Rehenaufwand extrem groÿ wird und das Verfahrenweitere Mängel aufweist wurde darauf verzihtet. Die wesentlihen Punkte kannman auh shon anhand dieses Teils der Bandstruktur erkennen.In Abb. 3.5 sind die Ergebnisse der Rehnung mit ut-o�-Wert N = 4 (alsojeweils bis zum vierten ~G in positiver und negativer Rihtung in jeder Raum-rihtung) gezeigt und mit den Ergebnissen des unmodi�zierten ebenen-Wellen-Verfahrens verglihen. Die durhgezogenen Linien sind dabei die Ergebnisse desStandard-Verfahrens, die einzelnen Punkte entsprehen den Ergebnissen des mo-di�zierten ebenen-Wellen-Verfahrens. Auf den Frequenzbereih unterhalb von 0.7wurde bei der Berehnung verzihtet, da dieser Bereih nur bedingt interessantist und somit die Punkte im berehneten Bereih mit einem engeren Frequenz-raster bei gleiher Rehenzeit gelegt werden können. (Für niedrige Frequenzennähert sih das Problem immer mehr dem der Ausbreitung im homogenen Me-dium mit gemitteltem ε an, was im Prinzip ein in der Frequenz umskaliertesVakuum-Problem ist). Dieser Bereih der Bandstruktur ist zum einen physika-lish niht sehr interessant und zum anderen funktioniert das Verfahren für die-sen Bereih reht zuverlässig. (Es handelt sih genähert immer mehr um eineVakuum-Berehnung, je niedriger die Frequenz wird.)Das unterste (abgebildete) Band selbst kann nur zu hoh berehnet werden.Da hier in der gesamten Einheitszelle ε > 0 ist, wird das Energiefunktional E[ ~H ]für den Grundzustand (also das unterste Band), wie in Abshnitt 2.1.2 gezeigtwurde, minimiert. D.h. die exakte Lösung besitzt die niedrigste Frequenz undeine Näherungslösung muss oberhalb des exakten Grundzustandes liegen.
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Abbildung 3.5: 3-dimensionale Bandstruktur entlang der Geraden (0,1
2π

; 0; k) füreine einfah-kubishe Struktur mit der Länge a Einheitszelle und einer Sphäremit Radius r = 0, 25a und ε = 8, 9 im Zentrum der Einheitszelle. Der ut-o� inalle Raumrihtungen des reziproken Gitters beträgt N = 4. Es wurden also knapp1500 ebene Wellen berüksihtigt. Die Linien entsprehen der Berehnung mit-tels des unmodi�zierten ebenen-Wellen-Verfahrens, die Kreuze den Berehnungmittels des implementierten modi�zierten Plane-Wave-Verfahrens.



38 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENDas zweite. Band, welhes das unterste in Abb. 3.5 ist, liegt aber geradefür kleine Werte von k relativ weit oberhalb der mittels des Standardverfahrensbestimmten Werte (in relativen Einheiten a. 0,06, was einem relativen Fehler vona. 8% entspriht). Auh dies ist niht weiter verwunderlih, da der unterste niht-triviale Zustand am Ursprung der Brillouin-Zone (dem Γ-Punkt) einem sehr starklokalisierten Zustand innerhalb der dielektrishen Sphäre entspriht. Um diesenmittels ebener Wellen darzustellen, brauht man sehr viele auh stark oszillierendeebene Wellen. Für die höher liegenden Bänder gibt es allerdings keine so einfahenErklärungen, warum sie bei der Rehnung höher oder auh tiefer als das Ergebnisdes Standardverfahrens liegen.Die nähsthöher liegenden Bänder haben eine zu hoh berehnete Frequenz,auh wenn die Abweihung etwas geringer als bei den beiden untersten abgebil-deten Bändern ist. Der Standard-Rehnung am nähesten kommen allerdings dieBänder, die bei a. ωrel = 0, 96 − 1 die Ahse k = 0 shneiden. Die Bänder,die noh weiter oberhalb liegen, wurden sehr unzureihend beshrieben. Die mit-tels des modi�zierten Plane-Wave-Verfahrens berehneten Bänder liegen teilweisedeutlih neben den mittels des Standard-Verfahrens berehneten Bändern. Mei-stens liegen die berehneten Werte oberhalb der Vergleihsrehnung, in manhenFällen ist es auh niht wirklih möglih, die Bänder einander zuzuordnen, da dieStruktur der Bänder shwierig zu erkennen ist. Dies liegt daran, dass die höherenBänder i.a. sehr �ah verlaufen, und da das Verfahren diese mittels Shnitten mit
ω = konst bestimmt, erhält man bei sehr �ahen Bändern übliherweise nur we-nige und sehr weit auseinanderliegende Punkte eines Bandes. Da aber auh nohgleihzeitig sehr viele Bänder in einem engen Bereih liegen, wird die Zuordnungäuÿerst shwierig. Um dies zu umgehen, müsste man ein sehr viel dihteres Ra-ster in ω bei der Berehnung verwenden. Allerdings erkennt man auh so shon,dass oberhalb von ω ≈ 1 die berehnete Bandstruktur deutlih von der Ver-gleihsstruktur abweiht. Auh das ist niht weiter verwunderlih, da man fürdie Beshreibung höherer Frequenzen mehr ebene Wellen benötigt und somit fürhöhre Frequenzen die Ergebnisse immer ungenauer werden.In Abb. 3.6 ist die gleihe Rehnung, allerdings mit einem höheren ut-o�,nämlih N = 6, gezeigt. Man erkennt hier deutlih, dass das Ergebnis shon vielnäher an der Vergleihsrehnung liegt, allerdings noh niht ganz konvergiert ist.
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Abbildung 3.6: 3-dimensionale Bandstruktur entlang der Geraden (0,1
2π

; 0; k) füreine einfah-kubishen Struktur mit Einheitszelle der Länge a und einer Sphäremit Radius r = 0, 25a und ε = 8, 9 im Zentrum der Einheitszelle. Der ut-o�in alle Raumrihtungen des reziproken Gitters beträgt N = 6. Es wurden knapp4400 ebene Wellen berüksihtigt. Die Linien entsprehen der Berehnung mittelsdes Plane-Wave-Verfahrens. Die Kreuze entsprehen der Berehnung mittels desmodi�zierten Plane-Wave-Verfahrens.



40 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENDas unterste abgebildete Band liegt immer noh etwas zu hoh, allerdings nurnoh a. um 0,02 relative Einheiten. Die nähsten drei �ahenBänder sind jetztauh deutlih zu erkennen, auh wenn sie insgesamt noh deutlih vershobensind und die oberen beiden dieser Bänder noh etwas eng zusammenliegen.Die Bänder, die k = 0 knapp unterhalb von 1 shneiden zeigen shon einesehr gute Übereinstimmung. Dass die rehte Hälfte des untersten dieser Bänderfehlt, liegt daran, dass dieses Band fast horizontal verläuft und somit mit die-ser Methode nur sehr shwer zu erfassen ist. Einen deutlihen Untershied kannman auh bei den Bändern oberhalb von a. ω = 1, 08 erkennen. Hier ist dieÜbereinstimmung mit der Vergleihsrehnung zumindestens so gut, dass man diemeisten Bänder gut zuordnen kann und diese auh oft shon nah an der Ver-gleihsrehnung liegen. Allerdings erkennt man auh, dass die Rehnung nohniht konvergiert ist und eigentlih noh mehr ebene Wellen notwendig wären.Allerdings war die benötigte Zeitdauer für diese Berehnung shon so hoh (> 2Monate CPU-Zeit), dass auf eine weitere Erhöhung der Zahl der ebenen Wellenverzihtet wurde. Wie bei der Besprehung des Verfahrens im Anhang A gezeigtwird, skaliert die CPU-Zeit mit O(N9), was bei einem Sprung von N = 6 auf
N = 7 in etwa eine Vervierfahung der Rehendauer erwarten lässt. Weiterhin istzu vermuten, dass auh mit N = 7 das Verfahren noh niht ausreihend konver-giert ist. Aber auh ohne diese weitergehenden Rehnungen erkennt man, dassdas Verfahren prinzipiell funktioniert und in den Bereihen in denen es shonkonvergiert ist, gute Übereinstimmungen mit dem Standard-Verfahren liefert.3.2.3 Zusammenfassung und AusblikEs zeigt sih also, dass das Verfahren [24℄ prinzipiell funktioniert. Um vollständigsiher zu gehen würde man das System noh an weiteren Beispiel-Systemen te-sten, es zeigt sih jedoh, dass auh diese Alternative zur Betrahtung metallisherPhotonisher Kristalle nur bedingt geeignet ist. Zum einen, da Bandstrukturenfür die Fragestellung dieser Arbeit nur unzureihend geeignet sind, und da die-ses Verfahren im Vergleih zum unmodi�zierten ebenen-Wellen-Verfahren sehrzeitintensiv ist und insbesondere auh sehr ungünstig skaliert (O(N6)).Shon das 3-dimensionale einfah-kubishe System sehr rehenzeit-aufwändig.Kompliziertere Systeme lassen den Anspruh an die Anzahl der benötigten ebenenWellen, und somit der benötigten CPU-Zeit, noh weiter steigen. Dieses Problem



3.2. MODIFIZIERTES PLANE-WAVE-VERFAHREN 41könnte man angehen, indem man versuht auf andere Verfahren zur Berehnungder Eigenwerte auszuweihen. Dies wurde im Rahmen dieser Arbeit mittels IRAM(�impliitely restarted Arnoldi method�) [25℄ versuht. Dieses Verfahren erlaubtes, gezielt Eigenwerte in bestimmten Bereihen (etwa mit kleinstem Betrag oderauf der reellen Ahse) zu bestimmen. Leider wird auh dieses Verfahren durhdie dihte Besetzung der Matrix, deren Eigenwerte man bestimmen will, sehrzeitintensiv. Die E�zienz dieses Verfahrens hängt sehr stark mit dem verwen-deten Preonditioner (einer "Vorbereitungsmatrix", die das Problem hinsihtlihmöglihst e�ektiver Konvergenz transformiert) des Systems zusammen. Dieserbestimmt, wie shnell das System auf die Eigenwerte des betrahteten Bereihsin der komplexen Ebene konvergiert. Es ist leider niht gelungen einen Preondi-tioner für dieses Problem zu �nden, so dass IRAM eine Alternative zur Bereh-nung der Eigenwerte darstellt. Die getesteten Standard-Preonditioner führtenzu keinem zufriedenstellendem Ergebnis. Einen geeigneten Preonditioner zu �n-den ist i.a. eine mathematish untriviale Aufgabe und bedürfte in diesem Falleiner ausführlihen mathematishen Betrahtung. Aufgrund der weiteren Unzu-länglihkeiten des Verfahrens (Bandstrukturen geben das Absorptionsverhaltenniht brauhbar wieder) wurde auf diese Untersuhung verzihtet und stattdes-sen die Zeit in die Umsetzung des FDFD-Verfahrens investiert. (Die Standard-Preonditioner waren für dieses Problem sogar so ungeeignet, dass die mittelsIRAM durhgeführten Rehnungen noh zeitintesiver als die Rehnungen mittelseiner Standard-Eigenwert-Berehnung waren.)Es gibt auh noh ein zusätzlihes Problem, welhes bereits angedeutet wurde:Will man eine volle Bandstruktur rehnen, also niht nur entlang der kz-Ahse,so ergibt sih das Problem, dass die berehneten Eigenwerte i.a. eben niht aufder übliherweise betrahteten Gerade zwishen zwei Symmetriepunkten liegen.Um dieses Problem zu umgehen wären zwei vershiedene Ansätze möglih. Zumeinen könnte man ω so variieren, dass der Abstand von kz(ω) zu der betrahtetenGerade minimal wird, oder man berehnet die Eigenwerte für ein Raster vonWerten kx, ky und ω und interpoliert aus den gegebenen Punkten auf die gesuhteGerade. Dabei ist es allerdings shwierig siherzustellen, dass man Lösungen inder Nähe des gesuhten Punktes in der Brillouin-Zone erhält.Eine anderer mögliher Ausweg ist, die Gleihungen niht willkürlih in die
kz-Rihtung aufzulösen. Der entsheidende Punkt, um die Dispersion in das Ver-



42 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENfahren einbauen zu können, ist, dass man aus den vier Freiheitsgraden von ~k und
ω drei (einer davon ω) festlegt und dann in ~k ein Freiheitsgrad übrig bleibt. An-hand dieses Freiheitsgrades shreibt man das Problem in ein Eigenwertproblemeines gröÿeren Systems um. Allerdings muss dies niht in den kartesishen Koor-dinaten kx, ky und kz geshehen. Denkbar wäre auh, die Bandstruktur entlangeiner Linie zu berehnen, die zwei Punkte in der Brillouin-Zone, ~k1 und ~k2, linearverbindet. Dann wäre in den jeweiligen Gleihungen

~k = ~k1 + t(~k2 − ~k1), (3.9)mit dem Parameter t, der dann zwishen 0 und 1 variiert.Allerdings ist es in diesem Fall etwas komplizierter die Divergenzgleihung
~∇ · ~H in die Gleihungen wieder einzusetzen. Man kann alternativ allerdingsauh statt diese Einsetzung durhzuführen, die Gleihungen wie in (A.6) und(A.7) gegeben betrahten. In diesen tritt der Parameter t bis zu Termen zweitenOrdnung auf (da ~k bis zur zweiten Ordnung auftritt). Die zusätzlihe Bedingung
~∇ · ~H = 0 kann dann als zusätzlihe Gleihungen betrahtet werden. In dieserGleihung tritt t auh nur bis zur ersten Ordnung auf, d.h. insgesamt könntendie Gleihungen wieder in der Form

0 = Au + tBu − t2Cu (3.10)geshrieben werden (vgl. Appendix A) und somit mit dem gezeigten Verfah-ren gelöst werden. Auf diese Weise sollte es möglih sein auh die Bandstrukturentlang anderer Raumrihtungen zu berehnen. Allerdings wird das betrahteteGleihungssystem dadurh wiederum gröÿer. Statt zwei Komponenten von ~u~k, ~Gmüssen drei Komponenten betrahtet werden. Die Anzahl der Gleihungen undUnbekannten steigt also im Vergleih zu der vorgestellten Variante noh einmalum die Hälfte. Das Verfahren wird somit deutlih ine�zienter. Aufgrund desSkalierungsverhaltens O(N9) der benötigten Rehenzeit mit dem ut-o� N (vgl.Appendix A) bedeutet diese Steigerung von N um die Hälfte für die benötigteRehendauer eine Steigerung um einen Faktor von a. 40 und eine Steigerung desSpeiherbedarfs (Skalierungsverhalten O(N6)) um den Faktor 10.Für eine noh durhführbare Rehnung müsste man folglih eine Verbindungder beiden Varianten �nden, in der man sowohl den freien Paramater von ~k wie



3.2. MODIFIZIERTES PLANE-WAVE-VERFAHREN 43oben wählt, allerdings auh die Divergenzgleihung wieder in die anderen Glei-hungen einsetzten kann und die quadratishe Struktur der Gleihungen nihtverändert. Ähnlih wie bei der Frage nah einem passenden Preonditioner wurdedies im Rahmen dieser Arbeit niht versuht, stattdessen wurde ein passenderesVerfahren (FDFD) auf die Photonishen Kristalle übertragen.Eine Dispersion einzubauen wäre bei diesem Verfahren allerdings sehr einfah,da für jede Einzelrehnung immer der Wert von ω vorgegeben ist. Somit ist auh
ε bekannt. Trotzdem ersheint dieses Verfahren nur sehr bedingt geeignet um dasvorliegende Problem zu betrahten, denn auh bei diesem Verfahren handelt essih um eine Plane-Wave-Verfahren, bei dem die Bandstruktur bestimmt werdensoll. Im Falle einer Absorption (die bei metallishen Systemen zu erwarten ist)ist eine Bandstruktur nur eine bedingt brauhbare Beshreibung des Systems.Entweder vernahlässigt man dabei die Absorption, oder man muss komplexeBandstrukturen betrahten, was allerdings auh nur ein unzureihendes Mitteldarstellt. Aus diesem Grund sollen auh im Folgenden ebene-Wellen-Verfahrenzur Beshreibung metallisher Systeme in dieser Arbeit niht mehr betrahtetwerden.Weiterhin ist auh hier das Problem niht gelöst, dass das Verfahren numerishmit ε ≈ 0 Probleme besitzt, da in den Matrizen 1

ε
auftauht, und somit dieMatrizen in diesem Bereih shleht konditioniert sind.Aus den genannten Gründen sollen andere Methoden betrahtet werden, dieniht auf dem ebene-Wellen-Verfahren beruhen und bei denen auh die Absorp-tion betrahtet werden kann. Zwei dieser Verfahren sollen in den nahfolgendenKapiteln vorgestellt und diskutiert werden.



Kapitel 4Transfer-Matrix-Methode
4.1 Motivation und EinführungWie in den vorherigen Kapiteln gezeigt wurde, eignen sih Plane-Wave-Verfahrenniht sehr gut, um die physikalishen Eigenshaften von photonishen Kristallenmit Dispersion und Absorption zu beshreiben. Das bekannte und auh verwen-dete Verfahren, das für diesen Fall eigentlih genau in Frage käme ist die dieTransfer-Matrix-Methode [27℄,[22℄,[26℄. Die Grundidee dieser Methode bestehtdarin, dass man die Maxwell-Gleihungen im Orts-Frequenz-Raum diskretisiertund dann die Einheitszelle des photonishen Kristalls als Anfangswertproblem in
z-Rihtung beshreibt.In dieser Arbeit wurde dabei eine Programm-Version von Pendry als Grund-lage verwendet und an die betrahteten Probleme leiht angepasst um die durh-geführten Untersuhungen zu ermöglihen.Der Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, dass die Dispersion ähnlih wiebei dem modi�zierten Plane-Wave-Verfahren kein Problem darstellt, da die Reh-nung auh hier mit gegebener Frequenz ω durhgeführt wird. Ein weiterer Vorteilbesteht darin, dass man mittels der Transfer-Matrix-Methode auh die messteh-nish einfaher zugänglihe Gröÿe der Transmission/Re�exion einer endlihenShihtdike bestimmen kann. Für die Transfer-Matrix-Methode ist es prinzipiellmöglih, die Absorption sehr einfah in die Rehnungen zu integrieren, da diesedadurh realisiert werden kann, dass ε zur komplexen Gröÿe wird.Auh eine Bandstruktur kann mittels dieses Verfahrens berehnet werden,allerdings gilt auh hier wieder, dass das Absorptionsverhalten des Photonishen44



4.2. DIE TRANSFER-MATRIX-METHODE 45Kristalls nur bedingt mittels einer Bandstruktur beshrieben werden kann.Das Transfer-Matrix-Verfahren hat jedoh shwerwiegende numerishe Pro-bleme, die nur mittels einiger numerisher Manipulation teilweise behoben werdenkönnen. In der Literatur wird die Transfer-Matrix-Methode häu�g als Verfahrendargestellt, welhe das hier gegebene Problem lösen kann (z.B. [32℄). In dieserArbeit wird gezeigt, dass die Transfer-Matrix-Methode jedoh auh shon fürniht absorbierende Systeme numerish Instabil ist. Für eine Betrahtung einesSystems mit vorhandener Absorption ersheint das Verfahren aus Gründen, diein diesem Kapitel dargelegt werden, gänzlih unbrauhbar.Zunähst soll das Verfahren kurz vorgestellt werden. Danah wird anhandeiner 2-dimensionalen Testrehnung die numerishe Instabilität und ihre Auswir-kungen auf die Ergebnisse aufgezeigt.
4.2 Die Transfer-Matrix-MethodeDie Grundidee des Verfahrens besteht darin, dass man die betrahtete Einheitszel-le im Ortsraum diskretisiert und bei gegebener Frequenz ω an einer Seite (z = 0)eine beliebige Feldverteilung vorgibt. Daraus kann man dann für die benahbarteFlähe mit z = konst die Felder mittels der diskretisierten Maxwell-Gleihungenberehnen und so Ebene für Ebene die Felder der Einheitszelle berehnen, bisman nah N Shritten auf der anderen Seite angelangt ist. Zerlegt man jetzt dasvorgebene Feld und das Feld auf der anderen Seite der Einheitszelle, so kannman daraus eine Matrix aufstellen, die sogenannte Transfer-Matrix, die die Fel-der auf beiden Seiten in Beziehung zueinander setzt. Aus dieser Transfer-Matrixkann man z.B. (mit ebenen Wellen als Basisfunktionen) die Transmission undRe�exion des photonishen Kristalls bestimmen.Ausgangspunkt sind auh hier wieder die beiden Rotationsgleihungen derMaxwell-Gleihungen (2.1b) (allerdings in einem anderen Einheitensystem, sodass hier die Faktoren µ0 und ε0 auftauhen), die nun komponentenweise be-trahtet werden:



46 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODE

Abbildung 4.1: Die Transfer-Matrix-Methode: An einem Ende der Zelle (z = 0)wird ein Feld vorgegeben und dann jeweils daraus das Feld der nähsten Ebenemit z = konst berehnet. Aus dem Vergleih der Felder an den beiden Endender Zelle kann die Transmission/Re�exion oder auh die Bandstruktur berehnetwerden.
~∇× ~E = −µ0µ(~r)

∂

∂t
~H(~r, t) (4.1)

~∇× ~H = ε0ε(~r)
∂

∂t
~E(~r, t). (4.2)

Die Felder ~H(~r, t) und ~E(~r, t) werden in Fourier-Moden zerlegt
~H(~r, t) = ~H(~r)e−iωt (4.3)
~E(~r, t) = ~E(~r)e−iωt (4.4)und damit erhält man aus den Rotationsgleihungen komponentenweise:



4.2. DIE TRANSFER-MATRIX-METHODE 47
∂yEz − ∂zEy = iωµ0µ(~r)Hx(~r)

∂zEx − ∂xEz = iωµ0µ(~r)Hy(~r)

∂xEy − ∂yEx = iωµ0µ(~r)Hz(~r) (4.5)
∂yHz − ∂zHy = −iωε0ε(~r)Ex(~r)

∂zHx − ∂xHz = −iωε0ε(~r)Ey(~r)

∂xHy − ∂yHx = −iωε0ε(~r)Ez(~r). (4.6)Die Gleihungen (4.5) bzw. (4.6) kann man nun nah Hz, bzw. Ez umstellen underhält damit:
Hz =

1
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Ez = − 1

iωε0ε(~r)
(∂xHy − ∂yHx) .Dies setzt man nun wieder in die übrigen Gleihungen ein und löst nah denpartiellen Ableitungen in z-Rihtung auf. Dann erhält man:
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− iωε0ε(~r)Ey(~r).Betrahtet man diese Gleihungen genauer, so erkennt man, dass man nun quasidie Maxwell-Gleihungen in eine Evolutionsgleihung des Vierervektors
(Ex, Ey, Hx, Hy) in z-Rihtung umgeshrieben hat. Auf der rehten Seite kommennur Ableitungen in x- oder y-Rihtung vor, so dass man, wenn man die Felderauf einer Flähe mit z = konst kennt, die Gleihungen als Anfangswertproblembetrahten und in z-Rihtung lösen kann.



48 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODEBei der Transfer-Matrix-Methode geshieht dies dadurh, dass man das Pro-blem auf einem endlihen Gitter betrahtet und die Ableitungen auf diesem Gitterdiskretisiert. Für die weiteren Betrahtungen gehen wir von einem rehtwinkligenGitter (und somit auh einer rehtwinkligen Einheitszelle) aus. Dies sieht zwar aufden ersten Blik wie eine Einshränkung aus, allerdings kann man viele Probleme(solhe mit einer Gitter-Topologie, die der des rehtwinkligen Gitters entspriht)auf ein Problem mit rehtwinkligem Gitter transformieren. (Siehe hierzu z.B.[26℄) Für die im Rahmen dieser Arbeit betrahteten Probleme spielt dies aller-dings auh keine Rolle, da es sih bei den betrahteten Problemen um solhe mitrehtwinkliger Einheitszelle handelt.
Für eine genauere Erläuterung der konkreten Diskretisierung der Gleihungensei ebenfalls auf [26℄ verwiesen und es sei nur das Ergebnis zitiert. Mit den Vek-toren ~gx, ~gy und ~gz sei der Verbindungsvektor zwishen zwei benahbarten Git-terpunkten in die x-, y-, bzw. z-Rihtung bezeihnet und lx, ly bzw. lz sei derAbstand zwishen zwei benahbarten Gitterpunkten in der jeweiligen Raumrih-tung. Weiter führt man das reduzierte Magnetfeld
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.



50 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODEIn dem normalerweise betrahteten Fall, dass µ(~r) = 1 ist, vereinfahen sih dieFormeln für Hx(~r + ~gz) und Hy(~r + ~gz).Betrahtet man die Formeln, so erkennt man, dass man bei gegebenen Feldernauf einer Ebene mit z = konst das elektrishe Feld im benahbarten Punkt in
z-Rihtung anhand des elektrishen Feldes an diesem Punkt und den magneti-shen Feldern auf der gegebenen Ebene explizit berehnen kann. Das magnetisheFeld eines in z-Rihtung benahbarten Punktes kann man anhand des magneti-shen Feldes des Ausgangspunktes und den elektrishen Feldern der Zielebeneberehnen.Das Vorgehen ist so, dass man bei gegebenen Feldern auf der Anfangsebe-ne senkreht zur z-Rihtung zunähst Ex und Ey auf der benahbarten Ebeneberehnet. Aus diesen Ex und Ey der benahbarten Ebene und den Werten für
Hx und Hy auf der Ausgangsebene wird nun Hx und Hy auf der benahbartenEbene berehnet. Diese Berehnungen können durh die obigen Formeln expli-zit durhgeführt werden. Es müssen also keine Gleihungssysteme gelöst werden,sondern lediglih die Werte in die Formeln eingesetzt werden. Für Punkte in denGleihungen, die dann formal in x- oder y-Rihtung auÿerhalb der Einheitszelleliegen, verwendet man die Bloh-Bedingung in x- bzw. y-Rihtung, da kx und kyvorgegeben und somit bekannt sind.4.2.1 Transmission/Re�exionBei einer endlih diken Shiht kann auh bei gegebener Frequenz ω die Trans-mission bzw. Re�exion entlang einer Raumrihtung aus der Transfer-Matrix be-rehnet werden. Dazu gibt man entsprehend der Vakuumausbreitung kx und
ky vor. Im Falle des senkrehten Einfalls entlang der z-Rihtung ist dies z.B.
kx = ky = 0. Man hat nun einen einfallenden Lihtstrahl und daraus ergibt sihdas re�ektierte und transmittierte Liht. In Abb. 4.2 ist die Bezeihnung she-matish dargestellt. Man untersheidet ob das Liht von z = −∞ oder z = +∞kommt und bei normiertem Lihteinfall erhält man daraus die entsprehen Ma-trixgröÿen TMM, TMP, TPM und TPP. Diese Matrix-Gröÿen kann man sihTeilmatrizen einer endlihen Streumatrix vorstellen. Dabei bezeihnet der zwei-te Buhstabe die Orientierung (nah +z: P(lus) oder nah −z: M(inus)) desgestreuten Lihtes. Analog dazu gibt der letzte Buhstabe die Orientierung dereinlaufenden Welle an.



4.2. DIE TRANSFER-MATRIX-METHODE 51

Abbildung 4.2: Shematishe Aufteilung und Bezeihnung der re�ektierten bzw.transmittierten Moden bei jeweils vorgegebener einlaufender Welle.Die Berehnung dieser Gröÿen wird aber übliherweise so durhgeführt, dassman TPP bzw. TMM als eine auslaufende ebene Welle vorgibt, und mittels derGleihungen (4.7) - (4.10) rehnet man nun quasi �rükwärts� durh die gegebeneShiht und erhält stattdessen die Matrixgröÿen TPP−1, TPP−1TMP, TMM−1und TMM−1TPM, aus denen man dann wiederum TMM, TPM, TMP und TPPbestimmen kann (siehe Abb 4.3). Aus diesen kann man wiederum bei geeigne-ter Wahl der Basisfunktionen (ebene Wellen) die Transmission/Re�exion in derentsprehenden Rihtung ablesen.

Abbildung 4.3: Shematishe Aufteilung und Bezeihnung der re�ektierten, bzw.transmittierten Moden bei jeweils vorgegebener auslaufender Welle.Der Vorteil, die Shiht rükwärts zu durhlaufen und die daraus erhaltenenMatrizen zu invertieren, ist, dass numerish anwahsende Moden damit beimInvertieren zu numerish abklingenden Moden werden. Allerdings funktioniertauh dies nur bedingt, wie noh genauer gezeigt werden soll. Problematish wirddies jedoh im Falle einer ehten Absorption, da hier ja gerade das exponentielleAuf- bzw. Abklingen von Interesse ist.Bedingt durh diese numerish ansteigenden Moden ist es nur möglih eine



52 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODEbegrenzte Shihtdike zu betrahten. Deshalb wird für gröÿere Shihtdiken dieTransmission/Re�exion berehnet, indem man die Shihtdike verdoppelt, in-dem man zweimal eine Shiht mit bekannter Transmission/Re�exion betrahtetund dann mittels Mehrfah-Re�exionen der beiden Shihten daraus die Trans-mission/Re�exion der gesamten Shiht berehnet. So erhält man z.B. aus ei-ner Shiht mit einer Einheitszelle durh dreo Verdopplungen bereits die Re�ex-ion/Transmission für eine Shihtdike von aht Einheitszellen.4.3 Beispielrehnung

Abbildung 4.4: Struktur des 2-dimensionelen Photonishen Kristalls mit quadra-tish angeordneten Zylindern und mit einer Shihtdike von aht Shihten in
z-Rihtung. (In x-Rihtung sind fünf Einheitszellen gezeigt.)Für die Berehnungen mittels der Transfer-Matrix-Methode wird hier ein 2-dimensionaler Photonisher Kristall mit einer quadratishen Anordnung von Zy-lindern mit ε = 8, 9 in Luft und mit Verhältnis r

a
= 0, 2 zwishen Radius rund Abstand a der Zylinder verwendet (Abb. 4.4). Für das Diskretisierungsgitterwurde ein 25 × 1 × 25 Gitter verwendet.Das Ergebnis dieser Rehnung ist in Abb. 4.5 und Abb. 4.6 gezeigt. Dabei istjeweils das Transmissionsspektrum in z-Rihtung für eine Shiht in z-Rihtung
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Abbildung 4.5: Transmissionspektrum der S-Polarisationsrihtung ( ~E senkrehtzu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berehnet mit einem 25 × 1 × 25-Gitter. Die gestrihelte Linie entspriht einer Shiht, die durhgehende Linie ahtShihten.(gepunktet), sowie für 8 Shihten in z-Rihtung (durhgezogene Linie) gezeigt.Abb. 4.5 zeigt dabei die S-Polarisation und Abb. 4.6 die P-Polarisation. In denSpektren für 8 Shihten erkennt man deutlih mehr Struktur und mehr Minimaund Maxima. Dies liegt an der deutlih erhöhten Zahl der Mehrfahre�exionen.Ebenso erkennt man, dass die Minima deutliher ausgeprägt sind, als bei nureiner Shiht. Dies hat die Ursahe darin, dass eine Frequenz, die sih im unend-lihen Kristall niht ausbreiten kann, in einem endlihen Kristall eine endliheEindringtiefe besitzt. D.h. je dünner der Kristall, desto höher ist der Feldanteil,der der anderen Seite noh ankommt.Es wurden weiterhin für die meisten Rehnungen 8 Shihten Dike gewählt,da dies eine Zahl ist, die sih einfah durh mehrfahes Verdoppeln erreihen lässt(drei Verdopplungen) und 8 Shihten bereits dik genug sind um die meisten ab-klingenden Moden bereits fast vollständig, oder zumindestens sehr deutlih ver-shwinden zu lassen, aber niht so Dik, dass man niht mehr untersheiden kannwie stark die Minima (und damit die Bandlüken) ausgeprägt sind. Weiterhinwird bei zu häu�ger Verdopplung auh das Verfahren der Berehnung der Mehr-fahstreuung irgendwann instabil, da sih numerishes Raushen immer weiteraufshaukelt. Betrahtet man sih untershiedlih Dike Shihten, so sind die
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Abbildung 4.6: Transmissionspektrum der P-Polarisationsrihtung ( ~E parallel zuden Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berehnet mit einem 25 × 1 × 25 Git-ter. Die gestrihelte Linie entspriht einer Shiht, die durhgehende Linie ahtShihten.Untershiede der Spektren sowieso eher in den Details zu suhen. Es ändern siheigentlih nur die Modulationen in den Peaks und wie stark die Minima aus-geprägt sind. Dies kann auh shon im Vergleih einer Shiht mit 8 Shihtenerkennen.Die Minima liegen dort, wo die Bandstruktur entlang der z-Ahse Lüken be-sitzt. Bei der P-Polarisation ( ~E senkreht zu den Zylindern, also ~E in x-Rihtung)ist das erste tiefe Minimum bei ωrel ≈ 0, 3 − 0, 4 tiefer, breiter und auh bei ei-ner niedrigeren Frequenz als bei der S-Polarisation. Das kann man anhand derBandstruktur auh erwarten, da dieses Band tiefer liegt und die Bandstrukturauh eine breitere Lüke aufweist. Dies führt dazu, dass die Frequenzen in dieserLüke weit von Bändern entfernt sind und somit auh i.a. sehr shnell abklingen.Dabei besitzen diese Frequenzen somit eine sehr niedrige Transmission besitzen.Messungen zu einer solhen Struktur wurden in [29℄ durhgeführt, allerdingsentspriht die Au�ösung dieser Messung gerade der Lage der ersten beiden Mini-ma, welhe in absolute Einheiten umgerehnet auh relativ gut übereinstimmen.Einen Vergleih �ndet man in [26℄. Allerdings ist anzumerken, dass anhand derAu�ösung der Mikrowellen-Messung nur die ungefähre Lage der beiden niedrig-sten Minima (z.B. bei der S-Polarisation ωrel ≈ 0, 4 und ωrel ≈ 0, 65). Dabei



4.4. NUMERISCHE INSTABILITÄT 55konnte in der Messung die Modulation niht wirklih aufgelöst werden und durhdie Ungenauigkeit ist auÿer der groben Lage bei den relativen Frequenzen unddem Vergleih wie stark diese Minima in den Polarisationen jeweils ausgeprägtsind kein weiterer Vergleih möglih. Sowohl die Lage der Minima als auh dieAusprägung stimmt innerhalb des von der Messgenauigkeit vorgegebenen Rah-mens gut überein. Eine genauere Betrahtung ist anhand der Messung in [29℄niht sinnvoll und es soll deshalb darauf verzihtet werden.4.4 Numerishe InstabilitätIm Prinzip hätte man mit der Transfer-Matrix-Methode ein Verfahren, welhessih für die gegebene Problemstellung sehr gut verwenden lieÿe. Die Vorteile desVerfahrens sind, dass man eine relativ direkt zugänglihe Messgröÿe berehnet,man endlihe Shihten betrahten kann, die Frequenz bei jeder Rehnung gege-ben ist und man so ohne Probleme auh Materialien mit Dispersion betrahtenkann.Lediglih eine Nullstelle in der Dispersionsrelation ε(ω) ist problematish, dain den Gleihungen ε im Nenner auftritt und somit diese für ε = 0 niht mehrde�niert sind bzw. für ein sehr kleines ε die numerishen Eigenshaften sehrshleht werden. Allerdings gibt es auh noh ein viel gravierenderes Problemdieses Verfahrens. Dieses Problem erkennt man bei dem Versuh zu testen, obdas in Abb. 4.5 und 4.6 gezeigte Spektrum bereits konvergiert ist, oder ob mandas Raumgitter weiter verfeinern muss.Betrahtet man das Spektrum für die S-Polarisation und erhöht nun die An-zahl der Raum-Gitter-Punkte, so würde man erwarten, dass die Genauigkeitder Rehnungen sih insbesondere für hohe Frequenzen verbessert, da die Nä-herung der Ableitungen durh �nite Di�erenzen immer genauer wird. Allerdingsbeobahtet man hier etwas völlig anderes, wie man in Abb 4.7 erkennen kann.Insbesondere bei niedrigen Frequenzen (bis a. ωrel = 0, 6), aber auh bei hö-heren Frequenzen (ωrel ≈ 1.1) wird das Ergebnis von einem Raushen überlagert.Dieses Raushen wird um so stärker, je weiter man die Zahl der Gitterpunkteerhöht. Betrahtet man das gleihe Spektrum für ein 29 × 1 × 29 Gitter (Abb4.8), so ist das Spektrum nur noh zu erahnen und die Transmissionswerte sindteilweise deutlih gröÿer als 1 (was physikalish niht möglih ist). Noh stärker



56 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODE

Abbildung 4.7: Transmissionspektrum der S-Polarisationsrihtung ( ~E senkrehtzu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berehnet mit einem 27 × 1 × 27-Gitter. Die gestrihelte Linie entspriht einer Shiht, die durhgehende Linie ahtShihten.

Abbildung 4.8: Transmissionspektrum der S-Polarisationsrihtung ( ~E senkrehtzu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berehnet mit einem 29×1×29-Gitterund einer Shihtdike von aht Shihten.
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Abbildung 4.9: Transmissionspektrum der S-Polarisationsrihtung ( ~E senkrehtzu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berehnet mit einem 30×1×30-Gitterund einer Shihtdike von aht Shihten.wird dies sogar, wenn man das Gitter auf 30 × 1 × 30 vergröÿert (Abb. 4.9).Bei diesem Spektrum ist eigentlih fast nur noh ein immer stärker werdendesnumerishes Raushen und die breiten Minima zu erkennen.Die Spektren der P-Polarisation ( ~E parallel zu den Zylindern) zeigen bei einerGittergröÿe von 27 × 1 × 27 noh kein Raushen, allerdings tauht auh hier beinur unwesentlih gröÿeren Gittern das gleihe Problem auf. Bei dem Gitter mit
32 × 1 × 32 Gitterpunkten ist shon ein leihtes Raushen zu erkennen und beieinem 36× 1× 36-Gitter ist auh hier das Spektrum shon so verrausht, dass esquasi niht mehr zu erkennen ist. (Abb 4.10)Um zu verstehen, wieso das Verfahren bei gröÿer werdender Anzahl Gitter-punkte zusammenbriht, statt genauer zu werden, muss man betrahten, wie sihdie Felder mittels der Gleihungen innerhalb der Einheitszelle verhalten. Dazubetrahtet man der Einfahheit halber den Fall, dass ein ebene Welle entlang der
z-Rihtung (kx = ky = 0) und ~E in x-Rihtung (also senkreht zu den Zylindern)als Basisfunktion an einem Ende der Einheitszelle angelegt wird. D.h. dort istdas Feld für z = konst konstant (da diese Ebene komplett im Vakuum-Bereihliegt).Betrahtet man die Evolutionsgleihungen (4.7) - (4.10), so erkennt man, dassfür die nähsten berehneten Ebenen mit z = konst Ex konstant bleibt, solange
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Abbildung 4.10: Transmissionspektrum der P-Polarisationsrihtung ( ~E parallelzu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berehnet mit einem 36 × 1 × 36-Gitter und einer Shihtdike von aht Shihten.
ε auf dieser Ebene konstant bleibt. Dies ändert sih erst, wenn die Iteration soweit in die Einheitszelle vorgedrungen ist, dass die Ebene z = konst den Zylindershneidet.Dafür betrahtet man exemplarish den Fall eines 35 × 1 × 35 Gitters. Hierist die zwölfte z-Ebene die letzte Ebene, bei welher der Zylinder niht geshnit-ten wird. Betrahtet man diese Ebene und die beiden nahfolgenden Ebenen, soverhält sih der Realteil von Ex gemäÿ Abb. 4.11.Es bildet sih eine Oszillation zwishen den benahbarten Punkten aus, diesih weiter nah auÿen ausbreitet. Dies wird noh deutliher, wenn man auh dienahfolgenden Ebenen in Abb. 4.12 betrahtet. (Zu beahten ist der geänderteMaÿstab.) Mit jeder Ebene wird die beobahtete Oszillation stärker und breitetsih weiter zu den Rändern der Einheitszelle hin aus, bis sie die ganze Zelleausfüllt. Diese Oszillation shaukelt sih von Ebene zu Ebene weiter auf, bis dienumerishen Iterationen das Ende der Einheitszelle erreihen.Um dies zu veranshaulihen, betrahten wir den Realteil von Ex für Shnittedurh die Einheitszelle mit x = konst, also längs der z-Rihtung für vershiedene
x-Werte. Dabei wurden hierbei willkürlih die Ebenen 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 und15 ausgewählt und in Abb. 4.13 aufgetragen. Das Ergebnis sieht für alle anderenShnitte qualitativ gleih aus.
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Abbildung 4.11: Realteil von Ex für die 12., 13. und 14. z-Ebene im Shnitt querdurh die Einheitszelle.

Abbildung 4.12: Realteil von Ex für die 12. bis 16. z-Ebene. Zu beahten ist dergeänderte Maÿstab im Vergleih zu Abb. 4.11.



60 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODE

Abbildung 4.13: Halblogarithmishe Auftragung des Betrags von Ex gegen z fürvershiedene Shnitte entlang der z-Rihtung. Dabei wurden die Felder für unter-shiedlihe Positionenn quer zur z-Rihtung gezeihnet. D.h. NX = 1 entsprihteinem Shnitt entlang der z-Rihtung entlang des Randes der Einheitszelle, wäh-rend der Shnitt für NX = 15 etwa in der Mitte der Einheitszelle liegt.
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Abbildung 4.14: Halblogarithmishe Auftragung des Betrags von Ex auf letztenEbene der Iteration und am Rand der Einheitszelle in Abhängigkeit von der ver-wendeten Anzahl der Stützstellen N der Diskretisierung des Gitters. (Betrahtetwurden jeweils N × 1 × N-Gitter.)Zu erkennen ist, dass zunähst alle Kurven gleih verlaufen (da für z = konst

Ex konstant ist, bis die Iterationen den Zylinder erreihen) und naheinander fürdie Shnitte der Betrag des Realteils von Ex exponentiell zu wahsen beginnt(erkennbar am linearen Anwahsen in der halblogarithmishen Auftragung). Jenäher am Rand der Einheitszelle der Shnitt liegt, desto später beginnt diesesexponentielle Wahstum. Dies liegt daran, dass sih aufgrund der Struktur derGleihungen eine �Störung�, wie sie sih durh das Auftre�en auf den Zylinderergibt, bei der Iteration von einer z-Ebene auf die nähste nur um einen Gitter-punkt in x-Rihtung ausbreiten kann.Bei diesem exponentiellen Ansteigen handelt es sih jedoh niht um einenphysikalishen E�ekt (etwa eine ansteigende Mode). Dies erkennt man, wennman für Gitter der Gröÿe N × 1 × N betrahtet, wie sih das Feld nah derIteration durh die Einheitszelle verhält. Dazu betrahtet man examplarish denWert am Rand der Einheitszelle und trägt den Betrag von log(|Ex|) gegen dieAnzahl der verwendeten Gitterpunkt auf, während alle anderen Parameter derRehnung fest gehalten werden.



62 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODEIn Abb. 4.14 sieht man, dass mit zunehmender Gröÿe N des Gitters der Wertfür log(|Ex|) ansteigt, also auh die Felder nah der Iteration durh die Ein-heitszelle exponentiell mit der Gittergröÿe wahsen, was deutlih zeigt, dass essih hierbei niht um ein physikalishes Problem, sondern um einen rein nume-rishen E�ekt handelt. Dieses hier exemplarish gezeigte Verhalten ist jedohkeine Ausnahme, es gilt auh niht nur für Ex, sondern auh für alle anderenFeldkomponenten und Strukturen.In begrenztem Rahmen lässt sih dieses Problem jedoh umgehen. Dies wirdübliherweise getan, indem man so rehnet, als hätte man quasi rükwärts durhdie Einheitszelle iteriert (vgl Abshnitt 4.2.1). D.h., man betrahtet für die wei-tere Rehnung das Ergebnis der Iteration als den Ausgangspunkt und die vorge-gebenen Felder als das Ergebnis der Iteration. Dadurh hat man zwar zu Beginneine riesige numerishe Störung in der Rehnung, diese �vershwindet� aber qua-si bei der Iteration durh die Einheitszelle. Aus der exponentiell aufklingendenMode wird eine exponentiell abklingende Mode. Nur durh diese numerishe Um-formulierung ist es überhaupt möglih, mittels der Transfer-Matrix-Methode einTransmissionsspektrum zu berehnen.Allerdings funktioniert dieses Vorgehen nur begrenzt, da durh die riesige Stö-rung im nun �vorgegebenen� Feld die zu invertierende Matrix mit steigender Git-tergröÿe immer shlehter konditioniert ist. Könnte man die Matrizen numerishexakt invertieren, wäre dies kein Problem. Durh die endlihe Rehengenauig-keit ergibt sih jedoh irgendwann eine Gittergröÿe, ab der die physikalishenErgebnisse im numerishen Raushen der Störung untergehen.Daher verwandeln sih die Spektren bei nur kleiner Änderung der Gittergröÿeextrem shnell in numerishes Raushen, da diese Störung exponentiell mit derAnzahl der Gitterpunkte anwähst (siehe Abb. 4.14). Ferner ist somit zu erwarten,dass der Punkt, an dem es niht mehr möglih ist ein Spektrum zu berehnen, nurvon der Genauigkeit der durhgeführten Matrix-Invertierung und damit von derRehengenauigkeit, abhängt. Allerdings wird dieser Punkt unweigerlih durh dasexponentielle Wahstum shon sehr früh auftreten. (Da, umgekehrt betrahtet,die Gittergröÿe, bei der das Zusammenbrehen der Methode eintritt, mit demLogarithmus der Rehengenauigkeit skaliert.)



4.5. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 634.5 Zusammenfassung und AusblikInsgesamt zeigt sih, dass die Transfer-Matrix-Methode nur bedingt brauhbarfür das betrahtete Problem ist, da sie ab einer gewissen Gittergröÿe unweigerlihnumerish instabil wird und somit Bedarf an einer ehten Alternative zu diesemVerfahren besteht.Auh die Felder selbst können niht wirklih berehnet werden, da sie vonder exponentiell ansteigenden Störung überdekt werden. Bis zu einem gewissenGrad ist es jedoh möglih, auh mit diesem Verfahren Transmissionsspektren(oder sogar Bandstrukturen) zu berehnen. Es wurde in dieser Arbeit gezeigt,dass die Transfer-Matrix-Methode für komplexere Aufgaben allerdings ungeeignetist. So wäre zum Beispiel eine �superell�-Rehnung, bei der n× n Einheitszellenbetrahtet werden, niht mehr möglih, denn die Anzahl der Gitterpunkte müssteso klein gewählt werden, dass das Ergebnis niht mehr brauhbar ist.Ebenfalls ist das Verfahren aufgrund der notwendigen Behandlung der expo-nentiellen Moden insbesondere ungeeignet für die Betrahtung der Absorption,da eben genau dort die exponentiellen Moden eine entsheidende Rolle spielen.Betrahtet man die Absorption niht, so lässt sih das Verfahren für hinreihendkleine und einfahe Systeme durhaus verwenden. Da in dieser Arbeit allerdingsauh genau diese Absorption untersuht werden soll zeigt sih wiederum die Not-wendigkeit nah einem alternativen Verfahren.Es konnte in diesem Kapitel gezeigt werden, dass die anwahsenden Felderein numerishes Problem darstellen und keine physikalishe Lösung des Systems.In dem Bereih, in dem das Transfer-Matrix-Verfahren jedoh funktioniert, kannman die messtehnish gut zugänglihe Gröÿe der Transmission für eine endliheShiht eines Photonishen Kristalls unter Verwendung der Dispersion berehnen.Der Urspung des numerishen Problems liegt darin, dass das Verfahren dieGleihungen explizit von einer Gitterebene zur nähsten iteriert. Somit genügt esshon auf einen Sprung in der Dispersion zu stoÿen, um das exponentielle An-wahsen auszulösen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde versuht, diese numerisheInstabilität dadurh zu kontrollieren, dass statt der expliziten Iteration von ei-ner Ebene zur nähsten implizite Varianten getestet wurden. Damit ist für jedenShritt ein Gleihungssystem zu lösen. Aber auh diese Variationen zeigten in denTestrehnungen keine ausreihende numerishe Stabilität und die Gleihungen zurIteration von einer Ebene zur nähsten zeigten in der Singulärwertzerlegung ei-



64 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODEne starke Varianz der Singulärwerte. Auh der Versuh des Abshneidens einigerSingulärwerte zur Stabilisierung führte niht zu einem stabilen Verfahren mitbrauhbaren Ergebnissen.Stattdessen war die grundlegende Idee um ein numerish stabileres Verfah-ren zu entwikeln die, von dem Problem als Eigenwertproblem für ein Ende derEinheitszelle und der Integration durh die Einheitszelle zu einem Randwertpro-blem überzugehen. Dabei werden die Felder an den End�ähen in z-Rihtungvorgegeben und somit wird verhindert, dass sih eine ausgeprägte exponentiellansteigende Mode ausbildet. Mittels dieses Ansatzes soll im nähsten Kapitel einVerfahren (das FDFD-Verfahren) aufgezeigt werden, mit dem es ebenfalls mög-lih ist die Transmission durh eine endlihe Shiht bei vorhandener Dispersionund Absorption zu berehnen. Bei dieser Herangehensweise tritt die numerisheInstabilität niht auf.Insgesamt kann also die Transfer-Matrix-Methode für die hier betrahtete Pro-blemstellung als nur sehr eingeshränkt brauhbar betrahtet werden. Es wurdegezeigt, dass die Transfer-Matrix-Methode insgesamt mit sehr groÿer Vorsiht zubetrahten ist, da die eigentlihen physikalishen Gröÿen von sehr groÿen Insta-bilitäten überdekt werden.



Kapitel 5FDFD-Verfahren
5.1 MotivationIn den vorangegangenen Kapiteln wurde gezeigt, dass in dem vorliegenden Falleines metallishen Photonishen Kristalls alle übliherweise verwendeten Verfah-ren (ebene-Wellen-Verfahren, Transfer-Matrix-Methode) versagen bzw. niht diegewünshte Information liefern. Daraus ergab sih der Bedarf nah einer neu-en Methode die Photonishen Kristalle numerish zu behandeln. Wie bereitszu Ende des vorherigen Kapitels erwähnt diente als Grundidee der Ansatz derTransfer-Matrix-Methode eine Art Streumatrix des Systems zu bestimmen. EineLiteratur-Reherhe ergab, dass es bereits seit längerer Zeit solhe Verfahren fürWellenhohlleiter gibt (z.B. [30℄, [31℄). Dieses prinzipielle Verfahren wurde im Rah-men dieser Arbeit auf die Problemstellung der Photonishen Kristalle übertragen,implementiert und getestet. Diese Art von Verfahren ist für die numerishe Be-rehnungen Photonisher Kristalle neu und ermögliht es die metallishen Systemmit vollständiger Dispersion und Absorption zu beshreiben und das auh für
ε ≈ 0 keine Instabilität besitzt. Dieses Verfahren ist ein numerishes Verfahren,bei dem die Maxwell-Gleihungen im Orts-Frequenzraum durh �nite Di�eren-zen approximiert werden. Daher der Name Finite Di�erene Frequeny Domain(FDFD). Das Verfahren selbst ist in Appendix B ausführlih erläutert.Das Verfahren besitzt Ähnlihkeiten mit der Transfer-Matrix-Methode. Al-lerdings ist es numerishe stabil. Die Instabilität der Transfer-Matrix-Methodeergibt sih daraus, dass die di�erentiellen Maxwell-Gleihungen wie ein Anfangs-wertproblem in z-Rihtung mit Bloh-Randbedingungen in x und y betrahtet65



66 KAPITEL 5. FDFD-VERFAHRENwerden. Alternativ dazu kann man auh die gesamte Einheitszelle als eine nu-merishe �Box� betrahten und auf beiden z-End�ähen die Felder vorgeben unddanah die Felder innerhalb der Einheitszelle berehnen (also sozusagen aus demAnfangswertproblem ein Randwertproblem mahen). Es stellt sih heraus, dassmittels dieses Verfahrens die Divergenz der Felder tatsählih verhindert werdenkann. Somit ist die Stabilität des Verfahrens auh bei gröÿer werdender Stützstel-lenzahl gegeben und wie zu erwarten wird auh die Genauigkeit mit zunehmenderStützstellenzahl besser. Durh diesen Ansatz ist es auh möglih 2-dimensionaleWellenleiter und �superell�-Rehnungen zu Fehlstellen mit einer akzeptablen An-zahl an Stützstellen durhzuführen, was mit der Transfer-Matrix-Methode selbstunter der künstlihen Umgehung der Instabilität niht möglih ist.Es sollen nun zunähst Testrehnungen und einfahe 2-dimensionale Systeme,die noh mit der Transfer-Matrix-Methode vergleihbar sind, betrahtet werden,um die Brauhbarkeit des FDFD-Verfahrens zu überprüfen.5.2 TestrehnungenUm zu überprüfen, dass das Verfahren korrekt funktioniert, sollen zunähst einigeTestrehnungen durhgeführt werden. Dazu wird das Vakuum als der einfahstemöglihe Fall betrahtet. Hierfür sind die Ergebnisse analytish bekannt. So er-geben sih für die Lösungen lediglih freie Wellen und die Transmission für eineMode mit kz ist einfah durh die Phasenvershiebung eikzLz gegeben. Danahsoll als Testrehnung eine 2-dimensionale Rehnung mit quadratish angeord-neten Zylindern betrahtet werden, da hierbei ein direkter Vergleih mit denBeispielrehnungen der Transfer-Matrix-Methode aus Kapitel 4 möglih ist.5.2.1 VakuumZunähst soll das Vakuum als Testfall betrahtet werden, da es hier möglihist die berehneten Transmissionen (und niht vorhandene Re�exionen) mit den(trivialen) analytishen Ergebnissen zu vergleihen. In diesem Fall können auhdie Felder direkt überprüft werden.Zu Beginn sollen die Felder überprüft werden, die bei einer Lösung der nume-rishen Box für das Vakuum erzeugt werden. Dazu betrahtet man im einfahstenFall die Vorgabe eines konstanten Wertes auf jeder der beiden End�ähen, also
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Abbildung 5.1: Abhängigkeit des elektrishen Feldes Ex von z für die Lösungder numerishen Box mit ωrel = 1
3
, sowie konstantem Wert Ex(i, j, 0) = 2 und

Ex(i, j, Nz + 1) = 1 für Nz = 10 (Kreuze) und Nz = 20 (Kreise). Die durhgezo-gene Linie ist die analytishe Lösung.eine Mode, bei der k
(ν)
x = k

(ν)
y = 0 ist. Damit sollte das Feld für jeden Shnitt

z = konst konstant sein und in z-Rihtung eine normale ebene Welle ergeben.Exemplarish legt man nun willkürlih bei z = 0 konstant den Wert 2 und amEnde der Einheitszelle, bei z = Lz = a den Wert 1 für Ex an. (Hierbei könntenauh beliebige andere Werte verwendet werden.) Jetzt betrahtet man die Lösungder numerishen Box für untershiedlihe Frequenzen und eine untershiedliheAnzahl an Gitterpunkten. Es wurden exemplarish die relativen Frequenzen 1/3,0.75 und 1.75 betrahtet. (Die relative Frequenz ist die durh die Länge der Ein-heitszelle normierte Frequenz, so dass eine relative Frequenz von 1 genau derFrequenz entspriht, bei der die Wellenlänge der Länge der Einheitszelle ent-spriht).Für die relative Frequenz ωrel = 1
3
ist in Abb. 5.1 die numerishe Lösungsowie die analytishe Lösung entlang der Einheitszelle aufgetragen. Da Ex hierentlang der x-Rihtung konstant gesetzt wurde ist das Feld für jede Ebene mit

z = konst ebenfalls konstant. Es genügt also diese Konstante in Abhängigkeitvon z zu betrahten. Man erkennt, dass shon für Nz = 10 die Lösung selbst bei
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Abbildung 5.2: Abhängigkeit des elektrishen Feldes Ex von z für die Lösungder numerishen Box mit ωrel = 0, 75, sowie konstantem Wert Ex(i, j, 0) = 2und Ex(i, j, Nz + 1) = 1 für Nz = 10 (Kreuze) und Nz = 20 (Kreise). Diedurhgezogene Linie ist die analytishe Lösung.genauer Betrahtung nur sehr wenig von der analytishen Lösung abweiht. Für
Nz = 20 stimmt die numerishe Lösung praktish mit der analytishen überein.Für ωrel = 0, 75 sind die numerishen und die analytishe Lösung in Abb. 5.2gezeigt. Auh hier sind die Lösungen mit Nz = 10 shon eine gute Näherung deranalytishen Lösung. Sie weihen jedoh noh leiht von dieser ab, während dienumerishe Lösung für Nz = 20 bereits sehr gut mit der analytishen Lösungübereinstimmen.Für ωrel = 1, 75 erkennt man in Abb. 5.3, dass hier jedoh die Abweihungenfür Nz = 10 sehr stark und für Nz = 20 immer noh deutlih sind, während dieAbweihungen für Nz = 50 bzw. Nz = 75 kaum noh auszumahen sind.Dass für zunehmende relative Frequenz mehr Gitterpunkte benötigt werden,ist zu erwarten, da mit zunehmender relativer Frequenz ωrel die Anzahl der Stütz-stellen pro Wellenzug abnimmt und die Änderungen von einem Gitterpunkt zumnähsten gröÿer werden (und somit die linearen Näherungen der Integralgleihun-gen ungenauer werden). Insgesamt erkennt man, dass die Übereinstimmungen deranalytishen und der berehneten Lösung für das Vakuum sehr gut sind.
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Abbildung 5.3: Abhängigkeit des elektrishen Feldes Ex von z für die Lösung dernumerishen Box mit ωrel = 1, 75, sowie konstantem Wert Ex(i, j, 0) = 2 und
Ex(i, j, Nz +1) = 1 für Nz = 10 (Kreuze), Nz = 20 (Kreise), Nz = 50 (Quadrate)und Nz = 75 (Dreieke). Die durhgezogene Linie ist die analytishe Lösung.Allerdings gibt es auh Frequenzen, bei denen es keine Lösungen für das ge-gebene System gibt. Betrahtet man etwa ωrel = 1, so passt exakt ein Wellenzugin die Einheitszelle, d.h. unabhängig davon wie der Wellenzug vershoben wird,müsste für k

(ν)
x = k

(ν)
y = 0 an beiden Enden der numerishen Box der gleihe kon-stante Wert vorliegen. Durh die Diskretisierung muss dies allerdings niht exaktder Fall sein. Die numerishe Lösung dieses Problems ist in Abb. 5.4 gezeigt.Hierbei ist zu erkennen, dass das System für zunehmende Stützstellenzahlimmer gröÿere Amplituden zeigt. Dies kann man dadurh erklären, dass durhdie Diskretisierung und Rundungen das berehnete System niht ganz mit demexakten übereinstimmt und somit etwas von dem unlösbaren analytishen Fall

ωrel = 1 abweiht. Die numerishe Lösung kann also quasi den Untershied derWerte an beiden Enden der numerishen Box ausgleihen, indem sie die Am-plitude des Wellenzuges vergröÿert. Dann werden die Werte im Vergleih zurAmplitude ≈ 0, und somit ungefähr gleih. Je mehr Stützstellen vorhanden sind,desto eher nähert sih das berehnete System dem exakten, niht lösbaren Systemund desto gröÿer werden auh die Amplituden, wie man in Abb. 5.4 auh gut er-
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Abbildung 5.4: Abhängigkeit des elektrishen Feldes Ex von z für die Lösungder numerishen Box mit ωrel = 1, sowie konstantem Wert Ex(i, j, 0) = 2 und
E(i, j, Nz + 1) = 1 für vershiedene Anzahl Nz Stützstellen.kennen kann. Es bleibt allerdings festzuhalten, dass es Fälle geben kann, in denendas System niht exakt lösbar ist, allerdings nur für diskrete Werte der relativenFrequenz. Durh eine minimale Veränderung der betrahteten Frequenz kann dasProblem gelöst werden. (Allerdings können bei einer sehr kleinen Variation derrelativen Frequenz die Gleihungen shleht konditioniert sein.)Betrahtet man nun die Streumatrix für den Fall des Vakuums, so erwartetman eine Diagonalmatrix mit Einträgen eik

(ν)
z , da es sih um reine Wellenausbrei-tung handelt. Bei der numerishen Berehnung erhält man neben den Diagonal-elementen übliherweise auh Rükstreubeiträge der einfallenden Mode als re�ek-tierte Mode. Allerdings sind diese in der Regel kleiner als 0, 01, d.h als Beitrag zuTransmissionen/Re�exionen sind diese Beiträge kleiner als 0,0001 und somit ver-nahlässigbar. Sie entstehen durh Rundungsfehler und die dadurh niht exakteTrennbarkeit der Moden in ein- und auslaufende Moden, so dass ein gewisserRestanteil dieser Rükstreuung auh im Vakuum bleibt. Der Beitrag ist aller-dings vernahlässigbar. Eine Ausnahme bilden hierbei die Exponential-Moden(also die auf- bzw. abklingen Moden) bei einer geringen Anzahl von Stützstel-len. Der Grund hierfür ist, dass die Lösungen durh die geringe Anzahl der Git-
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ωrel kx ky Sii(Nz = 10) Sii(Nz = 20) Sii(Nz = 50) Sii(exakt)

1
3

0 0
−0, 50211
+0, 86480i

−0, 49990
+0, 86608i

−0, 49925
+0, 86646i

−0, 49912
+0, 86653i

1
3

2π
Lx

0
0, 00317

(0, 00844)
0, 00280

(0, 00301)
0, 00269

(0, 00059)
0, 00267

0, 75 0 0
0, 03791

−0, 99924i
0, 00811

−0, 99996i
−0, 00058
−1, 00000i

0
−1i

0, 75 2π
Lx

0
0, 01843

(0, 01446)
0, 01633

(0, 00452)
0, 01575

(0, 00082)
0, 01563

1 0 0
0, 99553

+0, 09399i
0, 99976

0, 02173i
1, 00000

+0, 00100i
1

+0i

1, 5 0 0
−0, 94089
−0, 33765i

−0, 99677
−0, 08017i

−0, 99996
−0, 00912i

−1
+0i

1, 5 2π
Lx

0
0, 57320

+0, 81936i
0, 70213

+0, 71204i
0, 73524

+0, 67780i
0, 74151

+0, 67094iTabelle 5.1: Diagonaleinträge Sii der Streumatrix für Vakuum für vershiedenerelative Frequenzen ωrel, vershiedene Moden und eine untershiedlihe Anzahlan Stützstellen im Vergleih zur analytishen Lösung. Dabei ist bei den nume-rish berehneten Matrixelementen für die abklingenden Moden in Klammernder Anteil der berehneten (aber analytish vershwindenden) Re�exion zusätz-lih angegeben.



72 KAPITEL 5. FDFD-VERFAHRENterpunkte noh ungenau sind, kann es vorkommen, dass bei untershiedlihenVorgaben als Randwerte die Aufspaltung der Moden niht für jede Lösung dernumerishen Box den gleihen Diagonaleintrag haben kann. Im Gleihungssystemzur Bestimmung der Matrix S wird dies so ausgeglihen, dass stattdessen auhdeutlihe Beiträge in der Re�exion zu sehen sind. Diese können in der Gröÿen-ordnung der eigentlihen Moden oder sogar gröÿer werden. Tabelle 5.1 zeigt, dassdies nur für geringe Anzahl der Stützstellen gilt und dass mit steigender Stütz-stellenzahl diese Beiträge gegen 0 gehen.Eine Ausnahme bildet hier der Fall ωrel = 1 und kx = 2π
Lx

(bzw. analog
ky = 2π

Ly
). Hierbei handelt es sih um eine Mode, die sih exakt parallel in x-Rihtung (bzw. y-Rihtung) ausbreitet. Die Felder müssten also im analytishenFall in z-Rihtung konstant und somit auh auf beiden End�ähen gleih sein.Ist ωref ≈ 1, so hat man zum einen das bereits erwähnte Problem, dass nihtimmer eine analytishe Lösung existiert, und zum anderen ist die Aufspaltungder Moden in ein- und auslaufende Moden problematish, da in (B.19) - (B.22)

eik
(ν)
z ∆z ≈ e−ik

(ν)
z ∆z ist. Dies führt dazu, dass die Gleihungen (B.19) - (B.22)durh ständig gegebenes numerishes Raushen unbrauhbare Ergebnisse nahebei ωrel = 1 liefern. (Für ωrel = 1 wäre das analytishe Randwertproblem nurfür ganz bestimmte Randwerte lösbar, nämlih jene, bei denen die Ebenen diegleihen Werte haben. Die Aufspaltung (B.19) - (B.22) wäre wegen k

(ν)
z = 0 auhniht möglih.)Tabelle 5.1 zeigt auÿerdem, dass die Näherungen für die Moden shon mitreht wenigen Stützstellen nahe an den exakten Werten, allerdings für die ex-ponentiell abfallenden Moden etwas zu hoh liegen. Dies stellt jedoh auh keinHindernis dar, da die Werte mit erhöhter Stützstellen auh in diesem Fall shnellgegen den analytishen Wert gehen. Insbesondere sind auh die Beträge der Qua-drate der Diagonalelemente sih ausbreitender Moden in der Transmissionsmatrixshon bei sehr wenigen verwendeten Stützstellen nahe bei 1. Shon für Nz = 20sind die Abweihungen des Betrags der Diagonalelemente sih ausbreitender Mo-den von 1 kleiner 10−3 %.5.2.2 2-dimensionale TestrehnungDa sih im Fall des Vakuums die Gleihungen stark vereinfahen und auh dieModen getrennt bleiben, sih also nur Diagonaleinträge in der Matrix S �nden las-
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Abbildung 5.5: 2-dimensionaler Photonisher Kristall mit einer quadratishenAnordnung von Zylindern mit ε = 8, 9 in Luft und mit Verhältnis r
a

= 0, 2zwishen Radius und Abstand der Zylinder.sen, sollte man das Verfahren auh an wesentlih komplexeren Strukturen testen.Hierzu bietet sih ein 2-dimensionaler Photonisher Kristall als Beispielrehnungan, da dieser shon die erforderlihe Komplexität realistisher Probleme aufweistund der numerishe Aufwand sih noh in Grenzen hält. Dazu betrahten wir dieStruktur (Abb. 5.5), die in Abshnitt 4.3 als Beispielrehnung betrahtet wur-de. Mit beiden Verfahren kann man die Transmissions- bzw. Re�exionsspektrenberehnen und somit ist ein direkter Vergleih möglih, um das Verfahren zutesten.In diesem Fall ist es allerdings leider niht mehr möglih mit einer analyti-shen Lösung zu vergleihen. Es ist auh wenig intuitiv, sih die Felder selbstzu betrahten, da diese bei FDFD-Verfahren i.a. als eine Überlagerung etliherModen vorliegen. Stattdessen werden hier direkt die Transmissionsspektren derbeiden Verfahren verglihen. Dazu betrahtet man wie im Fall der Transfer-Matrix-Methode wieder eine Shihtdike von 8 Shihten. Man bestimmt dieSpektren für diese Shihten so, dass man das Verfahren selbst für eine Shihtdurhführt und dann analog zur Transfer-Matrix-Methode aus der S-Matrix die-ser einen Shiht die Transmission/Re�exion der gesamten aht Shihten durh
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Abbildung 5.6: Vergleih der Transmissionsspektren quadratish angeordneterZylinder für die S-Polarisation. Dabei ist die durhgezogene Linie das mittelsFDFD-Verfahren berehnete Transmissionsspektrum und die gestrihelte Liniedas mittels Transfer-Matrix-Methode berehnete Transmissionsspektrum. Sie ge-punktete Linie ist die unkorrigierte Summe aus Re�exion und Transmission fürdie FDFD-Rehnung. Beide Berehnungen wurden auf einem 25 × 1 × 25-Gitterdurhgeführt.Mehrfahre�exion berehnet.In den Berehnungen zeigt sih das Problem, dass die Summe aus Re�exionund Transmission, die im vorliegenden Falle niht absorbierender Medien eigent-lih immer 1 sein sollte ab ωrel ≈ 1 niht mehr bei 1 liegt, sondern für die S-Polarisation eher unterhalb von 1 liegt und für die P-Polarisation deutlih gröÿerals 1 ist. Dies wird dadurh ausgeglihen, dass man die Werte mit der Summevon Re�exion und Transmission im Endergebnis normiert. Dabei ist es allerdingsso, dass sih durh die Mehrfahre�exionen shon deutlihe Korrekturterme erge-ben. Auh wenn man durh die Korrektur niht immer die exakt korrekten Werteerhalten sollte, so kommt es im Ende�ekt bei der physikalishen Fragestellungdarauf an, ob eine Transmission statt�ndet, oder ob sie (quasi) vollständig un-terdrükt ist. Beim Suhen einer Bandlüke spielen also kleine Ungenauigkeitenim absoluten Betrag der Transmission eine eher untergeordnete Rolle. Man er-kennt auh in den Vergleihsrehnungen, dass mittels der Korrekturterme doheine reht akzeptable Übereinstimmung erreiht werden konnte.
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Abbildung 5.7: Vergleih der Transmissionsspektren quadratish angeordneterZylinder für die P-Polarisation. Dabei ist die durhgezogene Linie das mittelsFDFD-Verfahren berehnete Transmissionsspektrum und die gestrihelte Liniedas mittels Transfer-Matrix-Methode berehnete Transmissionsspektrum. Die ge-punktete Linie ist die unkorrigierte Summe aus Re�exion und Transmission fürdie FDFD-Rehnung. Beide Berehnungen wurden auf einem 25 × 1 × 25-Gitterdurhgeführt.In Abb. 5.6 und 5.7 sieht man nun den Vergleih zwishen der FDFD-Rehnung(durhgezogene Linie) und der Transfer-Matrix-Methode (gestrihelte Linie). Bei-de Rehnungen wurden mit einem 25×1×25-Gitter durhgeführt. Bei der FDFD-Rehnung wurden die ersten 3 Vakuum-Moden berüksihtigt. Insgesamt erkenntman im Bereih bis ωrel ≈ 1 eine sehr gute Übereinstimmung der Ergebnisse.Kleinere Untershiede ergeben sih z.B. auh bei der S-Polarisation. So fehlt inder FDFD-Rehnung hier der sehr shmale Peak knapp oberhalb von ωrel = 0, 8.Dies könnte durh die geringere Anzahl an berehneten Frequenzen im FDFD-Spektrum bedingt sein (nur knapp die Hälfte der Frequenzen) und durh dieTatsahe, dass der Peak sehr shmal ist. (Da es sih bei der Transfer-Matrix-Methode um ein explizites Verfahren handelt, kann man damit deutlih shnellerrehnen.) Allerdings ist auh bei der Transfer-Matrix-Methode niht klar, ob essih dabei um einen ehten Peak handelt, da hier dieser Bereih bei genauererBetrahtung auh verrausht ersheint. Er ist bei vershiedenen Gittergröÿen so-wie Frequenzstützstellen untershiedlih stark ausgeprägt. In der Bandstruktur
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Abbildung 5.8: Vergleih der Transmissionsspektren quadratish angeordneterZylinder für die S-Polarisation. Dabei ist die durhgezogene Linie das mittelsFDFD-Verfahren berehnete Transmissionsspektrum und die gestrihelte Liniedas mittels Transfer-Matrix-Methode berehnete Transmissionsspektrum. Die ge-punktete Linie ist die unkorrigierte Summe aus Re�exion und Transmission fürdie FDFD-Rehnung. Die Berehnungen mittels der Transfer-Matrix-Methodewurden auf einem 25× 1 × 25-Gitter durhgeführt und die FDFD-Rehnung aufeinem 63 × 1 × 63-Gitter.müsste dieser Peak einem extrem �ahen Band entsprehen. Insgesamt ist eher zuvermuten, dass es sih bei diesem Peak um eine Störung in der Rehnung mittelsder Transfer-Matrix-Methode handelt.Untershiede erkennt man erst ab ωrel = 1. Aber auh hier sind die Spek-tren sehr ähnlih. Nur sind die Peaks zum Teil anders ausgeprägt, etwas unter-shiedlih in der Höhe bzw leiht vershoben. Die Übereinstimmung der beidenVerfahren kann auh in diesem Bereih noh als sehr gut betrahtet werden. Fer-ner ist das Ergebnis der FDFD-Rehnung im Falle der S-Polarisation minimal zukleineren Frequenzen vershoben, während die P-Polarisation im Vergleih zurTransfer-Matrix-Methode zu minimal höheren Frequenzen vershoben ist.Aus den Korrekturtermen beider Polarisationen ist ersihtlih, dass dieser ins-besondere für die P-Polarisation sehr ausgeprägt ist. Aber man erkennt oberhalbvon ωrel = 1 wieder eine grobe Tendenz gegen 1. In dieser zeigen sih auh diegroben Strukturen der Peaks. Dies ist dadurh zu erklären, dass die Korrektur



5.2. TESTRECHNUNGEN 77nah der berehneten Shihtverdopplung/Mehrfahre�exion durhgeführt wur-de, die einen deutlihen Ein�uss auf die konkrete Struktur hat. (Man vergleihehierfür z.B. die Rehnungen für die Transfer-Matrix-Methode, bei denen auh dieTransmissionsspektren für eine Shiht dargestellt sind.) Die Peak-Struktur selbstist auh ohne den Korrekturterm noh vorhanden, allerdings in der Höhe verzerrtund teilweise mit Transmissionen > 1, weshalb die Korrektur hinzugefügt wurde,die eine gute Übereinstimmung der beiden Verfahren ergibt.
Um einen weiteren Vergleih mahen zu können, müsste man nun beide Ver-fahren mit einer höheren Anzahl Gitter-Stützstellenzahl vergleihen. Dies ist je-doh niht möglih, da wie bereits gezeigt die Transfer-Matrix-Methode bei einerhöheren Anzahl Gitter-Stützstellen zusammenbriht. Führt man diese Rehnun-gen allerdings für das FDFD-Verfahren mit einer höheren Anzahl Stützstellendurh, so ändert sih quantitativ nur sehr wenig. Die Lage der Peaks vershiebtsih nur minimal. (Siehe z.B. für die S-Polarisation für ein 63 × 1 × 63-Gitter inAbb. 5.8. Für die P-Polarisation ergibt sih ein ähnlihes Bild.) Für die betrah-tete Rehnung kann man also davon ausgehen, dass mit dem 25 × 1 × 25-Gitterder betrahtete Frequenzbereih shon ausreihend konvergiert ist und das Ver-fahren prinzipiell funktioniert und brauhbare Ergebnisse liefert. Also ist es fürdie Untersuhung metallisher Systeme im Gegensatz zu den übliherweise an-gewandten Verfahren tatsählih verwendbar und stellt damit einen brauhbarenErsatz der Transfer-Matrix-Methode dar.
Im nähsten Kapitel soll nun das FDFD-Verfahren dazu verwendet werden,zu untersuhen, inwieweit metallishe Systeme von praktisher Bedeutung seinkönnen. Zwar besitzen sie Eigenshaften, die sie als sehr gute Kandidaten fürphotonishe Kristalle ersheinen lassen (sehr hohe (negative) Dielektrizität bzw.Nullstelle im Realteil der Dispersion), allerdings besitzen diese Systeme auh einedeutlihe Absorption und es stellt sih die Frage, ob diese Absorption die genann-ten Vorteile niht unbrauhbar maht. Entsheidend ist also für die Anwendungzum einen, dass sih breite Bandlüken in den Strukturen ö�nen und dass dieAbsorption möglihst gering (häu�g sogar nahezu vershwindend) ist.



78 KAPITEL 5. FDFD-VERFAHREN5.3 Zusammenfassung und AusblikIn diesem Kapitel wurde gezeigt, dass das FDFD-Verfahren eine Alternative bzw.einen Ersatz zur Transfer-Matrix-Methode darstellt. Die Testrehnungen habengezeigt, dass das Verfahren funktioniert.Das FDFD-Verfahren selbst könnte jedoh noh weiter verbessert werden.Ungelöste Probleme sind die Ursahe der Notwendigkeit der Korrektur und wiedie Notwendigkeit des Korrekturterms beseitigt werden kann. Allerdings shei-nen allgemein solhe Normierungsprobleme bei dieser Art Verfahren typisher-weise aufzutreten, trotzdem wäre es wihtig, den Ein�uss dieser Ungenauigkeitmöglihst gering zu halten bzw. möglihst zu Beseitigen. Jedoh zeigen die Test-rehnungen, dass die mit der Korrektur erhaltenen Ergebnisse sehr nahe an denenVergleihsergebnissen sind.Weiterhin wäre es noh zu vorteilhaft, die numerishe E�zienz des Verfahrens(insbesondere der Gleihungslöser) zu erhöhen. Dazu bieten sih zwei Möglih-keiten an. Zunähst kann man vermutlih das Lösen der Gleihungssysteme fürdie numerishen Boxen e�zienter gestalten. Dies geshieht momentan mittelsGMRES (generalized minimal residual method) und einem ILU Preonditioner(inomplete LU). Dabei ist nah derzeitigem Stand die Berehnung des Preon-ditioners deutlih zeitintensiver als das anshlieÿende Lösen mittels GMRES, dasübliherweise nur noh wenige (< 10) Iterationen benötigt. Es war leider nihterfolgreih möglih mit einem weniger aufwendigen Preonditioner das iterativeGMRES-Verfahren zum Konvergieren zu bringen. Ein geeigneter Preonditionerzu �nden, bei dem die Hauptarbeit des Verfahrens im iterativen Shritt liegt, sokönnte das Verfahren deutlih e�zienter arbeiten lassen, da jeder Iterationsshrittdurh die dünnbesetzte System-Matrix nur linear mit der Anzahl der Gitterpunk-te ansteigt.Eine andere Möglihkeit, das Verfahren e�zienter zu gestalten, wäre, statteiner Diskretisierung mit einer Näherung erster Ordnung die Diskretisierung invierter Ordnung durhzuführen. Damit bräuhte man deutlih weniger Gitter-punkte, um eine vergleihbar genaue Lösung zu erhalten, und die Gröÿe der Ma-trix würde e�ektiv sinken, auh wenn man bei gleiher Anzahl von Gitterpunktenbei einem Verfahren vierter Ordnung mehr Einträge in die Matrix des Gleihungs-systems bekommt, da man mehr Stützstellen für die Ableitungen benötigt als inder hier betrahteten Näherung erster Ordnung. Dadurh ändern sih die Glei-



5.3. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 79hungen (B.9)-(B.11) und werden deutlih komplizierter. Allerdings sollte derbenötigte numerishe Rehenaufwand zum Lösen des Gleihungssystems für einevergleihbare Genauigkeit sinken. Es ist aber auh zu bedenken, dass durh diediskontinuierlihen Übergänge das Gitter immer noh eine gewisse Gitterdihtebenötigt, um den Sprung in ε genau genug zu beshreiben.



Kapitel 6Untersuhung metallisher SystemeNahdem das FDFD-Verfahren erfolgreih getestet wurde, kann man davon aus-gehen, dass das Verfahren hinreihend gute Ergebnisse liefert. Im Gegensatz zuden übliherweise verwendeten Verfahren erlaubt uns das FDFD-Verfahren nunvolle Spektren unter Verwendung eines gemessen Absorptions und Dispersions-verhalten zu berehnen. Als metallishes System wird dabei Silber verwendet, dadie niedrige Absorption unterhalb der Plasmafrequenz Silber als einen sehr gutenmöglihen Kandidaten anbietet.Der Vorteil gegenüber der Transfer-Matrix-Methode besteht nun darin, dassman auh gröÿere Raumgitter rehnen kann, ohne dass das Verfahren instabil wirdund auh eine Absorption sinnvoll behandelt werden kann ist. Dies erlaubt es auhsogenannte �superell�-Rehnungen durhzuführen, die man benötigt, um Bereh-nungen zu Störstellen durhzuführen. Mittels der Transfer-Matrix-Methode wäredies niht mehr möglih, da hier das Verfahren, wie bereits gezeigt, bei spätestensa. 30-40 Gitterpunkten zusammenbriht. Dies wäre gerade so ausreihend um 2Shihten in die numerishe Box für die Rehnung zu paken. Für die Berehnungeiner Störstelle ist dies jedoh bei weitem niht ausreihend.6.1 Warum metallishe Systeme?Auf den ersten Blik ersheint die Verwendung von metallishen Materialien fürPhotonishe Kristalle niht sinnvoll, da metallishe Systeme eine Absorption be-sitzen, während es sehr viele dielektrishe Materialien gibt, die für den verwen-deten Materialbereih keine Absorption besitzen. Allerdings ist es so, dass es im80



6.1. WARUM METALLISCHE SYSTEME? 81Optishen sehr shwierig ist mit diesen Materialien eine 3-dimensionale Struk-tur herzustellen, die eine vollständige Bandlüke besitzt. Grund dafür ist, dassdie Strukturen, die z.B. einfah aus monodispersen Kügelhen hergestellt wer-den können (hauptsählih f-Strukturen, aber auh andere sind möglih), keinevollständige Bandlüke besitzen. Die dielektrishen Materialien besitzen eine Di-elektrizitätskonstante von bis zu a. ε ≈ 10.Ist die Bandlüke aus Symmetriegründen niht vorhanden, so bieten nun diemetallishen Materialien aus zwei vershiedenen Gründen einen möglihen An-satz. Zum einen gibt es in der Nähe der Plasmafrequenz z.B. bei Silber einenrelativ breiten Bereih mit fast vernahlässigbarer Absorption aber sehr hohenWerten des Betrages des Realteils von ε (siehe Abb. 6.1). Diese Werte liegenbis zu einer ganzen Gröÿenordnung über den Werten für ε, die mit normalendielektrishen Materialien möglih sind [7℄. Ebenso hat der Realteil von ε beider Plasmafrequenz eine Nullstelle, so dass das Verhältnis von εLuft zu εMetall ineinem kleinen Bereih quasi beliebig groÿe Werte annehmen kann. Dabei ist zuerwähnen, dass im Falle einer Dispersion die Skalierungseigenshaften gebrohenwerden, da durh die Dispersion eine absolute Längenskala eingeführt wird. Dasbedeutet nun auh, dass die erhaltenen Ergebnisse von der absoluten Gröÿe derEinheitszelle abhängig werden.In Abb. 6.1 erkennt man, dass Im Bereih zwishen 1 und 4 eV ist die Absorp-tion von Silber relativ gering (siehe Abb. 6.1). Knapp unterhalb von 4 eV liegt einNulldurhgang im Realteil von ε vor. Der deutlih höhere Kontrast (das Verhält-nis zwishen den beiden dielektrishen Konstanten) eines Photonishen Kristallsaus Silber um die 4 eV ist deshalb von Bedeutung, weil das Auftreten von Band-lüken sehr eng mit dem Kontrast der Dielektrizität des Photonishen Kristallszusammenhängt. Bandlüken treten erst bei bestimmten Werten im Kontrast auf,da dann der Untershied der Energie/Frequenz zwishen zwei Moden groÿ wirdund damit das Entstehen einer vollständigen Bandlüke begünstigt werden kann[9℄. Bei metallishen Systemen ist es nun möglih in völlig neue Bereihe für denKontrast in der Dielektrizität vorzudringen, allerdings mit dem Nahteil einernun vorhandenen Absorption. Die Frage, die in diesem Kapitel unter anderemgeklärt werden soll, ist, inwieweit die Absorption hier ein Hindernis darstellt.Ist der E�ekt der erhöhten dielektrishen Konstante so hoh, dass die Absorpti-on für praktishe Zweke keine Rolle spielt, oder vernihtet die Absorption alle



82 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEmöglihen Vorteile, die das metallishe System bietet.Dazu wird hauptsählih ein 2-dimensionales Testsystem betrahtet, da esvon der Rehnung noh relativ einfah zu handhaben ist, aber auh gleihzeitigalle relavanten Eigenshaften besitzt, die auh für das 3-dimensionale System derFall wären. Es sollen in diesem Kapitel dazu drei vershiedene Problemstellungenpräsentiert und erläutert werden, die mittels des angepassten FDFD-Verfahrensberehnet wurden.Zunähst soll die Berehnung für den in den Testrehnungen gerehneten Fallder quadratish angeordneten Zylinder erweitert werden. Hierbei wird kein einfa-hes (dispersions- und absorptionsfreies) Dielektrikum, sondern Silber als Materi-al mit den in [7℄ jeweils experimentell bestimmten Absorptionskurven und Disper-sionsrelationen verwendet. Die in [7℄ aufgelisteten Messwerte für den komplexenBrehungsindex n + ik wurden dabei über ε = (n + ik)2 in die Dielektriztitäts-konstante umgerehnet und für die Rehnungen wurden anhand dieser Messwertemittels kubisher Splines die Werte für ε die zwishen den Messpunkten liegendenWerten interpoliert.Abshlieÿend sollen noh Rehnungen von Störstellen präsentiert werden, dieniht mittels der Transfer-Matrix-Methode möglih gewesen sind. Dabei wurdeder 2-dimensionale Fall der quadratish angeordneten Zylinder betrahtet undjeweils eine 1-dimensionale (eine Reihe Zylinder fehlt) bzw. eine 0-dimensionaleStörung (ein Zylinder fehlt) berehnet. Hierbei wurde sowohl mit einem einfahenDielektrikum wie auh mit den Dispersionsrelationen und Absorptionskurven vonSilber aus [7℄ gerehnet.
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Abbildung 6.1: Aus [7℄ bestimmte Dispersionsrelation von Silber als Funktion derPhotonishen Energie inklusive Absorption als Imaginäranteil: ε = ε1 + iε2.6.2 Quadratish angeordnete Zylinder aus SilberAm Verfahren ändert sih durh das Hinzufügen der Absorption und Dispersionzunähst nihts. Allerdings muss die im Verfahren beshriebenen Korrektur ge-trennt betrahtet werden. Bei der üblihen Vorgehensweise wurden die Wertedurh die Summe aus Re�exion und Transmission dividiert. Allerdings muss imFalle einer vorhandenen Absorption die Summe aus Transmission und Re�exionniht mehr 1 sein. Deshalb wird zunähst eine Rehnung ohne die Absorption,aber mit der durh die Dispersionsrelation gegebenen Dielektrizität durhgeführt.Hiermit wird die Summe von Transmission und Re�exion bestimmt, die als Kor-rektur dient. Danah wird die Rehnung mit vorhandener Absorption durhge-führt und die Korrektur aus der ersten Rehnung verwendet.Wie bereits erwähnt, führt das Einführen einer Dispersion dazu, dass dieSkalierbarkeit der Lösungen gebrohen wird, da nun eine absolute Längenska-la existiert. Dies führt dazu, dass im Gegensatz zu den bisherigen Rehnungendie absolute Gröÿe der Einheitszelle eine Rolle spielt und man für andere Aus-dehnungen der Einheitszelle veränderte Spektren bekommt. Allerdings sollen hierdie Spektren weiterhin in relativen Einheiten betrahtet werden. Es wurde in den



84 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEME
Abbildung 6.2: Vergleih der Transmissionsspektren der S-Polarisation für ahtShihten quadratish angeordneter Zylinder mit ε = 8, 9 (gestrihelte Linie) undSilber (durhgezogene Linie). Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsre-lation liegt bei ωrel ≈ 1, 05. D.h. ωrel = 1 entspriht a. 3, 6 eV.Rehnungen niht die Gröÿe der Einheitszelle variiert, sondern stattdessen dieAbsorptionskurve und die Dispersionsrelation in der Frequenz skaliert, was manaber wieder in die Variation der Einheitszellengröÿe zurükrehnen kann.Zunähst betrahten wir den Fall, dass die niederfrequentere Nullstelle desRealteils von ε, die bei a. 3,8 eV liegt, in etwa bei der relativen Frequenz ωrel ≈
1, 05 liegt. Dann geht der niht absorbierende Frequenzbereih von Silber etwabis ωrel ≈ 1. Es ist interessant zu prüfen, ob es in diesem Bereih noh möglihist, eine ausreihend geringe Absorption zu erhalten bzw. wie sih die Dispersionauf die Struktur der Spektren auswirkt. Dazu betrahtet man zunähst einfahden direkten Vergleih einer Rehnung mit festem ε = 8, 9 und der skaliertenDispersionrelation. Für die Berehnung wurden ein 40 × 1 × 40-Raumgitter und3-Vakuummoden in x-Rihtung verwendet. Dies sollte ausreihend sein und nureine minimale Vershiebung der Peaks bewirken. Beide Rehnungen wurden füreine Shihtdike von aht Shihten durhgeführt. In Abb. 6.2 sind die Ergebnisseim Vergleih zu einer Rehnung mit festem ε gezeigt.Zwishen beiden Spektren bestehen ein deutlihe Untershiede. Ein direkterVergleih ist daher niht möglih. Au�ällig ist jedoh für das Spektrum des Pho-tonishen Kristalls aus Silber, dass bei ωrel ≈ 0, 28 die Transmission bis fast auf0 absinkt, und das nahfolgende Minimum deutlih ausgeprägter ist als im Fallohne Dispersion. Die relative Frequenz von 0, 28 entspriht a. 1 eV, dem Bereih,bei dem auh in der Dispersionskurve in Abb. 6.1 die Absorption einsetzt. Aller-dings �ndet bei niedrigeren Energien im Kristall trotzdem keine Absorption statt,obwohl bei diesen Frequenzen die Absorption von reinem Silber noh gröÿer wird.Eventuell liegt der Grund hierfür in dem extrem stark steigenden Betrag des Re-



6.2. QUADRATISCH ANGEORDNETE ZYLINDER AUS SILBER 85
Abbildung 6.3: Transmission (durhgezogene Kurve) und Re�exion (gestrihelteKurve) der S-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz für qua-dratish angeordnete Zylinder aus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle derDispersionsrelation liegt bei ωrel ≈ 1, 05. D.h. ωrel = 1 entspriht a. 3, 6 eV.
Abbildung 6.4: Summe aus Transmission und Re�exion der S-Polarisation inAbhängigkeit von der relativen Frequenz für quadratish angeordnete Zylin-der aus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsrelation liegt bei
ωrel ≈ 1, 05. D.h. ωrel = 1 entspriht a. 3, 6 eV.alteils von ε, der dafür sorgt, dass die Felder stark aus den Zylindern gedrängtwerden.Die weiteren Strukturen kann man bei dieser Polarisationsrihtung zunähstniht weiter zuordnen. Man erkennt bei höheren relativen Frequenzen (ab a.
ωrel = 0, 8) die kaum noh ausgeprägte Transmission bei der Rehnung für Sil-ber. Dabei stellt sih die Frage, inwieweit es sih dabei um Re�exion oder umAbsorption handelt, deshalb betrahten wir im Folgenden für diese Polarisationnun Absorption und Re�exion.In Abb. 6.3 erkennt man, dass für 0, 8 < ωrel < 1, 1 noh deutlih Re�exionvorhanden ist, aber oberhalb von ωrel = 1, 1 sind sowohl Transmission wie auhRe�exion stark unterdrükt. Das war auh zu erwarten, da oberhalb der nie-derfrequenteren Nullstelle des Realteils von ε die Absorption deutlih zunimmt.Betrahtet man sih die Summe aus Absorption und Re�exion (Abb. 6.4), so kannman sehr gut erkennen in welhen Frequenzbereihen viel absorbiert wird. Dabei
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Abbildung 6.5: Vergleih der Transmissionsspektren der P-Polarisation für ahtShihten quadratish angeordneter Zylinder mit ε = 8, 9 (gestrihelte Linie) undSilber (durhgezogene Linie). Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsre-lation liegt bei ωrel ≈ 1, 05. D.h. ωrel = 1 entspriht a. 3, 6 eV.erkennt man, dass es unterhalb von ωrel = 0, 8 nur in 2 shmalen Frequenzbe-reihen deutlihe Absorption bei gibt, nämlih bei ωrel = 0, 28 und ωrel = 0, 54.Ansonsten ist in diesem Bereih auh bei den betrahteten aht Shihten nohkaum Absorption vorhanden. Dies zeigt, dass es durhaus möglih ist, diesenFrequenzbereih zu betrahten um auh praktish anwendbare Strukturen zu er-halten.Die Tatsahe, dass die Absorption so stark variiert, obwohl dies niht direktaus der Absorptionkurve hervorgeht, hängt vermutlih mit der untershiedlihenLokalisierung der Felder in der Einheitszelle zusammen. In der Einheitszelle istnur der Bereih der Zylinder absorbierend. Allerdings sind die Verteilungen derFelder von der Frequenz abhängig, und somit muss die Absorption der Strukturniht der Absorptionskurve des Materials folgen. Be�nden sih Felder gröÿtenteilsauÿerhalb der absorbierenden Bereihe, so kann auh bei relativ hoher Absorptiondes Materials die e�ektive Absorption reht klein werden.Betrahtet man die gleihen Aspekte für die P-Polarisation im direkten Ver-gleih der Rehnung mit einem niht absorbierenden, dispersionsfreien Medium(Abb. 6.5), so erkennt man hier die Ähnlihkeit der beiden Spektren shon eher.Der Bereih zwishen ωrel = 0, 4 und ωrel = 0, 6 ist reht ähnlih, allerdings leihtvershoben. Im Spektrum mit Absorption und Dispersion ist das darau�olgendeMinimum deutlih ausgeprägter und auh breiter. In diesem Frequenzbereih istder Betrag des Realteils von ε sehr groÿ, wodurh die partiellen Bandlüken deut-lih verbreitert werden. Dadurh werden im Transmissionspektrum die Minimabreiter und tiefer. Auh die nahfolgenden Peaks von a. ωrel = 0, 8 bis ωrel = 1, 1kann man dem Spektrum für ε = 8, 9 zuordnen, allerdings sind diese zu höheren
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Abbildung 6.6: Transmission (durhgezogene Kurve) und Re�exion (gestrihelteKurve) der P-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz für qua-dratish angeordnete Zylinder aus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle derDispersionsrelation liegt bei ωrel ≈ 1, 05. D.h. ωrel = 1 entspriht a. 3, 6 eV.
Abbildung 6.7: Summe von Transmission und Re�exion der P-Polarisation inAbhängigkeit von der relativen Frequenz für quadratish angeordnete Zylinderaus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsrelation liegt bei ωrel ≈
1, 05. D.h. ωrel = 1 entspriht a. 3, 6 eV.relativen Frequenzen vershoben. Oberhalb von ωrel = 1, 1 ist auh hier kaumnoh Transmission vorhanden.Auh in diesem Fall betrahtet man Transmission und Re�exion (Abb. 6.6)bzw. die Summe aus Re�exion und Transmission (Abb. 6.7) und erkennt, dass hierbis zu dem Frequenzbereih, in dem die Absorption des Materials wieder stärkersteigt (ωrel ≈ 1, 05), durh die aht Shihten des Materials kaum absorbiert wird.Wie zu erwarten, wird oberhalb dieses Bereihs auh hier wieder ein Groÿteil dereinfallenden Strahlung absorbiert.Im Groÿen und Ganzen erkennt man also für die P-Polarisation ein ähnlihesVerhalten wie für die S-Polarisation. Allerdings kann man hier die Ausgangs-struktur des einfahen Dielektrikums besser erkennen. Im Bereih unterhalb desNulldurhgangs des Realteils von ε �ndet deutlih weniger Absorption als bei derS-Polarisation statt. Sehr gut erkennt man, wie durh die vom Betrag groÿen Wer-te des Realteils von ε die Minima in der Transmission ausgeprägter (d.h. deutlih



88 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEbreiter und auh tiefer) werden. Dies ist natürlih für die praktishe Anwendungvon Interesse, da zum einen Bandlüken ausgeprägter werden, oder überhaupterst durh den hohen Kontrast entstehen, und umgekehrt auh mit relativ weni-gen Shihten shon eine deutlihe Re�exion bzw. eine Bandlüke Auswirkungenauf die Transmission und Re�exion vorhanden ist.Insbesondere im Bereih der niedrigen Absorption von Silber sind sehr groÿeE�ekte in den Spektren zu erkennen, obwohl andererseits die Absorption in der ge-samten Shihtdike insgesamt eine eher untergeordnete Rolle spielt. Es tauhenzwar einzelne shmalbandige Bereihe auf, in denen die Absorption groÿ wird,aber insgesamt hat man in diesem Bereih trotz der eigentlih niht vershwin-denden Absorption immer noh eine fast vollständige Transmission. D.h., dassdieser Bereih von 1 eV bis a. 3,6 eV für eventuelle Anwendungen durhaus vonInteresse ist. Der Bereih der niedrigen (aber niht vershwindenden) Absorptionbei Silber besitzt also die positiven Eigenshaften, dass die Bandstruktur durhden hohen Betrag des Realteils stark ausgeprägt ist. Das bevorzugt die Bildungvon Bandlüken bzw. sorgt dafür, dass verglihen mit anderen normalen dielek-trishen Materialien deutlih dünnere Shihten shon ausreihen. Weiterhin istdieser Bereih in den Transmissionsspektren bis auf shmalbandige Ausnahmenauh weitgehend absorptionsfrei. Der eventuell zu befürhtende Ein�uss der im-mer noh vorhanden Absorption des Silbers spielt hier fast keine Rolle. DieserBereih ist somit für eventuelle Anwendungen bestens geeignet. Hier emp�ehltsih die Betrahtung metallisher Systeme als Alternative zu den übliherweiseverwendeten rein dielektrishen Strukturen.Etwas anders sieht es allerdings aus, wenn man den zweiten Fall betrahtet,der untersuht wurde, nämlih die Nullstelle des Realteils der Dispersion. Hierbeistellt sih die Frage, inwieweit der quasi beliebig groÿe Kontrast verwendet wer-den kann, da im Bereih der Nullstelle auh die Absorptionskante des Materialsliegt. Hier erkennt man, dass tatsählih die Absorption eine de�nitiv niht zu ver-nahlässigende Rolle spielt. Im Falle von Silber gibt es sogar zwei Nullstellen imRealteil der Dispersion. Betrahtet man die niederfrequentere Nullstelle, bei dernoh am ehesten die Ho�nung besteht, dass die Absorption beherrshbar ist, so er-kennt man, dass die Summe aus Transmission und Re�exion (also 1−Absorption)in diesem Bereih auf a. 0, 2−0, 4 (je nah Polarisation und konkreter Zellengrö-ÿe) abgesunken ist. Gerade im Frequenzbereih um die niederfrequente Nullstelle



6.2. QUADRATISCH ANGEORDNETE ZYLINDER AUS SILBER 89beginnt die Absorption, rapide an Bedeutung zu gewinnen. Die Nullstelle liegt inder Flanke der stark steigenden Absorption der Gesamtstruktur. Bei der zweitenNullstelle ist die Absorption selbst bei aht Shihten shon fast vollständig, sodass diese für Anwendungen praktish ohne Bedeutung ist.Betrahtet man Abb. 6.1, so erkennt man, dass im Bereih der ersten Nullstelledie Absorption eigentlih nur unwesentlih gröÿer ist als in dem bereits diskutier-ten Bereih zwishen 1 eV und 3,5 eV. Bei der niederfrequenten Nullstelle beginntdie Absorption eigentlih erst zu steigen. Allerdings zeigen die Rehnungen sehrdeutlih, dass trotzdem die Absorption in diesem Bereih den erho�ten E�ektzum gröÿten Teil zunihte maht. Ein Groÿteil des eingestrahlten Lihts wird indiesem Bereih bereits von lediglih aht Shihten absorbiert. Für die Anwen-dungen bedeutet dies, dass eigentlih alle Anwendungen, bei denen es auf geringeAbsorption ankommt (also inbesondere Anwendungen, die mit der Wellenleitungin Zusammenhang stehen), für diesen Bereih niht in Frage kommen. Es gibtzwar in diesem Bereih noh Transmissionen bzw. Re�exionen, die deutlih ober-halb von 0 sind, aber immer nur in Verbindung mit den hohen Absorptionen.D.h. dieser Bereih kommt eigentlih nur für Anwendungen in Frage, bei denendie Struktur des Spektrums eine Rolle spielt, aber niht das Vershwinden der Ab-sorption. Für eigentlih fast alle möglihen Anwendungen tri�t dies jedoh nihtzu. Somit ist insgesamt der Frequenzbereih um die Nullstelle der Dispersion füreine Anwendung aufgrund der Absorption nur sehr eingeshränkt verwendbar.Da beim Vorhandensein einer Absorption die Skalierbarkeit der Systeme be-züglih Gröÿe bzw. Energie verlorengeht, ist es natürlih von besonderem Inter-esse den Ein�uss der Gröÿe der Einheitszelle auf die Spektren zu untersuhen.(Bzw. äquivalent dazu kann man die Dispersionsrelation linear skalieren, was fürdie Rehnungen so durhgeführt wurde und äquivalent zur einer Änderung derGröÿe der Einheitszelle ist.) In Abb 6.8 ist ein Vergleih für den Fall der nieder-frequenten Nullstelle von ε bei ωrel = 1, 05, ωrel = 1, 52 und ωrel = 2 gezeigt.(Dies entspriht gröÿer werdenden Einheitszellen). Bei beiden Polarisationen er-kennt man, dass die Spektren bis zu dem Bereih, in dem die Absorption für diejeweilige Zellengröÿe relevant wird, sehr ähnlih verlaufen.Die ungefähre Struktur der Spektren ist gleih, jedoh gibt es teilweise unter-shiedlihe Ausprägungen. Au�ällig ist die Vershiebung des sehr shmalbandigenniederfrequenten Minimums in der Transmission. Für das Spektrum mit der Null-



90 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMES-Polarisation

P-Polarisation
Abbildung 6.8: Transmission der S-Polarisation (oben) und P-Polarisation (un-ten) in Abhängigkeit von der relativen Frequenz für quadratish angeordneteZylinder aus Silber und vershiedene Gröÿen der Einheitszelle: Nullstelle der Di-spersionsrelation bei ωrel ≈ 1, 05 (durhgehende Linie. ωrel = 1 entspriht a.
3, 62 eV), Nullstelle der Dispersionsrelation bei ωrel ≈ 1, 52 (gestrihelte Linie.
ωrel = 1 entspriht a. 2, 5 eV) und Nullstelle der Dispersionsrelation bei ωrel ≈ 2(punktierte Linie. ωrel = 1 entspriht a. 1, 8 eV).stelle der Dispersion bei ωrel = 1, 05 liegt diese bei ωrel = 0, 28. Beim Spektrummit der Nullstelle bei ωrel = 1, 52 liegt dieses Minimum bei ωrel = 0, 41, und fürdas Spektrum mit der Nullstelle bei ωrel = 2 liegt das Minimum bei ωrel = 0, 54.Betrahtet man die jeweilige Skalierung der vershiedenen Spektren, so zeigt sih,dass es sih jeweils um etwa die gleihe absolute Frequenz handelt, die einer Ener-gie von etwas mehr als 1 eV entspriht. Betrahtet man diese Frequenz in Abb.6.1, so erkennt man, dass es sih dabei um den Bereih handelt, bei dem für klei-ner werdende Frequenzen die Absorption stark ansteigt. Erstaunlih ist dabei alsoeher, dass im Spektrum diese Frequenz nur als relativ shmalbandiges Minimumauftritt und niht einfah unterhalb dieser Frequenz alles absorbiert wird.Andererseits fällt aber auh in diesem Bereih der Realteil von ε stark ab (d.h.



6.2. QUADRATISCH ANGEORDNETE ZYLINDER AUS SILBER 91der Betrag wähst stark). Das deutet darauf hin, dass die Feldverteilung immerstärker von einer gleihmäÿigen Verteilung wie ihm Fall des Vakuums abweihtund die Felder mit kleinen Frequenzen stark aus den Zylindern gedrängt werden.Wird die Frequenz erhöht, werden die Felder weniger aus den Zylindern gedrängt.Allerdings wird auh die Absorption immer kleiner. Lediglih im Bereih um 1 eVdringen die Felder tief genug in den Kristall ein und es ist ausreihend Absorptionvorhanden, damit dies bemerkbar ist.Bei der S-Polarisation sind diese Untershiede etwas stärker ausgeprägt als beider P-Polarisation, aber auh hier ist die unterste partielle Bandlüke bei ωrel ≈
0, 5 in allen Fällen gut zu erkennen. Lediglih im Bereih zwishen ωrel = 0, 8und ωrel = 1 erkennt man Untershiede, wie in den Lagen der sharfen Minimaunterhalb dieser Frequenzen.Zusammenfassend kann also festgestellt werden, dass die Spektren sih in denrelativen Frequenzen trotz der Vershiebung der Dispersionrelation noh sehrähnlih sind. Der Hauptuntershied ist hierbei in der Lage der shmalen Minimamit hoher Absorption in der S-Polarisation. Die partiellen Bandlüken unter-halb von ωrel = 0, 8 sind in beiden Polarisationsrihtungen deutlih ausgeprägterals im Fall eines einfahen niht-dispersiven, niht-absorbierenden Mediums mitrealistishem Wert für die Dielektrizität. Bei hohen Frequenzen, bei denen dieAbsorption wieder deutlih steigt, steigt auh generell die Absorption der Shih-ten sehr stark an. Es wird kaum noh Liht transmittiert oder re�ektiert, was fürpraktishe Anwendungen natürlih unbrauhbar ist. Hier emp�ehlt es sih also,wirklih im Bereih der Dispersionskurve zu arbeiten, bei dem die Absorptionsehr gering ist. (Bei Silber liegt dieser Bereih zwishen 1 eV und 3,5 eV.) Be-sonders interessant sind dabei der niederfrequente Abshnitt dieses Bereihs, dadort sowohl die Absorption gering, also auh der Betrag des Realteils von ε sehrgroÿ wird.



92 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEME6.3 StörstellenFür die Anwendungen sind insbesondere immer wieder Systeme mit Störstellenvon Interesse, da diese es ermöglihen, Zustände in der Bandlüke zu erhalten.Diese Zustände entsprehen dabei den Zuständen, bei denen sih das elektroma-gnetishe Feld um die Störstelle konzentriert und sih niht in den �regulären�Photonishen Kristall ausbreiten kann. So kann man z.B. solhe 1-dimensionalenStörstellen in der Bandlüke zum verlustfreien Transport von Liht verwenden.Das Feld selbst konzentriert sih um die 1-dimensionale Störstelle (den Leiter)und kann sih im regulären Kristall selbst niht ausbreiten, d.h. es kann ver-lustfrei entlang der Störstelle transportiert werden. Auh andere Konstellationensind für die Anwendungen von Interesse, um z.B. einzelne Bauelemente aus derHalbleitertehnik im Optishen nahzubilden. Nahfolgend sollen nun die Ergeb-nisse der Rehnungen mittels des FDFD-Verfahrens zu Störstellen, sowohl miteinem �normalen� Dielektrikum, wie auh mit dem metallishen Äquivalent, ge-zeigt werden.6.3.1 1-dimensionale StörstelleEinfahes DielktrikumAls erstes Störstellensystem wird hier die 1-dimensionale Störstelle betrahtet.Diese Systeme sind insbesondere im Bereih der Wellenleitung von hohem In-teresse, da diese 1-dimensionalen Störstellen einen möglihen Leiter durh denPhotonishen Kristall darstellt. Insbesondere sind solhe Systeme natürlih vonInteresse, wenn der Photonishe Kristall selbst eine Bandlüke besitzt, da sihdann auÿerhalb der Störstelle im Kristall keine Wellen ausbreiten können. Ledig-lih exponentiell abklingende Moden sind möglih. Solhe 1-dimensionalen Stör-stellen sind also für die Anwendung von entsheidender Bedeutung und sollendeshalb auh mittels des FDFD-Verfahrens untersuht werden. Zur exemplari-shen Untersuhung wird hierbei wieder ein 2-dimensionales System betrahtet.Als konkretes Problem dient ein Photonisher Kristall mit einer eindimensionalenStörstelle im 2-dimensionalen Photonishen Kristall mit quadratish angeordne-ten Zylindern, bei dem in z-Rihtung eine Reihe Zylinder fehlt. Die Einheitszelledes Systems kann man sih aus 5 einfahen Einheitszellen aufgebaut vorstellen,die in x-Rihtung nebeneinander angeordnet sind und von denen, bis auf die
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Abbildung 6.9: 2-dimensionale Struktur mit quadratish angeordneten Zylindernmit einer 1-dimensionalen Störstelle als Wellenleiter, aht Shihten. Abgebildetsind hier eine Einheitszelle in x-Rihtung und aht Einheitszellen in z-Rihtung.Mittlere, alle einen Zylinder enthalten und die mittlere Einheitszelle leer ist. DasVerhältnis von Radius des Zylinders und Dike der einfahen Einheitszelle beträgt0,2. Für die Zylinder ist ε = 8, 9.Die Rehnung wurde mit einer Shihtdike von aht Shihten durhgeführtund mit einer regulären Rehnung ohne Störstellen verglihen. Für die Rehnungwurde ein 150×1×30-Gitter verwendet (also quasi ein 30×1×30-Gitter pro �einfa-her� Einheitszelle) und es wurden drei Vakuummoden in x-Rihtung betrahtet.Dabei erwartet man, dass durh die Störstelle eine Wellenleitung entsteht, alsoZustände auftauhen, die in der Bandstruktur in der Bandlüke liegen.In Abb 6.10 wird ein Vergleih zwishen dem Spektrum des Systems mit Stör-stelle sowie dem ungestörten System gezeigt. Dabei ist die durhgezogene Liniedie des Systems mit der 1-dimensionalen Störstelle. Das ungestörte Ausgangssy-stem ist gestrihelt dargestellt.Im Spektrum der S-Polarisation kann man sehr deutlih den Peak zwishen
ωrel = 0, 6 und ωrel = 0, 7 erkennen, der sehr ausgeprägt mitten in einer lokalenBandlüke der S-Polarisation liegt. Hierbei handelt es sih um ein typishes undstark ausgeprägtes Beispiel für die oben erwähnten �Leitungszustände� in den



94 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMES-Polarisation
P-Polarisation

Abbildung 6.10: Transmission der S-Polarisation (oben) und P-Polarisation (un-ten) in Abhängigkeit von der relativen Frequenz für quadratish angeordneteZylinder mit aht Shihten mit ε = 8, 9 (gestrihelt) im Vergleih mit einerRehnung mit einer 1-dimensionalen Störstelle mit aht Shihten (durhgezoge-ne Linie).Bandlüken. Dieser Peak ist sogar so stark ausgeprägt, dass die Transmissionfast bis auf 1 ansteigt, d.h. fast vollständige Transmission vorliegt. Aufgrund derStörstelle und des somit gröÿeren benötigten Gitters, wurde das Frequenzrastergrober gewählt als im einfahen Fall ohne Störstelle. Bei einem feineren Fre-quenzraster ist zu erwarten, dass der Peak im Idealfall sogar bis auf 1 ansteigt.Im unendlih ausgedehnten Fall kann die Welle sih niht im Kristall ausbreiten.Dies stellt natürlih einen idealisierten Zustand dar, so dass im konkreten Fallder Wert etwas unterhalb von 1 liegen kann.Etwas ober- und unterhalb dieses Leitungszustandes verhält sih das Systemmit der Störstelle in etwa wie das ungestörte System. Allerdings erkennt manzwishen a. ωrel = 0, 8 und ωrel = 0, 9 Bereihe deutliher Transmission, beidenen im ungestörten System eine Bandlüke vorliegt. Diese Peaks in der Band-lüke sind allerdings von der Transmission deutlih weniger ausgeprägt als derLeitungszustand bei 0, 6 < ωrel < 0, 7. Jedoh erkennt man auh hier wiederum



6.3. STÖRSTELLEN 95noh eine sehr stark ausgeprägte Transmission mit Werten bis a. 0, 7. Insgesamtuntersheiden sih die Spektren des gestörten und des ungestörten Systems imBereih 0, 9 < ωrel < 1, 3 deutlih voneinander. So ist die Struktur des unge-störten Systems in diesem Bereih nur ansatzweise wiederzuerkennen. Es könnteauh bei ωrel ≈ 1 ein stark an der Störstelle lokalisierter Zustand in der Bandlükevorliegen, allerdings sind im Gegensatz zum Leitungszustand bei ωrel ≈ 0, 65 hierdie Ränder der Bandlüke im gestörten System niht wirklih erkennbar. Viel-mehr liegt eine sehr deutlihe Abweihung vom ursprünglihen System vor. Füreine eventuelle Anwendung ist die typishe starke Lokalisierung um die Störstel-le allerdings niht so entsheidend, wie die Tatsahe, dass hier Zustände hoherTransmission vorliegen, die im ungestörten Kristall (zumindestens fast) vollstän-dig re�ektiert werden. Zwishen ωrel ≈ 1, 3 und ωrel ≈ 1, 5 stimmen die Spek-tren beider Systeme sehr gut überein. Bei ωrel = 1, 5 sieht man wiederum einenLeitungszustand angedeutet. Während im ungestörten System die Transmissiongänzlih abfällt, steigt im System mit der Störstelle die Transmission auf einerbreiten Basis auf fast 1 an.Bei der P-Polarisation sheint die ungefähre Struktur des Spektrums in et-wa erhalten zu bleiben, allerdings etwas vershoben zu höheren Frequenzen. Ab
ωrel ≈ 1, 2 untersheiden sih die beiden Spektren substantiell. Es ist dabei, ähn-lih wie bei der S-Polarisation, niht eindeutig bei den Frequenzbereihen hoherTransmission zwishen ωrel = 1, 2 und ωrel = 1, 3 von einem Leitungszustand(im Sinne eines stark um die Störstelle lokalisierten Zustandes) zu sprehen, dadie Grundstruktur im gestörten System sih zu deutlih von der des ungestörtenSystems untersheidet. Allerdings ist auh hier wieder für die meisten Anwen-dungen entsheidend, dass es stark ausgeprägte Bereihe hoher Transmission inder Bandlüke des ungestörten Systems gibt. Interessant ist hierbei sogar, dassdie Transmission auf einer sehr breiten Basis fast vollständig ist, d.h. man hatniht nur einen sehr shmalbandigen Bereih, der genutzt werden kann, sonderndie Frequenz kann sogar (bis auf einen shmalen Einbruh der Transmission)in einem relativen Bereih von 5% Abweihung ohne merklihen Verlust variiertwerden.Zusammenfassend erkennt man also in diesem System, insbesondere in derS-Polarisation, typsihe Leitungszustände (ωrel ≈ 0, 65 bzw. oberhalb von ωrel ≈
0, 8). In beiden Spektren ergeben sih ausgeprägte Bereihe, in denen in lokalen



96 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEBandlüken des ungestörten Systems deutlih ausgeprägte Transmissionen (häu-�g sogar fast vollständige Transmission) auftreten. Jedoh untersheiden sih dieSpektren teilweise so stark voneinander, dass man niht unbedingt von einem�gestörten� Spektrum sprehen kann.Silber-ZylinderFührt man eine analoge Rehnung für Zylinder aus Silber durh, so ergibt sih eindeutlih untersheidendes Ergebnis. In Abb. 6.11 und Abb. 6.12 sind die Spektrender gestörten Systeme im Vergleih zu den ungestörten Systemen gezeigt. Dabeigenügt es im Falle des absorbierenden Mediums wiederum niht, nur die Trans-mission abzubilden, da ansonsten niht klar ist, ob der niht-transmittierte Anteilabsorbiert oder re�ektiert wird. Im Prinzip würde genügen, entweder nur die Re-�exion oder nur die Absorption (bzw. übliherweise 1− Transmission) anzugeben,da sih die jeweils fehlende dritte Gröÿe aus den beiden anderen errehnen lässt(Transmission + Re�exion + Absorption = 1). Allerdings sind der Übersihtlih-keit halber alle 3 Gröÿen dargestellt.Für die S-Polarisation �ndet man hier ähnlihe Spektren für den gestörtenund den ungestörten Fall, die sih jedoh in den Details deutlih untersheiden.Im Transmissionsspektrum der S-Polarisation erkennt man in beiden Fällendas reht breite Minimum um ωrel = 0, 4 bis ωrel = 0, 5. Allerdings ist dieses imSpektrum des Systems mit der 1-dimensionalen Störstelle deutlih strukturierterund es sheinen sih einzelne shwahe Peaks innerhalb dieser Lüke auszubil-den. Man erkennt in der Re�exion einen deutlihen Rükgang in diesem Bereih,was eventuell auf einen �Leitungszustand� (wieder im Sinne eines stark um dieStörstelle lokalisierten Zustands) hindeutet. Allerdings erkennt man in der Ab-sorption (bzw. in der Summe aus Transmission und Re�exion) deutlih, dassgerade zwishen ωrel = 0, 45 und ωrel = 0, 5 die Absorption stark ausgeprägt ist(die Summe von Transmission und Re�exion sehr klein wird), was auf einen Zu-stand hindeutet, der einen hohen Feldanteil innerhalb der Zylinder aufweist (alsokeinen typishen an der Störstelle konzentrierten Zustand).
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Transmission

Re�exion

Transmission + Re�exion (= 1−Absorption)
Abbildung 6.11: Transmission (oben), Re�exion (Mitte) und Transmission + Re-�exion (unten) der S-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz füreinfah quadratish angeordnete Zylinder aus Silber ohne Störstelle (gestrihelteLinie) und mit 1-dimensionaler Störstelle (durhgezogene Linie). Beide Rehnun-gen sind für aht Shihten durhgeführt. In beiden Fällen ist die Skalierung derDispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewählt, dass die niederfrequentere Null-stelle bei ωrel ≈ 1, 19 liegt. D.h. ωrel = 1 entspriht a. 3, 2 eV.
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Transmission

Re�exion

Transmission + Re�exion (= 1−Absorption)
Abbildung 6.12: Transmission (oben), Re�exion (Mitte) und Transmission + Re-�exion (unten) der P-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz füreinfah quadratish angeordnete Zylinder aus Silber ohne Störstelle (gestrihelteLinie) und mit 1-dimensionaler Störstelle (durhgezogene Linie). Beide Rehnun-gen sind für aht Shihten durhgeführt. In beiden Fällen ist die Skalierung derDispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewählt, dass die niederfrequentere Null-stelle bei ωrel ≈ 1, 19 liegt. D.h. ωrel = 1 entspriht a. 3, 2 eV.



6.3. STÖRSTELLEN 99Der nähste deutlihe Untershied im Transmissionsspektrum ist bei etwa
ωrel ≈ 0, 65 zu erkennen. Während im ungestörten System hier quasi keine Trans-mission auftritt, erkennt man im gestörten System hier eine starke Transmission.Im Absorptionsspektrum zeigt sih, dass die verminderte Transmission in diesemBereih jedoh hauptsählih auf eine sehr starke Absorption zurükzuführen istund niht auf eine hohe Re�exion des Gitters. Im gestörten Fall �ndet in die-sem Bereih fast keine Absorption statt. Insgesamt ist im Absorptionsspektrumsehr au�ällig, dass die shmalbandigen Bereihe starker Absorption unterhalb von
ωrel ≈ 0, 8 bei vershiedenen relativen Frequenzen auftreten, was die Vermutungnahelegt, dass das Vorhandensein der Störstelle die konkrete Lokalisierung derFelder bei den vershiedenen Frequenzen sehr stark beein�usst, denn Absorptionkann nur statt�nden, wenn die Felder beträhtlihe Teile innerhalb der Zylin-der aufweisen. D.h. Bereihe im Spektrum mit sehr hoher Absorption bedeutenimmer auh, dass ein hoher Feldanteil innerhalb der Zylinder auftritt.Abgesehen von den Absorptionspeaks unterhalb von ωrel ≈ 0, 8 zeigt sih, dassdas Absorptionsverhalten des gestörten und des ungestörten Systems prinzipiellvergleihbar ist. Die Untershiede zeigen sih stark in der Lage der einzelnenBereihe starker Absorption bzw. in der konkreten Form, in der oberhalb von
ωrel ≈ 0, 8 die Absorption zunimmt. Der grobe Verlauf ist jedoh vergleihbar:Bis etwa ωrel ≈ 0, 8 gibt es, abgesehen von einzelnen Frequenzbereihen mit sehrhoher Absorption, kaum Absorption. Ab ωrel ≈ 0, 8 nimmt die Absorption starkshwankend immer weiter zu bis zur fast vollständigen Absorption.Für die P-Polarisation ergibt sih wieder ein etwas anderes Bild. Betrahtetman das Transmissionsspektrum der P-Polarisation, so erkennt man, dass ober-halb von ωrel ≈ 0, 8 das gestörte und das ungestörte System fast gleih verlaufen.Lediglih um ωrel ≈ 0, 8 ist eine kleiner Einbruh in der Transmission im Systemmit der Störstelle zu erkennen. Unterhalb von ωrel ≈ 0, 8 ist jedoh ein deutliherUntershied der Spektren zu erkennen. Während im ungestörten System nur einkleiner Frequenzbereih mit deutliher Transmission um ωrel ≈ 0, 5 vorliegt, istim gestörten System für 0, 3 < ωrel < 0, 7 ein Bereih mit deutliher Transmission(um T ≈ 0, 5) zu erkennen. Auh hier hat man zwar nun Zustände in Bereihen,in denen vorher eine Bandlüke vorhanden war, aber ob man bei diesen Peaks inder Transmission wirklih von einem typishen �Leitungszustand� sprehen kann,ist anhand der Spektren niht ohne weiteres zu klären. Dazu ist die ursprüngli-



100 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEhe Struktur des ungestörten Systems zu wenig ausgeprägt. Es könnte sih dabeium die gesuhten Art von Zuständen handeln, aber es könnte auh einfah sein,dass die ungestörten Peaks um ωrel ≈ 0, 8 sih verbreitert haben. Im Allgemeinenerwartet man allerdings von den sogenannten �Leitungszuständen�, dass diese re-lativ shmalbandig sind, womit am ehesten noh der Peak bei a. ωrel = 0, 67in Frage kommt. Da man beim FDFD-Verfahren nur Feldverteilungen für i.A.sehr komplexe Überlagerungen aus ein- und auslaufenden Moden erhält, ist esniht trivial, Aussagen über die Feldverteilung bei einer einfahen einlaufendenWelle zu mahen, die es erlauben würden zu entsheiden, ob es sih um einenstark an der Störstelle lokalisierten Zustand handelt. Allerdings stellt man imAbsorptionsspektrum fest, dass es bis ωrel ≈ 1 eigentlih fast keine Absorption,sowohl im ungestörten, wie auh im gestörten System gibt. D.h. diese Bereihehoher Transmission in der ursprünglihen Bandlüke sind für eventuelle Anwen-dungen durhaus brauhbar, auh wenn die Felder eventuell niht stark um dieStörstelle lokalisiert sind, so können diese Frequenzbereihe sih trotzdem nihtals ebene Welle im restlihen Kristall ausbreiten. Als etwas ungünstig erweist sihjedoh, dass in diesem Fall alle Transmission in den Bandlüken des ungestörtenSystems kleiner als 0, 6 sind, d.h. ein deutliher Anteil Re�exion vorliegt, was aufProbleme solher Systeme beim Einkoppeln der Moden hindeutet.Wie bereits erwähnt �ndet bis ωrel ≈ 1 fast keine Absorption statt. Allerdingssind sowohl im ungestörten wie auh im gestörten Spektrum kleine Bereihe mitauftretender (wenn auh kleiner) Absorption zu erkennen. Auh hier sieht manwieder ein ähnlihes Verhalten wie bei der S-Polarisation. Die Frequenzen, bei de-nen diese Absorptionen auftreten, vershieben sih, was wiederum auf deutlihenVeränderungen der Feldverteilung hindeutet.Insgesamt erkennt man im Vergleih, dass die Spektren der Fehlstelle für daseinfahe Dieletrikum deutlih eher dem entsprehen, was man erwarten würde(shmalbandige Transmissionspeaks in den Minima/Bandlüken). Dies könntemit dem deutlih höheren Kontrast in ε für Silber zu tun haben, welhes in dembetrahteten Bereih für den Realteil von ε Werte von -20 bis -100 annehmenkann. Somit ist unter Umständen eine Beshreibung als �gestörtes System� nihtmehr wirklih zutri�t. (Weiter besitzt auh niht jedes gestörte System Zuständein der Bandlüke.) Um dies weiter zu untersuhen, könnte man nun z.B. einenkontinuierlihen Übergang vom ungestörten zum gestörten System betrahten.



6.3. STÖRSTELLEN 101Dies wäre zum Beispiel möglih, indem man den Radius der im gestörten Systemfehlenden Zylinder, ausgehend vom ungestörten System, kontinuierlih verkleinertund beobahtet, wie sih die Spektren dabei verändern. Eventuell könnte manauh eine Reihe gröÿer werdender Einheitszellen betrahten, d.h. statt einer 5×1groÿen �einfahen� Einheitszellen 7 × 1, 9 × 1, . . . . Es ist zu erwarten, dass beieiner Gröÿe von 5× 1 einfahen Einheitszellen noh minimale Wehselwirkungenzwishen den periodish auftretenden Störstellen auftreten können, allerdings istauh zu erwarten, dass diese keinen deutlihen Ein�uss auf die Lösung haben, dadie meisten Moden, die sih im Kristall niht ausbreiten können nah 4 Shihtenshon stark abgeklungen sind, weshalb zusammen mit dem hohen Zeitwaufwandder Rehnungen auf diese verzihtet wurde.Bei den Silber-Zylindern wird anhand der Absorptionsspektren (insbesondereder S-Polarisation) auh deutlih, dass die Betrahtung als �gestörtes� Systemnur eingeshränkt möglih ist. Die stark vershobenen Bereihe der Absorption(die auf stark in den Zylindern lokalisierte Felder hindeuten) zeigen, dass sih dieFeldverteilung vom einfahen Kristall zum Kristall mit 1-dimensionaler Störstellestark verändert hat.In beiden betrahteten Fällen konnte beobahtet werden, dass sih in der TatZustände in der Bandlüke ausbilden. Im Fall des normalen Dielektrikums ist diesfür beide Polarisationen zu beobahten, jedoh für die S-Polarisation am stärk-sten ausgeprägt. Für die P-Polaristion gibt es sogar breite Frequenzbereihe fastvollständiger Transmission, was für eventuelle Anwendungen von besonderem In-teresse ist, da hier auh bei vielen Shihten kaum Absorptionsverluste auftreten,was insbesondere bei Anwendungen im Zusammenhang mit Wellenleitung vonentsheidender Bedeutung ist.Für das System aus Silber-Zylindern sind in der S-Polarisation solhe leiten-den Zustände in den Bandlüken nur shwah ausgebildet in der untersten breitenBandlüke zu �nden. In diesen Bereihen tritt auh eine deutlih erkennbare Ab-sorption auf. Für die P-Polarisation erkennt man andererseits, wo die möglihenVorteile der metallishen Systeme liegen können. Man hat eine extrem breiteBandlüke von etwa ωrel = 0, 55 bis ωrel = 0, 75 und darin treten im Falle des Sy-stems mit Störstelle deutlih Transmissionen auf (z.B. der Peak bei ωrel = 0, 66).Aufgrund der starken Breite der Bandlüke ist zu vermuten, dass bei einer And-wendung hier deutlih weniger Shihten für eine fast vollständige Re�exion des



102 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEungestörten Systems benötigt werden als bei einem System aus einem einfahendielektrishen Material. Die Tatsahe, dass die Transmission hier jedoh nihtfast vollständig ist, sollte sih in der Praxis durh eine geshikte Einkopplungder Moden in das System umgehen lassen, da man auh erkennt, dass die fehlendeTransmission durh Re�exion und niht durh Absorption zustande kommt.Abshlieÿend sollte somit insbesondere anhand der P-Polarisation deutlihwerden, dass metallishe Systeme eine deutlihe und interessante Alternative zuden herkömmlihen niht-metallishen Systemen mit einem einfahen Dielektri-kum ohne Dispersion (und Absorption) darstellen. Zwar kann auh hier wiederder Bereih um die Nullstelle des Realteils der Dispersion aufgrund der hohenAbsorption in diesem Bereih niht genutzt werden. Allerdings erkennt man auhhier, wie im Fall des ungestörten Kristalls, dass der stark negative Wert des Re-alteils sehr breite Bandlüken erzeugen kann, die in der Tat auh genutzt werdenkönnen, ohne dass es zu einer merklihen Absorption kommt.6.3.2 0-dimensionale Störstelle

Abbildung 6.13: Einheitszelle eines 2-dimensionalen Photonishen Kristalls ausquadratish angeordneten Zylindern mit einer 0-dimensionalen Störstelle.Niht nur die 1-dimensionalen Fehlstellen sind für möglihe Anwendungenwihtig, auh 0-dimensionale Fehlstellen sind, sowohl für die Anwendung, wie



6.3. STÖRSTELLEN 103auh für die Frage, wie sih Unregelmäÿigkeiten im Photonishen Kristall aufdessen Eigenshaften auswirken, von Interesse. Da man eigentlih nie einen per-fekten Photonishen Kristall erzeugen kann, ist die Frage entsheidend, wie sihmöglihe Gitterfehler auf das Verhalten des Kristalls auswirken können. Eine sol-he 0-dimensionale Störstelle ist als Fehlstelle dabei eine der typishen möglihenFehler. Für manhe Anwendungen kann auh hier wieder die gezielte Störstellevon Interesse sein. Wenn man etwa einen gebundenen Atom-Photon-Zustand er-zeugen will, so kann man das angeregte Atom an der Störstelle einbringen oderman kann auh Liht an einem Ort (der Störstelle) stark konzentrieren oder beiwaagrehten Bändern sogar das Liht an der Störstelle �einshlieÿen�. (Wie auhbei 1-dimensionalen Störstellen können bei bestimmten Frequenzen Lösungen auf-treten, bei denen sih das Feld stark um die Störstelle lokalisiert.)Als System mit einer 0-dimensionalen Störstelle soll hier wiederum das Aus-gangssystem der quadratish angeordneten Zylinder dienen. Man betrahtet nuneine Superzelle bestehend aus 5 × 5 einfahe Einheitszellen, wobei der mittlereZylinder entfernt wurde. In Abb. 6.13 ist die Einheitszelle der Superzelle abge-bildet. Wie auh im Fall der 1-dimensionalen Störstelle, wurde dieses Systemzunähst mit Zylindern aus einem einfahen dielektrishen Material mit ε = 8, 9und anshlieÿend mit Zylindern aus Silber betrahtet. Für die Berehnung wur-de eine Shihtdike von insgesamt 8 Superzellen gewählt. (Dies entspriht also40 einfahen Einheitszellen.) Für die Diskretisierung der Superzelle wurde ein
130 × 1 × 130 Gitter gewählt. und es wurden 3 Vakuummoden in x-Rihtungverwendet.Es ist darauf hinzuweisen, dass dies ein Beispiel ist, das mit der Transfer-Matrix-Methode niht mehr in auh nur annähernd sinnvoller Weise zu berehnenist. Wie wir in Kapitel 4 gesehen haben, brah die Transfer-Matrix-Methode (sehroptimistish betrahtet) bei einer Anzahl von 40 Gitterpunkten in z-Rihtungzusammen. Das entsprähe in diesem Fall etwa aht Punkten pro primitiverEinheitszelle und es wären deutlih zu wenige Gitterpunkte, um ein halbwegsbrauhbares Ergebnis zu bekommen. Aber auh bei der Verwendung von absor-bierenden Materialien im Allgemeinen haben wir bereits gesehen, dass sih dasTransfer-Matrix-Verfahren wegen seiner Behandlung der exponentiellen Modenals ausgesprohen ungeeignet erweist.



104 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEEinfahes Dielektrikum S-Polarisation
P-Polarisation

Abbildung 6.14: Transmission der S-Polarisation (oben) und P-Polarisation (un-ten) in Abhängigkeit von relativen Frequenz für quadratish angeordnete Zylindermit ε = 8, 9 ohne Fehlstelle (gestrihelte Linie, 32 Shihten) und mit Fehlstelle(durhgezogene Linie, 8 Einheitszellen Shihtdike was 40 normalen Shihtenentspriht).In Abb 6.14 sind die Transmissionsspektren der S- und P-Polarisation für dasSystem mit einer Fehlstelle im Vergleih zu dem System ohne Fehlstelle gezeigt.Dabei wurde für die Vergleihsrehnung 32 Shihten verwendet, im Gegensatz zuaht Shihten für das System mit Fehlstelle. Allerdings ist jede Shiht bei derRehnung für die Fehlstelle fünf Zylinder dik. Aht Shihten entsprehen also40 Shihten der einfahen Einheitszelle der Vergleihsrehnung. Da übliherweisedie Shihtdike durh wiederholtes Verdoppeln der Shiht erzeugt wird, bietet essih an, eine Anzahl n von Shihtdiken zu wählen, die der Form 2n entspriht.Deshalb wurden 32 Shihtdiken verwendet, was verhältnismäÿig nahe an 40Shihten kommt. Der Untershied des Spektrums des ungestörten Kristalls für 32und für 40 Shihten ist dabei eher im Detail zu suhen. Hauptsählih ändert sihdie Oszillation in den Bereihen vorhandener Transmission. Diese Osziallation



6.3. STÖRSTELLEN 105wird durh die Mehrfahre�exionen an den Enden der Shiht erzeugt. Insgesamtwäre auh bei der dikeren Shiht zu erwarten, dass die lokalen Bandlükentiefer ausgeprägt sind. Allerdings ist auh bei 32 Shihten die Transmission inden lokalen Bandlüken so gering, dass sih keinen bedeutenden Untershied mehrergibt.Betrahtet man nun das Transmissionsspektrum für die Rehnung mit Fehl-stelle, so erkennt man eine generelle Übereinstimmung der Grundstruktur desSpektrums mit der Grundstruktur des Spektrum des Kristalls ohne Fehlstelle.Das ist auh zu erwarten, da es sih nur um eine geringe Variation handelt.In beiden Polarisationen erkennt man sehr gut, dass im System mit der Fehl-stelle Bereihe hoher Transmission nur auftauhen, wo auh im ungestörten Sy-stem deutlihe Transmission vorhanden ist. Dabei ist bei der P-Polarisation dieserBereih der Transmission im Bereih ωrel = 0, 6 bis ωrel = 0, 7, vergleihbar mitder 1-dimensionalen Störstelle, am wenigsten ausgeprägt.Wie auh shon im Fall der 1-dimensionalen Störstelle ist es hier wieder wih-tig, nah Transmissionen in den Bandlüken des ungestörten Systems zu suhen.Bei der S-Polarisation erkennt man einige sehr shwah ausgeprägte Bandlüken-zustände im Bereih zwishen ωrel = 0, 8 und ωrel = 0, 9 und bereits stark aus-geprägte Transmissionen zwishen ωrel = 1, 2 und ωrel = 1, 3. Ebenso könnte derPeak bei ωrel ≈ 0, 96 ein solher Transmissionspeak stark am Rand der Bandlükesein. Der sehr stark ausgeprägte Leitungszustand der 1-dimensionalen Störstellein der Bandlüke zwishen ωrel = 0, 6 und ωrel = 0, 7 ist hier komplett vershwun-den.Bei der P-Polarisation erkennt man im gestörten System Transmissionen inder Bandlüke bei ωrel ≈ 0, 6. Dies sind die am deutlihsten ausgeprägten Trans-missionen innerhalb der Bandlüken. Auÿer diesen treten nur noh sehr shwahausgeprägte Transmissionen in den Bandlüken auf (ωrel ≈ 0, 95, sowie zwishen
ωrel = 1, 2 und ωrel = 1, 3).Insgesamt wird hier im Vergleih zu den Spektren der 1-dimensionalen Stör-stelle deutlih, dass alle Transmissionen des gestörten Systems in den lokalenBandlüken des ungestörten Systems sehr shmalbandig sind und insgesamt einedeutlih niedrigere Transmission-Werte aufweisen. Dies ist niht weiter verwun-derlih, da es sih im 1-dimensionalen Fall eher um �leitende� Störungen handelt,d.h. die Welle kann sih dort eher in z-Rihtung ausbreiten, während sih hier



106 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEzwishen zwei Störstellen immer vier Einheitszellen des ungestörten PhotonishenKristalls be�nden, in dem sih die Frequenzen der Bandlüke eben gerade nihtdurh Wellenleitung ausbreiten können. Dies begründet, warum die allermeistenTransmissionen in den Bandlüken Werte < 0, 1 besitzen. Erstaunlih groÿ sinddabei die Transmissionen zwishen ωrel = 1, 2 und ωrel = 1, 3 in der S-Polarisationund um ωrel ≈ 0, 6 in der P-Polarisation, die Werte von etwa 0, 5 erreihen.Im Vergleih zur Rehnung mit der 1-dimensionalen Störstelle ist hier deutlihbesser der Fall eines gestörten Systems zu erkennen. Das Spektrum ändert sihvom ungestörten Photonishen Kristall zu dem mit Störstelle nur unwesentlih.Einzelne Untershiede sind zu erkennen, aber man erkennt im gestörten Spektrum(im Gegensatz zum Fall der 1-dimensionalen Störstelle) sehr gut das ungestörteSpektrum zusätzlih einiger Änderungen. Dies bedeutet auh auf die Frage hin,wie stark sih Fehlstellen auf das Verhalten des Photonishen Kristalls, insbe-sondere auf die Bandlüken auswirken, dass hier beim Fehlen jedes 25. Zylindersdie Grundstruktur des Spektrums erhalten bleibt, jedoh teilweise shon deut-lih Transmissionen in den Bandlüken auftreten können. Dabei weisen jedohuntershiedlihe Bandlüken untershiedlih starke Transmissionen auf. In denallermeisten Fällen jedoh ist die Transmission durh den Kristall immer nohfast zu vernahlässigen.Silber-ZylinderNun sei der analoge Fall für Zylinder aus Silber betrahtet. Dabei wurde dieEinheitszelle so gewählt, dass die niederfrequente Nullstelle des Realteils von
ε(ω) bei ωrel ≈ 1, 08 liegt.Für die S-Polarisation erkennt man deutlihe Untershiede zwishen der Reh-nung mit und ohne Fehlstelle. Dabei sind bei der Rehnung mit Fehlstelle dieMinima der Transmission bei ωrel ≈ 0, 3 und ωrel ≈ 0, 6 niht vorhanden. Beidiesen Minima �ndet im Gegensatz zum System ohne Störstelle keine starke Ab-sorption statt. Stattdessen erkennt man im gestörten System, dass im Fall derStörstelle im breiten Minimum der Transmission bei ωrel ≈ 0, 45 eine starke Ab-sorption auftritt (und auh ein kaum zu erkennender Peak bei der Transmission),während hier im ungestörten Fall fast vollständige Re�exion statt�ndet. Auh imBereih bis ωrel ≈ 1, 1 unterheiden sih die Spektren. Ab dieser Frequenz sorgtdie starke Absorption des Materials dafür, das fast das gesamte eingestrahlte



6.3. STÖRSTELLEN 107Liht absorbiert wird. Ein Fehlstellenzustand in der Bandlüke, wie im Falle deseinfahen Materials, ist hier niht deutlih zu erkennen. Vielmehr erkennt manhier wieder, dass die Frequenzen, bei denen starke Absorption statt�ndet sih imgestörten und im ungestörten System teilweise sehr deutlih untersheiden. Diesdeutet wieder auf einen deutlihen Ein�uss der Störstelle auf die Lokalisation derFelder innerhalb des Kristalls hin. Die Untershiede zeigen hier insgesamt, dassdas Re�exionsspektrum des gestörten Kristalls insgesamt sehr gut mit dem desungestörten übereinstimmt. Gröÿter Untershied ist hierbei der fast kompletteEinbruh der Re�exion bei ωrel ≈ 0, 45. Allerdings liegt hier plötzlih eine starkeAbsorption vor. Das heiÿt es ist zu vermuten, dass durh die Störstelle hier eigent-lih ein tiefes Eindringen des Lihts in den Kristall möglih ist. Allerdings führtdiese durh die Absorption des Materials niht zu einer deutlihen Transmission.Für die P-Polarisation sind die Spektren mit und ohne Fehlstelle fast gleih.Im Bereih zwishen ωrel = 0, 8 und ωrel = 1 ist für die Rehnung mit Fehlstelleeine insgesamt stärkere Absorption zu beobahten, was aber durh die Tatsahe zuerklären ist, dass bei der Rehnung mit der Fehlstelle 40 �einfahen� Einheitszellenin z-Rihtung auftreten, während bei der Rehnung ohne die Fehlstelle lediglih32 einfahe Einheitszellen vorliegen. Die Shiht mit der Störstelle ist also etwasdiker und somit ist auh zu erwarten, dass die Absorption etwas stärker ist.Au�älligster Hauptuntershied ist das shmalbandige Auftreten der Absorpti-on (bzw. ein Abfallen in der Summe aus Transmission + Re�exion) bei ωrel ≈ 0, 7.Weiterhin tritt auh genau bei dieser Frequenz im Spektrum eine sehr shwaheTransmission in der Bandlüke des ungestörten Systems auf. Auh hier ist wiederzu vermuten, dass es sih um eine Frequenz handelt, die sih eigentlih durhdie Störstelle im Kristall im Gegensatz zum ungestörten Fall deutlih ausbreitenkann. Das führt allerdings durh das nun tiefere Eindringen in den PhotonishenKristall zu einer deutlihen Absorption.Im Vergleih mit dem einfahen dielektrishen Material mit ε = 8, 9 erkenntman, dass bis zu relativ hohen Frequenzen für den Fall von Silber der Kristall inder P-Polarisation breitbandig sehr stark bis nahezu vollständig re�ektierend ist.(Auf einem breiten Frequenzbereih ist die Re�exion sogar ≈ 1.) Für das Auftau-hen transmittierender Zustände in der Bandlüke ist Silber allerdings in diesemFall zumindestens niht geeignet. Dazu eignet sih das einfahe dispersions- undabsorptionsfreie dielektrishe Material deutlih besser. Man erkennt zwar, dass es



108 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEwohl Zustände gibt, die transmittieren würden, die allerdings dadurh eine deut-lihe Absorption erzeugen. D.h. es gibt diese Zustände shon, aber die Absorptiondes Materials verhindert, dass diese zu einer merklihen Transmission führen.Insgesamt erkennt man für den Fall der 0-dimensionalen Störstelle, dass hierder Begri� �Störung� im Spektrum deutlih eher angebraht ist als im Fall der1-dimensionalen Störstelle. Bei der 0-dimensionalen Störstelle kann man auh imgestörten Spektrum die Ausgangsstruktur des ungestörten Spektrums noh deut-lih erkennen. Zusätzlih tauhen auh die zu erwartenden Bereihe mit Transmis-sionen innerhalb der Bandlüke des ungestörten Systems auf. Dies ist insbeson-dere im Fall des normalen Dielektrikums zu erkennen. Im Fall der Silber-Zylindertreten zwar ansatzweise ebenfalls solhe Frequenzen mit Transmissionen in derBandlüke auf. Allerdings sind diese immer mit einer starken Absorption ver-bunden, was das System für direkte Anwendungen dieser Transmissionen eherunpraktikabel maht. Au�ällig ist jedoh bei dem System aus Silber-Zylinderndie insgesamt sehr breitbandige, fast vollständige Re�exion des Kristalls. Sie istjedoh keine Eigenshaft des gestörten Systems, sondern tritt auh shon im un-gestörten System auf, niht jedoh im Fall der 1-dimensionalen Störung. Insge-samt deuten die Rehnungen darauf hin, dass für praktishe Anwendungen mit0-dimensionalen Störstellen die metallishen Systeme eher ungeeignet ersheinen,da gerade bei den interessanten Frequenzen in der Bandlüke auh starke Ab-sorptionen auftreten. Hier bieten sih wohl für die meisten Anwendungen eherdie regulären Dielektrika an.
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Transmission
Re�exion

Transmission + Re�exion (= 1−Absorption)
Abbildung 6.15: Transmission (oben), Re�exion (Mitte) und Transmission + Re-�exion (unten) der S-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz fürquadratish angeordnete Zylinder aus Silber ohne Fehlstelle (gestrihelte Linie,32 Shihten) und mit Fehlstelle (durhgezogene Linie, 8 Einheitszellen Shiht-dike, was 40 normalen Shihten entspriht). In beiden Fällen ist die Skalierungder Dispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewählt, dass die niederfrequentereNullstelle bei ωrel ≈ 1, 08 liegt. D.h. ωrel = 1 entspriht a. 3, 5 eV.
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Transmission
Re�exion

Transmission + Re�exion (= 1−Absorption)
Abbildung 6.16: Transmission (oben), Re�exion (Mitte) und Transmission + Re-�exion (unten) der P-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz fürquadratish angeordnete Zylinder aus Silber ohne Fehlstelle (gestrihelte Linie,32 Shihten) und mit Fehlstelle (durhgezogene Linie, 8 Einheitszellen Shiht-dike, was 40 normalen Shihten entspriht). In beiden Fällen ist die Skalierungder Dispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewählt, dass die niederfrequentereNullstelle bei ωrel ≈ 1, 08 liegt. D.h. ωrel = 1 entspriht a. 3, 5 eV.



6.4. ZUSAMMENFASSUNG 1116.4 ZusammenfassungIn den drei betrahteten Fällen (einfahes (ungestörtes) metallishes System, 1-dimensionale Störstelle und 0-dimensionale Störstelle) konnte gezeigt werden, wodas Potential für metallishe Systeme in der Anwendung liegt (dort wo die Ab-sorptionen noh beherrshbar sind, bzw. wo ausgeprägte Störstellen-Zuständeauftreten), und wo auh Begrenzungen dieser Anwendungen auftreten (eigent-lih überall wo die Absorption zu stark wird). Dabei waren hauptsählih zweimöglihe Untershiede der Ausgangspunkt dieser Untersuhung. Zum einen dieNullstelle des Realteils von ε, was zu quasi beliebig groÿem Kontrast im Photo-nishen Kristall führt, sowie die Ausnutzung des stark negativen Realteils von εunterhalb der Nullstelle.Dabei hat sih zunähst gezeigt, dass der Kontrast um die Nullstelle für einenshmalen Frequenzbereih zwar sehr hoh werden kann, allerdings kann dies inden Anwendungen niht wirklih ausgenutzt werden, da auh bei einer Shiht-dike von nur 8 Einheitszellen shon eine Absorption > 0, 5 auftritt. Das heiÿtfür möglihe Anwendungen, dass nur solhe überhaupt in Frage kommen, beidenen sehr dünne Shihten benötigt werden und bei denen es niht auf die voll-ständige Transmission ankommt. Dies shränkt die möglihen Anwendungen sehrstark ein. Anwendungen aus dem Bereih der Wellenleitung werden damit fastvollständig ausgeshlossen.Im Gegensatz dazu zeigen die Rehnungen jedoh, dass der Bereih, in demdie Absorption von Silber eher gering ist (1 eV bis 3,7 eV) und der Realteil von εsehr stark negativ ist, durhaus für Anwendungen von Interesse sind. Der groÿeBetrag von ε erlaubt es dabei, in Kontrast-Bereihe vorzudringen, die mit denregulären Dielektrika niht zu erreihen wären. Dies zeigt sih auh in den bereh-neten Spektren. So sind die Spektren im Vergleih zum normalen Dielektrikumstark deformiert. Es zeigen sih im Vergleih zu dem Dielektrikum mit ε = 8, 9,welhes shon einem sehr stark dielektrishen Material entspriht, eine sehr starkeVerbreiterung der Bandlüken. Die Strukturen untersheiden sih teilweise, aberdie lokalen Bandlüken, die in den Rehnungen für Silber aufgetreten sind, warenim allgemeinen deutlih breiter als die auftretenden Bandlüken für das reguläreDielektrikum. Weiterhin zeigt sih, dass für diesen Energiebereih auh die Ab-sorption beherrshbar ist. D.h. es tritt zwar teilweise shmalbandig Absorptionauf, aber bis zu einer Frequenz leiht unterhalb der niederfrequenten Nullstelle



112 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEder Dispersion tritt die Absorption lediglih in begrenzten Frequenzbereihen auf.Dort kann sie allerdings sehr groÿ werden.Für das System der 1-dimensionalen Störstelle konnten sowohl im Fall des nor-malen dielektrishen Materials, wie auh im Fall von Silber-Zylindern Frequenzenmit Transmissionen in den lokalen Bandlüken des ungestörten Systems gefundenwerden. Allerdings hat sih in beiden Fällen auh gezeigt, dass die Abweihungvom ungestörten System zum Teil doh beträhtlih sein können. Insbesondere inder P-Polarisation für die Silber-Zylinder konnte man deutlih die starke Auswir-kung der Materialeigenshaften von Silbers erkennen. Dort �ndet man zwishen
ωrel = 0, 55 und ωrel = 0, 75 eine sehr breite Bandlüke im ungestörten Systemmit einer deutlihen ausgeprägten Transmission im System der 1-dimensionalenStörstelle, ohne dass dabei eine merklihe Transmission auftritt, was genau derErwartungen entspriht, die man in diese Systeme setzt. Es konnte hier also ge-zeigt werden, dass es durh geeignete Wahl des Systems durhaus möglih ist, denVorteil der extrem breiten Bandlüke auh mit Transmissionen in dieser Band-lüke im gestörten System zu kombinieren, ohne dass die Absorption dies wiederzunihte maht.Im System der 0-dimensionalen Störstelle war sowohl im Fall des einfahen di-elektrishen Materials, wie auh im Fall der Silber-Zylinder das ungestörte Spek-trum zu erkennen. Es bildeten sih insbesondere im Fall des einfahen dielektri-shen Materials wieder im gestörten System Transmissionen in den Bandlükendes ungestörten Systems aus. Im Fall der Silber-Zylinder wurde deutlih, dassdie Frequenzen mit Transmissionen in den Bandlüken des ungestörten Systemsauh zu sehr starken Absorptionen führen. Dies ist dadurh zu erklären, dassdiese Zustände ursprünglih re�ektiert wurden, nun aber deutlih in den Kristalleindringen. Im Gegensatz zur 1-dimensionalen Störstelle gibt es hier jedoh kei-nen ausgedehnten Bereih in z-Rihtung, bei dem keine Silber-Zylinder vorliegen.Deshalb tritt hier auh eine deutlihe Konzentration der Felder in den Zylindernauf. Das führt zu einer deutlih Absorption. Bei der 0-dimensionalen Störstellebietet sih aufgrund dieser Absorption, die bei den Störstellenzuständen auftritt,deshalb die Verwendung von Silber als Material weniger bzw. nur eingeshränktan.



Kapitel 7Zusammenfassung
7.1 Vergleih mit anderen ArbeitenAbshlieÿend soll ein Vergleih mit anderen Arbeiten auf dem Themengebiet dermetallishen Photonishen Kristalle durhgeführt werden. Dabei ist zu erwäh-nen, dass es auf diesem Gebiet niht sehr viele theoretishe Arbeiten gibt, da sihaufgrund der auh in dieser Arbeit erwähnten Probleme gezeigt hat, dass die me-tallishen Systeme theoretish sehr shwierig vollständig und exakt zu behandelnsind. Eigentlih alle Arbeiten befassen sih mit den metallishen Systemen nurunter mehr oder weniger starken Einshränkungen. Meistens wird dabei insbe-sondere das Problem der konkreten Absorption des Systems niht behandelt, wasauh einen Vergleih mit den Ergebnissen dieser Arbeit ershwert, da es genauum diese Betrahtungen geht. Aus diesem Grund ist der Vergleih häu�g rehtallgemein gehalten, da ein Vergleih der exakten Ergebnisse aufgrund der unter-shiedlihen Fragestellung niht möglih oder niht sinnvoll ist. Stattdessen wirdauf die wihtigen Untershiede in den Verfahren hingewiesen.Einige der frühen Arbeiten in diesem Bereih stammen von Sigalas, Soukou-lis, Chan und Ho [15℄, [16℄, die dispersive und auh absorbierende Materialienmittels der Transfer-Matrix-Methode untersuhten. Wie in der vorliegenden Ar-beit gezeigt wurde, ist die Transfer-Matrix-Methode jedoh in sih numerishinstabil und kann nur für eine maximale Gröÿe des verwendeten Raumgitters be-nutzt werden. Insbesondere für die Untersuhung der Absorption eines Systemsist die Transfer-Matrix-Methode, wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt wurde,vollkommen ungeeignet, da es bei der Absorption genau um das Verhalten der ex-113



114 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNGponentiell abklingenden Moden handelt, die wie in Kapitel 4 dargestellt, künstlihaus der Rehnung eliminiert werden mussten, damit die Transfer-Matrix-Methodeüberhaupt brauhbare Ergebnisse liefern kann.Fan, Villeneuve und Joannopoulos [21℄ untersuhten metallishe Systeme mit-tels einer FDTD-Methode (Finite Di�erene, Time Domain. Niht zu verwehselnmit der hier vorgestellten FDFD-Methode). Dabei wurde das metallishe Systemals perfekter Leiter behandelt. Für eine volle realistishe Betrahtung ist die-se Annahme in den meisten Fällen allerdings niht ausreihend. Insbesondereniht in den in der vorliegenden Arbeit besonders hervorgehobenen Bereihenum die Plasmafrequenz. Allerdings konnte in [21℄ gezeigt werden, dass die Dia-mantstruktur perfekter metallisher Systeme eine gröÿere Bandlüke besitzt alsdie üblihen dielektrishen Systeme, was deutlih die Bedeutung der metallishenSysteme zeigt. Im Vergleih mit [21℄ ermögliht das in der vorliegenden Arbeitverwendete Verfahren eine volle Berüksihtigung der Dispersion und Absorptionund somit der exakten, niht-idealisierten Material-Eigenshaften.Arriaga, Ward und Pendry [28℄ diskutierten ein Verfahren zur Berehnung derBandstruktur dispersiver Systeme mittels eines linear mit der Systemgröÿe skalie-renden Verfahrens. Mittels diesen Verfahrens können allerdings nur Dispersionender Form ε−1 − 1 =
∑

n
αn

ω−βn
behandelt werden. Der Nahteil dieses Verfah-rens besteht zunähst darin, dass man keine numerishe (z.B. durh Experimentegegebene) Dispersion und Absorption verwenden kann. Es können lediglih typi-she Idealversionen wie ε(ω) = 1 − ω2

p

ω(ω+iγ)
betrahtet werden. Auh der Nah-teil der Betrahtung von Bandstrukturen absorbierender Systeme (komplexes ε)kommt hier natürlih zum Tragen, da korrekterweise komplexwertige Wellenvek-toren und Frequenzen betrahtet werden müssten. Auh hier besteht der Vorteildes in der vorliegenden Arbeit verwendeten Verfahrens darin, dass eine beliebige,numerish gegebene Absorption und Dispersion verwendet werden und auh aufdie Verwendung von Bandstrukturen verzihtet werden kann. (Dafür betrahtetman mit einem Transmissions-/Re�exions-/Absorptions-Spektrum jeweils nur ei-ne Einstrahlrihtung auf den Photonishen Kristall)1999 untersuhte Moroz [12℄ die Bandstrukturen metallisher Systeme, ins-besondere mit der Betrahtung der Frequenzen nahe der Plasmafrequenz. Morozuntersuhte mittels eines zur Korringa-Kohn-Rostoker (KKR) analogen Metho-de Photonishe Kristalle mit einer Dispersionsrelation ε(ω) = 1− ω2

p

ω2 . Dabei ging



7.1. VERGLEICH MIT ANDEREN ARBEITEN 115er davon aus, dass in einem shmalen Frequenzband die Absorption sehr geringist. Bei der Berehnung wurde die Absorption komplett vernahlässigt. Bei Ver-nahlässigung der Absorption zeigten sih in den Rehnungen sehr groÿe Band-lüken für einfahe f-Kristallstrukturen. Die Untersuhungen der vorliegendenArbeit zeigen jedoh, dass die Vernahlässigung der Absorption (zumindest fürSilber) niht zulässig ist. Durh die in der vorliegenden Arbeit durhgeführte Be-rehnung der Absorption mittels des FDFD-Verfahrens konnte gezeigt werden,dass bei Testsystemen die Absorption um die Plasmafrequenz selbst bei wenigenShihtdiken bereits sehr stark ausgeprägt ist, was die potentielle Verwendungder gefunden Bandlüken in den meisten Fällen leider ausshlieÿt und deutlihzeigt, dass die Vernahlässigung der Absorption eigentlih niht zulässig ist.Sakoda et al [17℄ haben eine Variante des Finite Di�erene, Time Domain(FDTD) Verfahrens vorgestellt, bei dem im Untershied zu [21℄ kein idealer Leitersondern eine Dispersionsrelation betrahtet wurde. Als Beispiel wurde auh hierein Drude-Verhalten in der Dispersion untersuht, allerdings mit dem Hinweis,dass mit diesem Verfahren auh beliebige numerishe Dispersionen untersuhtwerden können (mittels eines selbst-konsistenten Verfahrens, wie auh shon all-gemein für die ebenen-Wellen-Methoden besprohen). Auh diese Untersuhunglässt die Frage nah dem Ein�uss der Absorption auf das System o�en, die mittelsdes in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens betrahtet werden kann.Moreno, Erni und Hafner [20℄ haben ein weiteres Verfahren vorgestellt, die�Multiple Multipole Method� (MMP). Mit diesem Verfahren kann, ähnlih wie in[17℄, die Bandstruktur eines Kristalls mit einer beliebigen Dispersion berehnetwerden. Dieses Verfahren bietet allerdings deutlihe Vorteile für niht-sphärisheSysteme. Doh auh hier gilt die gleihe Einshränkung wie bei [17℄, denn auhhier kann nur die Dispersion betrahtet werden. Die Absorption des Systems wirdwieder vernahlässigt. Die Rehnungen der vorliegenden Arbeit zeigen jedoh,dass die Absorption sehr wohl in gewissen Frequenzbereihen im PhotonishenKristall stark ausgeprägt sein kann.Auh bei weiteren Arbeiten (wie z.B. [32℄) stellen die Berehnungen der Band-strukturen für eine beliebige Dispersion mittlerweile kein ehtes Hindernis für dieBetrahtung metallisher Systeme dar, allerdings fehlt in diesen Betrahtungen je-weils eine Behandlung der Absorption. Ähnlih wie in [32℄ wird diese Betrahtungbestenfalls mittels einer zusätzlihen Rehnung mit der Transfer-Matrix-Methode



116 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNGdurhgeführt, die wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt wurde insbesondere fürden Fall der Absorption niht geeignet ist. Somit bildet das in der vorliegendenArbeit vorgestellte FDFD-Verfahren (Finite Di�erene Frequeny Domain) dieMöglihkeit sowohl die Absorption als auh die Dispersion in einem stabilen Ver-fahren zu betrahten und die durhgeführten Rehnungen zeigen auh deutlih,dass die Absorption auh bei eigentlih niedriger Absorption im betrahtetenFrequenzbereih im Photonishen Kristall stark ausgeprägt sein kann.7.2 ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurden vershiedene Verfahren zur Berehnung PhotonisherKristalle und ihre Anwendbarkeit auf den Fall der metallishen Systeme vorge-stellt und getestet. Üblih bei der Betrahtung Photonisher Kristalle sind dabeidie ebenen-Wellen-Verfahren. Es ist zwar auh möglih mittels selbst-konsistenterLösungen das Problem der Dispersion in die Bandstruktur-Rehnung zu integrie-ren (z.B. [32℄), allerdings wird dabei der Ein�uss der Absorption ignoriert. Diein dieser Arbeit durhgeführten vollen Rehnungen mittels des FDFD-Verfahrenshaben jedoh gezeigt, dass dies keineswegs gerehtfertigt ist, da deutlih Absorp-tionen auftauhen können (obwohl die Rehnungen auh zeigen, dass teilweisebreite Frequenzbereihe mit fast vershwindender Absorption auftreten). Zusätz-lih stellt sih noh das Problem, dass diese Verfahren besonders dann e�zientsind, wenn ε(~x) positiv de�nit ist. In den hier betrahteten Fällen ist dies aller-dings niht der Fall, da für das Metall im betrahteten Frequenzbereih ε < 0und für das Vakuum ε = 1 ist. Dies ist kein prinzipielles Problem, führt jedohdazu, dass das Verfahren deutlih langsamer wird. Ebenfalls problematish ist dieBetrahtung des Frequenzbereihs um die Nullstelle von ε(ω) für das Material, dadas Verfahren durh die auftauhenden Terme 1
ε
für kleiner werdendes ε immershlehter konditioniert ist und somit numerish immer shwieriger zu handhabenist. Eine alternative Plane-Wave-Methode, die jedoh die gleihen oben beshrie-benen Probleme aufweist, allerdings die Dispersion direkt in das Verfahren ein-fügt, wurde mittels des modi�zierten Plane-Wave-Verfahrens aufgezeigt und gete-stet. Allerdings fordert dieses Verfahren bei der unoptimierten Variante einen ex-trem hohen Rehenzeitaufwand. Es wurde eine Testrehnung für ein (noh relativ



7.2. ZUSAMMENFASSUNG 117einfahes) 3-dimensionales System mittels der modi�zierten Plane-Wave-Methodedurhgeführt, allerdings war auh mit einer langen Rehenzeit (>4 Monate CPU-Zeit) keine wirklih konvergierte (oder nur für bestimmte Bänder konvergierte)Lösung zu erhalten.Eine möglihe Verbesserung läge hier in der numerishen Bestimmung der Ei-genwerte, die den numerishen Hauptaufwand darstellt. Hier hat man allerdingsdas Problem, dass durh die explizite Einsetzung der Divergenzgleihung und dasUmstellen nah kz und somit das Lösen eines eigentlih quadratishen Problems,die Matrix, deren Eigenwerte man berehnet, keine Symmetrie aufweist, die esermöglihen würde, das Problem e�zienter zu berehnen. Hier könnte IRAM eineMöglihkeit bieten, da man in der Regel nur wenige Eigenwerte und nur solheauf der reellen Ahse (und auh dort nur im Bereih der 1. Brillouin-Zone) benö-tigt. Allerdings ist die System-Matrix hier diht besetzt, was auh für Verfahrenwie IRAM ein shlehtes Skalierungsverhalten ergibt, da man Matrix-Vektor-Produkte mit einer diht besetzen Matrix berehnen muss. Auÿerdem konntekein geeigneter Preonditioner gefunden werden, der die Iteration hinreihendshnell konvergieren lieÿ. Durh eine Optimierung des Verfahrens wäre hier einedeutlihe Rehenzeitverbesserung möglih. Auf die Optimierung wurde in dieserArbeit jedoh verzihtet, da wie bereits im Vergleih mit den anderen Verfahrengezeigt wurde, dass die Bandstrukturen auh mit anderen Verfahren einfaherbestimmt werden können, allerdings wieder das grundlegende Problem der Be-trahtung mittels der Bandstruktur auftritt.Aufgrund der Absorption sind bei den metallishen Systemen Verfahren mitDiskretisierung im Orts-Frequenz-Raum den ebenen-Wellen-Verfahren vorzuzie-hen, da bei diesen Orts-Frequenzraum-Verfahren die Absorption, sowie die Di-spersion direkt integriert werden kann. Das übliherweise bei Photonishen Kri-stallen verwendete Verfahren dieser Art ist die Transfer-Matrix-Methode. In die-ser Arbeit wurde gezeigt, dass die Transfer-Matrix-Methode zwar in gewissemRahmen funktioniert, aber aufgrund der im Verfahren vorhandenen numerishenInstabilität nur für eine eingeshränkte Anzahl von Gitterpunkten benutzt werdenkann. Diese numerishe Instabilität ist der Nahteil, mit dem man sih die expli-zite Form der Lösbarkeit der Diskretisierung erkauft. Es konnte weiterhin gezeigtwerden, dass innerhalb der Iteration von Shiht zu Shiht durh die Einheits-zelle die Felder bei der Transfer-Matrix-Methode exponentiell anwahsen, sobald



118 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNGeine Störung auftauht (was beim Auftre�en auf eine dielektrishe Struktur gege-ben ist). Eine Betrahtung dieses Anwahsens für vershieden groÿe Raumgitterzeigt, dass auh hier ein exponentielles Wahstum vorliegt. Je feiner das Gitter in
z-Rihtung gewählt wird, desto stärker ausgeprägt ist also diese Störung am En-de der Iteration durh die Einheitszelle. Mit dem Ansatz, dass man Anfangswertund Endwert quasi austausht und so rehnet, als hätte man rükwärts durhdie Einheitszelle iteriert kann man aus diesen aufklingenden Moden abklingendeModen mahen. Allerdings briht die Invertierung, die man durh diesen Ansatzdurhführen muss, ab einer gewissen Anzahl von Gitterpunkten zusammen, denndie Konditionierung der zu invertierenden Matrix durh die (rein numerishen,niht physikalishen) exponentiell steigenden Moden immer shlehter wird. (Dasnumerishe Raushen wird dabei immer gröÿer, während der eigentlih interessan-te Anteil gleih groÿ bleibt, was die Invertierung des Systems ab einem gewissenWert für dieses Raushen durh die exponentiellen Moden ab einer bestimm-ten Anzahl Gitterpunkte zusammenbrehen lässt.) In den Bereihen, in denendiese Invertierung allerdings noh ausreihend funktioniert, liefert die Transfer-Matrix-Methode mit dem FDFD-Verfahren übereinstimmende Ergebnisse. Mitder gegebenen Rehengenauigkeit (die bestimmt, ab wann die Invertierungen zu-sammenbrehen) war es möglih mittels der Transfer-Matrix-Methode Gitter biszu einer Dike von a. 30 Gitterpunkten zu berehnen. Allerdings waren bei die-sen Rehnungen die dielektrishen Strukturen, ab denen sih die exponentielleStörung ausbreitet, in der Mitte der Einheitszelle. Hat man eine solhe Störungdurh ein Dielektrikum auh shon nahe am Rand der Einheitszelle, so ist zu er-warten, dass das Verfahren shon mit deutlih weniger Gitterpunkten kollabiert.Durh die oben beshriebene Behandlung der exponentiellen Moden ist esauh niht wirklih möglih absorbierende Systeme sinnvoll mit der Transfer-Matrix-Methode zu betrahten, da sih die Absorption eben gerade in solhemexponentiellen Verhalten der Felder widerspiegelt. Dieses Verhalten wird bei derTransfer-Matrix-Methode künstlih beseitigt, was durh die numerishe Instabili-tät des expliziten Verfahrens numerishe (niht physikalishe) Exponentialmodennötig wird. Aus diesen Gründen ist es dringend erforderlih ein anderes Verfahrenfür die Untersuhung metallisher Systeme zu verwenden.In dieser Arbeit wurde mit dem FDFD-Verfahren eine Alternative zur Transfer-Matrix-Methode auf die Photonishen Kristalle übertragen, implementiert, gete-



7.2. ZUSAMMENFASSUNG 119stet und angewandt. Mit Hilfe des FDFD-Verfahrens kann die numerishe Insta-bilität der Transfer-Matrix-Methode umgangen werden und im Prinzip könnenbeliebig groÿe Probleme gelöst werden es wurde auh gezeigt, dass Berehnun-gen von Fehlstellen mit vergröÿter Einheitszelle durhführbar sind, die mit derTransfer-Matrix-Methode niht (sinnvoll) möglih sind.Es wurde dabei zunähst anhand der Testrehnungen gezeigt, dass das FDFD-Verfahren im Vergleih zur Transfer-Matrix-Methode funktioniert und die Ergeb-nisse in den Bereihen, in denen die Verfahren vergleihbar sind, sehr gut über-einstimmen. Der Nahteil des FDFD-Verfahrens gegenüber der Transfer-Matrix-Methode ist allerdings, dass man in der Transfer-Matrix-Methode zur Lösung derMaxwell-Gleihungen ein explizites (aber dafür instabiles) Verfahren verwendenkann, während man für das FDFD-Verfahren tatsählih Gleihungssysteme lö-sen muss, die allerdings dünn besetzt sind. Es war hierbei bei noh vertretbaremRehenaufwand möglih, Einheitszellen mit 130 × 1 × 130 Gitterpunkten zu be-rehnen. Es ist zu erwarten, dass mit e�zienterer Lösung der Gleihungssystemeauh deutlih gröÿere Systeme berehenbar sind.Auh die Behandlung der Absorption ist in diesem Verfahren problemlos mög-lih, da es für das Verfahren keine Rolle spielt, ob in der Numerik ebene Wellenauftauhen oder niht. Es zeigt sih sogar in den Testrehnungen des Verhaltenseinfaher Moden, dass das exponentielle Abklingen von Moden, die sih in einemeinfahen Material (ε(~x) = konst) niht ausbreiten können, korrekt wiedergege-ben wird. (Siehe dazu Tabelle 5.1)Das Hauptaugenmerk lag darauf zu zeigen, dass das FDFD-Verfahren funk-tioniert und im Gegensatz zu den sonst üblihen Verfahren alle Anforderungenan die Untersuhung metallisher Systeme erfüllt. Das Verfahren kann bezüglihder E�zienz durh besser angepasste Lösungsverfahren vermutlih noh weiterbeshleunigt werden. Um die grundlegende Frage zu klären, ob metallishe Syste-me für Photonishe Kristalle in Frage kommen, war die Rehengeshwindigkeitbereits ausreihend.Bei der grundlegenden Frage, warum metallishe Systeme von Interesse seinkönnen, treten zwei Eigenshaften nahe der Plasmafrequenz auf, die gerade beiSilber deutlih zu erkennen sind. Zunähst hat man bei der Plasmafrequenz eineNullstelle im Realteil von ε2(ω), was dazu führt, dass man in Systemen mit einemniht-dispersiven Material mit ε1 und dem Metall um die Plasmafrequenz in klei-



120 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNGnen Frequenzbereihen quasi beliebig groÿe Kontrastwerte ε1

ε2(ω)
erreihen kann.Ein hoher Kontrast begünstigt die Ausbildung der Bandlüken (sofern diese nihtaus Symmetriegründen ausgeshlossen sind). Häu�g treten Bandlüken erst beireht hohen Konstrastwerten auf, die teilweise mit normalen dielektrishen Ma-terialien niht erreiht werden können. Gerade in diesem Bereih beginnt die Ab-sorption des Metalls allerdings stark zu steigen. Das wirft die Frage auf, ob dieserBereih um die Nullstelle für praktishe Anwendungen noh praktikabel ist, oderob die Absorption dies zunihte maht. Die Rehnungen an den 2-dimensionalenSystem (sowohl mit als auh ohne Störstellen) zeigen dabei sehr deutlih, dass,obwohl bei der Nullstelle in der Dispersion von Silber die Absorption erst merklihzu steigen beginnt, die Absorption durh den Kristall shon sehr stark ausgeprägtist. Es wurde gezeigt, dass bereits bei aht Shihten ein Groÿteil der einfallen-den Welle absorbiert wird. Es ist zwar immer noh eine nennbare Transmissionvorhanden, allerdings ist für die meisten Anwendungen eine geringe Absorptionvon Bedeutung. Somit zeigt sih, dass sih diese Eigenshaft des metallishen Sy-stems, zumindestens im Fall von Silber, nur stark eingeshränkt ausnutzen lässt.Es ist zu vermuten, dass für andere Metalle dies sogar noh ungünstiger ausfällt,da Silber im Vergleih mit anderen Edelmetallen eher eine niedrige Absorptionum die Nullstelle in der Dispersion aufweist ([7℄).Auÿer der Nullstelle im Realteil von ε(ω) ist jedoh noh interessant, dassunterhalb der Plasmafrequenz der Realteil von ε(ω) sehr stark negative Werteannehmen kann. Diese Werte sind vom Betrag zum Teil deutlih gröÿer (bis zueiner Gröÿenordnung) als das, was man mit einfahen dielektrishen Materialienerreihen kann. Weiterhin hat man in diesem Frequenzbereih eine zwar niht ver-shwindende, aber dennoh eher geringe Absorption von Silber. Dadurh könnenzwar niht beliebig hohe Werte für den Kontrast der Materialien erreiht werden,aber man erreiht Bereihe, die weit oberhalb von dem liegen, was man mit dennormalen dielektrishen Materialien erhält. Bei der Untersuhung der vershie-denen Systeme, sowohl mit als auh ohne Störstellen, zeigt sih prinzipiell, dassim Gegensatz zur Nullstelle in ε(ω) dieser Frequenzbereih für die Anwendungenvon groÿem Interesse ist. Es zeigt sih in den Testsystemen, dass die Absorptionder Systeme in einem breiten Frequenzbereih fast vollständig vershwindet. Estreten jedoh immer wieder gewisse Frequenzbereihe auf, bei denen die Absorp-tion sehr groÿ werden kann. Für die Anwendungen sehr interessant ist jedoh,



7.2. ZUSAMMENFASSUNG 121dass sih bei diesen Systemen die Bandlüken teilweise sehr stark verbreiternund auh tiefer werden, ohne dass in diesem Bereih eine merklihe Absorptionauftreten muss. (In endlihen Systemen bleibt auh im Bereih der Bandlükeeine minimale Transmission vorhanden.) Dies ist gerade, was man für die metal-lishen Systeme zu �nden ho�t: Die durh den hohen Kontrast erzeugte starkeVerbreiterung von lokalen Bandlüken, ohne jedoh eine merklihe Absorption zuerhalten. Somit ist gezeigt, dass die zumindest Silber prinzipiell eine praktisheAlternative zu den normalen dielektrishen Materialien darstellen, allerdings eherniht im allgemein betrahteten Bereih der Plasmafrequenz, sondern unterhalbder Plasmafrequenz. (Bei Silber etwa von 1 eV bis 3.5 eV)Zusätzlih wurden auh 1-dimensionale und 0-dimensionale Störstellensyste-me eines einfahen dielektrishen Materials (ε = 8, 9) und aus Silber betrahtetund miteinander verglihen.Die 1-dimensionale Störstelle ist etwas, das typisherweise in den Anwendun-gen bei Wellenleitern o.ä. auftritt. Der Grundgedanke ist dabei, dass man ineinen (idealisierter Weise unendlih ausgedehnten) Photonishen Kristall eine 1-dimensionale Störstelle einbringt. Findet man nun Frequenzen, die sih in dieserStörstelle ausbreiten können, die aber in einer totalen Bandlüke des ungestörtenKristalls liegen, so kann sih die Welle niht in den Kristall ausbreiten (bzw. wirdimmer wieder zur Störstelle zurükre�ektiert) und bleibt somit vollständig umdie Störstelle konzentriert. In den Rehnungen für die 1-dimensionale Störstellezeigt sih, dass sowohl für das normale dielektrishe Material wie auh für Sil-ber in den lokalen Bandlüken solhe Frequenzen mit merkliher, teilweise sogarsehr hoher Transmission auftreten, ohne dass dies mit einer merklihen Absorp-tion verbunden sein muss. Insbesondere in der P-Polarisation des metallishenSystems erkennt man sehr deutlih, wo die Stärken dieser Systeme liegen können.So erhält man sowohl eine sehr breite Bandlüke des ungestörten Systems, wieauh einen stark ausgeprägten Peak in der Mitte dieser lokalen Bandlüke, ohnemerklihe Absorption. Es konnte also klar gezeigt werden, dass man auh im me-tallishen System die gewünshten Eigenshaften alle ohne merklihe Absorptionerhalten kann, jedoh mit stark verbreiterter lokaler Bandlüke. Für die Anwen-dung bedeutet dies, dass eben metallishe Systeme manhe Bandlüke überhaupterst global ö�nen (durh den hohen benötigten Kontrast), aber auh, dass beiendlihen Shihten shon deutlih weniger Shihten benötigt werden um einen



122 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNGmit normalen Materialien vergleihbaren E�ekt zu erzielen. Auh hier zeigt sihwieder, dass metallishe Systeme für diese Art von Anwendung bestens geeignetsind.Die 0-dimensionale Störstelle tritt für Anwendungen häu�g auf, wenn manFelder an einem Punkt stark konzentrieren oder �binden� will. In beiden Reh-nungen erkennt man bei der 0-dimensionalen Störstelle eher das Spektrum desungestörten Systems wieder als bei den Rehnungen der 1-dimensionalen Störstel-le. Auh hier treten wieder im gestörten Spektrum Frequenzen mit vorhandener,wenn auh teilweise sehr geringer, Transmission auf. Es zeigt sih insbesondereim metallishen System, dass die Transmissionen alle sehr gering sind. In eini-gen Fällen zeigt sih, dass stattdessen bei diesen Frequenzen in der Bandlükedie Absorption im Vergleih zum ungestörten System stark zunimmt. Dies zeigt,dass hier prinzipiell zwar eine Frequenz vorliegt, die von Interesse wäre, aberdurh das jetzt tiefe Eindringen in den Kristall und eine deutlih Konzentrati-on auf die vorhandenen Zylinder wird die Absorption auh deutlih ausgeprägt.Bei der 1-dimensionalen Störstelle konnte sih das Feld entlang der Störstelleausbreiten, ohne sih dabei stark in den Zylindern konzentrieren zu müssen. Im0-dimensionalen Fall ist dies niht mehr möglih. Dies zeigt auh wo hier die ein-geshränkte Benutzbarkeit dieser Fälle für metallishe Systeme liegt. Es sheintso, dass gerade die Frequenzen mit Transmissionen in den Bandlüken des unge-störten Systems, auh zu einer deutlihen Absorption führen. Praktish bedeutetdies, dass trotz der sehr breiten Bandlüke es unpraktish ist, hohe Felder um die-se Störstelle zu konzentrieren, da gerade diese Frequenzen sih bis zur Störstellesehr shleht ausbreiten bzw. dann vom umliegenden Material niht nur re�ek-tiert sondern auh deutlih absorbiert werden. Für Anwendungen dieses Typssind die metallishen Systeme also nur eher eingeshränkt verwendbar.Insgesamt konnte gezeigt werden, dass Systeme mit Silber (als Beispiel fürmetallishe Systeme) für einige Anwendungen eine klare Alternative zu den ein-fahen dielektrishen Materialien darstellen. Zum einen weil hier zum Teil deutlihweniger Shihten für vergleihbare E�ekte benötigt werden, zum anderen weilmittels der metallishen Systeme Konstrastwerte erreiht werden können, die mitden dielektrishen Systemen überhaupt niht zugänglih sind und das, ohne dassdie Absorption notwendigerweise diesen Vorteil wieder zunihte maht. Die me-tallishen Systeme sind dabei niht für alle Arten von Anwendung geeignet, aber



7.2. ZUSAMMENFASSUNG 123in den Fällen in denen sie es sind, besitzen sie vielversprehende Eigenshaften.



Anhang A
Modi�ziertes Plane-Wave-Verfahren
A.1 VerfahrenA.1.1 Formulierung als quadratishe EigenwertgleihungAusgangspunkt ist Gleihung (3.4)
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 = 0, ∀~G′ ∈ Γ, (A.1)in der das doppelte Kreuzprodukt durh die Formel ~a× (~b×~c) = (~a ·~c)~b− (~a ·~b)~cbestimmt wird:
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~u~k, ~G.Diese Gleihung shreibt man in eine Matrixgleihung in ~u~k, ~G um und erhältdamit: 124
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126 ANHANG A. MODIFIZIERTES PLANE-WAVE-VERFAHRENZur übersihtliheren Shreibweise führt man die Matrix-Gröÿe S ~G, ~G′ ein:
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z)(kz + Gz)







}

,womit sih (A.4) auh kurz shreiben lässt als:
∑

~G∈Γ

S ~G, ~G′~u~k, ~G = 0 ∀~G′ ∈ Γ. (A.7)Zusätzlih zu (A.4) muss aber auh noh die Divergenzgleihung
~∇ · ~H = 0 (A.8)aus den Maxwell-Gleihungen (2.3a) gelten. Dies kann dazu verwendet werden,eine der Feldkomponenten u

(x)
~k, ~G

, u
(y)
~k, ~G

oder u
(z)
~k, ~G

zu eliminieren. Das hat zwei Vor-teile. Man entfernt zum einen dadurh die unphysikalishen transversalen Modenaus dem Lösungsraum. Zum anderen verringert man die Anzahl der Gleihungenund Unbekannten um 1/3 und somit verringert man sowohl den Speiherver-brauh als auh die benötigte Rehenzeit. (Beides sogar um deutlih mehr als
1/3, da der Speiherverbrauh wie auh die benötigte Rehenzeit mit einer Ord-nung O(N), N > 1 anwahsen.)Rein willkürlih wird hier die Komponente u

(x)
~k, ~G

gewählt. Das Verfahren funk-tioniert analog, wenn man stattdessen u
(y)
~k, ~G

wählt.(u(z)
~k, ~G

kann hier niht gewählt werden, da wir uns bei der Betrahtung als qua-dratishe Eigenwertgleihung willkürlih auf kz festgelegt haben. Wählt man eineandere k-Komponente, so muss die aus Gleihung (A.4) zu eliminierende Kompo-nente von ~u~k, ~G anders gewählt werden. Wihtig ist es, niht die Komponente ausder Gleihung zu entfernen, die man in ~k zum Umshreiben in eine quadratisheEigenwertgleihung verwendet.)Setzt man in (A.8) für ~H die Bloh-Form mit der Fourier-Entwiklung ein, soerhält man:
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(kx + Gx)u

(x)
~k, ~G

+ (ky + Gy)u
(y)
~k, ~G

+ (kz + Gz)u
(z)
~k, ~G

= 0. (A.9)Ist kx +Gx 6= 0 für alle ~G, so kann man Gleihung (A.9) nah u
(x)
~k, ~G

umstellen. I.A.heiÿt das, dass man bei der Wahl von kx solhe Werte vermeiden muss, bei denensih kx als Summe ganzzahliger Vielfaher der x-Komponente der Basisvektorendes reziproken Gitters shreiben lässt. Für ein festes ky handelt es sih dabei aberimmer nur um diskrete Punkte in kx. Man kann statt des betrahteten Punktes dieRehnung für kx+ǫ mit einem kleinen Wert für ǫ durhführen. Theoretish könnteman in einem solhen Fall das ganze Verfahren symmetrish so durhführen, dassman statt nah kx in diesen Fällen nah ky au�öst. Allerdings kann es natürlihauh vorkommen, dass sowohl kx als auh ky so gewählt sind, dass es jeweils ein
~G, ~G′ gibt, so dass kx+Gx = 0 bzw. ky+G′

y = 0 ist. (Zum Beispiel im trivialen Fall
kx = ky = 0.) Hat man ein kubishes Raumgitter, so bedeutet das, dass man mit
kx und ky lediglih den Mittelpunkt der 1. Brillouin-Zone und die Zonenrändervermeiden muss. Für den weiteren Verlauf sei also nun einfah angenommen, dassder Wert für kx keine Probleme bereitet. Andernfalls muss wie oben beshriebenverfahren werden. Unter dieser Annahme folgt aus (A.9):

u
(x)
~k, ~G

= −ky + Gy

kx + Gx
u

(y)
~k, ~G

− kz + Gz

kx + Gx
u

(z)
~k, ~G

. (A.10)Betrahtet man (A.7) jetzt komponentenweise, so erhält man für die Kompo-nente ξ:
∑

~G∈Γ

∑

i=x,y,z

S
(ξi)
~G, ~G′

~u
(i)
~k, ~G

= 0 ∀~G′ ∈ Γ, ξ = x, y, z (A.11)Für einen festen aber beliebigen Vektor ~G′ setzt man nun (A.10) in (A.11)ein und erhält damit
0 =

∑

~G∈Γ

S
(ξx)
~G, ~G′

~u
(x)
~k, ~G

+ S
(ξy)
~G, ~G′

~u
(y)
~k, ~G

+ S
(ξz)
~G, ~G′

~u
(z)
~k, ~G

=
∑

~G∈Γ

S
(ξx)
~G, ~G′

(

−ky + Gy

kx + Gx
u

(y)
~k, ~G

− kz + Gz

kx + Gx
u

(z)
~k, ~G

)

+ S
(ξy)
~G, ~G′

~u
(y)
~k, ~G

+ S
(ξz)
~G, ~G′

~u
(z)
~k, ~G

. (A.12)Zunähst betrahtet man nun den Fall ξ = y und erhält damit aus (A.12) die
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0 =

∑

~G∈Γ

S
(ξx)
~G, ~G′

(

−ky + Gy

kx + Gx

u
(y)
~k, ~G

− kz + Gz

kx + Gx

u
(z)
~k, ~G

)

+ S
(ξy)
~G, ~G′

~u
(y)
~k, ~G

+ S
(ξz)
~G, ~G′

~u
(z)
~k, ~G

=
∑

~G∈Γ

(

S
(yy)
~G, ~G′

− ky + Gy

kx + Gx
S

(yx)
~G, ~G′

)

u
(y)
~k, ~G

+

(

S
(yz)
~G, ~G′

− kz + Gz

kx + Gx
S

(yx)
~G, ~G′

)

u
(z)
~k, ~G

. (A.13)
Ersetzt man nun die entsprehenden Komponenten von S ~G, ~G′ nah (A.6), sowird die Gleihung zu:

0 =
∑

~G∈Γ

[(

ω2

c2
δ( ~G − ~G′) +

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

−(~k + ~G′) · (~k + ~G) + (ky + G′
y)(ky + Gy)

}

− ky + Gy

kx + Gx

(

1

ε

)

~G′− ~G

(kx + G′
x)(ky + Gy)

)

u
(y)
~k, ~G

+

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

(kz + G′
z)(ky + Gy)

− kz + Gz

kx + Gx
(kx + G′

x)(ky + Gy)

}

)u
(z)
~k, ~G

]

.

Ausmultiplizieren und Umordnen nah Potenzen von kz liefert shlieÿlih:
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0 =

∑

~G∈Γ

[ (

ω2

c2
δ( ~G − ~G′) +

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

− (kx + G′
x)(kx + Gx) − GzG

′
z

− ky + Gy

kx + Gx
(kx + G′

x)(ky + Gy)

}

+ kz

(

1

ε

)

~G′− ~G

(−Gz − G′
z)

− k2
z

(

1

ε

)

~G′− ~G

)

u
(y)
~k, ~G

(A.14)
+

(

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

G′
z(ky + Gy) −

Gz

kx + Gx
(kx + G′

x)(Ky + Gy)

}

+ kz

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

ky + Gy −
ky + Gy

kx + Gx
(kx + G′

x)

}

)

u
(z)
~k, ~G

.Analog dazu betrahtet man nun noh den Fall, dass in (A.12) ξ = z ist undman setzt die De�nition (A.6) von S ein, formt die Terme um und sortiert dasErgebnis nah Potenzen von kz. Daraus erhält man:
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0 =

∑

~G∈Γ

(

S
(zy)
~G, ~G′

− ky + Gy

kx + Gx
S

(zx)
~G, ~G′

)

u
(y)
~k, ~G

+

(

S
(zz)
~G, ~G′

− kz + Gz

kx + Gx
S

(zx)
~G, ~G′

)

u
(z)
~k, ~G

=
∑

~G∈Γ

[ (

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

(ky + G′
y)Gz −

ky + Gy

kx + Gx

(kx + G′
x)Gz

}

+ kz

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

ky + G′
y −

ky + Gy

kx + Gx
(kx + G′

x)

}

)

u
(y)
~k, ~G (A.15)

+

(

ω2

c2
δ( ~G − ~G′) +

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

− (kx + G′
x)(kx + Gx)

− (ky + G′
y)(ky + Gy) −

Gz

kx + Gx
(kx + G′

x)Gz

}

+ kz

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

−2
kx + G′

x

kx + Gx

}

− k2
z

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

kx + G′
x

kx + Gx

}

)

u
(z)
~k, ~G

]

.Ähnlih wie beim regulären Plane-Wave-Verfahren ist dieses unendlih-di-mensionale Gleihungssystem immer noh exakt und ohne Näherung, allerdingsin dieser Form auh niht lösbar. Deshalb geht man analog zu dem regulärenPlane-Wave-Verfahren vor und betrahtet nur noh eine endlihe Anzahl an Vek-toren ~G bzw. ~G′ mit der Begründung, dass die Anteile in der Fourier-Zerlegungfür groÿe Normen von ~G bzw. ~G′ immer kleiner werden.Damit erhält man nun eine endlihe Anzahl von Gleihungen, da man nureine endlihe Anzahl an Vektoren ~G′ mit einer endlihen Anzahl an Unbekannten
u

(y/z)
~k, ~G

betrahtet. Dies ist i.a. so, dass man für ~G und ~G′ die gleihe Teilmengedes Gitters Γ betrahtet. Ist die Anzahl der betrahteten Gittervektoren n, soerhält man 2n Unbekannte (n Unbekannte u
(y)
~k, ~G

und n Unbekannte u
(z)
~k, ~G

) und
2n Gleihungen (n Gleihungen (A.14) und n Gleihungen (A.15)). Fasst mannun die Unbekannten u

(y)
~k, ~G

bzw. u
(z)
~k, ~G

in einem 2n-komponentigen Vektor u bzw.
u~k zusammen, so kann man das Gleihungssystem, das durh (A.14) und (A.15)



A.1. VERFAHREN 131aufgespannt wird, in der Form
0 = Au + kzBu − k2

zCu (A.16)shreiben, wobei A, B und C (2n×2n)-Matrizen sind, die durh die Gleihungen(A.14) und (A.15) gegeben sind.A.1.2 Lösung des quadratishen ProblemsNahdem das Problem nun in eine Matrixgleihung in u mit bis zu quadratishenTermen in kz formuliert wurde, muss man sih überlegen, wie man dieses Systemgeeignet lösen kann bzw. wann dieses System niht-triviale Lösungen besitzt.Ausgangspunkt ist also die Gleihung (A.16):
0 = Au + kzBu − k2

zCu. (A.17)Führt man hier nun eine neue Variable v := kzu ein, so wird das Gleihungs-system zu:
−kzu + v = 0

Au + Bv − kzCv = 0.
(A.18)Weiter maht man die Annahme, dass die Matrix C invertierbar sei. Für denallgemeinen Fall ist dies natürlih niht gegeben, aber praktish spielt dies eherkeine Rolle und auf die Invertierbarkeit der Matrix C soll später noh gezielteingegangen werden. Für den Moment nehmen wir aber an, dass die Matrix in-vertierbar sei. Dann kann man das Gleihungssystem umshreiben zu:

−kzu + v = 0

C−1Au + C−1Bv − kzv = 0.
(A.19)De�niert man nun einen 4n-komponentigen Vektor X, der u und v in einemVektor zusammenfasst, so dass gilt

X =

(

u

v

)

, (A.20)dann kann man (A.19) auh als eine Matrixgleihung für eine 4n × 4n-Matrix



132 ANHANG A. MODIFIZIERTES PLANE-WAVE-VERFAHRENbetrahten:






−kzI2n I2n

C−1A C−1B − kzI2n






X = 0

⇔













0 I2n

C−1A C−1B






− kzI4n






X = 0. (A.21)Dieses homogene Gleihungssystem hat nun genau dann niht-triviale, undsomit physikalish interessante Lösungen, wenn

det |U − kzI| = 0, (A.22)mit
U =







0 I2n

C−1A C−1B






(A.23)ist.Dies ist aber äquivalent zu der Aussage, dass kz ein Eigenwert der 4n × 4n-Matrix U ist. Man hat sih also die Umstellung der fouriertransformierten Glei-hung (2.5) dadurh erkauft, dass man die Eigenwerte einer gröÿeren Matrix Uberehnen muss. Dies bedeutet eine deutlihe Steigerung des Rehenaufwandes.(Im Falle einer Verdopplung für ein allgemeines Eigenwertverfahren eine Ver-ahtfahung der Rehendauer, da Eigenwertberehnungen mit O(N3) skalieren.)Allerdings erkauft man sih diese Umformung auh damit, dass man die übliher-weise im System vorhandene Symmetrie, insbesondere auh die Hermitezität desProblems verliert.Wie kommt diese Symmetriebrehung zustande? Zum einen dadurh, dassdie Umshreibung des Gleihungssystems mit quadratishem Anteil in kz in dieobige Form für die grobe Form der Matrix U sorgt. Wenn man die Matrizen

A, B und C in dem gegebenen Fall betrahtet (also die Faktoren vor k0
z , k1

zund k2
z), erkennt man, dass diese Gleihungen keine allgemeinen Symmetrienaufweisen. Dies liegt daran, dass man beim Au�ösen der Divergenzgleihung (A.8)



A.1. VERFAHREN 133nah u~k, ~G explizit eine Rihtung wählt. Somit wird eine �Vorzugsrihtung� in dieGleihungen eingeführt, die die vorhandene Symmetrie in x und y briht.A.1.3 Invertierbarkeit der Matrix CUm zu verstehen, ob die Invertierbarkeit der Matrix C, die durh die Gleihungen(A.14) und (A.15) gegeben ist, als gegeben angesehen werden kann, muss mansih die Struktur der Gleihungen genauer ansehen. Allerdings führt die Index-struktur doh zu einer deutlih komplizierteren Gestalt als sie in der grundlegendeStruktur eigentlih vorhanden ist. Deshalb soll hier das Problem etwas vereinfahtdargestellt werden, ohne jedoh etwas an der eigentlihen Struktur zu verändern.Um dies zu tun, seien hier die Vektoren ~G bzw. ~G′ willkürlih als 1-dimensionalund ganzzahlig betrahtet und von -2 bis +2 gewählt (damit die Matrizen nihtzu groÿ werden). Man erkennt so shon die Struktur, in der sih das Problemaufbaut. Auh werden der Einfahheit halber die Komponenten von ~k und ~G inrelativen Einheiten gegeben, so dass die Kompomenten von ~k zwishen -1 und 1liegen und die Komponenten von ~G ganzzahlig werden. (Dies dient hier nur derÜbersiht und um niht zusätzlihe Normierungsfaktoren mitführen zu müssen,die auf die Invertierbarkeit keinerlei Ein�uss haben.)Betrahtet man nun zunähst den physikalish uninteressanten, aber formaleinfahen Fall eines konstanten Dielektrikums, dann gilt für die Fourier-Transformierte,dass sie proportional zu δ( ~G) ist. D.h., da in den Gleihungen immer die Ter-me (1
ε

)

~G′− ~G
als Faktor bei k2

z auftauhen, dass nur Beiträge mit ~G′ = ~G vor-kommen. Damit vereinfaht sih die Struktur wesentlih. Die konstante Fourier-Komponente, die als einzige übrig bleibt, sei mit ε̃−1
0 bezeihnet, dann ist dieMatrix gegeben durh die Anwendung auf u~k mit:

Cu~k =





























ε̃−1
0 0 . . . 0

0 ε̃−1
0

...... . . .
0 . . . ε̃−1

0

























































u
(y)
~k,−2

u
(y)
~k,−1...

u
(z)
~k,+2





























(A.24)
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0 6= 0 ist, ist C eine Diagonalmatrix und somit trivial invertierbar.Im realistisheren Fall, in dem man keine Konstante Struktur hat, ist dieStruktur der Matrix C allerdings komplizierter. Betrahten wir also wieder die1-dimensionale Vereinfahung in ~G und nummerieren G von -2 bis 2. Die entspre-henden Fourierkomponenten von 1

ε
nummerieren wir dementsprehend mit ε̃−1

−2bis ε̃−1
+2.Für die Terme kx+G′

x

kx+Gx
sei noh darauf hingewiesen, dass diese stets ungleih0 sind, da, wie bereits bei der Herleitung des Verfahrens erwähnt, kx niht sogewählt werden darf, dass für ein beliebiges Gx gilt, dass kx + Gx = 0 wird.Deshalb kann auh der Zähler hier niht null werden und es gilt immer kx+G′

x

kx+Gx
6= 0.C hat in diesem Fall die folgende Struktur:

C =























































































ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0 0 0 0 0 0

ε̃−1
1 ε̃−1

0 ε̃−1
−1 ε̃−1

−2 0 0 0 0 0 0

ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0 0 0 0

0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 0 0 0 0 0

0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ε̃−1
0 ε̃−1

−1
kx−2
kx−1

ε̃−1
−2

kx−2
kx

0 0

0 0 0 0 0 ε̃−1
1

kx−1
kx−2

ε̃−1
0 ε̃−1

−1
kx−1

kx
ε̃−1
−2

kx−1
kx+1

0

0 0 0 0 0 ε̃−1
2

kx

kx−2
ε̃−1
1

kx

kx−1
ε̃−1
0 ε̃−1

−1
kx

kx+1
ε̃−1
−2

kx

kx+2

0 0 0 0 0 0 ε̃−1
2

kx+1
kx−1

ε̃−1
1

kx+1
kx

ε̃−1
0 ε̃−1

−1
kx+1
kx+2

0 0 0 0 0 0 0 ε̃−1
2
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kx
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1
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ε̃−1
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.

Die Matrix C ist nun genau dann invertierbar, wenn det |C| 6= 0 ist. Da deteine multilineare Abbildung ist, kann man Faktoren aus den Zeilen, bzw. Spalten



A.1. VERFAHREN 135vor die Determinante ziehen. Tut man dies insbesondere in der 6. Spalte mit demFaktor 1
kx−2

, in der 7. mit 1
kx−1

usw. bis zur 10. Spalte mit dem Faktor 1
kx+2

unddementsprehend in Zeile 6 mit dem Faktor kx − 2 bis Zeile 10 mit dem Faktor
kx + 2, so erhält man

det |C| =
(kx − 2)(kx − 1)kx(kx + 1)(kx + 2)

(kx − 2)(kx − 1)kx(kx + 1)(kx + 2)
det |R| = det |R|, (A.25)mit dem Rest R. (Die Faktoren kx − 2, . . . , kx + 2 sind alle ungleih 0.)Daraus ergibt sih fuer R:

R =























































































ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0 0 0 0 0 0

ε̃−1
1 ε̃−1

0 ε̃−1
−1 ε̃−1

−2 0 0 0 0 0 0

ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0 0 0 0

0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 0 0 0 0 0

0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0

0 0 0 0 0 ε̃−1
1 ε̃−1

0 ε̃−1
−1 ε̃−1

−2 0

0 0 0 0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2

0 0 0 0 0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1

0 0 0 0 0 0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0























































































. (A.26)

Man erkennt, dass die Matrix R in zwei identishe Matrizen zerfällt. Somit



136 ANHANG A. MODIFIZIERTES PLANE-WAVE-VERFAHRENkann die Determinante in zwei Determinanten aufgespaltet werden und mit
R′ :=
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∣
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0

ε̃−1
1 ε̃−1

0 ε̃−1
−1 ε̃−1

−2 0

ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2

0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1

0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(A.27)
gilt:

det |C| = det |R| = det |R′|2. (A.28)Damit ist nun det |C| = 0, genau dann, wenn det |R′| = 0 ist, was ausshlieÿ-lih durh die Fourier-Transformierte der dielektrishen Struktur ε gegeben ist.I.a. ist C niht invertierbar. In dem gegebenen Fall muss man zum Beispiel nureine Struktur betrahten, die nur die Komponente ε̃−1
2 besitzt und alle anderenFourier-Komponenten vershwinden. Dann ist det |R′| = 0 und somit die Matrix

C niht invertierbar.Praktish spielt dies allerdings trotzdem für dieses Verfahren keine Rolle, dadie Strukturen, die man übliherweise betrahtet, so gesha�en sind, dass dieMatrix C invertierbar ist. Zu verstehen ist dies anhand der Tatsahe, dass beiden übliherweise studierten Strukturen gerade die Komponente ε̃−1
0 reht groÿist und wir ja auh shon bei der Näherung des Abshneidens höherer Fourier-Komponenten davon ausgehen, dass diese immer kleiner werden. Im Fall dass

ε̃−1
0 so groÿ wird, dass R′ diagonaldominant wird (d.h. die Summe der Beträgealler Einträge einer Zeile auÿerhalb der Diagonalen sind kleiner als der Betrag desEintrags auf der Diagonalen), dann ist C auh invertierbar, da Diagonaldominanzein hinreihendes Kriterium für die Invertierbarkeit quadratisher Matrizen ist.A.1.4 Numerishe EigenwertberehnungDas Problem bei einer e�ektiven Implementierung des gegebenen Problems ist,dass man die Eigenwerte einer groÿen Matrix (U aus (A.23)) bestimmen muss,



A.1. VERFAHREN 137die als Gesamtmatrix keine für die Berehnung der Eigenwerte brauhbaren Sym-metrien besitzt. So sind die beiden oberen Blöke in Form der Nullmatrix undder Identität I zwar einfah, allerdings besitzen die unteren Blöke keine beson-deren Eigenshaften, insbesondere ist die gesamte Matrix U als solhe i.a. nihthermitesh.Daraus folgt, dass man nur mit allgemeinen Verfahren der Eigenwertbereh-nung die Eigenwerte bestimmen kann. Das hat allerdings auh zur Folge, dassdamit die Berehnung der Eigenwerte sehr zeitaufwendig ist. Auh ist es im Rah-men dieser Arbeit niht gelungen, das Problem durh Koordinatentransformatio-nen in eine Form zu bringen, die es erlauben würde, e�zientere Algorithmen zurBestimmung der Eigenwerte zu verwenden.Insbesondere sei darauf hingewiesen, dass bei diesem Verfahren bei entspre-hend groÿer Anzahl an Vektoren ~G die Matrix sehr leiht auf mehrere tausendZeilen/Spalten anwähst. Man erhält damit auh dieselbe Anzahl an Eigenwerten(mit Mehrfahwertung von entarteten Eigenwerten), aber physikalish relevantsind nur die Eigenwerte, deren imaginärer Anteil vershwindet, da die anderenLösungen auf- bzw. abklingenden Moden entsprehen. Auh von den Eigenwertenauf der reellen Ahse sind nur diejenigen interessant, die sih im Bereih der 1.Brillouin-Zone be�nden. Dies sind in der Regel sehr wenige (in der Gröÿenord-nung bis zu 10) bis gar keine (falls es für die gegebene Frequenz und die Wertevon kx und ky keine Lösung gibt).A.1.5 SkalierungseigenshaftenWeiterhin soll noh betrahtet werden, wie das modi�zierte ebene-Wellen-Verfahrenmit zunehmender Anzahl ebener Wellen skaliert. Betrahtet man eine 3-dimensionaleStruktur und betrahtet in jede Raumrihtung einen ut-o� N für ~k, so skaliertdie Anzahl der ~k-Vektoren mit O(N3). Da der untere Teil der Matrix allerdingsdiht besetzt ist, skaliert der Speiherbedarf der Matrix U mit dem Quadrat derAnzahl der ebenen Wellen, also insgesamt mit O(N6).Noh ungüngstiger sieht es jedoh aus, wenn man sih den Bedarf an Rehen-zeit betrahtet, denn die allgemeinen Rehenverfahren, die verwendet werden,skalieren mit der 3. Potenz der Gröÿe des Systems, also insgesamt mit O(N9).Anhand dieser Überlegungen erkennt man sehr shnell, dass die praktisheUmsetzung dieses Verfahrens sehr begrenzt möglih ist, da sowohl der Speiher-



138 ANHANG A. MODIFIZIERTES PLANE-WAVE-VERFAHRENbedarf, aber insbesondere die benötigte Rehenzeit extrem mit dem ut-o� an-steigen. Dadurh ist der Einsatz dieses Verfahrens nur begrenzt möglih. EineAbsorption ist auh hier (als Bandstruktur-Verfahren) aus den selben Gründenwie beim normalen Plane-Wave-Verfahren niht einfah zu betrahten.



Anhang BFDFD-VerfahrenDas �Finite Di�erene Frequeny Domain� (FDFD) Verfahren ist prinzipiell soaufgebaut, dass man die Maxwell-Gleihungen in Integralform im Frequenzraumdiskretisiert und durh gegebenes kx und ky in x- und y-Rihtung Bloh-Rand-wertbedingungen vorgibt, während man an den beiden Enden mit z = konstexplizit Kombination von Vakuum-Moden vorgibt. Durh diese Randwerte undRandbedingungen ist dann die Lösung innerhalb des betrahteten Raumbereihsvon z = zmin bis z = zmax eindeutig bestimmt und kann durh ein dünn be-setztes Gleihungssystem berehnet werden. (Die Tatsahe, dass die Gleihungendünn besetzt sind, ist wihtig für das Skalierungsverhalten.) Führt man dieseRehnungen mit vershiedenen linear unabhängig vorgegebenen Anteilen an Ba-sisfunktionen bei z = zmin und z = zmax durh, so kann man die Streumatrix desObjekts in der Basis der Vakuum-Moden und somit Re�exion, Transmission undgegebenenfalls Absorption des betrahteten Raumbereihes berehnen.B.1 Transmission-SpektrenAusgangspunkt sind auh hier die Maxwell-Gleihungen, die allerdings (teilweise)in der integralen Form betrahtet werden. Die Maxwell-Gleihungen werden dannauf einem Yee-Gitter [6℄ diskretisiert, d.h. man unterteilt das zu beshreibendeRaumgebiet in ein 3-dimensionales Gitter. Der Einfahheit halber gehen wir hierdavon aus, dass das Gitter in jeder Raumrihtung äquidistant ist. Die Gitterab-stände in untershiedlihen Raumrihtungen können jedoh untershiedlih sein.Dadurh hat man das Raumgebiet in Quader unterteilt.139



140 ANHANG B. FDFD-VERFAHREN

Abbildung B.1: Yee-Gitter. Dabei sitzen die elektrishen Felder auf den Kantender Quader und die magnetishen Felder senkreht auf den Seiten�ähen.Bei der Diskretisierung der Maxwell-Gleihungen auf diesen Quadern gehtman nun davon aus, dass ε jeweils in einem Quader konstant ist. Das elektrisheFeld betrahtet man jeweils auf der Mitte der Kanten der Quader entlang derKanten und die magnetishen Felder senkreht auf den Seiten�ähen der Quader(Abb B.1). Diese Art der Quantisierung hat zwei Vorteile: Zum einen sind dieFelder so platziert, dass die Sprungbedingungen an der Grenz�ähe zwishen zweiMedien immer erfüllt sind, da es sih immer um die stetigen Feldkomponentenhandelt. Zum anderen sorgt diese Art der Diskretisierung dafür, dass für ω 6= 0die Quellenfreiheit der Felder auh in der Diskretisierung gegeben ist. Deshalb be-trahtet man nur die beiden übrigen Gleihungen in harmonishen Moden (daherder Name 'frequeny domain') in integraler Form:
∮

∂A

~H · d~s =

∫

A

iωε0ε(~r) ~E · d ~A (B.1)
∮

∂A

~E · d~s = −
∫

A

iωµ0
~H · d ~A, (B.2)wobei die Flähen A für die Diskretisierung passend gewählt werden. Siehehierzu auh [30℄.Man nummeriert nun die Felder ~E bzw. ~H mit (i, j, k) durh, wobei i, j bzw.

k die Quader jeweils in x-, y- bzw. z-Rihtung durhnummerieren. Ebenso sei



B.1. TRANSMISSION-SPEKTREN 141auh ε nummeriert und hx, hy, hz sind die Längen der Quader in die x-, y- bzw.
z-Rihtung.

Abbildung B.2: Wahl der Flähe A senkreht zu Ex(i, j, k).Zunähst soll Gleihung (B.1) betrahtet werden. Dazu betrahtet man zu-nähst eine Flähe senkreht zu Ex (siehe Abb. B.2) und erhält daraus die Glei-hung für den Quader (i, j, k):
Hz(i, j, k)hz − Hy(i, j, k)hy − Hz(i, j − 1, k)hz + Hy(i, j, k − 1)hy (B.3)

=iω
hyhz

4
ε0(ε(i, j, k) + ε(i, j − 1, k) + ε(i, j, k − 1) + ε(i, j − 1, k − 1))Ex(i, j, k).Wie dabei die Quader am Randbereih der numerishen Box betrahtet wer-den sollen, wird später geklärt.

Abbildung B.3: Wahl der Flähe A senkreht zu Ey(i, j, k).



142 ANHANG B. FDFD-VERFAHRENAnalog erhält man für eine Flähe senkreht zu Ey(i, j, k) (Abb. B.3):
Hx(i, j, k)hx − Hz(i, j, k)hz − Hx(i, j, k − 1)hx + Hz(i − 1, j, k)hz (B.4)

=iω
hxhz

4
ε0(ε(i, j, k) + ε(i, j, k − 1) + ε(i − 1, j, k − 1) + ε(i − 1, j, k))Ey(i, j, k)

Abbildung B.4: Wahl der Flähe A senkreht zu Ez.Und shlieÿlih für eine Flähe senkreht auf Ez(i, j, k) (Abb. B.4):
Hy(i, j, k)hy − Hx(i, j, k)hx − Hy(i − 1, j, k)hy − Hx(i, j − 1, k)hx (B.5)

=iω
hyhx

4
ε0(ε(i, j, k) + ε(i − 1, j, k) + ε(i − 1, j − 1, k) + ε(i, j − 1, k))Ez(i, j, k).

Abbildung B.5: Wahl der Flähe A senkreht zu Hx(i, j, k).Ebenso betrahtet man nun (B.2) für die Seiten�ähen des Quaders (i, j, k).Für die Seiten�ähe senkreht zu Hx(i, j, k) (siehe Abb. B.5) erhält man:
Ey(i, j, k)hy + Ez(i, j + 1, k)hz − Ey(i, j, k + 1)hy − Ez(i, j, k)hz

= −iωBx(i, j, k)hyhz. (B.6)
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Abbildung B.6: Wahl der Flähe A senkreht zu Hy(i, j, k).Analog dazu für die Flähe senkreht zu Hy (siehe Abb B.6):
Ez(i, j, k)hz + Ex(i, j, k + 1)hx − Ez(i + 1, j, k)hz − Ex(i, j, k)hx

= − iωBy(i, j, k)hxhz, (B.7)

Abbildung B.7: Wahl der Flähe A senkreht zu Hz(i, j, k).sowie für die Flähe senkreht zu Hz (siehe Abb. B.7):
Ex(i, j, k)hx + Ey(i + 1, j, k)hy − Ex(i, j + 1, k)hx − Ey(i, j, k)hy

= − iωBz(i, j, k)hxhy. (B.8)Man kann nun Gleihungen (B.6)-(B.8) in die Gleihungen (B.3)-(B.5) einset-zen und umformen und erhält damit die für das FDFD-Verfahren verwendetenFeldgleihungen:
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Ex(i, j, k)

[

− ω2hyhz

4c2

(

ε(i, j, k) + ε(i, j, k − 1) + ε(i, j − 1, k) + ε(i, j − 1, k − 1)
)

+ 2
hz

hy

+ 2
hy

hz

]

+ Ex(i, j + 1, k)
[

− hz

hy

]

+ Ex(i, j − 1, k)
[

− hz

hy

]

+ Ex(i, j, k + 1)
[

− hy

hz

]

+ Ex(i, j, k − 1)
[

− hy

hz

]

+ Ey(i, j, k)
[

− hz

hx

]

+ Ey(i + 1, j, k)
[hz

hx

] (B.9)
+ Ey(i, j − 1, k)

[hz

hx

]

+ Ey(i + 1, j − 1, k)
[

− hz

hx

]

+ Ez(i, j, k)
[

− hy

hx

]

+ Ez(i + 1, j, k)
[hy

hx

]

+ Ez(i, j, k − 1)
[hy

hx

]

+ Ez(i + 1, j, k − 1)
[

− hy

hx

]

= 0

Ey(i, j, k)

[

− ω2hxhz

4c2

(

ε(i, j, k) + ε(i, j, k − 1) + ε(i − 1, j, k) + ε(i − 1, j, k − 1)
)

+ 2
hx

hz
+ 2

hz

hx

]

+ Ey(i, j, k + 1)
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− hx

hz

]

+ Ey(i, j, k − 1)
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− hx

hz

]

+ Ey(i + 1, j, k)
[

− hz

hx

]

+ Ey(i − 1, j, k)
[

− hz

hx

]

+ Ez(i, j, k)
[

− hx

hy

]

+ Ez(i, j + 1, k)
[hx

hy

] (B.10)
+ Ez(i, j, k − 1)

[hx

hz

]

+ Ez(i, j + 1, k − 1)
[

− hx

hz

]

+ Ex(i, j, k)
[

− hz

hy

]

+ Ex(i, j + 1, k)
[hz

hy

]

+ Ex(i − 1, j, k)
[hz

hy

]

+ Ex(i − 1, j + 1, k)
[

− hz

hy

]

= 0
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Ez(i, j, k)

[

− ω2hyhx

4c2

(

ε(i, j, k) + ε(i − 1, j, k) + ε(i, j − 1, k) + ε(i − 1, j − 1, k)
)

+ 2
hy

hx

+ 2
hx

hy

]

+ Ez(i + 1, j, k)
[

− hy

hx

]

+ Ez(i − 1, j, k)
[

− hy

hx

]

+ Ez(i, j + 1, k)
[

− hx

hy

]

+ Ez(i, j − 1, k)
[

− hx

hy

]

+ Ex(i, j, k)
[

− hy

hz

]

+ Ex(i, j, k + 1)
[hy

hz

] (B.11)
+ Ex(i − 1, j, k)

[hy

hx

]

+ Ex(i − 1, j, k + 1)
[

− hx

hy

]

+ Ey(i, j, k)
[

− hx

hz

]

+ Ey(i, j, k + 1)
[hx

hz

]

+ Ey(i, j − 1, k)
[hx

hz

]

+ Ey(i, j − 1, k + 1)
[

− hx

hz

]

= 0.Damit man die Übersiht behält, welhe Feldvektoren für die Gleihungenrelevant sind, veranshauliht man sih die Feldvektoren, wie sie in den Glei-hungen (B.9) - (B.11) auftauhen. Betrahtet man die Gleihungen jeweils alsBestimmungsgleihung für die erste auftauhende Feldkomponente (also in (B.9)für Ex(i, j, k), in (B.10) für Ey(i, j, k) und in (B.11) für Ez(i, j, k)), so kann man inAbb. B.8 erkennen, welhe anderen Feldkompenenten diesen Vektor bestimmen.(Dabei muss man Abb. B.8 gegebenenfalls so drehen, dass der shwarze Vek-tor in die entsprehende Raumrihtung zeigt.) Dies ist wihtig, um die Randbe-dingungen und den Aufbau des gesamten Gleihungssystems für den betrahtetenRaumbereih zu verstehen.Anhand von Abb. B.8 kann man sih nun überlegen, wie eine numerishe Boxaussehen muss, mittels der man die Felder komplett berehnen kann. Geht mannun davon aus, dass man eine Box mit Nx Unterteilungen in x-Rihtungen, Nyin y-Rihtung und Nz in z-Rihtung vorliegen hat, dann gelten für die innerenPunkte dieser Box die Gleihungen, so wie sie in (B.9) - (B.11) gegeben sind.Gesondert betrahten man allerdings die Punkte, die auf den Rand�ähen der
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Abbildung B.8: Die Feldkomonenten, die in den Gleihungen (B.9)-(B.11) auftau-hen. Der zu bestimmende Vektor ist shwarz gezeihnet und die dazu benötigtenVektoren grau.numerishen Box sitzen.Da ein Verfahren ähnlih der Transfer-Matrix-Methode angestrebt wird, beidem ω, kx und ky vorgegeben sind, können wir an den x- bzw. y-Rand�ähen alsRandbedingungung einfah die Bloh-Bedingung verwenden:
~E(~r + Lx/y~ex/y) = eikx/yLx/y ~E(~r), (B.12)wobei Lx/y die Ausdehnung der Einheitszelle in die Rihtung ~ex/y ist. Mittelsdieser Bedingung kann man die Feldvektoren, die in x- oder in y-Rihtung auÿer-halb der numerishen Box liegen, durh Felder in der Box beshreiben. An den

z-Rand�ähen hingegen, kann man die Blohbedingung niht verwenden. Mangibt stattdessen einfah explizit die Komponenten Ex und Ey vor. Dabei führtman allerdings eine zusätzlihe Shiht Nz +1 ein, so dass man quasi eine Shihthat, bei der die Feldvektoren Ex und Ey genau auf der Rand�ähe der Box liegen.(Die Feldkomponenten Ez dieser Shiht Nz +1 müssen niht betrahtet werden,da sie lediglih für die Komponenten Ex und Ey der Shiht Nz+1 von Bedeutungwären, die jedoh shon explizit gegeben sind).Somit erhält man nun 3NxNyNz − 2NxNy Feldkomponenten als Unbekannte.(Die Felder Ex und Ey werden explizit auf der ersten z-Ebene vorgegeben undsind somit keine Variablen, ebenso die Felder der Ebene Nz + 1.) Ebenso erhält
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Abbildung B.9: In der Mitte (grau) be�ndet sih die numerishe Box und anden beiden Rand�ähen in z-Rihtung werden die betrahteten Vakuum-Modenangeshlossen und in ein- und auslaufende Moden unterteilt.man 3NxNyNz − 2NxNy Gleihungen aus (B.9) - (B.11). Alle in diesen Gleihun-gen vorkommenden Feldkomponenten liegen in der numerishen Box. Somit hatman insgesamt ein Gleihungssystem, das i.a. eindeutig gelöst werden kann. (AufAusnahmefälle ist in Kaptiel 5 eingegangen worden.)In Anlehnung an [31℄ kann man aus der Verwendung solher numerisher Bo-xen nun die Streumatrix des Systems berehnen. (Im Gegensatz zu [31℄ handeltes sih hierbei jedoh niht um Wellenhohlleiter-Probleme, was sih hauptsäh-lih darin äuÿert, dass die betrahtete numerishe Box andere Randbedingungenbesitzt und die ein- und auslaufenden Moden hier Vakuum-Moden sind.) Dazubetrahtet man einen gewissen Raumbereih, in dem sih die Struktur be�ndet,die numerish untersuht werden soll und weiterhin 2 Ebenen, die den Randder numerishen Simulation in z-Rihtung vorgeben (Abb B.9). Man muss da-bei die numerishe Box so setzen, dass die Rand�ähen in z-Rihtung bereitsim Vakuum liegen. Zum einen, weil man Vakuummoden anshlieÿt, zum andernmuss aber auh ein hinreihender Abstand zur betrahteten Struktur gegebensein, damit die abklingenden Moden keine Rolle bei den Anshlussbedingungenan das Vakuum mehr spielen. Dies wird allerdings dadurh erleihtert, dass dieseModen exponentiell abklingen. Deshalb kann sih i.a. der numerish betrahtetevon dem physikalish interessanten Raumbereih leiht untersheiden, da der nu-merish betrahtete Raumbereih unter Umständen aus den genannten Gründenzusätzlih noh Vakuum an beiden z-Enden der Box besitzen kann.



148 ANHANG B. FDFD-VERFAHRENUm die Streumatrix nun zu berehnen, betrahtet man auf beiden Seitenauÿerhalb der numerishen Box eine Anzahl Nmod an Moden, die dann jeweilseinlaufend bzw. auslaufend sein können. Diese Moden sind Vakuum-Moden undmüssen so gewählt werden, dass sie die Bloh-Bedingungen innerhalb der nume-rishen Box in x und y-Rihtung erfüllen. Man betrahtet i.a. an beiden Endender Box die gleihen Moden. Hier wählt man ebene Wellen für festes z als Modenmit
~E

(ν),p
vak (x, y) = ~epe

i(k
(ν)
x x+k

(ν)
y y), ν = 1, . . .Nmod, p = 1, 2 , (B.13)wobei ~ep der Polarisationsvektor der ebenen Welle ist, der i.a. in einen Anteilparallel und einen Anteil senkreht zur Ober�ähe der numerishen Box aufgeteiltwird. (Im Falle senkrehten Einfalls ist diese Aufteilung willkürlih und erfolgtin x- bzw. y-Rihtung.) Für jeden Wellenvektor der einfallenden Moden ergebensih zwei Polarisationen und für die Wellenvektoren der Vakuum-Moden gilt:
k(ν)

x = kx + nν
2π

Lx

k(ν)
y = ky + mν

2π

Ly

,mit nν , mν ∈ N. Nun gibt man am Ende I der numerishen Box (z = 0) eineKombination
~E(x, y, z = 0) =

Nmod
∑

ν=1

2
∑

p=1

ξI
ν,p

~E
(ν),p
vak (x, y) (B.14)und am Ende II der numerishen Box (z = Lz) eine Kombination

~E(x, y, z = Lz) =

Nmod
∑

ν=1

2
∑

p=1

ξII
ν,p

~E
(ν),p
vak (x, y) (B.15)der betrahteten Moden vor. Damit ist das Gleihungssystem der numerishenBox lösbar und es besteht die Aufgabe, aus der Lösung die ein-, bzw. auslaufendenModen zu trennen. Kennt man nur die Anteile einer Mode auf einer Ebene, sokann man niht untersheiden, wie sih diese in die ein- und auslaufenden Moden
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Abbildung B.10: Durh Betrahten zweier benahbarter Ebenen kann man dieModen in ein- und auslaufende Moden aufspalten.aufteilen, da nur die Summe beider Moden bekannt ist. Betrahtet man allerdingseine benahbarte Ebene, so kann man die Anteile in aus- und einlaufende Modenaufteilen. (Abb B.10)Auf der Seite I (z = 0) betrahtet man nun neben der Ebene (i, j, 1) auhdie Ebene (i, j, 2). (Diese muss ebenfalls im Vakuum liegen. Gegenenfalls mussdie numerishe Box geeignet vergröÿert oder das Gitter verfeinert werden.) Aufbeiden Ebenen zerlegt man das berehnete Feld in die Vakuum-Moden, indemman die numerishen Felder auf diese projeziert. (Für (i, j, 1) muss dies nihtgetan werden, da die Aufspaltung vorgegeben wurde und somit bereits bekanntist.) Man erhält also:
~E(i, j, a) =

∑

ν,p

w(a)
ν,p

~E
(ν),p
vak,d(i, j), a = 1, 2 , (B.16)wobei ~E

(ν),p
vak,d(i, j) die diskretisierte Form von ~E

(ν),p
vak (x, y) ist und w

(1)
ν,p = ξI

ν,p ist.Bezeihnet man weiter die ein- bzw. auslaufenden Moden mit aI
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ν,p, sogilt:
w(1)

ν,p = aI
ν,p + bI
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. (B.22)Man muss hierbei darauf ahten, dass eik
(ν)
z ∆z 6= e−ik

(ν)
z ∆z ist, was aber i.a. gewähr-leistet werden kann, wenn man ∆z klein genug wählt. (∆z sollte übliherweiseshon wegen der Genauigkeit der Rehnung klein genug gewählt sein um dieUngleihung zu erfüllen, da sonst die numerishe Diskretisierung der Maxwell-Gleihungen ebenfalls zu ungenau wird.)Damit hat man die Moden an beiden Enden der numerishen Box in ein-und auslaufende Moden aufgespalten. Nun fasst man die Moden noh in einem

4Nmod-komponentigen Vektor zusammen
a(1) = ((aI

ν,p), (a
II
ν,p)) (B.23)

b(1) = ((bI
ν,p), (b

II
ν,p)) (B.24)und führt die (komplexe) Streumatrix S ein, für die für jedes Paar ein- undausfallender Vektoren aein und baus gilt:

Saein = baus. (B.25)Damit erhält man aus (B.25) mit a(1) und b(1) 4Nmod Gleihungen
4Nmod
∑

j=1

Si,ja
(1)
j = b

(1)
i , i = 1, . . . , 4Nmod (B.26)



B.2. BANDSTRUKTUR MITTELS DES FDFD-VERFAHRENS 151für die (4Nmod)
2 Unbekannten Si,j . Wiederholt man das ganze Verfahren 4Nmodmal mit linear unabhängigen Vorgaben (ξI

ν,p) und (ξII
ν,p), so erhält man bei je-der der Rehnungen jeweils die ein- und auslaufenden Vektoren a(2), b(2), . . .

a(4Nmod), b(4Nmod) und für jedes dieser Paare ein- und auslaufender Vektoren mussdie Streubedingung (B.25) gelten, also:
4Nmod
∑

j=1

Si,ja
(k)
j = b

(k)
i , i = 1, . . . , 4Nmod, k = 1, . . . , 4Nmod. (B.27)Somit hat man (4Nmod)
2 Gleihungen für die (4Nmod)

2 Unbekannten Si,j undkann damit die Streumatrix berehnen, aus der man wiederum sehr einfah dieRe�exion bzw. Transmission berehnen kann. Man nimmt einfah einen einfallen-den Vektor a, der nur für die Komponente der einfallenden Welle 1 und sonst nullist und erhält somit durh Anwendung von (B.25) die Anteile der auslaufendenModen. Summiert man die Beträge der Quadrate der zurüklaufenden Moden(hier werden nur Moden berüksihtigt, die im Vakuum auh eine ehte Wellen-ausbreitung besitzen), so erhält man die Re�exion. Summiert man die Quadrateder Beträge der Moden, die am anderen Ende der numerishen Box auslaufen(auh hier werden nur Moden berüksihtigt, die im Vakuum eine ehte Wellen-ausbreitung besitzen), so erhält man die Transmission.B.2 Bandstruktur mittels des FDFD-VerfahrensWeiterhin wäre es für die Suhe nah einer kompletten Bandlüke auh von Inter-esse, Bandstrukturen berehnen zu können. Dies sollte mit dem FDFD-Verfahrenprinzipiell auh möglih sein, wurde aber nur ansatzweise durhgeführt und hierniht präsentiert. Dazu kann man ähnlih vorgehen wie im Fall der Transfer-Matrix-Methode. Dort bestimmt man die Transfermatrix, die die Felder in einerBasis auf einer Seite mit den Felder in der gleihen Basis am anderen Ende derEinheitszelle verknüpft, so dass gilt
v2 = Tv1,wobei v1 und v2 die Felder an den Enden der Einheitszellen sind. Aus den Eigen-werten mit Betrag 1 der Matrix T kann man dann kz berehnen.



152 ANHANG B. FDFD-VERFAHRENIm Fall des FDFD-Verfahrens kann man nun so vorgehen, dass man eine nu-merishe Box wählt, deren eine Seiten�ähe (I) am Rand der Einheitszelle undderen zweite Seiten�ähe (II) auÿerhalb der Einheitszelle liegt. Im Gegensatz zumFDFD-Verfahren, wie es hier vorgestellt wurde, wählt man nun keine ebenen Wel-len als Basisfunktionen, sondern Felder, bei denen das Feld an allen Punkten, bisauf einen, vershwindet. Nimmt man den Basis-Satz aller Felder für alle N Git-terpunkte, so hat man also 2N Basisfunktionen. Jetzt gibt man (2N) auf (I)linear unabhängige Linearkombinationen v
(i)
(I), i = 1, . . . , 2N der Basisfunktionenauf beiden Rändern der numerishen Box vor. (Am einfahsten verwendet manfür jede Rehnung nur Anteile jeweils einer Basisfunktion und auf dem anderenEnde (II) der numerishen Box beliebige Linearkombinationen.) Jetzt betrah-tet man die Felder auf dem Rand der Einheitszelle (II') und zerlegt diese indie Basisfunktionen und erhält somit die Vektoren v

(i)
(II′). Analog zum Fall derTransfer-Matrix-Methode gilt nun, dass es eine 2N × 2N Matrix T gibt, so dassgilt:

v
(i)
(II′) = Tv

(i)
(I), i = 1, . . . , 2N. (B.28)Man erhält somit für jedes i 2N Gleihungen in den Komponenten von Tund somit für alle i insgesamt (2N)2 Gleihungen und kann somit die Matrix Tberehnen. Ein Problem kann jedoh entstehen, da man niht garantieren kann,dass die Vektoren v

(i)
(II′) auh linear unabhängig sind (und somit die Gleihung(B.28) auh lösbar ist). Im Fall, dass die v

(i)
(II′) linear abhängig sind, muss manunter Umständen die vorgegebenen Randbedingungen, oder den Rand (II) dernumerishen Box anders wählen. Hat man die Matrix T berehnet, so kann man,wie im Fall der Transfer-Matrix-Methode, aus den Eigenwerten mit Betrag 1den Wert kz berehnen. Allerdings hat man hier auh ähnlihe Probleme wie beidem modi�zierten Plane-Wave-Verfahren, nämlih, dass man niht einfah eineBandstruktur entlang einer beliebigen Linie in der Brillouin-Zone, sondern nurentlang von Linien mit kx = konst und ky = konst bestimmen kann.
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