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Kurzdarstellung

I

Mittels numerischer Simulationen wurden u.a. Bifurkationsverhalten, nichtlineare Dyna-
mik, Stabilitat, strukturelle Eigenschaften und das raumzeitliche Verhalten verschiedener
Stromungszustiande im Taylor-Couette System (TCS) untersucht.

Insbesondere wurde der Fragestellung nachgegangen, wie sich der Ubergang zwischen
topologisch unterschiedlichen Strukturen, wie toroidal geschlossenen Taylor Wirbeln (TVF)
und offenen, helikalen Spiral Wirbeln (SPI), vollzieht. Es konnte nachgewiesen werden, dass

dieser Ubergang iiber spezielle, sekundéar bifurkierende Wirbel Strukturen, die toroidal
geschlossenen Wavy Taylor Wirbel (wTVF) und die helikalen Wavy Spiral Wirbel (wSPI),
abléduft.

Unter axial periodischen Randbedingungen lauft dieser Ubergang in beiden Richtungen
symmetrisch ab, also von TVF iiber wI'VF zu SPI Strukturen bzw. von SPI iiber wSPI
zu TVF Strukturen. Hierbei treten in beiden Féllen instabile Ribbon (RIB) Losungen als
transiente Zusténde auf. Bei diesen handelt es sich um axial stehende Wellen als nichtlineare
Superposition zweier SPI Losungen unterschiedlicher Helizitét.

Andererseits existieren im axial begrenzten TCS anstelle der reinen Spiralen mit konti-
nuierlicher Gleit-Drehsymmetrie, aufgrund der an den Deckeln vorhandenen Ekman Wirbel
und der durch diese im Innern des Annulus’ angeregten Storungen, nur modulierte Spiral

Losungen (wSPI). Abgesehen davon verlduft der Ubergang von TVF zu wSPI iiber wTVF
Losungen im endlichen System analog wie unter periodischen Randbedingungen, mit dem
einzigen Unterschied, dass eine diskrete Wellenzahl selektiert werden kann. Der Ubergang
von wSPI zu TVF Strukturen verlduft im endlichen System {iber einen transienten Zwi-
schenzustand eines propagierenden Defekts.

Dariiber hinaus wurde eine vollsténdig neue Form eines Ubergangs zwischen SPI Losun-
gen unterschiedlicher Ganghohe untersucht. Dabei tritt eine neue Art von Losungen, soge-
nannte Mixed-Cross-Spirals (MCS) auf, die als Zwischenzusténde existieren.

I1

Im zweiten Teil der Arbeit wurde der Einfluss verschiedener Magnetfelder auf ein Fer-
rofluid im TCS untersucht. Unabhéngig von ihrer Orientierung fithren Magnetfelder im
Allgemeinen zu einer Stabilisierung des Grundzustands.

Die magnetischen Kopplungsterme in den Grundgleichungen wirken sich auf die topo-
logischen Eigenschaften der unterschiedlichen Losungsstrukturen aus. So werden z.B. reine
Taylor oder Spiral Wirbel durch spezielle Magnetfeldkonfigurationen modifiziert und treten
dann nur noch in Form von modulierten Taylor bzw. Spiral Wirbeln auf.
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Abstract
I

Bifurcation behavior, non-linear dynamics, stability, structural properties, and the spatio-
temporal behavior of different flow states in the Taylor-Couette system (TCS) are investi-
gated by numerical simulations of the Navier-Stokes equations.

In particular, the transition between topological different structures is examined, i.e.
between the toroidal closed Taylor vortices (TVF) and the open, helical spirals (SPI). These
transitions are mediated by specific, secundarily bifurcating wavy structures, namely the
toroidal closed wavy Taylor vortices (WTVF) and the helical wavy spiral vortices (wSPI).

Under periodic boundary conditions (pbc), the transition from TVF to SPI via wTVF
corresponds to the transition from SPI to TVF via wSPI. In both cases unstable ribbons
(RIB) are found as a transient state. These are axial standing waves generated by nonlinear
superposition of two SPI states with different helicity.

On the other hand in the finite-length TCS, pure SPI states with continuous glide-
rotation symmetry are generally replaced by modulated SPI states (wSPI). This is due to
the boundary-induced perturbations from the Ekman vortices near the lids into the bulk.
Beside this, the transition from TVF to wSPI via wT'VF is similar to the pbc situation
but with wave number selection. The transition from wSPI to TVF in the finite system is
performed by a propagating defect.

Furthermore, a new kind of transitions between SPI states with different pitches was
investigated. Thereby, a new type of solutions occur, so-called mixed-cross-spirals (MCS).

I1

In the second part of this theses, the influence of different magnetic fields on a ferrofluid
in the TCS was investigated. Generally, magnetic fields of any orientation stabilize the
ground state.

The magnetic coupling terms in the basic equations influence the topological properties
of the different solutions: pure Taylor and spiral vortices are changed into modulated Taylor
(wI'VF) and spiral (wSPI) vortices.
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Kapitel 1

Das Taylor-Couette System - ein
Mustersystem zur Untersuchung
strukturbildender Prozesse

1.1 Allgemeine Einfiihrung - Vorbemerkungen

In der Natur lassen sich eine grofle Anzahl verschiedenster physikalischer Systeme finden,

die fernab vom thermischen Gleichgewicht Ubergénge aufweisen, bei denen sich ihr makro-
skopisches Verhalten in Raum und Zeit dramatisch verdndert.

Im Allgemeinen sind die hierbei auftretenden Strukturen und vor allem die, diese dar-
stellenden Gleichungen bei solchen Nichtgleichgewichtssystemen duflerst komplex, so dass
die Beschreibung der raumzeitlichen Strukturiibergénge qualitativ und quantitativ haufig
sehr schwierig ist. Verschiedene Modelle und Konzepte der nichtlinearen Dynamik sollen
dazu dienen, die grundlegenden Prinzipien der Entstehung solcher Strukturen und Muster
besser zu verstehen. Ebenso wichtig wie entscheidend ist hierbei die Uberpriifung dieser
Konzepte anhand ’einfacher’ experimentell zugéngiger Systeme.

Ein solches hydrodynamisches Modellsystem stellt auch das Taylor-Couette System
dar, das sich sehr gut zur Untersuchung von verschiedenen Strukturbildungsphénomenen
und Selbstorganisationsprozessen eignet, da es ein sehr weites Spektrum verschiedenster
Zusténde besitzt. So lassen sich abhéngig von einzelnen Systemparametern, wie z.B. Rand-
bedingungen oder Antrieb, die unterschiedlichsten Strukturen von laminaren Strémungen
iiber raumzeitlich periodische Zusténde, bis hin zu turbulenten und chaotischen Formen
finden.

Ein grofler Vorteil des Taylor-Couette Systems als Modellsystem besteht darin, dass die
zur Beschreibung notwendigen Gleichungen, die Navier-Stokes Gleichungen (NSE), wohl-
bekannt und vollkommen ausreichend zur qualitativen, wie auch quantitativen Analyse der
Stromungsfelder sind. Diese Voraussetzung ist in den meisten anderen physikalischen Syste-
men nicht unbedingt gegeben. Aber auch hier kénnen die partiellen Differentialgleichungen
nur in einzelnen Sonderfillen analytisch gelost werden, so dass man im Allgemeinen auf nu-
merische Losungsverfahren angewiesen ist. Ein Vergleich der Numerik mit experimentellen
Daten fiihrt zu einem weiteren Verstdndnis von allgemeinen Strukturbildungsphé&nomenen.
Auch dies ist ein wesentlicher Punkt, der fiir das Taylor-Couette System als Modellsystem
spricht, da der experimentelle Aufbau relativ einfach realisierbar ist und es bereits zahlrei-
che Erfahrungen, sowohl in Experiment als auch der Numerik gibt.

1



2 KAPITEL 1. DAS TAYLOR-COUETTE SYSTEM - SYSTEMBESCHREIBUNG

1.2 Literaturbetrachtung

In diesem Abschnitt soll die vorliegende Arbeit in die bisher in der Literatur betrachteten
Phédnomene und bereits durchgefithrten Untersuchungen verschiedener Strukturen einge-
ordnet werden. Hierzu wird ein kurzer Einblick in die wichtigsten Arbeiten gegeben, die in
Zusammenhang mit den in dieser Arbeit diskutierten Phénomenen, bzw. Strukturen und
deren Eigenschaften stehen.

Strukturbildung

Thematisch stellt die hier vorliegende Arbeit ein Beispiel aus dem Forschungsgebiet der
nichtlinearen Dynamik und der Strukturbildung in kontinuierlichen Systemen dar.

Die Kennzeichnung solcher strukturbildenden Systeme erfolgt dabei fiir gewohnlich iiber
gewisse Kontrollparameter (z.B. R). Dies bedeutet, dass eine im Allgemeinen unstruktu-
rierte Grundzustandslosung, die fiir alle Werte R existiert mit Erreichen eines kritischen
Schwellenwertes R, gegeniiber einer Storung mit kritischer Wellenzahl k. > 0 instabil wird
und somit von einer periodischen Losung verdrangt wird. Spéter folgende sekundére Bifur-
kationen kénnen dann zu weiteren rdaumlichen und zeitlichen Symmetriebrechungen fiihren.
Diese gehen unter anderem von einer Periodenverdopplung aus und fithren schliellich bis zu
chaotischem Verhalten hin. Zahlreiche Beispiele solcher Phénomene sind durch Ubergéinge
zwischen verschiedenen Bewegungsmustern in den unterschiedlichsten hydrodynamischen
Systemen gegeben, wenn ein Kontrollparameter, wie etwa die Reynoldszahl verédndert wird.

Als eine der grundlegendsten Arbeiten, die alle Bereiche der Strukturbildung sehr
ausfiihrlich darstellt, ist hier der Ubersichtsartikel von Cross und Hohenberg (33) zu nen-
nen. Dieser deckt eine grofle Vielzahl verschiedener Systeme im Bereich der Fluiddynamik,
iiber chemische Reaktionen bis hin zu biologischen Systemen und sogar der nichtlinearen
Optik ab.

Ein sehr interessantes Beispiel fiir die spontane Strukturbildung aus einem homogenen
Zustand eines nichtlinear getriebenen Systems bei Uberschreitung der kritischen Schwelle
sind unter anderem helikale Strukturen, wie etwa die Spiral Wirbel, wie sie im Taylor-
Couette System vorkommen. Sowohl die toroidal geschlossenen Taylor Wirbel, wie auch
diese helikalen Spiral Wirbel bifurkieren primér vorwérts aus dem unstrukturierten Grund-
zustand des Circular Couette Flow heraus, der stabil gegeniiber kleinen Rotationszahlen
des inneren Zylinders ist. Anders als die rotationssymmetrischen und nicht axial propagie-
renden Taylor Wirbel, wird die Rotationssymmetrie im Fall von Spiralen gebrochen. Bei
letzteren handelt es sich um ein zeitlich oszillierendes Muster, das als Ganzes azimutal, in
die gleiche Richtung wie der inneren Zylinder rotiert und gleichzeitig in axialer Richtung
wandert. Dabei liegen SPI Losungen symmetrieentartet als links- und rechtsgewundene
Strukturen vor.

Historisches

Die ersten Untersuchungen im Taylor-Couette System wurden bereits vor mehr als hun-
dert Jahren durchgefiihrt, so dass sich unweigerlich die Frage aufdringt, warum auch heute
noch Interesse an der Untersuchung dieses ’alten’ Systems besteht.

Die urspriingliche Idee des Ende des 19. Jahrhunderts von G. I. Taylor (147) beschrie-
benen Systems bestand in der experimentellen Bestimmung der Viskositét eines Fluids so
wie der Bestéitigung der hydrodynamischen Grundgleichungen.
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Taylor fand zunéchst eine rein azimutale Stromung bei niedrigen Rotationsfrequenzen,
die sogenannte Couette Stromung, oder auch Circular Couette Flow (CCF) genannt, und
spater bei hoheren Rotationsfrequenzen die nach ihm benannten Taylor Wirbel, bzw. der
Taylor Vortex Flow (TVF). Entscheidend hierbei war, dass er bereits deren Existenzbereich
im Fall periodischer Randbedingungen theoretisch vorhersagen konnte. Somit wandelte sich
das anfingliche Interesse auch recht bald hin zu einer Untersuchung der unterschiedlichen,
im System auftretenden Strukturen und insbesondere deren Bifurkationsverhalten (79; 41).
Heute ist eine grofie Anzahl verschiedenster Strukturen (145; 7) bekannt, wie etwa Spiral
Wirbel, bzw. Spiral Vortex Flow (SPI), wavyartige Wirbel (62) (um nur exemplarisch zwei
Vertreter aus der grofien Masse verschiedener Strukturen zu nennen) bis hin zu chaotischen
Strukturen (32). Spétestens seit den 1980er Jahren gibt es ein riesiges Spektrum verschie-
denster Forschungsaktivititen (36; 40; 33; 22; 153; 7; 54; 55; 79; 143; 43; 44; 74; 145; 31;
9; 131; 131; 62; 99; 35; 114; 78; 63) die sich mit dem Taylor-Couette System befassen.

Die Reichhaltigkeit dieser verschiedensten Stromungsmuster wird in der 1986 verdffent-
lichten, experimentellen Arbeit von Andereck et al. (7) deutlich, in dem eine grofie Vielzahl
von unterschiedlichen Zusténden charakterisiert und klassifiziert wurden.

Eine erste Untersuchung des Ubergangs von CCF zu wandernden Wellen im endlichen
Taylor-Couette System mit gegenrotierenden Zylindern erfolgte in der 1990 veroffentlich-
ten Arbeit von Edwards (43) und spéter in (44) fiir periodische, nichtlineare Spiralen mit
nicht periodischem Druck, nachdem vorherige Rechnungen stets axial periodische Randbe-
dingungen verwendeten und damit einen, durch die nichtlinearen Spiralen erzeugten, nicht
verschwindenden, axialen Nettodurchfluss aufwiesen.

Fiir einen sehr ausfiihrlichen Literaturiiberblick sei auf die beiden Artikel von Tagg

von 1992 (8) und den zwei Jahre spéter folgenden Ubersichtsartikel (145) verwiesen. Eine
Darstellung der bifurkationstheoretischen Grundlagen vieler Strukturen im Taylor-Couette
System geben Chossat und looss in ihrem Buch (31) von 1994. Hierin wurde unter anderem
gruppentheoretische Analysen verschiedener Losungen durchgefiihrt.

Lineare Stabilitidtsanalyse

Ab einem bestimmten Antrieb, den sogenannten kritischen Werten, wird der Grundzustand
instabil gegeniiber Storungen, wobei die axiale Translationsinvarianz gebrochen wird. Hier-
bei wird von dem System eine neue Losung angenommen. Entsprechende Schwellen kénnen
mittels der Linearen Stabilitdtsanalyse (vgl. Anh. A) bestimmt werden.

Wesentliche Berechnungen der kritischen Werte unter Durchfluss sind auf Takeuchi
und Jankowski (1981) (146) zuriickzufiihren. Sie analysierten Verhéltnisse u = Ro/Ry =
0,0.2, —0.5 bei n = 0.5 fiir Durchfliisse bis Re = 100 und verglichen diese mit experimen-
tellen Daten. Eine spétere Vervollstdndigung und Erweiterung dieses Parameterbereiches
erfolgte von Rani et al. (2001) (121). Erstmals wurden in der Veréffentlichung von Ng und
Turner (1982) (120) die kritischen Werte als Funktion des Durchflusses bei den Parametern
Ry = 0,1 = 0.95 aufgelistet.

Als eine der grundlegendsten Arbeiten ist hier die Arbeit von Langford et al. (79) (1988)
zu nennen, da dort die verschiedenen priméren Bifurkationsschwellen fiir einen sehr grofien
Parameterbereich, unter anderem auch Gegenrotationen, berechnet wurden. Sowohl An-
triebe, Frequenzen als auch die kritischen azimutalen Moden wurden aufgelistet und weiter
noch fiir verschiedene Parameter ein Vergleich mit experimentellen Daten durchgefiihrt.
Eine Formel zur approximativen Bestimmung der Stabilitdtschwellen, welche unterschied-
liche Radien und Geschwindigkeitsverhéltnisse beriicksichtigt, wurde spéater von Esser und
Grossmann (1996) (46) hergeleitet.
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Periodische Systeme

Eine spezifische Untersuchung einzelner Ubergéinge und Strukturen im Taylor-Couette Sy-
stem wurde von Antonijoan et al. (9; 10) (1998/2000) durchgefiihrt, die eine umfangreiche
numerische Analyse des Spiral Wirbelzustands im System mit relativ schmalem Spalt und
axial periodischen Randbedingungen lieferten. Als numerisches Verfahren wurde ein Pseu-
dospektralcode verwendet. Dieser basierte auf einer eindimensionalen Diskretisierung der
Navier-Stokes Gleichungen in einem mitrotierenden Bezugssystem und helikalen Koordi-
naten, die an das zu erwartende Spiralmuster angepasst sind.

Endliche Systeme

Naturgemé&fl handelt es sich in allen Experimenten immer um endliche Systeme, welche
aber ebenso numerisch simuliert werden kénnen. Da der Aufwand, also die benétigte Re-
chenzeit hierbei, aber insbesondere bei sehr groflen Systemen deutlich hoher als bei peri-
odischen Randbedingungen ist, stellt sich unweigerlich die Frage, ab welcher Systemléinge
auch periodische Randbedingungen eine ausreichend genaue Beschreibung des Experiments
zulassen. Verschiedenste Untersuchungen diesbeziiglich wurden unter anderem von Hoff-
mann et al. (63) (2004) durchgefiihrt, wobei numerische Simulationen mit experimentellen
Werten von Schulz und Pfister (2000) (131) fiir ein I' = 12 System verglichen wurden. Die

Ergebnisse wiesen eine ausgezeichnete Ubereinstimmung auf.

Im Bereich kurzer endlicher Systeme sind die Arbeiten von Czarny et al. (34; 35)
(2001/2002), welche die Strukturen von Wavy Vortex Flow (WVF) und SPI fiir Systemlédngen,
5 < I' < 6, untersuchten, ebenso wie die Arbeit von Langenberg et al. (77) (2003) fiir die
Betrachtung von Ribbon (RIB) Zusténden bei I' ~ 6 und n = 0.5 zu nennen.

Die geringe axiale Ausdehnung des Systems und damit verbunden der starke Einfluss
von Randeffekten in Form der Ekman Wirbel erzeugen zwei unterschiedliche Typen von
RIB Losungen, die in einer festen Phasenbeziehung zueinander stehen. In periodischen
Systemen kann, aufgrund der dort fehlenden Ekman Wirbel nicht zwischen diesen beiden
Strukturen unterschieden werden.

Eine sehr ausfiihrliche systematische Untersuchung des Einflusses der Zylinderldnge
auf das Bifurkationsverhalten im gegenrotierenden Taylor-Couette System erfolgte von
Langenberg et al. (78) (2004), wobei der Einsatz unterschiedlicher Strukturen im System
als Funktion von I" ermittelt wurde. Eine Erkenntnis hieraus ist die Tatsache, dass in kurzen
Systemen offensichtlich die RIB Losung préferiert wird, wéhrend bei langen Systemen,
I' > 16, in den dort untersuchten Parameterbereichen, nur noch SPI Strukturen auftraten.

Sehr kurze Systeme I' = 0.5 mit Radienverhéltnissen, 0.65 < n < 0.7, wurden von
Lopez und Marques (87) (2003) im Hinblick auf die unterschiedlichen Bifurkationsszenarien
betrachtet.

Numerische Verfahren

Zur Simulation der Navier-Stokes Gleichungen werden in der hier vorliegenden Arbeit zwei
unterschiedliche numerische Verfahren, G2D2 und G1D3, verwendet. In beiden Féllen han-
delt es sich um kombinierte Verfahren aus finiten Differenzen und Galerkinentwicklung in
unterschiedlicher Anzahl und Richtung. Wie diese im Einzelnen aussehen, wird in An-
hang D genauer beschrieben. Die Grundlage dieser Verfahren, insbesondere fiir G1D3, ist
im Wesentlichen zuriickzufithren auf das sogenannte Marker und Cell Verfahren (MAC).

Der dem MAC Verfahren zugrunde liegende numerische Code zur Vollsimulation der
Stromung inkompressibler und viskoser Fluide stammt aus dem Jahr 1965 und geht auf
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Harlow und Welch (58) zuriick. Grundziige der hier verwendeten Codes wurden von Cho-
rin (28; 29) (1967/68) eingefiihrt. Dort wurde die Ndherung der partiellen Ableitungen mit
Hilfe der finiten Differenzen explizit vorgestellt, ebenso wie die Druckiteration zur Sicher-
stellung der Divergenzfreiheit. Weitere Ausfithrungen diesbeziiglich sind bei Viecelli (151)
(1971) zu finden. Eine Anwendung im Bezug auf rotationssymmetrische Strukturen erfolgte
in der Diplomarbeit von Barten (16) (1986). Spéter wurde von Hoffmann (61) (1998) eine
Erweiterung mit azimutaler ¢ Abhéngigkeit eingebaut. Ausfiihrliche Lehrbiicher beziiglich
Computertechniken in der Fluiddynamik wurden von Peyret und Taylor (110) (1983), so
wie Fletcher (50) (1988) und Roache (125) (1998) geschrieben.

Amplitudengleichung

Solange man sich nur leicht oberhalb der kritischen Schwelle befindet, ist fiir Vorwértsbi-
furkationen eine schwach nichtlineare Analyse ausreichend.

Mit Hilfe eines recht einfachen Modellsystem (Swift Hohenberg Gleichung) wurde die
entsprechende Amplitudengleichung von Cross und Hohenberg (33) (1993) hergeleitet. Mit
dem Ansatz einer rdumlich variierende Amplitudengleichung von Graham und Domaradz-
ki (52) (1982) konnten Messungen von Pfister und Rehberg (111) (1981) zu TVF Loésungen
in langen Systemen sehr gut bestétigt werden.

In der Arbeit von Chossat und looss (30) (1984) wurden mit Hilfe der Bifurkationstheo-
rie und Symmetriegruppeneigenschaften Amplitudengleichungen fiir raumlich konstante
Amplituden gefolgert, welche die verschiedenen Bifurkationsszenarien im Taylor-Couette
System zu sehr grofien Teilen erkldren konnen. Neben der Vorhersage von TVF Zusténden
und anderer Strukturen bei stark gegenrotierenden Zylindern wurden auch mogliche se-
kundér bifurkierende Strukturen aus wIT'VF, SPI und RIB Zustédnden heraus vorhergesagt.

In der Veroffentlichung von Demay und Iooss (36) (1984) wurden gekoppelte kubische
Amplitudengleichungen zur Beschreibung von SPI und RIB Losungen fiir n = 0.752 be-
handelt und unter anderem stabile RIB Zustidnde der azimutalen Wellenzahl M = 2 am
Einsatz prognostiziert.

Eine ausfiihrliche Untersuchung des gegenrotierenden Taylor-Couette Systems mit Hil-
fe von gekoppelten Amplitudengleichungen erfolgte durch Golubitsky und Langford (55)
(1988). Sie untersuchten Bistabilitatspunkte in einem weiten Parameterbereich, 0.43 < 1 <
0.98, und konnten fiir diese unterschiedliche Bifurkationsszenarien ableiten.

Knobloch und Pierce (74) (1992) untersuchten unter anderem SPI und RIB Strukturen
in endlichen Systemen mittels kubisch gekoppelten Amplitudengleichungen.

In dem Buch von Chossat und Iooss (31) (1994) wird ein allgemeiner Uberblick iiber die
Amplitudengleichungen fiir die im Taylor-Couette System auftretenden Strukturen gege-
ben, wobei auch kleine Stérungen und die Interaktion der verschiedenen Moden diskutiert
wurden.

Von Pinter et al. (112; 114) (2001/2006) wurden Cross Spiral (CSPI) Losungen mittels
kubischer Amplitudengleichungen inklusive Kopplungen quintischer Ordnung beschrieben.

Strukturen

Wie bereits zuvor erwéhnt gibt es im Taylor-Couette System eine sehr grofie Anzahl ver-
schiedenster auftretender Strukturen. Deshalb kann und soll hier nur ein kurzer Uberblick
iiber Existenzbereich, raumzeitliches Verhalten und die Stabilitédt unterschiedlicher Losun-
gen gegeben werden. Die fiir diese Arbeit interessanten Strukturen werden in Kapitel 3 im
Einzelnen genauer beschrieben.

Frithe Simulationen von Taylor Wirbel Zustdnden im periodischen System gehen auf
Majumdar und Spalding (94) (1977) und Meyer-Spasche und Keller (138) (1980) zuriick.
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Rechnungen mit endlichen Geometrien hierzu wurden spéter unter anderem von Liicke und
Roth (91) (1990) durchgefiihrt.

Erste experimentelle Untersuchungen von Wavy Vortex Zusténden fiir n = 0.5 und
Ry = 0 sind von Fenstermacher et al. (49) (1979) durchgefiihrt worden. Ihre Beobachtungen
ergaben einen quasiperiodischen Zustand. Eine genauere Betrachtung dieser Struktur ist
in einer Veroffentlichung von Marcus (93) (1984) fiir Parameter Ry = 0,7 = 0.875, A = 3
und M = 6 zu finden. Die Losungen der nicht achsensymmetrischen Spiral Wirbel wurden
erst relativ spit von Krueger et al. (75) (1966) prognostiziert, dann aber zwei Jahre danach
durch Snyder (137) experimentell bestétigt.

Insgesamt gibt die Arbeit von Andereck et al. (7) (1986) einen sehr guten Uberblick
iiber die verschiedenen im Taylor-Couette System auftretenden Strukturen. Sie ermittelten
experimentell ein Phasendiagramm fiir einen groflen Parameterbereich bei n = 0.883 und
20 < I <€ 48. Dabei variierten die Antriebe in einem sehr weiten Bereich von 0 < R; < 2000
und —4000 < Ry < 1000.

Eine Untersuchung von Struktur und Existenz nichtlinearer SPI Losungen bei n =
0.8 und periodischen Randbedingungen ist in der Arbeit von Antonijon et al. (9) (1998)
fiir hohe Reynoldszahlen unter Verwendung eines Pseudospektralcodes gegeben. Visuelle
Darstellungen aus der Diplomarbeit von Hoffmann (61) (1998) geben Aufschluss iiber die
Struktur der SPI.

Von DiPrima und Grannick (38) (1971) wurden erstmals im Rahmen von gekoppelten
kubischen Amplitudengleichungen die Existenz axial stehender RIB Zustédnde fiir n = 0.95
vorausgesagt, die sich in ihren Untersuchungen fiir M = 3 instabil vorwértsbifurkierend
bzw. fiir M = 4 instabil vor- und riickwértsbifurkierend zeigten. Von Tagg et al. (143)
(1988) wurden fiir n = 0.727 zuerst experimentell und dann auch numerisch RIB Zusténde
der azimutalen Wellenzahl M = 2 stabil beobachtet. Der experimentelle Nachweis von RIB
Losungen als eine Folge einer vorwérts gerichteten Hopfbifurkation wurde von Langenberg
et al. (77) (2003) fiir n = 0.5 und I" ~ 6 erbracht.

In der Veréffentlichung von Hoffmann et al. (66) (2009) werden stabile Wavy Struktu-

ren, Wavy Taylor Wirbel (wTVF) und Wavy Spiral Wirbel (wSPI) diskutiert, die als Uber-
gangsstrukturen zwischen den toroidal geschlossenen TVF und den helikalen SPI Losungen
auftreten.

Komplexere Strukturen wurden erstmals von Pinter et al. (114) (2006) mithilfe numeri-
scher Simulationen, unter der Annahme periodischer Randbedingungen gefunden. Hierbei
handelt es sich um sogenannte Cross Spirals (CSPI), d.h. gekoppelte Spiralwirbel Zusténde
gleicher azimutaler Wellenzahl, aber entgegengesetzter Helizitét.

Neuere Untersuchungen von noch allgemeineren und komplexeren Strukturen, soge-
nannte Mixed Cross Spirals (MCS) wurden von Altmeyer et al. (5) (2010) durchgefiihrt.

Diese stellen eine nichtlineare Kopplung und Uberlagerung zweier SPI Zusténde unter-
schiedlicher Helizitdt und im Allgemeinen unterschiedlicher azimutaler Wellenzahl dar. So-
mit ergeben sich unter anderem eine Vielzahl der bereits bekannten Strukturen im Taylor-
Couette System, wie z.B. CSPI und RIB, als Spezialfille dieser neuen Losungen.

Durchfluss

Ein axialer Druckgradient bricht die z — —z Symmetrie des Systems, was weitreichende
Konsequenzen hat. So z.B. liegen L- und R-SPI Zustédnde nicht mehr symmetrieentartet
vor und die RIB Losung existiert {iberhaupt nicht mehr.

Eine Vielzahl verschiedenster Effekte aufgrund endlichen Durchflusses ist bereits teil-

weise in den frithen 1930er Jahren untersucht worden. (24) gibt einen Uberblick iiber
Publikationen zu diesem Thema. In spéateren Untersuchungen stand die lineare Analyse
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des Wettbewerbs zwischen der Scher- und Zentrifugalinstabilitét (51), oder aber lineare
Spiral und Taylor Wirbelfronten und Pulse (114), so wie die schwach nichtlineare Bifur-
kationsanalyse von axial ausgedehnten Spiralen, Ribbons und komplexeren kombinierten
Zustanden mit homogenen Amplituden (119; 31) im Vordergrund.

Weiterhin wurden zahlreiche weitere theoretische, numerische Analysen im Bezug auf
die verschiedenen Stabilitdtsbereiche durchgefiihrt. So z.B. fiir Musterselektion im absolut
instabilen Bereich unter Durchfluss (24), Muster im konvektiv instabilen Bereich unter
Rauschen (140; 92; 37) und die Analyse der Sensibilitét gegeniiber Rauschen an der Grenze
zwischen konvektiver und absoluter Instabilitét (15; 141).

Weitere experimentelle Untersuchungen des Einflusses von Durchfluss auf TVFEF und
SPI Losungen fiir n = 0.707 und Ry = 0 wurden von Tsameret und Steinberg (150) (1994)
durchgefiihrt. Hierbei wurden lange Systeme I' > 48 untersucht und ein Phasendiagramm
aufgenommen. Eine Analyse der kritischen Werte als Funktion des axialen Durchflusses (bis
Re = 120) fiir ein System mit n = 0.5 ist in der Arbeit von Meseguer und Marques (99)
(2002) zu finden. In der Arbeit von Hoffmann et al. (63) (2004) wurde der Einfluss ei-
nes axial aufgeprigten Durchflusses auf TVF und SPI Zusténde im Hinblick auf deren
Amplituden und Frequenzen, sowohl fiir lange, als auch sehr kurze Systeme diskutiert.

Konvektive und absolute Instabilitit

Befindet sich das System im iiberkritischen Bereich, d.h. oberhalb einer kritischen Schwel-
le, so kénnen Storungen mit verschiedenen axialen Wellenzahlen aus einem ganzen Band
heraus anwachsen. Die Superposition dieser verschiedenen iiberkritischen Moden fiihrt zu
Wellenpaketen, deren Rénder eine auf- und abklingende Front darstellen. Entscheidend fiir
das Verhalten dieses lokalisierten Wellenpaketes ist die zugehorige Gruppengeschwindig-
keit, durch die das Wellenpaket auch im iiberkritischen Parameterbereich aus dem System
heraustransportiert werden kann. Erst bei noch hoheren Antrieben wéchst die Storung
schneller als der Wegtransport durch die Gruppengeschwindigkeit erfolgt. In diesem Fall
breitet sich die Stérung dann im ganzen System aus. Hieraus resultieren zwei unterschied-
liche Stabilitatsschwellen, die sogenannte konvektive und die hohere absolute Instabilitéts-
schwelle.

Bereits in den Arbeiten von Liicke et al. (89; 90) (1984/1985) wurden Frontlosungen
zwischen dem CCF Grundzustand und dem rotationssymmetrischen TVF Zusténde bei
[' = 25 numerisch untersucht. Die konvektive Instabilitdt im Zusammenhang mit dem
Taylor-Couette System wurde erstmals in der Arbeit von Tagg et al. (144) (1990) unter-
sucht. Dort wurde der komplexe Ginzburg Landau Eigenwert bestimmt und die zugehérigen
Koeffizienten fiir lineare m = 1 und m = 2 SPI Lésungen bei verschiedenen Radienverhalt-
nissen, 1 = 0.65,0.727, 0.8, berechnet.

Die Schwelle zwischen konvektiver und absoluter Instabilitdt fiir TVF Losungen bei
Ry = 0,7 =0.738,I' = 144 wurde erstmals von Babcock et al. (12) (1991) bestimmt. Reck-
tenwald et al. und (123) (1993) untersuchten im Rahmen der Ginzburg Landau Gleichung
Taylor Wirbel im Bereich Re < 20 und Radienverhiltnissen, 0.1 < n < 0.975. Weitere
experimentelle Untersuchungen beziiglich konvektiver und absoluter Instabilitdtsschwellen
bei axialem Durchfluss wurden von Tsamaret et al. (148; 149) (1991/1994) vorgenommen.

Biichel et al. (24) (1996) beschéftigten sich mit der Frontpropagation von Taylor Wir-
beln und verglichen Ergebnisse aus numerischer Simulation und Amplitudengleichung. Eine
Diskussion von Frontlosungen und der Schwelle zwischen konvektiver und absoluter Instabi-
litdt im Rayleigh-Bénard System wurde in der Veréffentlichung von Biichel und Liicke (25)
(2000) behandelt.
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Eine sehr ausfiihrliche Diskussion iiber Fronten ist in der Arbeit von Saarloos et al. (128)
zu finden.

In einem 1 = 0.5 System wurden von Pinter et al. (112; 114) (2003/2006), fiir M = 0
und M = 1 Losungen, im Bereich, 150 < Ry < 50, die Schwellen der konvektiven und
absoluten Instabilitidt als Funktion des Durchflusses bestimmt und Ergebnisse der vollen
linearen Analyse mit denen der Amplitudengleichung verglichen. Entsprechende Messungen
fir TVF und SPI Losungen wurden im Anschluss experimentell von Langenberg et al.
(2004) vorgenommen, deren Ergebnisse hervorragend mit den theoretisch vorhergesagten
iibereinstimmten.

Eine weiterfithrende Analyse von linearen |m| = 2 SPI Zustédnden von Altmeyer et
al. (2) (2007) ergab ein neues unerwartetes Verhalten von lokalisierten Stérungen. Bei
bestimmten Parameterkombinationen schien es moglich das System iiber eine zweite kon-
vektive Stabilitdtsschwelle aus dem absolut instabilen zuriick in den konvektiv instabilen
Bereich zu treiben. Neben diesen konnten auch noch Inseln marginaler Stabilitéit ermit-
telt werden, d.h. Gebiete, in denen M = 2 SPI Stérungen wachstumsfihig sind, die aber
umschlossen sind von solchen, in denen diese Stérungen immer weggedampft werden.
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1.3 Aufbau des Taylor-Couette Systems

Das Taylor-Couette System besteht aus zwei konzentrischen Zylindern mit unterschiedli-
chen Radien r; und 7y, zwischen denen sich ein Fluid befindet. Die beiden Zylinder kénnen
dabei unabhéngig voneinander in gleicher oder entgegengesetzter Richtung rotieren. Das
verwendete Fluid wird im Allgemeinen als inkompressibel und isotherm mit kinematischer
Viskositéit v angenommen und fiillt den Spalt zwischen den Zylindern vollsténdig aus. Der
Aufbau Systems ist in der Abbildung 1.1 schematisch dargestellt und in der Tabelle 1.1 sind
die wichtigsten charakteristischen Groflen zusammengefasst. In axialer Richtung kénnen

| e

=
A\ | 9. D;

N N
~—

Abbildung 1.1 — Schematische Darstellung des Taylor-Couette Systems (TCS) fiir periodische
Randbedingungen (pbc).

dem System (zumindest in der Theorie) verschiedene Randbedingungen auferlegt werden:

e Periodische Randbedingungen (pbc):
Bei periodischen Randbedingungen werden sowohl das Geschwindigkeits- als auch das
Druckfeld nach einer axialen Wellenldnge! \ wiederholt. Die pbc Randbedingungen

'Diese wird fiir pbc Randbedingungen von aufien durch die axiale Wellenzahl k fest vorgegeben. Im
periodischen System gilt gerade L = A =T.



KAPITEL 1. DAS TAYLOR-COUETTE SYSTEM - SYSTEMBESCHREIBUNG

1 = innerer Zylinderradius
ro = &auferer Zylinderradius
d = Spaltbreite: ro — ry
L = Lénge des Zylinders
r = Aspektverhéltnis: %
n = Radienverhiltnis:
u(r,t) = Ceschwindigkeitsfeld (r € R?)
P = Druck
p = Massendichte
v = kinematische Viskositat
0 = Winkelgeschwindigkeit des inneren Zylinders
Qs = Winkelgeschwindigkeit des d&ufleren Zylinders

Tabelle 1.1 — Charakteristische Grofien des Taylor-Couette Systems (TCS).

sind sowohl Grundlage der linearen Stabilitdtsanalyse (Anh. A), finden aber ebenso,
aufgrund eines geringeren Rechenaufwandes, Anwendung bei voll numerischen Simu-
lationen (Anh. D). Bei letzteren ist allerdings darauf zu achten, dass es im Vergleich
mit Experimenten insbesondere bei kurzen? Systemen zu Differenzen in den Ergebnis-
sen der Losungen kommen kann. Fiir gentigend lange Systeme, I' > 12 (62; 64), sind
periodische Randbedingungen mit einer Wellenlénge A\ zur Beschreibung periodischer
Wirbelstrukturen im Bulk vollkommen ausreichend, da randindzierte Storungen ex-
ponentiell in den Bulk hinein abnehmen. Es ist allerdings zu beachten, dass hierdurch
einzelne Instabilitdtsmechanismen unter Umsténden nicht beriicksichtigt werden. Ein
Beispiel hierzu wére etwa die Eckhaus Instabilitéat (42).

e Endliche Randbedingungen (rbc):
Hierbei handelt es sich um die klassischen, im Experiment von Natur aus vorge-
gebenen Randbedingungen. Dort werden sie durch Deckel am oberen und unteren
Ende der Zylinder realisiert, die z.B. mit einem der beiden Zylinder mitrotieren, oder
aber stationér sind, den Spalt aber axial vollkommen abschlielen. Als charakteristi-
sche Systemgrofie wird meistens das Aspektverhéltnis, I' := L/d, benutzt, welches
das Verhéltnis von Zylinderlange L und Spaltbreite d beschreibt. Grofies [kleines| I'
bedingt einen kleinen [groBen| Einfluss der Deckel auf die, im System entstehenden
Strukturen. Je ldnger das System ist, umso weniger ist der Einfluss von randindu-
zierten Storungen in der Mitte des Bulks zu spiiren. Verantwortlich hierfiir sind die
im endlichen System in der Nédhe der Deckel immer existierenden Ekman Wirbel,
die einen rotationssymmetrischen m = 0 Modenanteil in den Bulk induzieren. Dieser
klingt zwar exponentiell in das System hinein ab, bleibt aber immer vorhanden. Die
unterschiedlichen Grenzfille diesbeziiglich sind hierbei in der Literatur (62; 77; 78)
zu finden. In der Simulation werden endliche Randbedingungen, wie in Anhang D
beschrieben, realisiert. Im Fall langer Systeme kostet dies zwar einen hoheren Rechen-
aufwand, hat aber eine Minimierung der Differenzen in den Ergebnissen, verglichen
mit experimentellen Daten, zur Folge. Insbesondere ist dies in Kapitel 5 von Inter-
esse, das sich unter anderem mit Storungen befasst, die durch die axiale Berandung

2Hier ist der Einfluss der Rénder natiirlich gerade entscheidend.
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des System entstehen, bzw. durch diese modifiziert werden.

In der hier vorliegenden Arbeit werden sowohl Systeme mit periodischen, als auch mit end-
lichen Randbedingungen untersucht. Im Fall periodischer Randbedingungen werden fast
ausschliellich Systeme mit einer kleinen Lénge L simuliert, so dass die dort auftretenden
Strukturen eine Wellenlénge A = L (mit entsprechender Wellenzahl k = 27/)) besitzen.
Fiir endliche, feste Randbedingungen wird in Kapitel 5 [9] ein I" = 12 [10] System angenom-
men. Dies hat unter anderem zur Folge, dass die Wellenzahl nicht mehr fest vorgegeben
ist, sondern vielmehr vom System selbst, aus allen zur Verfiigung stehenden Wellenzahlen,
selektiert wird.

An den Zylinderwénden des dufleren und inneren Zylinder werden immer no-slip (haf-
tende) Randbedingungen angenommen, die besagen, dass das Fluid am Zylinderrand die
gleiche Geschwindigkeit wie der Zylinder selbst besitzt.

Das vorwiegende Interesse gilt der Untersuchung von Geschwindigkeits- und Druckfel-
dern, welche das Stromungsverhalten der Fliissigkeit zwischen den Zylindern charakteri-
sieren, sowie Ubergénge verschiedener Bewegungsformen und Strukturen. Aus Geometrie-
griinden werden die Felder hierzu in Zylinderkoordinaten (7, ¢, z) umgeschrieben:

u(r) = ue, + ve, + we,. (1.1)

Hierbei entsprechen u der radialen, v der azimutalen und z der axialen Geschwindigkeits-
komponente des Stromungsfeldes.

1.4 Grundgleichungen

Der Ausgangspunkt zur Berechnung der Geschwindigkeitsfelder sind sogenannte Bilanz-
gleichungen fiir Masse und Impuls. Hierbei wird im Folgenden von inkompressiblen (p =
konst.) Fliissigkeiten ausgegangen.

e Die Massenbilanz fiihrt auf eine (hier noch allgemeine) Kontinuitditsgleichung:

0
o+ V- (pu) =0, (1.2)

die sich im vorliegenden Fall inkompressibler Fliissigkeiten (p = konst.) zu
V-u=0 (1.3)
vereinfacht.

e Die Impulsbilanz liefert die Navier-Stokes Gleichungen (NSE) (76):

ou 9 1
Frie vViu— (u-V)u-— ;Vp. (1.4)

Die beiden Gleichungen (1.3) und (1.4) stellen die Grundlage zur Beschreibung des TCS
dar.

Wie bereits erwéhnt werden in radialer Richtung no-slip Randbedingungen an den Zylin-
dern angenommen. Desweiteren werden dem System in axialer Richtung (i) periodische



12 KAPITEL 1. DAS TAYLOR-COUETTE SYSTEM - SYSTEMBESCHREIBUNG

Randbedingung auferlegt, um axial periodische Strukturen in langen Zylinder zu simulie-
ren.

0 0
u(ry) = ( 7"1521 ) , u(ry) = ( T2(§22 ) , u(z) =u(z+ L), p(z) =p(z+ L).

Zur Simulation endlicher Systeme (ii) werden aber auch Deckel in axialer Richtung
betrachtet.

1.4.1 Entdimensionalisierung

Zur Implementierung der Grundgleichungen (1.3) und (1.4) werden diese zuerst folgender-
mafen entdimensionalisiert (vgl. auch Abb. 1.1).

e Lingenskala:

rory ry A
T7T17T27)\17v7v2 B E7j’§7j7dV7d2V2
e Geschwindigkeitsskala:
u
: 1.5
. ¢ (1.5)
e Zeitskala (Impulsdiffusionszeit):
0 v d*0
t— =t ——
ot d?’ v ot
e Druck?:
d
N '
p prlﬂlyp
Dies fiihrt zu den entdimensionalisierten Gleichungen:
0
= a—ltl = V?u- Ri(u-V)u- Vp, (1.6)
V-u = 0. (1.7)
Hierbei sind die auftretende innere und duffere Reynoldszahl wie folgt definiert:
Od Qod
Rlzzrll, RQ:ZTQQ.

14 14

Aufgrund der hier vorliegenden Systemgeometrie bietet es sich an, die Gleichungen (1.3)
und (1.4) in Zylinderkoordinaten umzuschreiben. Zusammen mit der Entdimensionalisie-
rung (1.5) erhdlt man die von nun ab verwendete Darstellung der System beschreibenden
Gleichungen:

3Zur genaueren Implementierung und der Gewéhrleistung der Impulserhaltung sei an dieser Stelle auf
Anhang D verwiesen.
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e Navier-Stokes Gleichungen:

% - VQU—Rl(u~V)u—%—T—222—;+R1%2—%,
% - v%—Rl(u-V)v—:—ﬁ%g—Z—Rl%—%g—Z, (1.8)
%—Z) = Viuw—Ri(u-V)w— %
o Kontinuitditsgleichung:
0 - %%(MH%%H%W (1.9)

e Randbedingungen (no-slip und periodisch):

0 0
u(TZ%):<é>a U(T:ﬁ):<é>v (1.10)

u(z=0)=u(z=1L), p(z=0)=p(z=1L)
wobei gilt:
> _ 10 (0N 10 &
Ve o= ror \' or +r28g02+022’
Jd v 0 0

(u-V) = u—+-———+w-—.

1.4.2 Grundzustand
Reine Rotation - Circular Couette Flow (CCF)

Fiir kleine Reynoldszahlen R;, Ry und ohne externen Durchfluss, Re = 0, bildet sich eine
rein radiale Stromung innerhalb des Spalts aus. Hierbei handelt es sich um ein laminares
Stromungsprofil um die Zylinderachse (siehe Abb. 1.2), zumindest fiir pbc Bedingungen.
Aufgrund der Symmetrie der Randbedingungen ist dieses Feld rotations- und z transla-
tionsinvariant und muss an beiden Seiten verschwinden. Das Profil dieses, als Circular
Couette Flow (CCF) bezeichneten Feldes, lautet somit:

0
Uccr = ( Uccg(r) > y PccFr EPCCF(T)- (1-11)

Setzt man nun (1.11) in die obigen Grundgleichungen (1.8) ein, so reduzieren sich diese
zu

;E—f-ﬁ—ﬁ) veer(r) =0, (1.12)

UQCCF(’F) _ aPCCF(T)
! r or '’

(1 g 0 1

R (1.13)
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CCF, R =-150..50 CCF,n =0.1..0.9

0.5

veln °

—0.5

Abbildung 1.2 — Einfluss von Ry und n auf das Geschwindigkeitsprofil vocr(r)
des Circular Couette Flow. Kontrollparameter: Ry = 150, Re = 0; links: n = 0.5, rechts:
Ry =0.

mit der allgemeinen Losung
B
voor(r) = Ar + ot (1.14)

deren Integrationskonstanten A und B aus den Randbedingungen (1.10) folgen. Dabei
ist zu beachten, dass diese jedoch auch noch von der gewéhlten Entdimensionalisierung
abhéngig sind. Im hier vorliegenden Fall ergeben sich diese zu:

W ol -p) (1.15)

n(1+n)’ (L=n)(1—-n?*

Der Druck wird durch Aufintegration von (1.13) gewonnen:

r v 2 T/
peor(r) = R / 20er 1) gy

/
1 T

r

2
_ & [A2r'2 +4ABIn(r') — B—}

5 - (1.16)

1

Reiner Durchfluss - Annular Poisseuille Flow (APF)

Prégt man nun dem System im Gegensatz zu dem vorherigen Abschnitt einen in axialer
Richtung verlaufenden Druckgradienten auf, so kommt es zur Ausbildung eines stationéren
Durchflusses entlang der z Achse. Dieser wird als Annular Poiseuille Flow (APF) bezeich-
net (siche Abb. 1.3), dessen Profil gegeben ist zu:
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APF, Re=-1..5 APF,n=0.1..0.9
19 0.9

v._ (0.8 / /i
APF N / //;/;
[

0.05 -

0.04

0.03 1

b\\gkg\

V.-{No.02

0.01 | )

0.2 “u“"
I

—0.011 T - ﬁqu_iii_iﬂj / T 0] T T T T
0.2 04— 06 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 1.3 — Einfluss von Ry und 7 auf das Geschwindigkeitsprofil wapg(r) des
Annular Poiseuille Flow. Kontrollparameter: Ry = 150, Ry = 0, links: n = 0.5, rechts:
Re =1.

0
UAPF(T') = ( 0 ) y DAPF ZPAPF(T, 2) (1-17)

wAPF(T’ )

Analog wie schon zuvor beim CCF reduzieren sich die NSE und die Kontinuitétsgleichung
durch das Einsetzen dieses Geschwindigkeits- und Druckprofils (1.17) in die Gleichung
(1.8), hier zu:

Opapr(r,2) _ (3 N 1) Owapp(r) (1.18)

0z or ' r or

Hierbei gilt a’%‘% := von aufen angelegter Druckgradient. Die Losung dieser Differential-
gleichung ergibt sich zu:

1 2 1 D
wapp(r) = 2APEL (2 oy 4 py = e 2RI H D (1.19)
0z 4 E
mit der Durchflussreynoldszahl (vgl. auch Anh. A)
10
Re = /wApF(r)d'r =1 pg;FE. (1.20)

Die auftretenden Integrationskonstanten C, D und F folgen aus den jeweiligen Randbedin-
gungen und lauten in der hier verwendeten Entdimensionalisierung;:

147

¢ = Ty

(1.21)
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C(tphi-g 1
S P Yo R (L (122)
L=+ (L +9)in(n)

(1 —mn)%n(n)

(1.23)

Gesamtgrundzustand

In den beiden vorherigen Abschnitten wurden die beiden Grenzfille, im unterkritischen
Bereich, der im System auftretenden Strukturen fiir die Fille ausschliellicher Rotation
und reinen Durchflusses diskutiert. Fiir den Fall, dass sowohl der Durchfluss Re, als auch
die Rotationsgeschwindigkeit des inneren Zylinders €2y hinreichend klein sind, ergibt sich
ein stationdrer Grundzustand (Index G), der sich additiv aus diesen beiden superponieren
lasst und, fiir pbc Bedingungen, eine Losung der NSE in allen Parameterkombinationen
darstellt.

0
uc(r) =uccr(r) + uapr(r) = ( ;}}CCF((Z)) ) : (1.24)

Unter rbe Bedingungen gilt diese Losungen streng genommen nicht, bzw. nur eingeschrénkt
in der Mitte des Bulks, da dort die Einfliisse der Deckel und der durch diese in das System
induzierten Stérungen vernachléssigbar sind.

1.5 Numerische und analytische
Untersuchungsmethoden

In diesem Abschnitt werden kurz die verschiedenen Methoden vorgestellt, die zur Unter-
suchung des Taylor-Couette Systems in dieser Arbeit benutzt wurden.

Zunéchst einmal ist hier die Lineare Stabilitdtsanalyse zu nennen. Mit Hilfe dieser lédsst
sich der Antrieb ermitteln, ab welchem einzelne Moden den Grundzustand storen. Im
Rahmen dieser Arbeit wird die Lineare Analyse einerseits zum Vergleich von Bifurkations-
schwellen und marginalen Frequenzen mit denen der vollen numerischen Simulation heran-
gezogen. Andererseits werden im Anhang B konkrete lineare m = 2 Spiralwirbelstorungen
untersucht, was eine Fortsetzung und Verallgemeinerung meiner Diplomarbeit (2) darstellt.
Das Verfahren hierzu wird in Anhang A kurz beschrieben. Entscheidend hierbei ist, dass die
Lineare Stabilitdtsanalyse nur Aussagen iiber das Verhalten bzw. die Entwicklung einzel-
ner Moden direkt am Onset machen kann. Somit kénnen die Bifurkationsschwelle, kritische
Wellenzahl und Frequenz bestimmt werden.

Zur vollstindigen Numerischen Simulation der Stromungen werden die beiden, in An-
hang D beschriebenen, numerischen Verfahren, G2D2 und G1D3, verwendet. Diese sind
im Wesentlichen sehr &hnlich, unterscheiden sich aber in der verwendeten Diskretisierung
und der Entwicklung nach harmonischen Funktionen. Der Code G2D2 benutzt eine Diskre-
tisierung in radialer r Richtung und der Zeit ¢ (D2) kombiniert mit einer Entwicklung nach
harmonischen Funktionen in azimutaler ¢ und axialer z Richtung (G2). Demgegeniiber
wird in dem Code G1D3 eine Diskretisierung in der gesamten r — z Ebene und der Zeit ¢
(D3) benutzt, wihrend nur in azimutaler ¢ Richtung nach harmonische Funktionen ent-
wickelt wird (G1). Die Vor- und Nachteile beider Verfahren werden in Anhang D genauer
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diskutiert. Die Erfiillung der Kontinuitétsgleichung wird in beiden Féllen durch ein Nach-
regulieren des Drucks nach jedem Iterationsschritt gewéhrleistet. Im Wesentlichen beruht
dies auf der Losung einer Poisson Gleichung, wie in Anhang D.1.4 genauer beschrieben.
Da diese beiden Verfahren die wesentliche Untersuchungsmethode dieser Arbeit darstellen,
werden sie fast vollstdndig hergeleitet (Anh. D) und die zur Implementierung notwendige
Diskretisierung der Felder (Anh. E) vorgestellt. Mit Aufinahme von Anhang B sind alle
Phasendiagramme wie auch Bifurkationsdiagramme dieser Arbeit mit den Verfahren G2D2
oder G1D3 berechnet worden.

Amplitudengleichungen stellen eine Theorie zur schwach nichtlinearen Analyse zur Ver-
fiigung. Hierbei werden schwach nichtlineare Terme beriicksichtigt, so dass diese Theo-
rie auch bei vorwirts bifurkierenden Strukturen etwas oberhalb des Einsatzpunktes ihre
Giiltigkeit behélt. In dieser Arbeit finden die Amplitudengleichungen nur in Kapitel 4 im
Rahmen eines einfachen Dreimodenmodells Verwendung, sowie in Anhang D zur Uber-
priifung der Genauigkeit der benutzten numerischen Verfahren. Zusétzlich werden sie noch
in Anhang B als Vergleichsreferenz benutzt, um das dort beschriebene Verhalten zu quan-
tifizieren.
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Teil 1

Klassisches Taylor-Couette System
mit newtonschem Fluid
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Kapitel 2

Einfithrung Teil I

2.1 Motivation

Auch wenn das Taylor-Couette System schon zu den etwas betagteren Modellsystemen
zéhlt, so existieren immer noch interessante und vor allem grundlegende Fragestellungen,
die bislang noch gar nicht bzw. nur unzureichend untersucht und geklért sind. Eine solch
interessante Fragestellung ist zum Beispiel wie der Ubergang von toroidal geschlossenen
Taylor Wirbeln hin zu offenen, helikalen Spiral Wirbeln ablduft. Hierbei handelt es sich
um eine Fragestellung von sehr allgemeinem Interesse, und zwar, wie eine stehende Welle
(z.B. TVF) in eine wandernde Welle (z.B. SPI) iibergeht.

Ebenso lassen sich im klassischen System auch heute noch immer neue, bislang unbe-
kannte und somit nicht klassifizierte Strukturen, wie auch die, in dieser Arbeit untersuchten,
Mixed Cross Spirals finden.

Zusammenfassend kann man feststellen, dass sich doch immer noch neue Erkenntnisse
aus diesem alten Modellsystem gewinnen lassen. Dies gilt bereits fiir ein klassisches newton-
sches Fluid das sich im Bulk zwischen den Zylindern befindet, wie es im ersten Teil dieser
Arbeit betrachtet wird. Insbesondere aber natiirlich auch fiir komplexere Fliissigkeiten, wie
z.B. Ferrofluide im System, die im zweiten Teil dieser Arbeit diskutiert werden.

2.2 Gliederung und Ziele — Teil T —
Durchgefiihrte Untersuchungen

Im Teil I der hier vorliegenden Arbeit, Kapitel 4-6, wird ausschlielich das klassische Taylor-
Couette System betrachtet, bei dem der Spalt zwischen den Zylindern mit einem newton-
schen Fluid befiillt ist.

In Kapitel 3 wird zunéchst mit Hilfe verschiedener Phasendiagramme ein ausfiihrli-
cher Uberblick iiber die in dieser Arbeit untersuchten Parameterbereiche gegeben. Danach
werden die verschiedenen hierbei auftretenden Strukturen im Detail charakterisiert. Dies
geschieht unter anderem durch Betrachtung der zugehorigen Modenspektren, wie auch
der Darstellung in 2D Vektorplots charakteristischer Schnittebenen und 3D Isoflichen der
azimutalen Vortizitédt €),. Beide letzteren Darstellungen dienen insbesondere der Charakte-
risierung des raumzeitlichen Verhaltens der einzelnen Strukturen. Fiir verschiedene komple-
xere (Mehrmoden-) Zusténde wird eine Superposition aus Einmodenzusténden betrachtet.

21
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In Kapitel 4 werden Ubergénge zwischen topolgisch unterschiedlichen Wirbelstruktu-
ren, den toroidal geschlossenen Taylor Wirbeln und den offenen, helikalen Spiral Wirbeln,
unter der Annahme periodischer Randbedingungen untersucht. Es wird gezeigt, dass diese
Ubergénge iiber sekundér, vorwéarts bifurkierende Wavy Strukturen, Wavy Taylor Wirbel
und Wavy Spiral Wirbel, vollzogen werden. Hierzu werden die Bifurkations- und Stabi-
litdtseigenschaften der einzelnen Strukturen diskutiert. Alle Rechnungen diesbeziiglich sind
Ergebnisse der vollen numerischen Simulation.

Dabei konnten die hier diskutierten stabilen Wavy Strukturen als Ubergangsstrukturen
zwischen verschiedenen Zustdnden erstmals numerisch berechnet werden, nachdem sie be-
reits zum Teil in der Literatur theoretisch vorhergesagt wurden. Insbesondere der Ast der
stabilen Wavy Spiral Wirbel war bislang noch nicht bekannt. Es konnten verschiedene Pa-
rameterbereiche gefunden werden, in denen diese Wavy Losungen bistabil mit einer reinen
Struktur existieren. Die jeweiligen Wavy Losungen bifurkieren sekundér aus der topolo-
gisch identischen reinen Struktur heraus, wTVF aus TVF und wSPI aus SPI Loésungen,
und nédhern sich der Ribbon Losung an. Da diese im untersuchten Parameterbereich aber

immer nur als instabile Losung vorliegt, vollzieht das System einen transienten Ubergang
hin zu der jeweils einzig stabil im System verbleibenden Losung.

Die hier gefundenen Wavy Strukturen als Ubergangsstrukturen werden in einem weiten
Parameterbereich beziiglich der inneren und dufleren Reynoldszahl sowie der Wellenzahl
klassifiziert und auch hinsichtlich ihrer Frequenzen untersucht. Zusammenfassend ergibt
sich als 3D Phasendiagramm eine Art Zwiebelschalenmodell, in dem die verschiedenen
Strukturen in unterschiedlichen Ebenen iibereinander stabil und zum Teil auch bistabil
existieren. .

Besonderes Augenmerk lag hierbei auf dem raumzeitlichen Verhalten wéhrend des Uber-
gangs und insbesondere der dabei beteiligten Moden. Es zeigte sich, dass es sich um eine
nicht nichtlineare Anregung handelt, die mit Hilfe eines einfachen Dreimodenmodells be-
schrieben werden kann.

Das folgende Kapitel 5 stellt die logisch konsequente Weiterfithrung des vorangegenge-
nen Kapitels dar. Hier werden die zuvor betrachteten Ubergédnge unter der realistischeren
Annahme eines endlichen Systems (I' = 12) mit Deckeln an beiden Enden betrachtet. Das
Interesse liegt dabei gerade auf den durch diese Deckel permanent in das System induzier-
ten Storungen und die hieraus resultierenden Einfliisse auf die verschiedenen Uberginge
und Strukturen. )

Verglichen mit dem periodischen existiert im endlichen System nur der Ubergang von
TVF zu wSPI Losungen in dhnlicher Art und Weise mit stabilen Wavy Taylor Wirbeln als
Ubergangsstrukturen. Der einzige Unterschied besteht lediglich darin, dass aufgrund der
an den Réndern immer vorhandenen Ekman Wirbel permanent Stérungen in das System
hineingetragen werden, so dass keine reinen Spiralen sondern nur Wavy Spiral Wirbel exi-
stieren. Der Ubergang in umgekehrter Richtung von SPI-wSPI—-TVF Loésungen existiert
im endlichen System so {iberhaupt nicht, da hier die (Wavy) Spiral Wirbel, als notwendi-

ge Ausgangsstruktur fiir diesen Ubergang in dem entsprechenden Parameterbereich nicht
als stabile Losungen existieren. Stattdessen konnte aber fiir andere Parameter ein anderes
Ubergangszenario von wSPI zu TVF Losungen beobachtet werden. Hierbei propagiert ein
Defekt axial durch den Bulk und verdréngt die urspriinglich vorliegende wSPI Struktur.
Entscheidend bei endlichen Randbedingungen ist auch, dass das System nun nicht mehr
eine von auflen fest vorgegebene Wellenzahl besitzt, sondern diese vielmehr aus allen zur
Verfiigung stehenden Wellenzahlen selbst selektiert. So z.B. konnen diverse Taylor Wirbel
Strukturen mit verschiedenen Wellenzahlen, d.h. unterschiedlicher Anzahl an Wirbelpaa-
ren, im Bulk parallel stabil nebeneinander existieren. Bei der sekundéren Bifurkation einer
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Wavy Taylor Wirbel Losung aus einer dieser Taylor Wirbel Losung bleibt die Wellenzahl
dabei unveréndert, wihrend sie sich im Allgemeinen bei dem transienten Ubergang hin

zu der Wavy Spiral Struktur verdndern kann. Diese Anderung der Wellenzahl ist dabei
insbesondere von der Systemldnge abhéngig.

Das Kapitel 6 befasst sich mit komplexeren helikalen Strukturen, sogenannten Mi-
xed Cross Spirals, die wie der Name bereits vermuten lésst, aus unterschiedlichen Spiral
Zusténden zusammengesetzt sind. In erster Naherung kann man sich diese Strukturen als
eine Superposition zweier reiner Spiralen unterschiedlicher Helizitdt und im Allgemeinen
auch unterschiedlicher Ganghohe bzw. azimutaler Wellenzahl vorstellen. Die jeweilige ma-
jorante Mode bestimmt dabei die Helizitdt und damit die Propagationsrichtung der Mixed
Cross Spiral Struktur, wihrend die minorante Mode eine Modulation hervorruft, die dieser
iiberlagert ist und gerade in entgegengesetzter Richtung wandert.

Diese Strukturen bifurkieren jeweils sekundér aus einem reinen Spiral Zustand heraus.
Dabei konnen im Wesentlichen zwei Félle auftreten. Entweder liegt die Mixed Cross Spiral
Losung als eine Art Bypass Losung (i) vor, d.h. sie endet erneut in der Spiral Losung, aus

der sie entstanden ist, oder sie beschreibt eine Ubergangslosung (ii) und verbindet zwei
unterschiedliche Spiral Losungséste miteinander. Beide Szenarien sind neu und bislang in
der Literatur noch nicht beschrieben worden.

Diese neuen Mixed Cross Spiral Losungen charakterisieren sehr allgemeine Zusténde,
aus denen sich eine grofie Anzahl weiterer, schon lange bekannte Losungen im Taylor-
Couette System als Spezialfille ableiten lassen. So handelt es sich im Fall gleicher azi-
mutaler Wellenzahlen der beteiligten Spiral Strukturen um die bekannten Cross Spiral
Losungen. Sind zudem noch die Amplituden der dominanten Moden gleich grof3, so liegt
eine klassische Ribbon Losung vor.

Anhang

Im Anhang werden im Wesentlichen (mit Ausnahme von Anh. B) die unterschiedlichen
verwendeten numerischen Verfahren vorgestellt, die zur Berechnung der Ergebnisse dieser
Arbeit benutzt wurden.

In Anhang A wird die Lineare Stabilitdtsanalyse mittels Shooting Verfahren kurz vor-
gestellt.

Der Anhang B ist eine Fortsetzung und Verallgemeinerung meiner Diplomarbeit und
nutzt ausschlieBlich die Lineare Stabilitatsanalyse (aus Anh. A). Hierbei werden Spiralwir-
belstrukturen mit azimutaler Wellenzahl M = 2 betrachtet. Diese wurden sowohl im Fall
unendlich ausgedehnter Storungen beziiglich ihrer marginal- und kritischen Bifurkations-
schwellen wie auch fiir den Fall lokalisierter Stérungen in Form von Wellenpaketen und
Frontlésungen im Hinblick auf ihre unterschiedlichen Stabilitdtseigenschaften untersucht.
Mit letzteren zusammenhédngend wurde ebenfalls noch eine Analyse von Frontpropagatio-
nen durchgefiihrt.

Es zeigte sich, dass bei diesen Strukturen, anders als bei solchen mit |[M| < 1 zum Teil
vollkommen neue Phinomen auftreten. Im Fall unendlich ausgedehnten M = 2 Stérungen
konnten isolierte Inseln gefunden werden, innerhalb derer Storungen anwachsen kénnen,
in dessen Umgebung diese aber immer weggedampft werden. Das Entstehen einer solchen
Insel lasst sich durch diverse Systemparameter, wie z.B. Ry, Re, n bedingen.
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Auch bei den lokalisierten Wellenpaketen fiir M = 2 zeigte sich eine Insel Losung, die
aber auf einem anderen Mechanismus beruht. Hierbei konnten Parameterbereiche gefunden
werden, in denen das System durch Verdnderung eines Kontrollparameters von dem Bereich
absoluter Stabilitéit iiber konvektiv instabiles Verhalten hinein in einen absolut instabilen
Bereich und aus diesem erneut zuriick in ein Gebiet konvektiver Instabilitdt getrieben
werden kann.

Weiterhin wurde ein Vergleich der Ergebnisse aus der Linearen Stabilitdtsanalyse mit
der schwach nichtlinearen Ginzburg Landau Naherung durchgefiithrt. Hierbei zeigte sich,
dass diese zum Teil gar nicht mehr in der Lage ist, dieses besondere Verhalten fiir M = 2
Storungen zu beschreiben.

Die Ursache dieses etwas sonderbaren und zunéchst scheinbar unphysikalischen Stabi-
litdtsverhaltens konnte letztendlich auf die Tatsache zuriickgefithrt werden, dass es iiber
der komplexen k£ — K Ebene eine Vielzahl verschiedener Sattelpunkte gibt. Unter all diesen
gibt es aber immer mindestens zwei verschiedene Séttel, die Fronten charakterisieren, die
in entsprechende Richtungen propagieren und somit gewéhrleisten, dass das physikalische
Verhalten des Systems gesichert ist. D.h. einmal im absolut instabilen Bereich angekom-
men, verbleibt das System auch in diesem!

Der Anhang C soll dazu dienen die zur Visualisierung der verschiedenen Strukturen in
dieser Arbeit benutzte Kenngrofle, die Vortizitdt €2, insbesondere deren azimutalen Kom-
ponente €2, vorzustellen und besser zu verstehen.

In Anhang D werden die beiden numerischen Verfahren, G2D2 und G1D3, vorgestellt,
die zur Simulation der vollen NSE in dieser Arbeit verwendet wurden. Weiterhin werden
die Ergebnisse gewonnen mit G2D2 mit denen anderer numerischer, sowie analytischer
Verfahren verglichen.

Der Anhang E beinhaltet die diskretisierte Form der NSE fiir die beiden verwendeten
numerischen Verfahren G2D2 und G1D3.



Kapitel 3

Strukturen im Taylor-Couette
System (TCS)

3.1 Uberblick iiber die untersuchten
Parameterbereiche

Im Folgenden werden kurz die verschiedenen, in dieser Arbeit untersuchten, Parameterbe-
reiche und die dort auftretenden Strukturen skizziert.

Wie bereits in der Motivation erldutert, beschéftigt sich der erste Teil dieser Arbeit mit
dem Taylor-Couette System, befiillt mit einem ’klassischem’ newtonschen Fluid. Hierzu
geben die beiden Abbildungen 3.1 und 3.2 einen Uberblick iiber die verschiedenen unter-
suchten Strukturen und deren Existenzbereiche im R; — Ry Parameterraum. Zum Vergleich
ebenfalls mit aufgenommen sind die marginalen Stabilitétsschwellen fiir m = 0 (blau) und
m = 1 (orange) Storungen aus der linearen Analyse (vgl. hierzu auch Anh. A) mittels
Shooting Verfahren.

Die Abbildung 3.3 zeigt entsprechend den untersuchten Parameterbereich, einschliellich
der Strukturen, die im zweiten Teil dieser Arbeit, bei der Untersuchung von Ferrofluiden im
Taylor-Couette System und den Auswirkungen von extern angelegten Magnetfelder auf das
Stromungsverhalten dieser, von Interesse ist. Dieser ist im Wesentlichen identisch mit dem
der Abbildung 3.1. Die hier vorliegenden Strukturen sind allerdings zum Teil modulierte
bzw. deformierte Varianten (Abb. 3.3) dieser, andererseits aber auch vollkommen andere,
aufgrund der extern angelegten Magnetfelder, die die Topologie der Strukturen zum Teil
drastisch verédndern.

Die durchgefiihrten numerischen Simulationen beinhalten ein Radienverhéltnis n = 0.5
in den beiden Abbildung 3.1 und 3.3, sowie n = 0.883 in Abbildung 3.2.

In den Bereichen A und B der Abbildung 3.1 wurden Wavy Taylor Wirbel (Wavy
Taylor Vortex Flow, wTVF) und Wavy Spiral Wirbel (Wavy Spiral Vortex Flow, wSPI)

als Ubergangsstrukturen zwischen den primér bifurkierenden toroidal geschlossenen Tay-
lor Wirbeln (Taylor Vortex Flow, TVF) und den helikalen Spiral Wirbeln (Spiral Vortex
Flow, SPI) untersucht. In beiden Fillen handelt es sich um stabile sekundér bifurkieren-
de Strukturen, die topologisch den 'reinen’ Strukturen entsprechen, aus denen sie heraus
entstehen. Die axiale Wellenldnge wurde hierbei fiir die meisten Untersuchungen fixiert
gewahlt mit A = 1.6, was einer Wellenzahl £ = 3.927 entspricht. Im Zuge der Untersuchun-
gen wird die Abhéngigkeit dieser Wavy Strukturen von verschiedenen Kontrollparametern,

25
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Abbildung 3.1 — Ubersichtsplot in der R; — Ry Ebene iiber den, im Wesentlichen untersuchten,
Parameterbereich im ersten Teil dieser Arbeit im Hinblick auf die Ubergiinge zwischen TVF und SPI
Strukturen (Kap. 4 und 5). Bei den durchgezogenen Kurven handelt es sich um, mittels Shooting Ver-
fahren (vgl. Anh. A), ermittelte lineare Bifurkationsschwellen fiir m = 0 (blau) und m = 1 (orange).
Diese weichen um ca. 2% von den nichtlinear ermittelten Schwellen fiir periodische Randbedingungen
(pbc), wie auch fiir endliche Systeme (rbc) ab (siehe auch Anh. D). Die eingezeichneten vertikalen
Linien kennzeichnen Schnitte, die im Einzelnen in Bifurkationsdiagrammen néher untersucht werden.
Entsprechende Strukturen sind, wie in der Legende dargestellt durch verschiedene Farben kodiert. Der
graue Bereich A [B] gibt den Existensbereich von wI'VF [wSPI] Losungen an. Das hier dargestellte
Ry — Ry Phasendiagramm gibt die Strukturen und Bifurkationsschwellen unter der Annahme peri-
odischer Randbedingungen wieder. Das entsprechende Diagramm fiir endliche Systemgeometrie ist in
der Abbildung 5.7 dargestellt. Kontrollparameter: n = 0.5, k = 3.927, Re = 0.

wie etwa Rp, Ro,k und schlieflich auch Re analysiert. Dabei ist insbesondere letzterer
sehr interessant, da bei endlichem axialem Durchfluss Re die Symmetrieentartung von L-
(linksgewundenen) und R-SPI (rechtsgewundenen) Zustédnden aufgehoben wird.

Bei den Untersuchungen dieser Uberginge wurden sowohl periodische (pbc), wie auch
endliche (rbc) Randbedingungen in axialer Richtung angenommen. Im Fall endlicher Sy-
stemlédnge existiert eine permanente m = 0 Modenbeimischung im Bulk, die durch die, an
den Deckeln immmer vorhandenen Ekman Wirbel hervorgerufen wird. Aus diesem Grund
existieren zum Beispiel auch keine reinen SPI Zustéinde mehr, sondern genau genommen
nur noch modulierte wSPI Losungen. Hieraus resultiert auch ein Ry — Ry Phasendiagramm,
das gegeniiber dem hier fiir den periodischen Fall gezeigten (Abb. 3.1) deutlich veréndert
und zum Teil auch komplexer ist. Dies ist in Abbildung 5.7 genauer dargestellt. Sowohl
fir periodische (Kap. 4), als auch endliche Randbedingungen (Kap. 5) wurde ein Radien-
verhiltnis von n = 0.5 angenommen.

Die Abbildung 3.2 zeigt die Parameterbereiche, in denen die komplexen Mixed Cross
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Abbildung 3.3 — Ubersichtsplot in der R; — Ry Ebene iiber den, im Wesentlichen untersuchten,
Parameterbereich im zweiten Teil dieser Arbeit (Kap. 8 und 9) mit Ferrofluiden im Taylor-Couette
System. Die eingezeichneten vertikalen Linien kennzeichnen Schnitte, die in Bifurkationsdiagrammen
néher untersucht werden. Abhéngig der angelegten Magnetfelder bifurkieren unterschiedliche Struktu-
ren aus dem Grundzustand heraus. Neben den reinen TVF und SPI Losungen existieren auch primér
bifurkierende Wavy Strukturen, wTVF und wSPI, die sich jedoch zum Teil deutlich von den, im ersten
Teil dieser Arbeit diskutierten, klassischen Wavy Strukturen unterscheiden. Diese primére Bifurkation
von Wavy Losungen (unter pbc) ist neu und bislang noch nicht beobachtet worden. Die eingezeichne-
ten durchgezogenen marginalen Kurven (lineare Analyse) entsprechen denen ohne Magnetfeld unter
der Annahme periodischer (pbc) Randbedingungen; im Fall endlicher Magnetfelder verschieben sich
diese zu grofleren Ry Werten hin. Kontrollparameter: n = 0.5,k = 3.927, Re = 0.

Spiral (MCS) Strukturen untersucht wurden. Der graue Bereich C' in (a) markiert die Pa-
rameter innerhalb derer verschiedene MCS Zustédnde als 'Bypasslosungen’ auftreten. Dies
bedeutet, dass die MCS Losung sekundér aus dem Losungsast einer reinen SPI Struktur
herausbifurkiert und auch wieder in dem selben Losungsast endet. In (b) ist das Ry — Ry
Phasendiagramm fiir diese Bypasslosung exemplarisch fiir den Flall einer L3R4-MCS Struk-
tur dargestellt. Die eingezeichnete vertikale und horizontale Linie geben Parameter an,
fiir die das Bifurkationsszenario im Detail genauer untersucht wird. Der Bereich um die
schwarze horizontale Linie in (a) ist in (c) vergroBert dargestellt und zeigt die Parameter,

bei denen die MCS als Ubergangslosung zwischen zwei SPI Zustéinden unterschiedlicher
Helizitat untersucht wurden. Bei allen Untersuchungen zu MCS Strukturen wurde ein Ra-
dienverhéltnis von n = 0.883 und eine axiale Wellenzahl von k& = 3.927 zugrunde gelegt.
Das groflere Radienverhéltnis wurde gewihlt, da die komplexen MCS Strukturen bei diesen
einfacher zu finden und zu analysieren sind.

Die Abbildung 3.3 zeigt den Parameterbereich, in dem, im zweiten Teil dieser Arbeit,
verschiedene Strukturen im Taylor-Couette System, befiillt mit Ferrofluiden unter dem Ein-
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fluss verschiedener extern angelegter Magnetfelder, untersucht wurden. Im Wesentlichen ist
der Parameterbereich identisch dem der Abbildung 3.1. Der groie Unterschied besteht hier-
bei in der Existenz, von primér vorwérts bifurkierenden Wavy Strukturen (Wavy Taylor
Wirbel (wTVF) und Wavy Spiral Wirbeln (wSPI) unter dem Einfluss verschiedener Ma-
gnetfelder, die in diesem Zusammenhang erstmals analysiert wurden. Die vertikalen Linien
entsprechen ebenfalls Parametern, bei denen die unterschiedlichen Strukturen hinsichtlich
ihrer Bifurkationen genauer untersucht wurden. Wie bei der Analyse der Ubergénge in
Teil I wurde auch hier n = 0.5 gewéhlt und fixiert gehalten.

3.2 Charakterisierung unterschiedlicher Strukturen
im Taylor-Couette System

In diesem Abschnitt werden die verschiedenen, in dieser Arbeit untersuchten, Strukturen im
Taylor-Couette System im Einzelnen mit ihren jeweiligen charakteristischen Eigenschaften
vorgestellt. Die Tabelle 3.1 fasst alle diese Strukturen, einschliefllich der fiir die jeweilige
Struktur verwendeten Symbole und Farben, wie sie folgend in der Arbeit benutzt werden,
zusammen. Gefiillte [leere] Symbole kennzeichnen hierbei eine stabil [instabil] vorliegende
Losung. Ebenso werden stabile [instabile] Bifurkationsschwellen mittels durchgezogenen
[gestrichelten]| Linien dargestellt, wie in Tabelle 3.2 zu sehen. Weiterhin werden sowohl
Untersuchungen mit periodischen Randbedingungen (pbc), als auch solche mit endlichen
Randbedingungen (rbc) durchgefiihrt (Tab. 3.2).

\ Symbol /Farbe \ Abkiirzung \ Struktur
klassisches newtonsches Fluid
- CCF Circular Couette Flow
- APF Annular Poiseuille Flow
e, O TVF Taylor Vortex Flow (Taylor Wirbel)
v,V RM-SPI rechtsgewundener Spiral Vortex Flow (Spiral Wirbel)
, LM-SPI linksgewundener Spiral Vortex Flow (Spiral Wirbel)
, RIB Ribbon
[ wTVF Wavy Taylor Vortex Flow (Wavy Taylor Wirbel)
¢ 0 wSPI Wavy Spiral Vortex Flow (Wavy Spiral Wirbel)
m O LM;RM;-MCS! Mixed Cross Spirals
Ferrofluid
[ wTVF Wavy Taylor Vortex Flow (Wavy Taylor Wirbel)
¢ 0 wSPI Wavy Spiral Vortex Flow (Wavy Spiral Wirbel)
Tabelle 3.1 — Charakterisierung der verschiedenen in dieser Arbeit diskutierten Strukturen im

Taylor-Couette System einschlieBlich der, zu ihrer Charakterisierung verwendeten Symbole und Far-
ben. M gibt die azimutale Strukturwellenzahl an. Die Farben der wTVF (blau) und wSPI (rot) Losun-
gen, die durch angelegte Magnetfelder erzeugt werden orientieren sich an denen der reinen, primér
bifurkierenden Strukturen, TVF (blau) und SPI (rot), da diese dort zum Teil nicht mehr existieren
und durch diese Wavy Strukturen ersetzt werden.
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Bifurkations- /Stabilitéatsschwellen
stabil
- — —= instabil

Randbedingungen
pbc periodic boundary conditions — periodisch
rbe rigid boundary conditions — endlich

Tabelle 3.2 — Stabilitéitseigenschaften von Losungen und gewihlte Randbedingungen im TCS.

Die Farben der wIT'VF (blau) und wSPI (rot) Losungen, die durch angelegte Magnetfel-
der erzeugt werden orientieren sich an denen der reinen, primér bifurkierenden Strukturen,
TVF (blau) und SPI (rot), da diese dort zum Teil nicht mehr existieren und durch diese
Wavy Strukturen ersetzt werden. Die Entstehung unterscheidet sich somit deutlich von den
klassischen wTVF und wSPI (schwarz), die i.A. sekundér bifurkierend vorliegen.

3.3 Strukturen im klassischen TCS

Zur Analyse der einzelnen Strukturen werden die physikalischen Felder als Modenentwick-
lung in azimutaler (¢) und axialer (z) Richtung wie folgt dargestellt:

T, 2;t) Z Z Frnmeimetnka) f € {u,v,w,p}. (3.1)

m=—0o0 N=—0oQ

Strukturen mit der azimutalen Wellenzahl M enthalten nur solche Moden m, die ein ganz-
zahliges Vielfaches von M sind, geméfl dem Zusammenhang: m = M - n.

Um die verschiedenen in dieser Arbeit untersuchten Strukturen zu klassifizieren wird
auf die Fouriermodenindizes entsprechender azimutaler und axialer Grundmoden,

(m,n) == fon gilmetnkz) ¢ ¢ {u,v,w, p}, (3.2)

Bezug genommen (vergleiche Gl. (D.11)). In dieser Notation steht m fiir die azimutale und
n fiir die axiale Fouriermode.

3.3.1 Taylor Vortex Flow (TVF), Taylor Wirbel

Die einfachsten Strukturen, die im Taylor-Couette System iiberkritisch auftreten kénnen
sind die sogenannten Taylor Wirbel (TVF). Hierbei handelt es sich um toroidal geschlossene
Wirbelzusténde, die priméar aus dem CCF Grundzustand herausbifurkieren. Diese wurden
bereits im Jahr 1923 erstmals von G. 1. Taylor (147) entdeckt. Hierbei handelt es sich um,
sowohl stationér als auch rotationsinvariante Losungen. Folglich ist das Geschwindigkeits-
feld auch nur von der radialen r» und axialen z Koordinate abhéngig.

f(r,p, z;t) Z | fonle™, f e {u,v,w,p}. (3.3)

n=—oo
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Taylor Wirbel stellen eine rotationssymmetrische und axial translationsinvariante Struktur
dar. Die Addition einer Konstanten zur Phase nkz in Gleichung (3.3) bedeutet demnach
eine Verschiebung der Struktur als Ganzes in z Richtung.

Die moglichen angeregten Moden (blaue Quadrate) sind in Abbildung 3.4(a) zu sehen.
Hierbei sind konsequenterweise nur Moden mit m = 0 vertreten. Abbildung 3.4(b) zeigt
das Modenspektrum eines numerisch berechneten TVF Zustands (Kontrollparameter siehe
Legende der Abbildung) und insbesondere die relative Stirke der Anregung. Die stérkste
und dominante Mode (rote Kreise, hier ug 12, i.A. gleichbedeutend mit der kritischen Mode)
ist hierbei willkiirlich auf den Wert 1 skaliert. Die ndchst hoher harmonische Mode (hier
Up2) ist um GroBenordnungen schwécher als die dominante Mode. Die Abbildungen 3.4(c)
und (d) geben Aufschluss iiber das raumliche Verhalten der Felder. Hierbei handelt es
sich um Schnitte zu fixierten Werten von z und r bzw. ¢. In (c) sind Vektorplots der
beiden Felder wu(r, z) und w(r, z) in einer ¢ =konst. Ebene einschliefllich Falschfarben der
azimutalen Vortizitat ., dargestellt (rot=Max, blau=Min). Ahnlich zeigt (d) einen ¢ — z
Schnitt in Spaltmitte (r = 0.5) des Systems und in Falschfarben (rot=Max, blau=Min)
ist das, senkrecht zur Ebene liegende, radiale u Feld dargestellt. Fiir Kontrollparameter
wie sie in Abbildung 3.4 benutzt wurden, sind die TVF Strukturen relativ homogen iiber
den gesamten Spalt ausgedehnt. Dies éndert sich jedoch mit zunehmender Gegenrotation
des AuBlenzylinders, was ein ganz allgemeines Phianomen im Taylor-Couette System dar-
stellt. Mit Zunahme der Gegenrotation werden alle Strukturen immer stéirker zum inneren
Zylinder hin gedrangt (113).

3.3.2 Spiral Vortex Flow (SPI), Spiral Wirbel

Bei Spiral Wirbeln (SPI) handelt es sich um eine Art Wellen, die ebenso wie die Taylor
Wirbel primér aus dem Grundzustand herausbifurkieren, anders als diese aber i.A. noch
zusétzlich axial propagieren. Wie auch bei der TVF Lésung ist auch bei diesen Strukturen
nur eine Grundmode, hier mit m # 0 notwendig, die als erste wachstumsfahig wird. Wie
in Abbildung 3.1 zu sehen kénnen SPI Lésungen auch unterhalb der TVF Losungen bifur-
kieren.

SPI Strukturen sind periodisch in der Zeit, mit einer oszillierenden Frequenz w, peri-
odisch in axialer Richtung z, mit der Wellenzahl k = 27 /), sowie periodisch in azimutaler
Raumrichtung ¢ mit der Wellenzahl M. Weiterhin besitzen SPI Zusténde eine kontinu-
ierliche Symmetrie: Sie sind invariant gegeniiber einer Rotation und axialer Translation,
entsprechend einer zeitlichen Translation.

O :=Mp+ Kz — wt. (3.4)

Die Felder der SPI Lésung héngen also nicht einzeln von ¢, z und ¢ ab, sondern nur von
dieser kombinierten Phase ® (115), so dass gilt:

f(ryp,z,t) = F(r, ®). (3.5)

Hierbei hédngen die SPI Frequenzen w von diversen Kontrollparametern, wie z.B. den
Reynoldszahlen, Ry und R,, und den beiden Wellenzahlen, M und K, ab. Letztere ist

2Genau genommen sind es zwei kritische Moden, up,1 und up,—1, wobei sich die eine gerade als komplex
konjugierte Mode ergibt.
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Abbildung 3.4 — Charakterisierung eines TVF Zustands: (a) Nichtlineare Modenanregung; blaue
Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten Moden, bzw. die
Moden der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder u(r, z) und w(r, z) in
der r—z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitét , (blau=Max, rot=Min).
(d) Schnitt in der ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren das radiale Geschwin-
digkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitét {2, = +20. Kontrollpa-
rameter: Ry = 80, Ry = 0,7 = 0.5,k = 3.927, Re = 0.
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Abbildung 3.5 - Charakterisierung eines L1-SPI Zustands: (a) Nichtlineare Modenanregung;
blaue Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten Moden,
bzw. die Moden der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder u(r, z) und
w(r, z) in der r — z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitét Q, (blau=Max,
rot=Min). (d) Schnitt in der ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren das radiale
Geschwindigkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitdt , = £60.
Kontrollparameter: R; = 120, Ry = —100,7 = 0.5, k = 3.927, Re = 0.
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Abbildung 3.6 — Charakterisierung eines L2-SPI Zustands: (a) Nichtlineare Modenanregung;
blaue Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten Moden,
bzw. die Moden der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder u(r, z) und
w(r, z) in der r — z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitét Q, (blau=Max,
rot=Min). (d) Schnitt in der ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren das radiale
Geschwindigkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitét , = £60.
Kontrollparameter: Ry = 150, Ry = —125,7 = 0.5,k = 3.927, Re = 0.



3.3. STRUKTUREN IM KLASSISCHEN TCS 35

hierbei durch den Ausdruck K = 4k bestimmt, abhéngig von der Helizitdt der zugehori-
gen SPI Struktur, z.B. K > 0 fiir L-SPI und K < 0 fiir R-SPI. R-SPI und L-SPI Losungen
werden charakterisiert durch K = Kr, M = Mg, w = wg und sind gegenseitig Spiegelbilder
unter der Operation z — —z, d.h.,

P spi(2, ¢, 1) = Prspi(—2, ¢, 1). (3.6)
Unter Berticksichtigung beliebiger Mp 1, > 1 ergibt sich somit:
KL:—KR, ML:MR unde:wR. (37)

Die Frequenzen sind positiv, da die SPI Losungen, ungeachtet ihrer Helizitédt, immer in die
gleiche Richtung rotieren wie der innere Zylinder. Dies impliziert sinngeméf}, dass die Phase
einer L-SPI Struktur aufwérts propagiert, wiahrend das Gegenteil fiir die R-SPI Struktur
gilt — der lokalisierte Ort zo(p) eines speziellen Phasenwertes, z.B. ® = 0, bei fixierter Zeit
t ist gegeben durch den Ausdruck:

M w
— oYy .
WETEPT R (3.8)

Somit ist die reduzierte axiale Ganghdhe p einer SPI durch

pi= 20(2m) = 2(0) = Mﬁ = —sgn(K)M, (3.9)

A K

bestimmt und gibt die Anzahl der axialen Wellenléngen an, die bei Wanderung in azimu-
taler Richtung entlang eines helikalen Wirbelschlauches und einmaliger Umrundung des
Zylinders, tiberschritten werden. pA/2m = —M /K stellt die Steigung der Linien konstanter
Phase in der ¢ — 2z Ebene einer azimutal abgerollten Zylinderoberfliche dar. Im Rahmen
dieser Arbeit werden nur positive axiale Wellenzahlen k = | K| betrachtet.

Die unterschiedlichen hier untersuchten SPI Losungen werden im Folgenden durch Kom-
binationen von Buchstaben und Ziffern charakterisiert: z.B. steht L1-SPI fiir eine linksge-
wundene SPI Losung mit azimutaler Wellenzahl M = 1, somit Ganghthe p = —1, wiahrend
R2-SPI eine rechtsgewundene SPI Losung mit azimutaler Wellenzahl M = 2, also p = 2,
charakterisiert.

Im Fall der SPI Losung sind alle azimutalen Wellenzahlen M > 1 moglich. Da aber z.B.
die L-SPI Losung die 2 — —z Symmetrie bricht, muss aufgrund der z — —z Symmetrie
des Taylor-Couette Systems (vgl. Abb. 1.1) eine entsprechend entgegen dieser gewundene
R-SPI Losung auftreten. Dabei ist die Rotationsrichtung in beiden Fiéllen identisch mit der
Rotation des inneren Zylinders, d.h. in positive ¢ Richtung. Demnach propagieren 1L-SPI
[R-SPI] Zusténde axial aufwérts [abwirts].

Wie in Abbildung 3.5(a) zu sehen, ’lebt’ die L1-SPI Losung (linksgewundene SPI
Losung mit M = 1, bzw. reduzierter Ganghthe p = —1) im (m, n) Modenraum nur auf der
Diagonalen mit m = n. Der symmetrieentarteten Losung der R1-SPI (rechtsgewundene
SPI Losung mit M = —1, bzw. reduzierter Ganghthe p = 1), die sich durch Spiegelung in
axialer Richtung, z — —z, ergibt, entspricht in der Modensprache der Ubergang n — —n.

Alle hoheren M Spiralen leben im (m,n) Modenraum gesprochen auf einer Geraden
mit m = M - n. Exemplarisch ist dies in Abbildung 3.6 fiir eine L2-SPI Losung gezeigt,
bei der nur (gerade) Moden m = 2n angeregt sind. Die Abbildungen (b) geben Aufschluss
tiber die relative Stérke der Moden in den Strukturen (Kontrollparameter siche Legende
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der Abbildung).

In der Nihe des Onsets kénnen SPI Losungen durch den Ausdruck 3
u(r, , z;t) = |A, B|(r)e!Methzmwant) | 4 (3.10)

beschrieben werden, wobei |A| = |upr1| und |B| := |up,—1| fiir die Amplituden, sowie
lwa| := |wara] und |wp| := |wa—1| fir die Frequenzen von L- und R-SPI Zustédnden ver-
wendet wurden. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften der SPI Losungen gelten folgende
Identitéten:

‘um7n| = ’u*m,*nyv Wmn = —Wmn- (311)

Wie bereits erwidhnt hédngen die SPI Losungen von den Variablen ¢, z und ¢, nur durch

die kombiniert Phase , ®4 5 = M@ + kz — wy pt, fir L- und R-SPI Losung, ab. Aufgrund
der Tatsache, dass fiir SPI Losungen wy = wp = w(M, k) gilt, bewegt sich die jeweilige
Struktur mit konstanter Phasengeschwindigkeit ¢ = “4:% in azimutaler und w,;, = <42 in

axialer Richtung.

Abbildung 3.5 zeigt exemplarisch das raumzeitliche Verhalten einer L1-SPI Struktur fiir
ausgewihlte Parameter und entsprechend gibt Abbildung 3.6 das Verhalten im Fall einer
L2-SPI Struktur wieder. Die in (d) eingetragenen roten Pfeile geben die Propagationsrich-
tung der Struktur wieder. Fiir L-SPI [R-SPI] Losungen bedeutet dies, dass sie nach oben
[unten] propagieren. Azimutal rotieren beide entartete Losungen in die gleiche Richtung
wie der Innenzylinder.

3.3.3 Mixed Cross Spirals (MCS)

Bei den Mixed Cross Spiral (MCS) Strukturen handelt es sich, verglichen mit den zuvor
betrachteten SPI Strukturen, um deutlich komplexere Zustinde. Man kann sie sich aus
zwei reinen SPI Strukturen unterschiedlicher Helizitdt mit im Allgemeinen verschiedenen
azimutalen Wellenzahlen M aufgebaut vorstellen. Dabei entscheidet die Stérke der jeweili-
gen Anteile dieser Einzelnen iiber die Propagationsrichtung der Gesamtstruktur, sowie der
dieser iiberlagerten Modulation. Als geeignete Charakterisierung solcher MCS Losungen
erwies sich die Ganghohe p (vgl. Gl. (3.9) und Kap. 6), als am besten geeignet. Diese gibt
die Anzahl der axialen Periodizitédtslangen an, die bei Wanderung in azimutaler Richtung
entlang der helikalen Wirbelschldche und einmaliger Umrundung des Zylinders, iiberschrit-
ten werden.

Abbildung 3.7 zeigt exemplarisch das raumzeitliche Verhalten einer L3R5-MCS Struk-
tur fiir ausgewéhlte Parameter. Hierbei handelt es sich um eine MCS Losung, die aus den
beiden Anteilen einer L3-SPI und einer R5-SPI Struktur aufgebaut ist. Die Struktur pro-
pagiert als Ganzes (roter Pfeil in (d)) entsprechend des dominanten L3 Anteils nach oben,
wéhrend die ihr {iberlagerte Modulation, hervorgerufen durch den R5 Anteil, nach unten
wandert. Entsprechend umgekehrt verhélt sich dies bei der symmetrieentarteten R5HL3-
MCS Struktur.

Aufbau der MCS und MRIB

3Hier exemplarisch fiir das radiale Geschwindigkeitsfeld u gezeigt (alle anderen Felder vollig analog).
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Abbildung 3.7 — Charakterisierung eines L3R5-MCS Zustands: (a) Nichtlineare Modenanregung;
blaue Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten Moden,
bzw. die Moden der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder u(r, z) und
w(r, z) in der r — z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitét Q, (blau=Max,
rot=Min). (d) Schnitt in der ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren das radiale
Geschwindigkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitit Q, = £70.
Kontrollparameter: R; = 200, Ro = 0,7 = 0.833,k = 3.927, Re = 0.
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In der Abbildung 3.8 ist der schematische Aufbau einer L1R2-MCS (d) bzw. R2L1-
MCS (e) Losung, abhéngig von dem jeweils dominanten Strukturanteil, aus den beiden
reinen Strukturen, L1-SPI (a) und R2-SPI (b), dargestellt. Hierzu werden die verschiede-
nen Wirbelstrukturen durch Linien konstanter Phase, ® = 0, auf einer abgerollten Zylinde-
roberflache in Spaltmitte charakterisiert. (a) L1-SPI (orange) mit Ganghohe p = —1, (b)
R2-SPI (rot) mit p = 2, (c¢) LIR2-MRIB (maroon) mit p = 1/2 zusammengesetzt aus L1-
SPI (orange) und R1-SPI (rot), (d) L1R2-MCS [(e) R2L1-MCS](maroon) mit p = 1/2 zu-
sammengesetzt aus L1-SPI (orange) und R2-SPI (rot) Phasenlinien. Das versetzte Schach-
brettmuster der MCS Losung ergibt sich aus den unterschiedlichen Steigungen der beiden
Spiralkomponenten (p = —1(L1), p = 2(R2)).

Im Folgenden wird eine Notation verwendet, die die beiden dominanten Komponen-
ten in einer MCS oder MRIB Struktur wiederspiegelt. So z.B. kombinieren in der Ab-
bildung 3.8(d) die L1 und die R2 Anteile zu einer L1IR2-MRIB Lésung oder, im Fall
ungleicher Anteile zu einer L1IR2-MCS bzw. R2L1-MCS Lésung, abhéingig der dominanten
Komponente.

Im Gegensatz zu einer klassischen 1-RIB Struktur mit vertikalen und horizontalen Pha-
senlinien (vgl. Abb. 3.9), d.h. mit Ganghthe p = 0, besteht eine L1R2-MRIB Struktur aus
vertikal wie auch azimutal anwachsenden oder abnehmenden Phasenlinien, d.h. mit p # 0.
Hierbei iiberlagern sich gleiche Anteile von SPI Lésungen mit unterschiedlichen Ganghohen
geméf, sgn(pip2) = —1, zu einem MRIB Muster mit |p; — po| vertikalen & = 0 Linien und
der Ganghohe p = (p; + p2)/2. Es ist anzumerken, dass im Allgemeinen der Wert der azi-
mutalen Wellenzahl, M = |p|, einer willkiirlichen helikalen Struktur gerade immer gleich
der Hilfte der Anzahl der Nullstellen ® in azimutaler Richtung ist.

Entartete Formen der MCS Losungen sind die sogenannten Cross Spirals (CSPI) und
die Ribbon (RIB) Zustidnde. Bei den CSPI Zustdnden handelt es sich um MCS Losungen,
die aus zwei SPI Strukturen mit gleicher azimutaler Wellenzahl M, aber unterschiedli-
cher Helizitét, aufgebaut sind. RIB Strukturen haben neben dieser Einschréankung noch
zusétzlich gleich groBle dominante Modenamplituden und erfiillen somit die z — —z Spie-
gelsymmetrie.

3.3.4 Ribbon (RIB) und Cross Spirals (CSPI)

Die Ribbon (RIB) Strukturen stellen, wie die bereits zuvor erwahnten MRIB Zusténde, spe-
zielle Losungen der CSPI dar, die selbst bereits als entartete Losungen der MCS Strukturen
vorhanden sind. Gegeniiber den CSPI Zusténden, die aus den Anteilen zweier gegenlaufiger
L- und R-SPI Strukturen mit gleicher Strukturwellenzahl M, aber beliebigem Verhéltnis
dominanter Modenamplituden, aufgebaut sind, zeichnen sich RIB Zustdnde durch gleich
grofle Modenamplituden in diesen Anteilen aus. Sie stellen demzufolge eine weitere Spe-
zialisierung dar. Es handelt sich hierbei ebenfalls um primér bifurkierende Strukturen, die
am gleichen Punkt, wie die reinen SPI Losungen entstehen.

Da es sich um den gleichen Unterraum, mit zusétzlichen Zwangsbedingungen, handelt,
sind auch die gleichen Moden wie bei der entsprechend entarteten MCS, bzw. CSPI Losung
angeregt. Die Abbildungen 3.9(a) und 3.10(a) zeigen dies exemplarisch fiir eine 1-RIB und
eine 2-RIB Struktur. Die zusétzlichen Symmetrien, die die RIB Losungen gegeniiber den
CSPI Losungen noch erfiillen miissen lauten:

‘um,nl = |u7m,n| = ‘umﬁn’ = ‘u,m,,n‘, (3.12)
Wn,—n = W_m,—n- (3.13)

Wmn = Wemn

Hieraus resultiert unmittelbar, dass die Rotationsgeschwindigkeit der Phase durch v,;, =



3.3. STRUKTUREN IM KLASSISCHEN TCS 39

(@) L1-SPI (b) R2-SPI
1 1
z z
r r
0 0
0 1 0 —> 1
b/2m / d/2m
(c) MCS
1
-
sl
- 4% 7
0 %4
0 —> 1
/21

/21

Abbildung 3.8 — Schematischer Aufbau einer MCS (R2L1- bzw. L1R2-MCS) Lésung als Superpo-
sition zweier reiner SPI (L1-SPI und R2-SPI) Strukturen unterschiedlicher Helizitdt und azimutaler
Wellenzahl M (hier: M =1 und M = 2). (a) Nulllinien des u Feldes einer L1-SPI Struktur ( ).
(b) Nulllinien des u Feldes einer R2-SPI Struktur (rot). (¢) Theoretische Nulllinien des u Feldes einer
MCS Struktur (maroon) als Uberlagerung der Bilder (a) und (b). Abhéngig der dominanteren Struk-
tur ergeben sich die beiden MCS Strukturen: (d) L1R2-MCS: Strukturpropagation (M = 1) nach
oben und Modulationspropagation (M = —2) nach unten (vgl. Pfeile rechts neben der Abbildung).
(e) R2L1-MCS: Strukturpropagation (M = —2) nach oben und Modulationspropagation (M = 1)
nach unten. In (d,e) ist das u Feld der MCS Struktur graukodiert dargestellt, Nulllinien maroon;
dunkel [hell] symbolisiert Outflow [Inflow].
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Abbildung 3.9 — Charakterisierung eines 1-RIB Zustands: (a) Nichtlineare Modenanregung; blaue
Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten Moden, bzw. die
Moden der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder u(r, z) und w(r, z) in
der r—z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitét Q, (blau=Max, rot=Min).
(d) Schnitt in der ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren das radiale Geschwin-
digkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitét {2, = +60. Kontrollpa-
rameter: Ry = 120, Ry, = —100,7 = 0.5,k = 3.927, Re = 0.
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Abbildung 3.10 — Charakterisierung des 2-RIB Zustands: (a) Nichtlineare Modenanregung; blaue
Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten Moden, bzw. die
Moden der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder u(r, z) und w(r, z) in
der r—z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitét 2, (blau=Max, rot=Min).
(d) Schnitt in der ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren das radiale Geschwin-
digkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitét {2, = £60. Kontrollpa-
rameter: Ry = 200, Ry = —400,7 = 0.5,k = 4.833, Re = 0.
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+7 (mit w = Wy = W_myn) gegeben ist. Somit handelt es sich bei RIB Losungen um, in
axialer Richtung, stehende Wellen. Sowohl Betrége der Moden, wie auch Frequenzen sind
zeitunabhdngig.

Die Abbildungen 3.9(b) und 3.10(b) geben einen Eindruck von der relativen Stérke

der beteiligten Moden in einer 1-RIB bzw. 2-RIB Lésung.
Aufbau der RIB

Analog der Abbildung 3.8 ist in der Abbildung 3.11 der schematische Aufbau der Struk-
turen, L1-CSPI (d), 1-RIB (e) und R1-CSPI (f), aus den beiden reinen Strukturen, einer
L1-SPI (a) und R1-SPI (b), dargestellt. Hierzu werden die verschiedenen Wirbelstrukturen
durch Linien konstanter Phase, ® = 0, auf einer abgerollten Zylinderoberfliche in Spalt-
mitte charakterisiert. Die beiden wandernden Strukturen, (a) L1-SPI Struktur (orange)
mit Ganghthe p = —1 und die hierzu spiegelsymmetrische (und im Fall ohne symme-
triebrechende Effekte, entartet vorliegende) (b) R1-SPI Struktur (rot) mit p = 1 kénnen
sich im Fall gleich grofler Modenamplituden zu einer stehenden Welle, der RIB Struktur
mit p = 0 (griin) (c,e), nichtlinear tiberlagern. Fiir den Fall ungleicher Modenamplitu-
den in den beteiligten SPI Anteilen ergibt sich eine CSPI Struktur, deren Helizitdt und
damit auch ihre Propagationsrichtung durch den majoranten Modenanteil bestimmt wird,
wéahrend der minorante Anteil lediglich zu einer Modulation der Struktur fiihrt, die sich
entgegen der Propagationsrichtung bewegt. Bei dominantem L1-SPI [R1-SPI] Anteil ent-
steht demzufolge eine L1-CSPI (d) [R1-CSPI (f)] Losung. Dies ist absolut identisch zu
den iibergeordneten MCS Strukturen, mit der einzigen Einschrinkung, dass die beiden
beteiligten SPI Anteile die selbe Wellenzahl M besitzen.

3.3.5 Wavy Vortex Flow (WVF)

Die Wavy Vortex Flow (WVF) Struktur stellt eine sekundéar bifurkierende Losung aus dem
primér bifurkierenden TVF Zustand dar. Theoretisch ist aber auch eine primére Bifurkation
dieses Zustands direkt aus dem CCF heraus denkbar, an einer, mindestens bikritischen,
Stelle von m = 0 und einer weiteren m # 0 Mode. Es muss aber zumindest eine m # 0
Mode wachstumsfihig sein, damit die Struktur tiberhaupt existiert.

In der Abbildung 3.12 ist eine 2-WVF Losung dargestellt. In (a) sind die beteiligten
Moden dargestellt, wihrend (b) die Stérke der zugehorigen Amplituden des u Feldes zeigt.
In dem hier gewéhlten Beispiel des 2-WVF Zustandes sind im Modenspektrum nur gerade
m Moden, d.h. m = 2n, im Fourierraum angeregt, wobei die m = 0 Moden die deutlich do-
minanten Moden sind. Der Vollstandigkeit sei erwédhnt, dass im Fall einer 1-WVF Losung
alle m Moden angeregt sind. Die néchst hoheren angeregten Moden (m # 0) sind deutlich
schwécher, haben aber eine azimutale ¢ und zeitliche ¢ Abhéngigkeit der gesamten Struk-
tur zufolge. Im Grunde genommen handelt es sich hierbei um einen deformiert und axial
verzerrten TVF Zustand, dhnlich einer Welle (daher der Name "Wavy’), der als Ganzes
azimutal rotiert. Diese WVF Losungen geniigen einer Gleitspiegelsymmetrie:

|um,n’ = |um7—n’ = |u—m,n’ = |u—m,—n| (314)
—W_m,—n- (315)

Wmn = Wm,—n —W_m,n
Hierbei sind sowohl die Betrdge der Modenamplituden, als auch die zugehorige Frequenzen
zeitunabhdngig.

Das raumzeitliche Verhalten eines 2-WVF Zustands fiir ausgewéhlte Parameter ist in
Abbildung 3.12 exemplarisch dargestellt. Wie in (d) und (e) zu erkennen, so fithrt die
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Abbildung 3.11 — Schematischer Aufbau von CSPI und RIB Lésungen als Superposition zweier
reiner SPI Strukturen unterschiedlicher Helizitét aber identischer Wellenzahl M (hier: M = 1). (a)
Nulllinien des u Feldes einer L1-SPI Struktur ( ). (b) Nulllinien des v Feldes einer R1-SPI
Struktur (rot). (¢) Theoretische Nulllinien des u Feldes einer RIB Struktur (griin) als Uberlagerung
der Bilder (a) und (b) fiir gleiche Modenamplituden. Abhiéingig der dominanten Struktur ergeben
sich die drei moglichen Strukturen: (d) L1-CSPI: Strukturpropagation (M = 1) nach oben und
Modulationspropagation (M = —1) nach unten (vgl. Pfeile rechts neben den Abbildungen). (e) 1-
RIB: stehende Struktur mit gleich starken Modenanteilen beider Strukturen M = 1 und M = —1.
Nulllinien des u Feldes der RIB (griin). (f) R1-CSPI: Strukturpropagation (M = —1) nach oben
und Modulationspropagation (M = 1) nach unten. In (d,f) [(e)] ist das u Feld der R1-CSPI [RIB]|
Struktur graukodiert dargestellt, Nulllinien maroon [griin]; dunkel [hell] symbolisiert Outflow [Inflow].
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Modulation des TVF (vgl. Abb. 3.4) Zustands zu einem zeitabhédngigen Bewegungsmu-
ster. Dieses rotiert dabei azimutal mit konstanter Winkelgeschwindigkeit in der gleichen
Richtung wie der innere Zylinder. Fiir ein fixiertes ¢ oszilliert das Muster zwar in axialer
Richtung, es findet aber keine Propagation in dieser Richtung statt. Die in (d) eingetra-
genen roten Pfeile geben gerade die Propagationsrichtung der Struktur wieder. Fiir die
2-WVF Losungen bedeutet dies, dass sie sich weder nach oben noch nach unten bewegt,
also axial nicht propagiert, sie rotiert lediglich in azimutaler Richtung.

Im Folgenden werden diese WVF Strukturen ebenfalls als wTVF Strukturen (s.u.) be-

zeichnet, da sie topologisch mit diesen identisch sind. Die wTVF Losungen als Ubergangs-
strukturen werden hier deshalb separat eingefiihrt, da sie in dieser Arbeit sehr ausfiihrlich
untersucht werden.

3.3.6 Wavy Taylor Vortex Flow (wTVF), Wavy Taylor Wirbel

Anders als die schon lange bekannten und viel untersuchten WVF Zusténde (s.o.) besit-
zen die wTVF Strukturen eine andere Entstehungsgeschichte. Sie bifurkieren zwar auch
sekundéar aus der reinen TVF Losung, treten dann aber als Ubergangsstrukturen zwi-
schen zwei topologisch unterschiedlichen Strukturen auf; einerseits die toroidal geschlosse-
nen TVF Zustédnde und andererseits die helikalen SPI Strukturen, genau genommen SPI
— wSPI — TVF. Sie besitzen ebenfalls die gleichen Symmetrien (auch Gleitspiegelsymme-
trie) wie die WVF Losungen des letzten Abschnitts, entscheidend ist aber, dass die m # 0
Moden der wTVF Zusténde nicht nichtlinear angeregt werden, wahrend dies bei den WVF
Strukturen i.A. der Fall ist. Notwendigerweise existiere aber auch die wTVF Loésungen nur
dort, wo neben der m = 0 mindestens eine weitere m # 0 Mode wachstumsfihig ist.

Die beiden Abbildung 3.13 und 3.14 zeigen exemplarisch das raumzeitliche Verhalten
zweier verschiedener wTVF Losungen fiir unterschiedliche Kontrollparameter. Die in (d)
eingetragenen roten Pfeile geben die Propagationsrichtung der Strukturen, hier nur azimu-
tal, wieder. D.h. die wTVF Losungen sind axial nicht propagierend. Abhéngig der jeweiligen
Kontrollparameter ist der Wavycharakter, wie in den beiden Abbildungen 3.13 und 3.14
zu sehen, unterschiedlich stark ausgepragt. In Abbildung 3.13 ist die Deformation, d.h. die
Verzerrung der Wirbel in positiver und negativer axialer Richtung (siehe (d,e)), deutlich
stiarker ausgepragt als in Abbildung 3.14. Die Intensitét dieser Modulation ist dabei ins-
besondere vom Abstand zur Bifurkationsschwelle abhingig (die wTVF Losung bifurkiert
hier mit abnehmendem Kontrollparameter R;), die hier bei fixiertem Ry = —100 etwa bei
Ry = 122.5 liegt. Somit ist Abbildung 3.13 mit R; = 116 deutlich weiter von dem Bifur-
kationspunkt entfernt als Abbildung 3.13 mit R; = 120, was die, deutlich zu erkennende,
starkere Modulation der Wirbel erklért.

3.3.7 Wavy Spiral Vortex Flow (wSPI), Wavy Spiral Wirbel

Wie bei den wT'VF Lésungen handelt es sich auch bei den wSPI Losungen um Ubergangs-
strukturen zwischen SPI und TVF Zustédnden. Diese treten hierbei gerade in umgekehrter
Richtung des Ubergangs von SPI—-wSPI—=TVF auf, wobei es sich ebenfalls um sekundér
bifurkierende Strukturen, aus den reinen SPI Losungen heraus, handelt.

Die Abbildung 3.15 zeigt exemplarisch das raumzeitliche Verhalten einer wSPI Losung,
wie sie beim Ubergang von TVF zu SPI Zustédnden als stabile Struktur auftritt. Die in
(d) eingetragenen roten Pfeile geben die Propagationsrichtung der Strukturen wieder; hier
wandert die wSPI Struktur als Ganzes nach oben. Der Wavycharakter ist, wie bei den
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Abbildung 3.12 — Charakterisierung des 2-WVF Zustands: (a) Nichtlineare Modenanregung, hier
nur m = 2n; blaue Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten
Moden, bzw. die Moden der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder
u(r, z) und w(r, z) in der r — z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitat {2,
(blau=Max, rot=Min). (d) Schnitt in der ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren
das radiale Geschwindigkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitét
Q, = £200. Kontrollparameter: Ry = 244, Ry = —150,7 = 0.5,k = 4.2, Re = 0.
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R~ 116, R ,=—100, N=0.5
k=3.927, A=16

(a) Nichtlineare Modenanregung
(b) u Modenanregung

(c) u—v Vektorplot bei @=0
Falschfarben: €,

(d) Schnitt in @ —= Ebene (r = 0.5)
Falschfarben: u

(e) 3D Plot der
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Abbildung 3.13 — Charakterisierung eines wTVF Zustands: (a) Nichtlineare Modenanregung;
blaue Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten Moden,
bzw. die Moden der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder u(r, z) und
w(r, z) in der r — z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitét Q, (blau=Max,
rot=Min). (d) Schnitt in der ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren das radiale
Geschwindigkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitét 2, = £60.
Kontrollparameter: Ry = 116, R, = —100,7 = 0.5, k = 3.927, Re = 0.



3.3. STRUKTUREN IM KLASSISCHEN TCS 47

(a) (b)

LSS
A

Z 05—

\\\\\
\\\\\

.....

el e ———— 4 ]

R~ 120, R = —100, N=0.5
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Abbildung 3.14 — Charakterisierung eines weiteren wI'VF Zustands: (a) Nichtlineare Moden-
anregung; blaue Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten
Moden, bzw. die Moden der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder
u(r, z) und w(r, z) in der r — z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitat {2,
(blau=Max, rot=Min). (d) Schnitt in der ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren
das radiale Geschwindigkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitét
Q, = £60. Kontrollparameter: Ry = 120, Ry = —100,7 = 0.5,k = 3.927, Re = 0.
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R=96,R =—-25,1=0.5
k=3.927. A=1.6

(a) Nichtlineare Modenanregung

(b) u—Modenanregung

(c) u—v—Vektorplot bei ¢ =0
Falschfarben: Qg

(d) v—w—Vektorplotbei r=0.5
Falschfarben: u

(e) 3D Plot der
Isovortizitactsflacche Q(p
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Abbildung 3.15 — Charakterisierung eines wSPI Zustands: (a) Nichtlineare Modenanregung;
blaue Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten Moden,
bzw. die Moden der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder u(r, z) und
w(r, z) in der r — z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitét Q, (blau=Max,
rot=Min). (d) Schnitt in der ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren das radiale
Geschwindigkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitét , = £50.
Kontrollparameter: Ry = 96, Ry = —25,7 = 0.5,k = 3.927, Re = 0.
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wTVF Zustinden, stark von den gewéahlten Kontrollparametern abhingig und in der Ab-
bildungen 3.15(d,e) nur schwach ausgeprégt und deshalb fast nicht zu erkennen. In (b)
sind aber deutlich die zusétzlich angeregten Moden zu sehen. Insbesondere sind hier auch
die endlichen Amplituden der (0, +1) Moden zu nennen, da diese nicht nichtlinear angeregt
werden.

3.4 Strukturen im TCS mit Ferrofluiden bei extern
angelegten Magnetfeldern

Bei allen, im vorherigen Abschnitt 3.3 vorgestellten Strukturen, handelt es sich um solche
Strukturen wie sie im klassischen Taylor-Couette System mit newtonschem Fluid auftreten.
Befindet sich jedoch eine Fliissigkeit mit Ferrofluiden zwischen den Zylindern, so kann
es, abhédngig der Richtung eines extern angelegten Magnetfeldes, zur Ausbildung neuer
Strukturen kommen. Dariiber hinaus kénnen einige der Losungen des klassischen TCS
iiberhaupt nicht mehr entstehen.

3.4.1 Wavy Taylor Vortex Flow (wTVF), Wavy Taylor Wirbel
in Magnetfeldern

Vergleicht man die wTVF Strukturen der Abbildung 3.16 und 3.17, die durch ein extern
angelegtes Magnetfeld mit endlicher Transversalkomponente entstehen mit den klassischen
wTVF Zustéinden der Abbildungen 3.13 und 3.14, so erkennt man insbesondere in der
Darstellung der ¢ — z Ebene (d), sowie der Isovortizititsplots (e) sehr deutliche und ent-
scheidende Unterschiede. Die rote ® = 0 Phasenlinie des u Feldes bei den klassischen
wTVF Zustdnden beschreibt eine wellenformige Bewegung auf der Oberfliche des abge-
rollten Zylinders in der ¢ — z Ebene. Entscheidender ist aber die Tatsache, dass alle & =0
Phasenlinien annéhernd parallel verlaufen, was in den Isovortizitatsplots durch die, als Gan-
zes, in z und —z Richtung verzerrten Wirbelschlduche erkennbar ist. Dies gilt fiir die wTVF
Strukturen im Magnetfeld so nicht mehr! Bei diesen bewegen sich die ® = (0 Phasenlinien
an einzelnen diskreten Stellen aufeinander zu bzw. voneinander weg, die Wirbelschlduche
werden an diskreten ¢ Positionen zusammengeschniirt und bei anderen aufgeweitet. Im Fall
von gekreuzten, transversal und axial iiberlagerten Magnetfeldern (Abb. 3.16) ist neben
diesem Effekt auch eine leichte wellenformige Deformation wie bei den klassischen wTVF
Strukturen zu erkennen.

Der signifikante Unterschied gegeniiber klassischen, rotierenden wTVF Losungen ist die
Tatsache, dass es sich hierbei um stationdre, nicht rotierende wTVFEF Strukturen handelt.
Die Deformationen der Wirbel sind also lokal an einer ¢ Position fixiert.

Die beiden Abbildungen 3.16 und 3.17 zeigen exemplarisch das raumzeitliche Verhal-
ten von wI'VF Zustédnden in einem rein transversalen und einem gekreuzten, transversal
und axial iiberlagerten, Magnetfeld fiir ausgewéahlte Parameter. In beiden Féllen handelt
es sich, wie bereits erwidhnt, um stationére, nicht rotierende Strukturen. In (b) sind die,
durch das jeweilige Magnetfeld, zusétzlich angeregten Moden gut zu erkennen. Der ¢ — z
Plot (d) zeigt die Unterschiede zu den klassischen wTVF Zusténden. Hier sind die roten,
¢ = 0, Phasenlinien nicht mehr parallel, sondern bewegen sich teilweise aufeinander zu
und dann wieder voneinander weg. Fiir die Wirbel als Ganzes bedeutet dies, dass sie lokal
zusammengeschniirt und an anderer Stelle aufgeweitet sind. Im Fall von gekreuzten Ma-
gnetfeldern (Abb. 3.17) sieht die Modulation aufgrund noch weiterer zusétzlich angeregter
Moden etwas anders aus. Neben dem Zusammenschniiren und der Aufweitung ist noch eine
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R=150,R,=0,nN=0.5
k=3.927, A=1.6
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(a) Nichtlineare Modenanregung
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(c) u—v Vektorplot bei (P: 0
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Abbildung 3.16 — Charakterisierung eines wTVF Zustands in einem rein transversalen Magnetfeld:
(a) Nichtlineare Modenanregung; da s, # 0 sind hier auch m = £2 Moden angeregt; blaue Quadrate
zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten Moden, bzw. die Moden
der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder u(r,z) und w(r, z) in der
r—z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitét €, (blau=Max, rot=Min). (d)
Schnitt in der ¢ —z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren das radiale Geschwindigkeits-
feld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitat Q, = +90. Kontrollparameter:
sy =0.6,s, = 0.0, Ry =150, R2 = 0,7 = 0.5,k = 3.927, Re = 0.
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Abbildung 3.17 — Charakterisierung eines weiteren wT'VF Zustands bei {iberlagerten, axial- und
transversalen Magnetfeldern: (a) Nichtlineare Modenanregung; da s, # 0,s, # 0 sind hier auch
m = +1,4+2 Moden angeregt; blaue Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten
Kreise die dominanten Moden, bzw. die Moden der linearen Struktur. (b) v Modenanregung. (c)
Vektorplots der Felder u(r, z) und w(r, z) in der r — z Ebene (p =konst.); Falschfarben kodieren die
azimutale Vortizitét Q. (blau=Max, rot=Min). (d) Schnitt in der ¢ —z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5);
Falschfarben kodieren das radiale Geschwindigkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der
azimutalen Vortizitdt €2, = £90. Kontrollparameter: s, = 0.6,s, = 0.6, R; = 150,Ry = 0,7 =
0.5,k =3.927, Re = 0.
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"Verkippung’, d.h. eine axiale Modulation, der Wirbel als Ganzes zu erkennen. Aber auch
in diesem Fall handelt es sich immer noch um stationare und nicht rotierende Strukturen.

Abbildung 3.18 — Schematische Darstellung ei-
ner klassischen wTVF Losung (a) und einer durch ein
Magnetfeld erzeugten wTVF Struktur (b). Die blau-
en [weiflen] Bereiche charakterisieren radialen Outflow
[Inflow] (u > 0 [u < 0]), in der Ebene der ausgeroll-
ten Zylinderoberfliche im Spalt. Die inneren Quadra-

(@)

te beinhalten eine azimutale Periode 27 in horizon-

b
®) taler Richtung und eine axiale Wellenldnge A in ver-

tikaler Richtung. Zur besseren Sichtbarkeit sind die
Strukturen periodisch iiber diese Rénder (dulere Qua-
®

drate) hinweg fortgesetzt. Der rote Pfeil in (a) deu-
tet die Rotation der klassischen wTVF Zustinde an,
wihrend die in (b), durch Magnetfelder generierten
wTVF Strukturen stehende Wellen darstellen.

z

Um die verschiedenen, hier aufgefithrten, Wavy Strukturen, mit und ohne angeleg-
te Magnetfelder (vgl. Abb. 3.13, 3.16), besser verstehen zu konnen, sind in der Abbil-
dung 3.18 schematische Darstellungen einer klassischen wTVF Losung (a) und einer durch
ein Magnetfeld erzeugten wTVF Struktur (b) zu sehen. Die blauen [weifien] Bereiche cha-
rakterisieren radialen Outflow [Inflow] (v > 0 [u < 0]), in der Ebene der ausgerollten
Zylinderoberfliche im Spalt. Beide wTVF Losungen zeichnen sich dadurch aus, dass die
® = 0 Phasenlinien (Grenze zwischen weifien und blauen Bereichen) einen wellenférmigen
(wavyartigen) Verlauf in axialer Richtung besitzen, toroidal aber in sich geschlossen sind.
Es gibt aber zwei gravierende Unterschiede dieser wT'VF Losungen. Erstens verlaufen die
® = 0 Phasenlinien der klassischen wTVF Zusténde (a) parallel wihrend sie sich bei den
durch ein externes Magnetfeld generierten wTVF Zustande (b) periodisch aufeinander zu
und wieder voneinander weg bewegen. Zweitens und noch entscheidender ist aber die Tat-
sache, dass die klassischen wTVF Strukturen (a) azimutal rotierende Strukturen (siehe
roten Pfeil in der Abbildung) mit einer endlichen Frequenz darstellen, wohingegen es sich
bei den, durch Magnetfelder generierten wTVF Strukturen (b) um stationére, stehende
Losungen handelt. In letzterem Fall ist das Muster also fixiert.

3.4.2 Wavy Spiral Vortex Flow (wSPI), Wavy Spiral Wirbel in
Magnetfeldern

Die beiden Abbildungen 3.19 und 3.20 zeigen exemplarisch das raumzeitliche Verhalten
von wSPI Zustdnden in einem rein transversalen und einem gekreuzten, transversal und
axial {iberlagerten, Magnetfeld fiir ausgewihlte Parameter. Wie bei den zuvor beschriebe-
nen, durch Magnetfelder erzeugten, wT'VF Zustdnden sind auch bei entsprechenden wSPI
Strukturen zusétzliche Moden angeregt, wie in (b) zu sehen. Der ¢ — z Plot (d) zeigt die
Unterschiede zu den klassischen wSPI Zusténden. Auch hier sind die roten ¢ = 0 Phasen-
linien micht mehr parallel, sondern bewegen sich teilweise aufeinander zu und dann wieder
voneinander weg. Fiir die Wirbel als Ganzes bedeutet dies, dass sie lokal zusammenge-
schniirt und an anderer Stelle aufgeweitet sind. Da aber bereits die reinen SPI Strukturen,
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Abbildung 3.19 — Charakterisierung eines wSPI Zustands in einem rein transversalen Magnetfeld:
(a) Nichtlineare Modenanregung; da s, # 0 sind hier auch m = n+2 Moden angeregt; blaue Quadrate
zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten Moden, bzw. die Moden
der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder u(r,z) und w(r,z) in der
r—z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitét €, (blau=Max, rot=Min). (d)
Schnitt in der ¢ —z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren das radiale Geschwindigkeits-
feld v (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitit Q, = 460. Kontrollparameter:
sy =0.6,5, =0.0,R; =150, Ry = 0,7 =0.5,k = 3.927, Re = 0.
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Abbildung 3.20 — Charakterisierung eines wSPI Zustands in axial- und transversal iiberlagertem
Magnetfeld: (a) Nichtlineare Modenanregung; da s, # 0, s, # 0 sind hier auch m = n £ 1,42 Moden
angeregt; blaue Quadrate zeigen die nichtlinear angeregten Moden, die roten Kreise die dominanten
Moden, bzw. die Moden der linearen Struktur. (b) u Modenanregung. (c) Vektorplots der Felder
u(r, z) und w(r, z) in der r — z Ebene (¢ =konst.); Falschfarben kodieren die azimutale Vortizitat €2,
(blau=Max, rot=Min). (d) Schnitt in der ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5); Falschfarben kodieren
das radiale Geschwindigkeitsfeld u (blau=Max, rot=Min). (e) Isoflichen der azimutalen Vortizitéit
Q, = +40. Kontrollparameter: s, = 0.6,s, = 0.6, Ry = 150, Ry = 0,7 = 0.5,k = 3.927, Re = 0.
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ohne extern angelegtes Magnetfeld, azimutal rotieren und axial propagieren und demzufol-
ge auch eine endliche Frequenz besitzen, gilt dies natiirlich auch fiir die wSPI Strukturen,
die durch Magnetfelder generiert werden. Lediglich die absoluten Werte der Frequenzen
werden durch die Magnetfelder verdndert (vgl. auch Kap. 9). Der Unterschied zwischen
rein transversalen und gekreuzten Magnetfeldern ist deutlich schwicher als im Fall von
wTVF Zustdnden (vgl. Abb. 3.16 und 3.17).
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Kapitel 4

Ubergiinge zwischen TVF und SPI
Zustinden unter periodischen
Randbedingungen (pbc)

4.1 Einleitung - Motivation

Dieses Kapitel befasst sich mit der Fragestellung, wie sich rotationssymmetrische, stati-
ondre Taylor Wirbel (TVF) in helikale, wandernde Spiral Wirbel (SPI) transformieren.
Dies ist von grundlegendem Interesse, da es hierbei um die allgemeine Frage geht, wie
sich aus einer stehenden Welle eine wandernde Welle ergibt und umgekehrt. Hierzu werden
die Uberginge zwischen diesen beiden topologisch unterschiedlichen Strukturen in bei-
den Richtungen qualitativ und quantitativ im Detail untersucht. Zum Teil wurden solche
Ubergéinge, die {iber wavyartige Strukturen ablaufen, bereits theoretisch vorhergesagt, bis-
lang aber noch nicht ausfiihrlich, insbesondere noch nicht weiter numerisch, betrachtet. Im
Detail wird untersucht, wie die beiden Losungséiste der Taylor Wirbel und der Spiralen
durch eine stabile Zwischenlosung miteinander verbunden sind. Von besonderem Interesse
sind hierbei solche Fragestellungen, wie sich die raumzeitlichen Eigenschaften entlang die-
ses Verbindungsastes éndern, wie die Stabilitit zwischen den Asten transferiert wird und
wo, bzw. was fiir Arten von transienten Losungen dabei auftreten.

In der Literatur findet man eine grofle Anzahl von theoretischen und experimentel-
len Untersuchungen, die sich mit Wechselwirkungen zwischen TVF, SPI Strukturen und
einer Vielzahl anderer Losungen (56; 55; 71; 73; 142; 7; 10; 11) befassen. Hier liegt der
Fokus aber auf den Wavy Taylor Wirbeln (wTVF) und den Wavy Spiral Wirbeln (wSPI),
die eine dominante Rolle, neben den Ribbon (RIB) Zusténden (36; 31), beim Ubergang
zwischen TVF und SPI Zusténden einnehmen. Die wTVF [wSPI] Losung erscheint hier-
bei als sekundére, nicht histeretische Vorwértsbifurkation aus dem reinen TVF [SPI] Zu-
stand (71; 73) heraus. Im Grofteil der in der Literatur zu findenden Publikationen kehrt
der wTVF Losungsast! in den TVF Ast zuriick oder es zeigt sich eine Bifurkation héherer
Ordnung (73; 7; 10; 11; 1; 109) bei weiterer Erhthung der Kontrollparameter. Generell 14sst
sich festhalten, dass diese, in der Literatur bislang diskutierten wTVF Zusténde, bei deut-
lich héheren Kontrollparametern auftreten, als die wIT'VF Strukturen, die nun in diesem
Kapitel im Bezug auf Ubergénge zwischen TVF und SPI Losungen diskutiert werden.

1n der Literatur auch oft als Wavy Vortex Flow (WVF) bezeichnet.
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Die toroidal geschlossenen TVF Strukturen entstehen in einer priméren, stationédren Bi-
furkation aus dem rotationssymmetrischen, axial homogenen Grundzustand, dem Circular
Couette Flow (CCF) heraus. Ebenso entstehen auch die beiden, axial symmetrieentarteten
und oszillierenden SPI Zustédnde mit ihrer links (L-) und rechts (R-) gewundenen helika-
len Spiral Wirbel Struktur (SPI) in einer Hopfbifurkation zusammen mit der RIB Losung,
ebenfalls primér, aus dem CCF heraus (62; 63). Letztere kann man hierbei als eine nicht-

lineare Uberlagerung von zwei gegenlaufig wandernden (L- und R-) SPI Zusténde zu einer
axial stehenden Welle auffassen. Typischerweise liegen RIB Zustdnde nahe des Onsets als
instabile Losung vor, konnen aber unter bestimmten Voraussetzungen spéter stabilisiert
werden (115). Die Stabilitdat von TVF und SPI Losungen am Onset hingegen wird durch die
Reihenfolge ihres Erscheinens bei Anwachsen der Rotationsrate €2; des inneren Zylinders
bestimmt: Die erste [zweite] aus dem CCF bifurkierende Losung ist [in]stabil. Allerdings
kann auch die zweite Losung fiir gréBere €2; stabil vorliegen. Welcher der beiden Zusténde
als erstes bifurkiert hingt dabei insbesondere von der Rotationsgeschwindigkeit des &ufleren
Zylinders ab (145).

Neben Parameterbereichen mit monostabil existierenden TVF und SPI Strukturen fin-
det man auch Bereiche mit Bistabilitdt dieser beiden Losungen (63). Fiir andere Kon-
trollparameter, weit oberhalb des Parameterbereiches, der hier von Interesse ist, gibt es
natiirlich eine sehr grofie Anzahl verschiedenster polystabil existierender Strukturen wie
z.B. bei Andereck et al. (7) dargestellt. Verdndert man nun einen Kontrollparameter, so
dass er aus diesem Parameterbereich der Bistabilitit von TVF und SPI Zustédnden her-
ausfallt, so verliert eine der beiden Losungen ihre Stabilitit und das System vollzieht einen
Ubergang zum einzig stabil verbleibenden Zustand, d.h., von der TVF zur SPI Losung
oder umgekehrt (63). Theoretische Bifurkationsuntersuchungen und Symmetriegruppenbe-
trachtungen (56; 55), wie Entwicklung mittels Amplitudengleichungen in (71) sagen eine
Verbindung des stabilen TVF Losungsastes mit dem instabilen RIB Losungsast iiber sta-
bile wTVF Zusténde voraus. In (56) wird eine "Jump Bifurkation” vom Ende des stabilen
wTVF Astes hin zum stabilen SPI Ast erwartet. In der Tat konnte solch ein Verhalten
mittels der hier durchgefiihrten numerischen Simulationen bestétigt werden und es scheint
auch Ansitze fiir experimentelle Nachweise zu geben (142).

Bereits in (55) wurden einige qualitative Bifurkationsdiagramme fiir einen grofien Be-
reich mit Radienverhéltnissen, 0.43 < n < 0.98, présentiert und gezeigt, dass einige Ei-
genschaften, z.B. die Vorwérts- oder Riickwértsbifurkation, Stabilitdtswechsel u.v.m., sehr
stark vom gewéhlten Radienverhéltnis 7 abhidngen. Die Untersuchungen von (56; 55; 71)
lassen weiterhin auf die Existenz eines wSPI Losungsastes schlieflen, der manchmal auch
als modulierte Spiralen bezeichnet wird. Diese bifurkieren aus den SPI Zustédnden heraus,
aber diese Losung konnte bisher weder im Einzelnen weiter verfolgt, noch konnte eine Ver-
bindung zu einer anderen Losung festgestellt werden. In diesem Kapitel wird nun unter
anderem gezeigt, dass dieser wSPI Ast tatséchlich existiert und den Ubergang von SPI
zu TVF Losungen darstellt. In der Tat lassen die Symmetriebetrachtungen in (55) eine
Verbindung von SPI zu instabilen RIB iiber wSPI Strukturen vermuten. Die Analysen von
looss (71) geben eine gute Anleitung zur Untersuchung von wSPI und wTVF Lésungen.

4.2 Theoretische Beschreibung

In diesem Kapitel werden als SPI und RIB Strukturen ausschliefSlich solche mit azimutaler
Strukturwellenzahl M = 1 (bzw. Ganghohe p = £1, vgl. Kap. 3), d.h. L1-SPI, R1-SPI und
1-RIB diskutiert. Die helikale Orientierung dieser SPI Strukturen zeichnet sich dadurch aus,
dass man sich bei einmaligem "Umwandern’ des Zylinders in azimutaler Richtung genau
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eine 'Etage’ nach oben (p = 1) bzw. unten (p = —1) wandert (vgl. auch Kap. 3, Abs. 3.3.2).

Aus Griinden der Einfachheit und Ubersichtlichkeit werden diese im Folgenden, innerhalb
dieses Kapitels, kurz nur als L-SPI, R-SPI und RIB Zustidnde bezeichnet. Ebenso werden
auch nur die Bezeichnung wSPI Zustéinde verwendet, da nur solche wSPI Zusténde mit
dominanter M = 1 Wellenzahl, d.h. L1-wSPI und R1-wSPI Zusténde, diskutiert werden.

Amplitudengleichungen — Dreimodenmodell

Ziel dieses Abschnitts ist es, das in dem spéteren Abschnitt 4.3.1, gezeigte Bifurkations-
verhalten (z.B. Abb. 4.3) inklusive der zugehorigen Stabilitdtswechsel mit Hilfe eines Mi-
nimalmodenmodells, hier eines Dreimodenmodells, verstehen zu koénnen (30; 66). Hierzu

werden die beiden Uberginge TVF—wTVF—SPI und SPI-wSPI-TVF durch gekoppel-
te Ampiludengleichungen (31) beschrieben. Dies stellt ein relativ einfaches Modell dar, da
es bei diesem Vorgehen geniigt, die linear wachstumsfdhigen Moden zu betrachten.

Ubergiinge: (i) TVF—-wTVF—SPI und (ii) SPI-wSPI-TVF

Es werden nun gekoppelte Amplitudengleichungen hergeleitet, die das Bifurkationsverhal-
ten, wie etwa in Abbildung 4.3 zu sehen, beschreiben. Das Vorgehen hierbei ist analog (31)
und beschreibt das Bifurkationsverhalten von wTVF und wSPI Losungen in der Néhe des
kritischen Punktes mittels eines Dreimodenmodells. In diesem erscheinen die beiden kri-
tischen SPI Moden, die einer linksgewundenden SPI (L-SPI), A = (m,n) = (1,1), und
die einer rechtsgewundenen SPI (R-SPI), B = (1, —1), zusammen mit der kritischen TVF
Mode, C' = (0,1).

A

%—t = AF(|A? B |C]) +iq BCC,

B o

%—t = BG(|A] B |C*) +iq ACC, (4.1)
80 . 2 2 2 D

Hierbei beschreiben die Querstriche (7) die komplex konjugierten Amplituden. Die Kopp-
lungskonstanten qq, ¢; werden als reell angenommen. Die genaue Zusammensetzung dieser
Kopplungsterme ist in Abbildung 4.1 schematisch dargestellt.

Durch die axiale Translationsinvarianz und Spiegelsymmetrie im Taylor-Couette System
werden den, ansonsten beliebigen, komplexen Funktionen F, G, H einige Beschriankungen
auferlegt. Deshalb sind die Gleichungen (4.1) invariant unter den Operationen (A, B, C') <
(B, A, C) die auf der axialen Symmetrieoperation, 2 — —z, beruht. Mit den Beschrankun-
gen eines solchen Modells kann gezeigt werden, und zum Teil wurde dies auch bereits
gezeigt, dass der wI'VF Ast den stabilen TVF Losungsast mit der instabilen RIB Losun-
gen verbindet. Diese instabile RIB Losung destabilisiert dann gegeniiber der stabilen SPI
Losung.

In den Untersuchungen von (31) wurde bereits die Existenz von wSPI Losungen, die
den stabilen SPI Ast mit den instabilen RIB Losungsast verbinden, prognostiziert.
Eine Entwicklung der Gleichungen (4.1) mit

X = |X|e, Xe{AB,C}, (4.2)
7 = Z.+iZ, Zc{FG H},
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(b)

Abbildung 4.1 — Kopplungsschema der drei kritischen Moden im (m,n) Modenraum fiir L-SPT:
A= (m,n)=(1,1), R-SPL: B=(1,—1) und TVF: C = (0,1). ~ représentieren hierbei die komplex

konjugierten Moden.

und Ersetzung mit der gekoppelten Phase ® = g — 04 + 20 — 7 ergibt sechs gekoppelte

Gleichungen:
0A :
a0l = |A| F. — q1 |B||C|? sin ®,
0B :
S| = |B| G, + q1 |A||C)? sin @,
oC
E = ‘C’Hr_qo ’AHBHC‘ COS(I),
00 4 |BJ|C|?
A _ R d
at 7 + 1 |A| COs Y
00 AlC]?
=B _ L B el B d
o Gi+q B cos ®,
00
8_750 = —H;+ q|Al||B]| sin ®.
Mit den Substitutionen (113; 118):
[A]* + |BJ” [A* — |B?
S ol NI el AR 5 SO bl N e N
S 2 ’ 2 ’
D\ 2
P=|A||B|=S/1—-|—=
4118 (5)-

und der Abkiirzung Gfl- = F,; £ G,,; wird ein neues Koordinatensystem eingefiihrt. Die

hieraus resultierenden, nun nur noch vier, Gleichungen lauten:

oS

—— = DG~ +
T G, +5G,
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oD

= = DG+ SG. —2q P|C|* sin®, (4.5)
oC

‘E = [C|H, —q P|C]| cos @,

0P ~ Lo _

i G; —2H;+2¢: D P~ |C|* cos ® + 2¢qy P sin ®.

Losungen der Amplitudengleichungen (4.3) bzw. (4.5) ergeben sich wie folgt:

SPI: Fiir den Fall |C| = 0 folgt aus Gleichung (4.5) direkt D = £S5, d.h. also die Losung
der reinen L-SPI oder R-SPI Struktur. In diesem Fall gilt: GZ(S, D) # 0 fiir D = 5.

RIB: Fiir D = 0 und S # 0 reprisentieren diese eine weitere Losung gemif G=(S, D =
0) = 0 (71; 31). Hierbei ist zu beachten, dass im Fall des RIB Zustands die (erste
hoher harmonische) Mode C" = (0,2) angeregt ist und nicht die dominante Mode
C = (0,1) des TVF Zustands. Die nichtlineare Kopplung der Moden (1,1) und
(—1,1) ergebt die Mode (0, 2).

TVF: Fir |C| > 0, ist D = £S5 nicht ldnger eine weitere Losung der Gleichung (4.5).
Insbesondere ergibt sich fiir S = D = 0 die klassische TVF Lésung.

Somit besteht jede dieser Losungen aus einer oder drei Moden (A, B, (). Im Allgemeinen
sind kontinuierliche Ubergénge offensichtlich méglich von:

(i) TVF (D=5 =0, |C| > 0) zu wI'VF (JA| = |B| # 0, |C| > 0) und wIT'VF zu SPI
(D =4S, |C|=0) oder zu RIB (JA| = |B| # 0, |C| = 0) Losungen, ebenso wie von

(ii) SPI (D =45, |C| =0) zu wSPI (|A|, |B],|C| > 0) und von wSPI zu TVF oder RIB

Losungen.

Eine grundlegende theoretische Untersuchung beziiglich der Ubergénge zwischen TVF
und SPI Loésungen wurde bereits von Golubitsky et al. (55) vorgenommen. Darin wurden
die verschiedenen Isotropiegruppen und deren Zusammenhénge untereinander untersucht.
Die Resultate dieser Untersuchungen gaben Grund zur Annahme, dass es einen stabilen Ast
der wSPI Losung gibt, der die SPI mit der instabilen RIB Lésung verbindet. Abbildung 4.2
zeigt ein schematisches Modell der moglichen Ubergénge zwischen CCF, TVF, SPI, RIB,
wTVF und wSPI Strukturen. Die diinne Linie beim Ubergang von wSPI zu RIB Zustédnden
soll verdeutlichen, dass diese Verbindung in der Literatur (55) zwar schon vermutet, aber
bis zu diesem Zeitpunkt noch nicht numerisch entdeckt wurde. Desweiteren werden in der
Literatur verschiedene andere Verbindungséste zwischen den unterschiedlichen Losungen
vorhergesagt. So z.B. werden in (56; 55) sogenannte Twisted Vortices (TWV) beschrieben,
welche die beiden Losungen, TVFE und RIB, miteinander verbinden, oder aber auch soge-
nannte Interpenetrating Spirals (IPS), die als Zwischenzustande auftreten konnen. Diese
werden aber im Zusammenhang mit dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.

Der Ubergang von der TVF zu SPI Losung und umgekehrt lésst sich wie folgt zusam-
menfassen:

wTVF N
TVF &= RIBE | SPL



62 KAPITEL 4. UBERGANGE ZWISCHEN TVF UND SPI (PBC)

TVF
> WTVF

CCF—RIB
>WwSPI
SPI

Abbildung 4.2 — Schematisches Modell der moglichen Ubergénge zwischen CCF, TVF, SPI, RIB,
wTVF und wSPI Zusténden fiir pbc Bedingungen. Die diinne Linie beim Ubergang von wSPI hin zur
RIB Losung soll verdeutlichen, dass dieser Ubergang bislang in der Literatur (55) nur vermutet, aber
noch nicht entdeckt wurde, im Rahmen dieser Arbeit aber numerisch nachgewiesen werden konnte.

4.3 Bifurkationsszenarien und Phasendiagramm

In den nun folgenden Abschnitten werden die Bifurkationseigenschaften von TVF, SPI, RIB
Strukturen und die der Verbindungséiste von wTVF und wSPI Losungen untersucht. Dies
geschieht zunéchst einzeln in Abhéngigkeit von der Rotation des inneren Zylinders, Ry,
des dusseren Zylinders, Ry, sowie von der Wellenzahl k. Die Ergebnisse werden schliellich
in einem dreidimensionalen Phasendiagramm im k& — Ry — Ry Parameterraum zusammen-
gefasst.

4.3.1 Bifurkationsverhalten als Funktion von R;

In der Abbildung 4.3 sind stabile (durchgezogene Linien mit gefiillten Symbolen) und in-
stabile (gestrichelte Linien mit leeren Symbolen) Bifurkationséste fiir die Losungen: TVF
(@, blaue Kreise), L-SPI (A, orange Dreiecke), RIB (0, griine Rauten), wTVF (B, schwarze
Quadrate) und wSPI (4, schwarze Rauten) in Abhéangigkeit von R; fiir zwei verschiedene,
aber fixierte Werte R, dargestellt. Die Parameterwerte, die zu diesen beiden Bifurkations-
diagrammen gehoren sind zusétzlich mit Pfeilen (a) und (b) in das Phasendiagramm in

Abbildung 4.5 eingetragen. Hierbei handelt es sich um Ubergéinge von TVF zu SPI (a),
bzw. SPI zu TVF (b) Losungen, die im Folgenden ausfiihrlich diskutiert werden.

Wavy Taylor Wirbel (wWTVF)

Zunéchst soll der Ubergang von stabilen TVF Zustdnden hin zu stabilen SPI Strukturen
(a), der iiber stabile wTVF Losungen ablauft, untersucht werden. Dazu starten wir in
Abbildung 4.3(a) mit einer stabilen TVF Losung in der Region F (rechts). Bei Verminde-
rung von R; bleibt diese TVF Losung zunéichst stabil, bis sie den in der Abbildung grau
hinterlegten Bereich F' erreicht. An dieser Grenze (R; ~ 123) verliert die TVF Losung ihre
Stabilitiat gegeniiber einer neuen Losung, die sekundér aus dem TVF Ast herausbifurkiert.
Entscheidend hierbei ist, dass die beiden Moden (1,1) und (1, —1) mit exakt der glei-
chen Amplitude anwachsen und so zu der neuen stabilen Losung des wTVF fiihren. Diese
ist im Wesentlichen aus den drei dominanten Moden (0,1), (1,1) und (1,—1) aufgebaut
(vgl. auch Abs. 4.2). Mit weiter abnehmendem R; wéchst das Verhéltnis der Amplituden
|1 1£1/up1| weiter an; dies bedeutet, dass die Modulationen, also der Wavycharakter des
wTVF Zustands immer stérker wird.



4.3. BIFURKATIONSSZENARIEN UND PHASENDIAGRAMM

5 | T | T T | T T
-(a) @ TvF F E ]
al- L-SPI B

RIB

i ¢ WwSPI b
— 3 B wTVF &
= | ) 9
— 2 (mn)=(1,1) (1.1) Neols v, ’ (1,1) & (1,-1)
1+ =" _
- 10,1 i

0 | | / ( ' |) 1 | \

105 110 115 120 125 130
I
- (b) |
5 _|
41 _
€3 _|
2 B -
2+ _|
(11+1) & (11'1)
- (1,1) ]
i~ (01 (1,1) |
i 0,1) 4
0 1 | 1 | ) | |
70 80 90 (1-1) 100 110
Rl

Abbildung 4.3 — Bifurkationen verschiedener Wirbelstrukturen in Abh#ngigkeit von R; fiir (a)
Ry = —100 und (b) Ry = —25 (siche auch Pfeile (a,b) in Abb. 4.5). Durchgezogene [gestrichelte]
Linien mit gefiillten [leeren] Symbolen charakterisieren stabile [instabile] Losungen. Dargestellt sind
die Amplituden der dominanten Moden des radialen Geschwindigkeitsfeldes |uy, | in der Mitte des
Spaltes (r = 0.5) fir TVF(®) (m,n) = (0,1), L-SPI(A) (m,n) = (1,1), 1-RIB(0) (|u1,1]| = |u1,-1]),
wTVF(H) und wSPI(#) Losungen. Die beiden Wavy Losungen zeichnen sich dadurch aus, dass bei
ihnen up1 # 0 und uy 41 # 0, wahrend fiir die reinen Strukturen gilt: ugffl =0= ulT‘j/Ef Die
Amplitude der (1,1) Mode der wSPI Struktur (b) ist hierbei sehr klein und kann deshalb nicht
von der Abszisse unterschieden werden. Aus Griinden der Ubersicht sind die Bifurkationséste, die zur
symmetrieentarteten Losung der R-SPI fiihren, hier nicht dargestellt. Weitere Kontrollparameter sind:
n = 0.5,k = 3.927. In dieser und den weiter folgenden Abbildungen dienen die verschiedenen Symbole
in erster Linie zur Unterscheidung verschiedener Strukturen. Alle numerischen Rechnungen wurden
fiir weit mehr Parameter durchgefiihrt, als es die Symbole zeigen.

63
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Es ist offensichtlich, dass sich die beiden Amplituden (1,1) und (1,—1) der wTVF
Losung, dem instabilen RIB Ast annihern?. Da diese Losung aber im gesamten, hier dar-
gestellten Parameterbereich instabil ist, kann das System in dieser nicht verbleiben und
muss deshalb einen Ubergang zu der einzig verbleibenden stabilen Losung, der SPI, voll-
ziehen. Dies bedeutet, dass die m = 0 und eine der m = 1 Amplituden (hier u; ;) am
linken Rand der Region F' verschwinden (angedeutet durch vertikale Pfeile in Abb. 4.3),
wihrend die verbleibende m = 1 Mode (hier u; ;) auf die dominante Losung der reinen
SPI anwéchst (hier L-SPI). Dabei liegt die reine SPI Losung, entartet zu L- und R-SPI,
da keine Symmetriebrechenden Effekte vorhanden sind, im gesamten Parameterbereich der
Abbildung 4.3(a) als stabile Losung vor. Hieraus ergibt sich, dass SPI Strukturen sowohl
bistabil mit TVF Zustdnden in Region E, wie auch bistabil mit wTVF Losungen in Region
F existieren. .

Aus Griinden der Ubersicht ist in Abbildung 4.3(a) nur eine SPI Losung, die L-SPI,

dargestellt. Der entsprechende Ubergang von TVF iiber wTVF und RIB Losung hin zur
R-SPI Losung verlduft vollig analog in Abwesenheit symmetiebrechender Effekte.

Abbildung 4.4 — Schematisches Bifurkationsdiagramm fiir einen geeigneten Parameter, z.B. Ry
unter pbc Bedingungen. Dieses Diagramm stellt eine Zusammenfassung der Ergebnisse der beiden
Abbildungen 4.3 und 4.5 dar. Stabile [instabile] Losungen sind als durchgezogene [gestrichelte] Linien
dargestellt. Die beiden diinnen Pfeile symbolisieren den transienten Ubergang der bereits in (56) als
"Jump bifurcation’ bezeichnet wurde. Es ist darauf zu achten, dass die beiden eingezeichneten stabilen
Wavy Losungséste nicht bis ganz auf den RIB Ast gehen, sondern sich diesem nur annihern, da diese
Losung hier instabil ist.

Wavy Spiral Wirbel (wSPI)

Analog dem Ubergang von TVFE zu SPI Zusténden, der iiber eine stabile wIT'VF Losung
fiithrt, wird nun der Ubergang in umgekehrter Richtung von SPI zu TVF Strukturen disku-
tiert. In Abbildung 4.3(b) ist das Bifurkationsverhalten fiir Parameter, Ry = —25, darge-
stellt, bei denen wSPI Zusténde auftreten. Wie in (a) starten wir in der Abbildung rechts
in Gebiet £, nun aber in einer stabilen SPI Losung (hier in einer L-SPI Struktur mit domi-
nanter (1,1) Mode) und vermindern R;. Diese Losung verliert ihre Stabilitét am rechten
Rand des grauen Bereiches G, wobei zwei weitere Moden, (0,1) und (1, —1), anwachsen.
Die beiden Moden?, (1,1) und (1, —1), wechselwirken nichtlinear miteinander und gene-

2Wie weit sich die wT'VF Losung der instabilen RIB Loésung annihert, hiingt von diversen Systempa-
rametern ab. Entscheidend ist jedoch, dass das System letztere nie erreichen kann, da diese hier immer
instabil vorliegt.

3Bei reinen L-SPI und R-SPI Zustéinden sind (1,1) und (1, —1) gerade die dominanten Moden.



4.3. BIFURKATIONSSZENARIEN UND PHASENDIAGRAMM 65

rieren eine (0,2) Mode, deren Amplitude aber signifikant kleiner als die der (0,1) Mode
ist. Hier zeigt sich, dass es sich im Fall der (0,1) Mode in der wT'VF Losung nicht um
eine nichtlinear angeregte Mode handelt! Bei weiterer Verminderung von R; wachsen die
beiden Moden (0,1) und (1, —1) monoton an, wihrend die (1, 1) Mode kleiner wird. Dieses
Verhalten lésst eine Annéherung an den instabilen RIB Ast vermuten. Aber wie bereits in
Abbildung 4.3(a) gesehen, kann das System keine RIB Losung generieren und die meisten
Moden verschwinden am linken Rand des grauen Bereiches G. Nur die (0,1) Mode bleibt
endlich und wéchst an zur einzig verbleibenden stabilen TVF Losung. Somit existieren
auch wSPI und TVF Zusténde bistabil in Region G.

Fiir die in der Abbildung 4.3(b) gewéhlten Parameter unterscheiden sich die Ampli-
tuden der beiden Moden, (1,1) und (1, —1), in der wSPI Losung wesentlich voneinander.
Insbesondere folgt die Amplitude der (1,1) Mode nahezu unveridndert der entsprechen-
den Mode der reinen L-SPI Struktur, wihrend die Amplitude der (1, —1) Mode sehr klein
ist. Dies ist aber nicht immer der Fall. Neben diesen sind fiir andere Kontrollparameter
auch wSPI Losungen mit moderaterem Modenverhéltnis gefunden worden. Soll heiflen, der
Unterschied in den Moden ist kleiner, insbesondere in der minoranten Mode der wSPI
Struktur, hier (1,—1). Weiter soll aber auf diese nicht eingegangen werden, da es keine
qualitativen Unterschiede zu der hier préasentierten wSPI Losung gibt.

Am linken Rand der Regionen F' und G in Abbildung 4.3(a,b) zeigen entsprechende
Amplituden der wTVF und wSPI Losung einen signifikanten Sprung. Es wurde versucht,
die Wavy Losungen auch links der grauen Bereiche F' und G zu stabilisieren und somit
weiter zu verfolgen. Hierzu wurde Gleitspiegelsymmetrie auferlegt, welche die Wavy Losung
erfiillen, nicht aber etwa die SPI Losung. Dies fithrte aber immer zu einer Stabilisierung
der RIB Losung, die ebenfalls den gleichen Symmetrien wie die Wavys geniigen. Somit
konnten mit diesen Einschrinkungen die erwarteten Aste der instabilen wTVFE und wSPI
Losungen nicht gefunden werden. Weitere Versuche, diese Losungen fiir Ry Werte links der
Gebiete F' und G zu erhalten wurden nicht unternommen.

Abbildung 4.4 fasst die Ergebnisse von Abschnitt 4.3.1 in einem schematischen Bifur-
kationsdiagramm fiir einen moglichen Kontrollparameter, z.B. Ry, zusammen. Hierbei ist
erneut darauf zu achten, dass die Bifurkationsiste der wTVF und wSPI Losungen (schwarz)
nicht exakt auf dem Ast der RIB Losung enden, da diese nur instabil vorliegt. Die tran-

sienten Uberginge von den instabilen RIB Zusténden hin zu den stabilen Losungen des
TVEF bzw. der SPI, sind durch diinne vertikale Pfeile gekennzeichnet.

4.3.2 Ry — Ry, Phasendiagramm

Die blaue [orange| Linie kennzeichnet die lingst bekannte primére Bifurkationsschwelle fiir
TVF [SPI] Zusténde aus dem CCF Grundzustand heraus. Die oberen Grenzen der Gebiete
F und G stellen die Schwellen der vorwéarts bifurkierenden Losungen der wTVFE aus den
TVF, bzw. der wSPI aus den SPI Losungen dar. Beide Wavy Losungen sind nur als stabile
Losungen im hier untersuchten Parameterbereich aufgetreten. Wie bereits zuvor erwéihnt,
erlaubt es der verwendete Code leider nicht, instabile Wavys zu verfolgen.

Die Abbildung 4.5 (66) stellt im Wesentlichen eine detailliertere Version eines schon
bekannten Phasendiagramms, der Abbildung 2 aus (63), dar. Anders als in dieser ’alten’
Version sind hier aber die nichtlinear erhaltenen Bifurkationsschwellen von TVF (blau)
und SPI (orange) Strukturen, anstelle der linearen, und die neu gefundenen (grauen) Wa-
vy Bereiche F, G mit aufgenommen. Es zeigt den vollstédndigen hier untersuchten R; — Rs
Parameterbereich, einschliefSlich aller dort existenten Strukturen. Die zuvor gezeigten Bi-
furkationsdiagramme in Abbildung 4.3 wurden entlang der beiden eingetragenen Pfeile (a)
und (b) aufgenommen.
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Ry — Ry Phasendiagramm fiir TVF, SPI, wTVF und wSPI Losungen fiir n = 0.5, k£ = 3.927.

Region A B C D E F G

TVF - s i s s i s stabil(s),

SPI s - s i s s i instabil (i),
wIVF - - - - - s - nicht existent (-).
wSPI - - - - - - 8

Abbildung 4.5 — Die blaue Linie mit Kreisen, sowie die orange Linie mit Dreiecken kennzeichnen
die Bifurkationsschwellen fiir TVF (@) und SPI (4) Losungen aus dem CCF Grundzustand heraus.
Gefiillte [leere] Symbole geben an ob die jeweilige Losung stabil [instabil] an der Schwelle ist. In
Region F liegen beide Losungen, TVF uns SPI, bistabil vor. Die schwarzen durchgehenden Linien
beschreiben die oberen Bifurkationsschwellen von wTVF (M) und wSPI (#) aus den TVF bzw. SPI
Losungen heraus. Diese Wavy Losungen sind in den jeweiligen grauen Bereichen F' und G stabil und
werden instabil an der schwarz gestrichelten Kurve mit offenen Symbolen ([J,0). Die beiden vertikalen
Pfeile (a) und (b) kennzeichnen die Parameterbereiche der Bifurkationsdiagramme aus Abbildung 4.3.
Die beiden Kreuze geben die Parameter an, fiir die in Abbildung 4.7 die Wellenzahlabhéngigkeit des
Bifurkationsverhaltens gezeigt wird. Die durchgehende violette Linie «, in dem Bildausschnitt in der
Abbildung links unten, teilt das Gebiet F in zwei Teile: Zum einen in F1, in dem die Amplituden der
SPI Struktur |uy 11| grofer sind, als die der TVF Losung |ug 1|, und entsprechend umgekehrt in Ey. Die
strichpunktierte Kurve 3 beschreibt die Projektion dieser 'bikritischen’ Kurve, d.h. die Schnittlinien
von TVF und SPI Bifurkationsflichen im k— R; — Ry Phasenraum auf die R{ — Ry Ebene bei k = 3.927
(siche auch Abb. 4.10). Der violette Punkt  gibt den Punkt hoherer Codimension an, in dem die
Bifurkationsschwellen der verschiedenen Strukturen zusammenlaufen.
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Insgesamt konnen die Strukturen im Phasendiagramm der Abbildung 4.5 wie folgt zu-
sammengefasst werden: In Region E, oberhalb der Gebiete F' und G, liegen die Strukturen,
TVF und SPI, als bistabile Losungen vor. In Region C' (unterhalb von F') sind nur SPI
aber nicht die TVF Zusténde stabil und entsprechend existieren in Region D, (unterhalb
von G) nur stabile TVF, aber keine SPI Losungen. Bei Verminderung von R;, ausgehend
von Gebiet F, hinein in den grauen Bereich G, wird Stabilitdt von der TVF Loésung hin zur
wTVF Losung transferiert. Analog verlieren SPI Zustédnde ihre Stabilitit gegeniiber wSPI
Strukturen beim Ubergang von Gebiet E hinein in Gebiet F'. An den unteren gestrichel-
ten Schwellen von F' und G findet ein transienter Ubergang hin zu der einzig monostabil
verbleibenden Losung, dem TVF, bzw. der SPI, statt. Die Bifurkationsschwellen von TVF
und SPI Zusténden aus dem CCF heraus sind durch blau Linien mit Kreisen (TVF) und
orange Linien mit Dreiecken (SPI) gekennzeichnet.

Wie bereits erwahnt, wurden diese Bifurkationsschwellen hier mittels numerischer Si-
mulationen der vollen nichtlinearen Gleichungen erhalten und unterscheiden sich deshalb
etwas von denen in Abbildung 2 in (63) dargestellten Schwellen (vgl. auch Abb. D.4). Diese
wurden in Rechnungen mit einer linearen Analyse mittels Shooting Verfahren ermittelt.
Ein Vergleich hierzu befindet sich im Anhang D in Abschnitt D.1.7.

TVF und SPI Amplituden in Gebiet E

Wie bereits oben erwéhnt, existieren die beiden Strukturen, TVF und SPI, in Gebiet £
bistabil nebeneinander. Im Allgemeinen sind aber die Amplituden der dominanten Moden
up,; und u; 41 voneinander verschieden. Die Region E ldsst sich somit in zwei Unterbereiche,
FE1 und Es, unterteilen, die durch die violette o Kurve im Bildausschnitt von Abbildung 4.5
voneinander getrennt sind. Hierbei gilt: In E; ist die Amplitude der dominanten Mode der
SPI Losung grofer als die des TVFE Zustands, und umgekehrt in Region Fj.

Man beachte, dass die & Kurve immer oberhalb der oberen Schwelle (gefiillte Rauten)
der Region G liegt. Dies hat zur Folge, dass bei einer Verminderung von R; immer zuerst die
Wirbel Struktur mit der kleineren Amplitude (TVF in £} und SPIin E,) instabil gegeniiber
dem Entstehen der Wavy Strukturen an der oberen durchgezogenen schwarzen Kurve des
grauen Gebietes wird. Der Zustand mit der gréfleren Amplitude bleibt demgegeniiber stabil
auf dem gesamten Weg (in R;) bis zu der zugehorigen Bifurkationsschwelle aus dem CCF
heraus.

In Abbildung 4.6 ist das Bifurkationsverhalten der verschiedenen Losungen, um den
polykritischen Punkt 4 herum, zusammenfassend dargestellt. Dies ist die schematische
Darstellung, des im Bildausschnitt von Abbildung 4.5, gezeigten Diagramms. Hierbei be-
deuten durchgezogene [gestrichelte] Linien eine [in]stabile Bifurkation von TVF (blau) und
SPI (rot) Losungen. Stabile Strukturen sind dick und instabile kursiv geschrieben. Die
grauen Bereiche charakterisieren die beiden Gebiete F' und G (siehe Abb. 4.5), in denen
die Wavys existieren.

Startet man in der Nahe des polykritischen Punktes v im unterkritischen Bereich, im
CCF Grundzustand, und bewegt sich im mathematisch positiven Sinn um diesen Punkt
herum, so ergibt sich die folgende Abfolge stabil und instabil bifurkierender Strukturen:
Zunéachst bifurkiert die TVF Losung (blau) stabil aus dem Grundzustand heraus. Ober-
halb der instabil bifurkierenden SPI Losung (rot) existieren ebenfalls nur TVFE Zusténde

stabil. Erst oberhalb des Ubergangs ("Jump Bifurkation’) von wSPI zu TVF Losungen liegt
Bistabilitdt von TVF und wSPI Strukturen vor. Diese bleibt oberhalb der Bifurkations-
schwelle der wSPI aus den SPI Zusténden heraus erhalten, allerdings nun zwischen TVF
und SPI Strukturen, unabhingig welche der dominanten Modenamplituden am grofiten ist
(Bereiche E; und Es). Ebenfalls existieren nach Uberschreitung der wTVF Bifurkations-
schwelle aus den TVF, wTVF und SPI Zusténde bistabil. Diese Bistabilitdt geht erst an
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der Schwelle des Ubergangs von wIVF zu SPI Strukturen (*Jump-Bifurkation’) verloren
so dass nur noch SPI als stabile Strukturen vorliegen. Dies gilt sowohl ober- als auch un-

terhalb der Bifurkationsschwelle der instabilen TVF Losung. Bei Uberschreiten der SPI

Bifurkationsschwelle endet man wieder im unterkritischen CCF Zustand.

: p Abbildung 4.6 — Schematisches Pha-

\\ SPI > TVF TVE > SPI e sendiagramm in der R; — R, Ebene fiir
SPIN e “TVF pbc Bedingungen. Bifurkationsverhalten
tv"lv_\ll_l\:/‘ //++S\|;VIS, PL der verschiedenen Losungen um den poly-
'\'\ \\\ /// .//’ kritischen Punkt . Durchgezogene [gestri-
Pl +TVi:\'\ \\ , y /"FVF + 5Pl chelte] Linien charakterisieren [in]stabile
T~~~ R SN : e -7 Bifurkationsschwellen von TVF (blau) und
RETUREN /’/./ JPtae g SPI (rot) Losungen. Stabile Strukturen

SPI \\\\\'ngjﬁz’/ TVF sind dick und instabile kursiv geschrieben.
Graue Bereiche charakterisieren die beiden

CCF Gebiete F' und G (siehe Abb. 4.5) in denen

die Wavy Strukturen existieren.

Dieses hier aufgezeigte Bifurkationsverhalten steht in Einklang mit Symmetriegrup-
peniiberlegungen und Untersuchungen wie sie bereits von Golubitsky et al. (55) durch-
gefithrt wurden.

4.3.3 Wellenzahlabhingigkeit &

Als weiterer wichtiger Kontrollparameter wurde, neben dem Bifurkationsverhalten als Funk-
tion von Ry (Abb. 4.3), die Wellenzahlabhéngigkeit der verschiedenen Wavy Strukturen
eingehender untersucht. Hierbei werden jeweils Ry und R, fixiert gehalten. Als zwei re-
prisentative Beispiele sollen hier Kontrollparameter, wie sie in Abbildung 4.5 durch die
beiden Kreuze markiert sind, herangezogen werden.

Bifurkationsdiagramme

Startet man in einer stabilen TVF Losung etwa bei Ry = 120, Ry = —100 in Gebiet F;
der Abbildung 4.7(a) und vermindert die Wellenzahl k, so bleibt die TVF Losung zunéchst
stabil, oberhalb der rechten Grenze des grauen Bereiches F'. Dort wird diese Losung, wie
schon bei Verminderung von R; gesehen, instabil gegeniiber der wTVF Losung. Neben der
(0,1) Mode des TVF Zustands sind die Einfliisse der nun anwachsenden (1, 1) und (1, —1)
Moden fiir die azimutale Modulation des wTVF Zustands verantwortlich. Mit zunehmender
Verminderung von k£ und somit wachsenden Einfliissen der (1,1) und (1, —1) Moden am
gesamten Modenspektrum, wird die Modulation der wTVF Losung ebenfalls zunehmend
starker (vgl. auch Abb. 4.16). An der linken Grenze des Bereiches F' verschwinden die

Amplituden der meisten Moden in einem transienten Ubergang, d.h. sie gehen auf Null
(angedeutet durch vertikale Pfeile). Ausgenommen ist hierbei die Amplitude der (1,1)
Mode, die auf die dominante Modenamplitude der stabilen L-SPI Lésung springt, wie
durch die vertikalen Pfeile in Abbildung 4.7(a) dargestellt.

Fir den Fall betragsmiflig kleiner |Rs|, wie er in Abbildung 4.7(b) fir R, = 96
und Ry = —25 zu sehen ist, liegt die grau dargestellte Region G mit stabilen wSPI
Losungen oberhalb des bistabilen Gebietes Fy (rechts in der Abb. 4.8), wihrend sie fiir
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Abbildung 4.7 — Bifurkationsdiagramm fiir verschiedene Wirbelstrukturen (siche Legende) in
Abhéngigkeit der Wellenzahl k. Fiir eine weitere Beschreibung, siehe Bildunterschrift der Abbil-
dung 4.3. Die beiden hier dargestellten Parameterkombinationen n = 0.5, (a) R; = 120, Ry = —100
und (b) Ry = 96, Ry = —25 sind in Abbildung 4.5 durch die beiden Kreuze markiert.

Ry =120, Ry = —100(a) unterhalb dieses Gebietes liegt (links in der Abb. 4.8). Man kann
also zusammenfassend festhalten: Die Schwelle der Region F' [G] in Abbildung 4.7 (a)[(b)]
mit stabilen wTVE [wSPI] verschiebt sich abwérts [aufwérts] mit Zunahme der Wellenzahl
k. Hierbei ist es hilfreich das Phasendiagramm in der £ — R; Ebene, das in Abbildung 4.8
dargestellt ist, zu betrachten, um die verschiedenen Regionen A — E besser zu erkennen.

Phasendiagramm

Im Folgenden wird noch die &uflere Reynoldszahl als fixiert bei Ry = —100 angenom-
men. Hierbei bleiben die Schwellen und Regionen verschiedener Stabilitét topologisch iden-
tisch zu denen in der Ry — Ry Ebene aus Abbildung 4.5. Die Bifurkationsschwellen laufen
alle im v Punkt bei k7 = 5.18, R} = 108 zusammen. Die violette § Kurve reprisentiert
gleich groBe Amplituden der Strukturen, TVF und SPI, in Gebiet E. Diese sind bereits
aus den Abbildungen 4.5 und 4.7 bekannt, wéhrend diese in Abbildung 4.8 zu einer ge-
raden, vertikalen Linie entartet ist. Somit sind die Modenamplituden von TVF und SPI
Zustéanden bei diesen Kontrollparametern unabhéngig von R;. Dass dies aber nur zufallig
fiir diese Parameterkombination gilt wird spéter noch am Beispiel anderer R, zu sehen
sein.

Die Abbildung 4.9 stellt einen horizontalen Querschnitt des drei dimensionalen k —
Ry — Ry Raums (vgl. Abb. 4.10) bei R; = 115 dar. Bildlich gesprochen sind die Kurven der
Bifurkations- und der Stabilitdtsschwellen wie Zwiebelschalen angeordnet. Insbesondere
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Abbildung 4.8 — Phasendiagramm in der k¥ — Ry Ebene fiir Ry = —100,n = 0.5. Fiir eine weitere
Beschreibung der einzelnen Gebiete siehe Abbildung 4.5.

existieren in der kK — Ry Ebene zwei v Punkte, in die alle Kurven hineinlaufen. Diese ~
Punkte bewegen sich fiir kleinere R; Werte aufeinander zu. Wie zuvor ist auch die o Kurve
(durchgezogene violette Linie) mit aufgenommen. Sie trennt den Bereich F in die beiden
Teilgebiete E; und Fs,, wie im Abschnitt 4.3.2 beschrieben. Diese besitzt ihren Ursprung
ebenfalls im v Punkt. In der Region Es in Abbildung 4.9 existieren TVF und SPI Zusténde
gemeinsam stabil nebeneinander, wobei die dominante Modenamplitude der TVF Losung
grofler ist als diejenige der SPI Struktur. Diese Region sollte auch vollstindig, entweder von
unten durch die schwarze Linie mit gefiillten Rauten, d.h. also den Bifurkationsschwellen
zu stabilen wSPI Losungen in Region G, oder aber von Bifurkationsschwellen zu einer
anderen Losung umschlossen sein. Es gibt Hinweise dafiir, dass die beiden schwarzen Linien,
welche die Region G begrenzen, in der Tat in dem linken 7 Punkt, wie dort schematisch
angedeutet, enden. Allerdings war es leider nicht moglich diese beiden Stabilitétsschwellen
fiir die wSPI Losung in Gebiet G zwischen dem linken v Punkt bei k£ ~ 2 und dem Minimum
bei k ~ 4 zu verfolgen: Die schraffierte Flache in der Abbildung 4.9 deutet schematisch
an, dass ungeféhr in diesem Bereich TVF und SPI Zusténde durch Stérungen mit groferen
Wellenzahlen destabilisiert werden. In den durchgefiihrten numerischen Simulationen zeigte
sich dies meist durch eine Wellenzahlverdopplung bzw. entsprechend eine Halbierung der
Wellenlénge, indem die Amplitude der ersten hoheren harmonischen Mode die dominante
Rolle iibernahm. Fiir eine L-SPI Losung bedeutet dies z.B., dass nicht mehr die (1,1)
Modenamplitude am groiten ist, sondern die Amplitude der (2,2) Mode,

4.3.4 k — R; — Ry Phasendiagramm

Die Abbildung 4.10(a,b) stellt eine Zusammenfassung der zuvor gezeigten Bifurka_t.tionsdia—
gramme 4.5, 4.8,4.9 dar. Sie gibt, von zwei verschiedenen Blickwinkeln aus, einen Uberblick
iiber die Bifurkationsoberflichen und die Regionen, in denen die verschiedenen Wirbelstruk-
turen, im 3 dimensionalen Raum, der durch die Parameter k, R; und Ry aufgespannt wird,
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Abbildung 4.9 — Phasendiagramm in der k— Ry Ebene fiir Ry = 115, = 0.5. Fiir eine weitere Be-
schreibung der einzelnen Gebiete und Bifurkationsschwellen siehe Abbildung 4.5. Die durchgezogene,
dicke violette Linie représentiert die o Kurve, welche die Region in die beiden Teilgebiete F; und F»
unterteilt (siche auch Abb. 4.5). In dem schraffiert eingezeichneten Bereich destabilisieren Stérungen
mit grofleren Wellenzahlen die Losungen mit 27 /k Periodizitét. Fiir weitere Erkldrungen, siehe Text.

existieren und auftreten. Um eine bessere Sichtbarkeit zu gewihrleisten sind im Gegensatz
zu den zuvor gezeigten Bifurkationsdiagrammen einige Achsen invertiert dargestellt. Aus
diesem Grund sind die Bifurkationsflichen auch aus zwei verschiedenen Blickwinkeln (a)
und (b) dargestellt. Die graue Fliche bei k = 3.927 entspricht der in Abbildung 4.5 gezeig-
ten, die gelbe Fldche bei Ry = —100 ist bereits aus Abbildung 4.8 bekannt und die griine
fiir Ry = 125 wurde bereits in Abbildung 4.9 gezeigt. Insgesamt gesehen lésst sich dieses
k — R, — Ry Phasendiagramm, mit den unterschiedlichen Gebieten verschiedener Losungen,
am besten mit dem Aufbau einer Zwiebel vergleichen.

Abbildungen 4.10(c) zeigt die beiden ineinandergreifenden 'Berge’, die sich bei 3 di-
mensionaler Darstellung der Bifurkationsflichen fiir m = 0 TVF (blau) und m = 1 SPI
(rot) Losungen, aus dem CCF ergeben. In dieser Abbildung sind die Oberflichen durch
eine lineare Stabilitdtsanalyse mittels Shooting Verfahren (siehe Anh. A) erhalten worden.
Die weiter aulen liegende Flache gibt die Schwelle fiir diejenige Wirbel Struktur an, die
am Onset stabil bifurkiert. Entsprechend ist die Wirbel Struktur, welche an der inneren
Flédche bifurkiert, stets instabil am Onset.

Die schwarze Linie stellt die § Kurve der v Punkte hoherer Codimension dar, die
sich beim Schnitt der Fliachen der Stabilitdtsschwellen von TVF und SPI Lésungen im
k — Ry — Ry Raum ergeben. Der parabolische Verlauf dieser § Kurve mit dem Extremum
bei (k = 3.52, Ry = —70.8, Ry = 94.1) erklért, dass fur fixierte Werte R; > 94.1 zwei =
Punkte existieren, wiahrend es fiir Ry < 94.1 {iberhaupt keinen gibt. Oberhalb des in Abbil-
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—150

Abbildung 4.10 - (a,b) Phasendiagramm im k — R; — Ry Raum mit verschiedenen Sektionen
aus zwei unterschiedlichen Blickwinkeln. Die verschiedenen Regionen des Phasenraums mit den unter-
schiedlichen Strukturen sind mit den gleichen Buchstaben wie in der Abbildung 4.5 gekennzeichnet.
Die graue Ebene bei k = 3.927 entspricht der Abbildung 4.5, die gelbe Ebene fiir Ry = —100 der
Abbildung 4.8, sowie die griine Ebene fiir Ry = —115 der Abbildung 4.9. (c) Oberfliche der neutralen
Stabilitdt von TVF (blau) und SPI (rot) Losungen. Die schwarze Linie reprasentiert die Schnittlinie
dieser beiden, entsprechend der § Kurve des Punktes hoherer Dimension. (d) Verlauf der v und g
Kurven im k — R; — Ry Phasenraum und deren Projektionen auf die verschiedenen Ebenen. Weiterer
Kontrollparameter: n = 0.5.
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dung 4.10(c) dargestellten Berges liegt die stabile CCF Grundzustandslosung vor, so dass
stabile Wirbelstrukturen nur innerhalb dieses Berges erscheinen. Durch die verschiedenen
Losungesgebiete ergibt sich eine Art Zwiebelschalenmodell. Die Umrisse dieser blauen und
roten Berge sind in den verschiedenen Bereichen der Abbildungen 4.10(a) als rote bzw.
blaue Linien eingetragen.

Das Innere der Berge, bzw. die verschiedenen Zwiebelschalen sind mittels der Buch-
staben von A — G (vgl. Abb. 4.5) in unterschiedliche Regionen unterteilt, in denen die
jeweiligenen Wirbelstrukturen erscheinen. Der duflerste Bereich ist gekennzeichnet durch
die Buchstaben A (stabile SPI Zusténde) bei kleinen Ry und B (stabile TVF Strukturen)
bei moderaten | Rs|. Das Innerste, der Kern des Berges ist gekennzeichnet durch das Gebiet
E, in dem TVF und SPI Losung bistabil vorliegen. Aus Griinden der besseren Sichtbarkeit
ist in den Abbildungen 4.10(a) und (b) die weitere Unterteilung dieses Gebietes in £} und
E5 auBer Acht gelassen. Fiir grofere Ry, z.B. unterhalb der horizontalen & — Ry Ebene
erscheinen weitere Instabilitdten (145) von TVF und SPI Losungen, die an dieser Stelle
aber nicht von Interesse sind und daher auch nicht weiter diskutiert werden.

4.4 Eigenschaften von Wavy Strukturen

Die reinen Strukturen, wie TVF und SPI, sind einfach, in dem Sinne, dass ihre ¢ und
z Abhéngigkeit durch nur einige, wenige reprasentative Fouriermoden dargestellt werden
kann. Abgesehen von axial hoher harmonischen Moden werden TVF Losungen durch die
(0, £1) Mode charakterisiert. Reine L-SPI [R-SPI| Strukturen werden durch die Mode (1, 1)
[(1,—1)] charakterisiert, einschliefllich ihrer hoher harmonischen und komplex Konjugierten
auf der Diagonalen, m = n [m = —n], im Fourierraum.

Im Gegensatz zu SPI und TVF Zusténden, bestehen die Wavy Strukturen aus einem
Mix dieser verschiedenen Basismoden und deren nichtlinear getriebenen Modenkombina-
tionen (vgl. auch Abs. 4.2).

4.4.1 Klassifikation

Im Wesentlichen kann man zwei grundlegende Wirbelstrukturen aufgrund ihrer Topologie
unterscheiden (Turbulente Zusténde sind hierbei ausgenommen.). Einerseits Strukturen
mit toroidal geschlossenen Wirbeln und andererseits Strukturen mit offener, helikaler Ori-
entierung. Eine schematische Darstellung beziiglich dieser Aufteilung ist in Abbildung 4.11
dargestellt. Die unterschiedlichen Strukturen werden schematisch durch Linien konstan-
ter Phase, auf einer abgerollten Zylinderoberfliche beschrieben (vgl. Kap. 3). Die farbigen
Bereiche grenzen diese Linien konstanter Phase voneinander ab. Die inneren Quadrate
beschreiben eine azimutale Periode mit 27 in horizontaler und eine axiale Periode mit
A = 27 /k in vertikaler Richtung. Zur besseren Sichtbarkeit sind die Strukturen etwas tiber
die periodischen Rénder hinweg fortgesetzt (duBiere Quadrate).

Hierbei ist entscheidend, dass die Linien konstanter Phase von SPI und wSPI Loésungen
die horizontale Berandung schneiden, wéhrend diejenigen von TVF und wTVF Zusténde
in azimutaler Richtung in sich geschlossen sind. Allgemein gesprochen heifit dies, in offenen
linksgewundenen [rechtsgewundene] Wirbelstrukturen ist die (1,1) [(1,—1)] Mode signifi-
kant grofler als alle anderen Moden, insbesondere (0, 1), (0,2) und (1, —1) [(1,1)]. Im Fall
einer reinen L-SPI Struktur verschwinden die letzten drei Moden in der Tat vollstandig (vgl.
auch Abb. 3.5(a)). Mit zunehmender Beimischung dieser Moden wird der Wavycharakter
dieser linksgewundenen Spiral Struktur verstéarkt, d.h. Modulationen und Deformationen
wachsen an.
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Wenn schliefllich die Mode u; _; gleich grofl wie die Mode wu; ; ist, so liegt als Losung
entweder eine RIB mit up; = 0 oder ein wI'VF Zustand mit ug; # 0 vor. Hierbei ist
es wichtig, dass die RIB, die als instabile Losung aus dem CCF, ebenfalls an der m = 1
SPI Schwelle herausbifurkiert, durch die Moden wy; = 0 aber ugs # 0 charakterisiert ist

(aufgrund der nichtlinearen Kopplungen, vgl. Abb. 3.9).

=

TVF WTVF RIB wSPI L-SPI

Schematische Struktur verschiedener Wirbel Zustéinde auf einer in azimutaler Richtung abgerollten
Zylinderoberfliche. In den farbig markierten Bereichen kann der radiale Fluss u als auswérts gerich-
tet und in den weiflen Bereichen, entgegen diesem, als einwérts gerichtet, angenommen werden. Die
inneren Quadrate stellen 27 in azimutaler und A = 27/k in axialer Richtung dar. Zur besseren Sicht-
barkeit sind die Strukturen periodisch iiber diesen Ausschnitt hinweg fortgesetzt (dulere Quadrate).
Die Plots wurden durch Uberlagerung von Einfliissen der verschiedenen Moden Ug,1, U1,1,U1,—1, SOWie
ihrer komplex konjugierten dargestellt. Die verschiedene Gewichtung der einzelnen Moden ist in der
folgenden Tabelle qualitativ aufgelistet:

| (0,1 [ (1,1) ] (1,-1)|

N

TVF ® — —
wIVF ([ ] © L))
RIB — () [ )
wSPI (D) o O
L-SPI — ® —

Abbildung 4.11 — Die jeweiligen Symbole stehen fiir grofie (@), moderate (©) und kleine (O)
Amplituden der zugehorigen Mode (m,n), bzw. deren Abwesenheit (—). Die hier dargestellte wSPI
Struktur wird als linksgewundenen angenommen. Im Fall einer entgegengesetzt, rechtsgewundenen,
d.h. gespiegelten wSPI Struktur wiire die (1, —1) Mode diejenige mit der gréfiten Amplitude.

wSPI gegeniiber Cross Spirals (CSPI)

Die hier diskutierten wSPI Strukturen unterscheiden sich deutlich von den sogenannten
Cross Spirals (CSPI) Zustdnden mit azimutaler Wellenzahl m = 2, die nahe des Onsets

gefunden wurden (115). Diese CSPI Strukturen sind im Wesentlichen eine Uberlagerung
von L- und R-SPI Zustdnden mit gleichem |m| aber unterschiedlich grofien Amplituden.
Sie stellen also einen Spezialfall der noch allgemeineren Mixed Cross Spirals (MCS) Losun-
gen (siche Kap. 6) dar. Analog der hier diskutierten wSPI Strukturen, stellen auch die
CSPI Losungen eine Verbindung zwischen SPI und RIB Losungsésten her, wobei die CSPI
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Zusténde immer als stabile Losungen existieren (115; 116). Die Néhe zu der SPI Bifurka-
tionsschwelle bedingt, dass die Amplitude der dominanten SPI Mode sehr stark und die
Beimischung der minoranten SPI Mode sehr gering ist. Somit kann der CSPI Zustand im
Wesentlichen durch eine (lineare) Uberlagerung von zwei m = 2 Moden beschrieben wer-
den; die (2,1) und die (2, —1) Mode mit unterschiedlichen Amplituden. Bislang wurden
in der Tat nur 2-CSPI Strukturen, d.h. solche CSPI Lésungen mit M = 2 gefunden. Die
theoretisch moglichen 1-CSP konnten bisher noch nicht beobachtet werden.

wTVEF bei groflen R;

Fiir moderate R, existiert ein weiteres Gebiet in dem stabile wTVF Losungen zu finden
sind, allerdings liegt dieses bei grofferen Rotationsgeschwindigkeiten des inneren Zylinders,
oberhalb von R; = 130, also auflerhalb des hier untersuchten Parameterbereiches. Diese
Strukturen wurden bereits in verschiedenen fritheren Arbeiten (7; 71; 72; 73) diskutiert. In
diesen wurden sie aber gewohnlich als Wavy Vortex Flow (WVF) (vgl. Kap. 3, Abb. 3.12)
bezeichnet. Ausgehend von topologischen, wie auch von bifurkationstheoretischen Gesichts-
punkten verhalten sich diese WVF Zusténde analog der hier untersuchten wTVF Struk-
turen. Beide bifurkieren sekundér vorwérts aus dem TVF Zustand heraus. Anders als die
wTVF Strukturen enden die WVF Strukturen aber nicht in einem RIB Zustand, sondern in
anderen wavyartigen Strukturen, die starken wavyartigen Inflow oder Outflow beinhalten,
auf dem gleichen TVF Ast (71; 73), oder sogar in chaotischen Zustédnden.

4.4.2 Strukturen: wTVF und wSPI

Nun sollen die strukturellen Eigenschaften von wTVF Zustédnden im Gebiet F', bzw. wSPI
Losungen in Gebiet G des Phasendiagramms (Abb. 4.5), weiter untersucht werden. Hier-
zu sind in Abbildung 4.12 die numerischen Resultate fiir zwei typische Vertreter, (a)
Ry = —120, Ry, = —100 fiir eine wI'VF Struktur und (b) R; = 96, Ry, = —25 fiir
einen wSPI Zustand (fiir £ = 3.927,n = 0.5) dargestellt. Die oberste Reihe zeigt Isoflichen
der azimutalen Vortizitdt Q, = 0,u — 0,w. Nachdem zahlreiche Alternativen (26) gete-
stet wurden erschien die azimutale Vortizitét als ein addquates Maf3; sowohl die Form, wie
auch Bewegungen und Verédnderungen der hier diskutierten Strukturen darzustellen. Diese
vermittelt den besten Gesamteindruck der verschiedenen Strukturen (vgl. auch Anh. C).

Fiir die Parameter der Abbildung 4.12 sind die wTVF Strukturen sichtlich stérker
deformiert als die wSPI Zustédnde. Dies ist auch deutlich daran zu erkennen, dass in der
Darstellung der Moden des radialen Geschwindigkeitsfeldes |uy,,| (bei r = 0.5) in der
Mitte der Abbildung 4.12 beim wTVF Zustand (a) deutlich mehr Moden angeregt sind,
als bei der wSPI Losung (b). Neben diesen gibt es aber noch andere Parameterbereiche, in
denen wSPI Zustédnde, mit den gleichen angeregten Moden existieren, aber mit signifikant
groferen Modenanteilen.

Der untere Teil der Abbildung 4.12 stellt Vektorplots der Geschwindigkeitsfelder u(r, z)
und w(r, z) in der r — z Ebene bei konstantem ¢ dar.

Strukturelle Zerlegung

In diesem Abschnitt werden die geometrischen Eigenschaften der Wavy Strukturen weiter
untersucht, indem die zugrunde liegenden hydrodynamischen Felder in zwei Teile zerlegt
werden. Zum einen in einen Teil, der nur Anteile des Modenunterraums der zugehorigen
reinen Struktur enthélt, d.h. m = 0 fiir TVF Losungen und m = 1 [m = —1] fiir L-SPI
[R-SPI] Losungen. Zum anderen in einen restlichen zweiten Teil, der durch alle, zu erst
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Abbildung 4.12 — Strukturen der (a) wIVF Losung bei R; = 120, Ry = —100 und der (b)
linksgewundenen wSPI Losung bei Ry = 96, Ry = —25. Weitere Kontrollparameter: k = 3.927,n =
0.5. Oben: Isoflichen der azimutalen Vortizitit Q, = 0,u — drw = 70 (rot) und —70 (griin). Zur
besseren Sichtbarkeit sind in axialer und azimutaler Richtung jeweils zwei Perioden dargestellt. Die 2D
rechteckige Fliche, die die Isoflichen auf der linken Seite schneidet, stellt die Verteilung der azimutalen
Vortizitdt in der r» — z Ebene dar (rot>0, griin<0). Mitte: Amplitudenverteilung der Moden |uy, | des
radialen Geschwindigkeitsfeldes {iber der m — n Ebene. Unten: Vektorplots der beiden Felder u(r, z)
und w(r, z) in einer ¢ = konst. Ebene. Dargestellt ist jeweils eine axiale Wellenldnge.
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genannten Unterrdumen komplementiren Moden, erzeugt wird. D.h. m # 0 fiir wTVF
Losungen und m # n [m # —n] fiir L-wSPI [R-wSPI] Losungen.

Abbildung 4.13 — Isoflichen der azimutalen Vortizitéit Q, = 9,u— d,w eines (a) wT'VF Zustands
bei Ry = 120, Ry = —100, & = 3.927 und (b) einer linksgewundenen wSPI Losung bei Ry = 115,

Ry = —50, k = 4.8. Die erste Spalte zeigt die vollstindige Struktur. Die zweite Spalte gibt den Anteil
in der Struktur wieder, der fiir (a) aus dem m = 0 TVF Modenunterraum, bzw. fiir (b) dem m =n

SPI Modenunterraum herriihrt. Die dritte Spalte gibt den komplementéren Rest zur zweiten Spalte an.
Hier also m # 0 (a) und m # n (b). Rot [griin] bedeutet positive [negative] Vortizitidt. Aus Griinden
der besseren Sichtbarkeit sind in azimutaler Richtung zwei Perioden dargestellt. Die folgende Tabelle
enthélt die Werte, der jeweils dargestellten Isoflichen, sowie die zugehtrende maximale Vortizitat
(dargestellter Isowert/maximale Vortizitét).

Spalte 1 | Spalte 2 | Spalte 3
(a) | 60/220 | 60/175 | 15/155
(b) | 90/210 | 90/200 | 6.5/25

In Abbildung 4.13 sind diese Anteile der Strukturen am gesamten Vortizitatsfeld, mit
Hilfe von Isofldchen der azimutalen Vortizitdt bestimmter Werte dargestellt. Die genauen
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Werte hierzu, sowie die maximale azimutale Vortizitiat der Strukturen sind in der Tabelle in
der Bildunterschrift zu finden. Vergleicht man diese Werte, so erkennt man, dass der Anteil
des Unterraums der reinen Struktur, fiir die hier gewihlten Parameter deutlich dominiert.
Insbesondere kann man ablesen, dass der Anteil des komplementiren Modenunterraums
der wSPI Losung in Abbildung 4.13(b) sehr klein ist.

Im Allgemeinen koénnen aber sowohl wTVF, wie auch wSPI Losungen ein deutlich
breiteres Modenspektrum aufweisen. Wie dieses im Einzelnen aussieht, ist aber sehr stark
von den zugehorigen Kontrollparametern abhéngig. Fiir solche Fille ist auch zu erwarten,
dass das hier benutzte einfache Dreimodenmodell (vgl. Abs. 4.2) nicht mehr ausreicht um
die verschiedenen Bifurkationséste zu beschreiben.

Es ist aber wichtig nochmals deutlich zu betonen, dass die Abbildung 4.13, aufgrund un-
terschiedlicher Isowerte, nur einen qualitativen Eindruck der Deformationen in den Isoflichen
der Vortizitiaten als Anteile des m # 0 und m # n Modenunterraums geben kann.

4.4.3 Frequenzen

Abbildung 4.14 zeigt die Frequenzen w,, ,, verschiedener Wirbelstrukturen, mit denen die
komplexen Modenamplituden |u,, (7, t)| des radialen Geschwindigkeitsfeldes (vgl. Abb. 4.3)
in Spaltmitte oszillieren.

SPI und RIB:

Reine SPI und RIB Strukturen wachsen in einer priméren Hopf Bifurkation mit einer
gemeinsamen Frequenz aus dem CCF heraus. Mit zunehmend anwachsenden R; wachsen
im Allgemeinen auch die SPI Frequenzen kontinuierlich an (wie in Abb. 4.14(b)), zumin-
dest solange | Ry| klein genug ist (63). Andererseits konnen die SPI Frequenzen in der Néhe
des Onsets aber auch mit Zunahme von R; zunéchst abfallen, wie im Fall starker gegenro-
tierender Systeme (wie in Abb. 4.14(a) — oder aber auch in Abbildung 3 in (63)). Dieses
Verhalten basiert auf nichtlinearen Effekten, da die linearen Frequenzen, der Imagindran-
teil der SPI Eigenwerte (diinne Linien in Abb. 4.14) der, um den CCF linearisierten NSE,
fiir beliebiges Ry mit zunehmendem R; anwachsen.

Diesbeziiglich ist bemerkenswert, dass die Frequenzen der instabilen RIB Losungen
(griin gestrichelte Linie mit Rauten in Abb. 4.14) das gleiche Anwachsverhalten wie die
linearen Frequenzen zeigen.

Wavy Taylor Wirbel (wTVF):

Im grauen Bereich F' der Abbildung 4.14(a) sind die Frequenzen w,y, ,, der wTVF Lésung
entsprechend der in Abbildung 4.3(a) dargestellten Modenamplituden zu sehen. Da es sich
bei den wTVF Zustdnden um zeitlich periodisch rotierende Losungen handelt, die in axialer
Richtung nicht wandern, verschwinden die Frequenzen der zugehdrigen Moden wy; = 0,
oder sind Vielfache von wy; = wy ;. Somit ergibt sich beispielsweise wyo = 2wy (siehe
Tab. 6.1). Hieraus resultiert, dass die Dynamik der wTVF Struktur im Grunde ziemlich
einfach zu beschreiben ist, wihrend des raumzeitliche Verhalten sehr komplex ist. Dies gilt
zumindest wenn es in dem weiten Modenspektrum wie in Abbildung 4.12(a) untersucht
wird.

Auf den ersten Blick erscheint es bemerkenswert, dass die Frequenzen w;; der, am
rechten Rand des grauen Bereiches F' bifurkierenden wTVF Losung (schwarze Kurve mit
Quadraten), identisch sind mit denjenigen, der voll entwickelten nichtlinearen SPI (orange
Linie mit Dreiecken) Struktur. Dies stellt aber kein allgemeines Verhalten dar und ist nur
auf die hier verwendeten Parameter zuriickzufithren und somit Zufall. Fiir andere Parame-
ter besitzen die wT'VF Zustdnde am Onset Frequenzen, die nichts mit denen der reinen SPI
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Abbildung 4.14 — Bifurkationsdiagramme der verschiedenen Frequenzen wy, , mit denen die

Amplituden der komplexen Moden |uy, »(r,t)| des radialen Geschwindigkeitsfeldes in der Mitte des
Spaltes (r = 0.5) oszillieren. Kontrollparameter der Wirbelstrukturen: & = 3.927,7 = 0.5 bei Ry =
—100 (a) und Ry = —25 (b). Zugehorige Bifurkationsdiagramme der Moden |uy, (7, t)| sind bereits
in Abbildung 4.3 dargestellt. Durchgehende [gestrichelte] Linien mit vollen [leeren] Symbolen gehéren
zu stabilen [instabilen] Losungen. Zum Vergleich sind auch noch die linearen Spiralfrequenzen (diinne
Linien), d.h. der imaginéir Anteil des SPI Eigenwertes der um den CCF linearisierten NSE, mit in die
Abbildung aufgenommen.

Struktur zu tun haben. Dies wird spéter insbesondere im Kapitel 5, bei Betrachtung end-
licher Randbedingungen, verdeutlicht. Dies stimmt auch mit linearen Untersuchungen von
looss et al. (71) iiberein, die ebenfalls keine Korrelation von wTVF und SPI Frequenzen
in der Néhe des wTVF Onsets gefunden haben.

Ein allgemeines Verhalten, was aber bei allen Parameterkombinationen aufzufinden ist,
ist die Tatsache, dass mit abnehmendem R, die Frequenzen w; ; der wI'VF Losung kontlnu—
ierlich gegen die RIB Frequenzen anwachsen. Am linken Rand des grauen Existenzbereiches
F der wTVF Loésung vollziehen die Frequenzen der (1,1) Mode einen Sprung auf die der
reinen SPI Frequenz (siehe auch Abb. 4.3(a)). Der sich schlielich einstellende Endzustand
ist entweder der einer L-SPI oder R-SPI Losung, abhéingig von der Systemgeschichte, bzw.
den rauschinduzierten Stérungen.

Wavy Spiral Wirbel (wSPI):

Die Frequenzen der wSPI Losung, der dominanten Modenanteile der linksgewunde-
nen wSPI Struktur, sind in der Abbildung 4.14(b) (schwarze Kurven mit Rauten) darge-
stellt. Die genauen Anteile der Amplituden einzelner Moden im Fourierraum fiir Parameter
Ry = 96, Ry = —25 konnen der Bildunterschrift der Abbildung 4.12 entnommen werden.
Diese Parameter liegen an der linken Schwelle der Region G in den Abbildungen 4.3(b)
und 4.5. Dort ist die (1,1) Mode die dominante mit einer Frequenz wy; ~ 23, gefolgt
von der hoher harmonischen in der (2,2) Mode. Die néchste, fiir Struktur und Dynamik,
entscheidende Mode ist die (0, 1), die eine Frequenz wy; ~ —4.3 besitzt. Resultierend aus
diesen verschiedenen Frequenzen mit ihren signifikanten Moden ergeben sich die wSPI als
quasiperiodische Strukturen. Entscheidend dabei ist, dass die Frequenz wy; in der wSPI
Losung nicht nichtlinear angeregt wird.
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’ Ry ‘ w11 ‘Wl,—l‘ wo,1 ‘W2,0/2‘ 2= ‘ =t ‘

wo,1

(a)

115 | 31.98 | 31.98 | 0.0 31.98 | 1.0 1.0
117 129.99 1 29.99 | 0.0 2999 | 1.0 1.0
119 | 28.54 | 2854 | 0.0 2854 | 1.0 1.0
121 | 27.43 | 2743 | 0.0 2743 | 1.0 1.0
123 | 26.57 | 26.57 | 0.0 26.57 | 1.0 1.0
(b)
96.0 | 22.90 | 31.95 | -4.331 | 27.68 | 1.044 | 0.991
97.0 | 23.25 | 32.63 | -4.594 | 28.08 | 1.020 | 0.995
98.0 | 23.44 | 33.34 | -4.880 | 28.49 | 1.014 | 0.996
98.8 | 23.67 | 33.94 | -4.994 | 29.09 | 1.028 | 0.990

Tabelle 4.1 — Grundlegende Frequenzen fiir eine (a) wTVF Losungen bei Ry = —100 und eine

(b) wSPI Losung bei Ry = —25 (vgl. Abb. 4.14). Weitere Kontrollparameter: k = 3.927,n = 0.5.

Abkiirzungen: w_ = %(wl,l —wi,-1),Wt = %(qu,l +wi,_1)

Das raumzeitliche Verhalten solch einer linksgewundenen wSPI Lésung kann als Uber-
lagerung einer dominant, grofleren, azimutal rotierenden und in axialer Richtung aufwirts
wandernden Welle ~ |uy|cos(p + kz — wy1t) mit einer axial abwérts wandernden, ro-
tationssymmetrischen Modulation ~ |ug 1| cos(kz — woqt) (c.f. (117)) angesehen werden.
Allerdings konnen fiir andere Parameterkombinationen auch die Anteile anderer Moden,
wie z.B. die der (1,1) Mode, signifikant anwachsen und demzufolge entscheidend werden.
Immer gleichbleibend ist aber die Tatsache, dass mit Verminderung von R; auch immer
alle wSPI Frequenzen kleiner werden.

Wie in Abbildungen 4.3(b) bereits gezeigt, erscheint am linken Rand des grauen Berei-
ches G eine transiente Struktur, die schliefflich im TVF Zustand endet. Dies hat zur Folge,
dass die Frequenz wy; dort auf Null abféllt und verschwindet (vgl. vertikale Pfeile in der
Abb. 4.14(b), die das Verschwinden der zugehorigen Moden symbolisieren).

4.5 Raumzeitliches Verhalten von Transienten

Nun soll das raumzeitliche Verhalten der auftretenden transienten Strukturen beim Uber-
gang der instabilen SPI zur stabilen TVF Losung, sowie der umgekehrte Fall, von instabilen
TVF zu stabilen SPI Losung diskutiert werden. Hierzu werden zunéchst, durch Auferlegung
von Zwangsbedingungen und Einschrinken des Modenraums (sieche Anh. D), instabile An-
fangszustande, TVF und SPI, erzeugt. Instabile SPI Losungen werden als Anfangszusténde
in Gebiet D der Phasendiagramme der Abbildungen 4.5, 4.8, 4.9 und 4.10(a,b) prépariert,
indem sie zusammen mit den monostabilen TVF Zustand coexistieren. Ebenso existieren
in Gebiet C' instabile TVF und stabile SPI Strukturen nebeneinander.

Prdparation instabiler Zustdinde:
Die Préparation der instabilen TVF und SPI Zustédnde erfolgt auf zwei verschiedene
Arten.
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(i) Einerseits durch offensichtliches Auferlegung von Restriktionen, d.h. Einschrénkung
auf die jeweiligen Unterrdume: m = 0 fiir TVF und m = n [m = —n] fiur eine L-SPI
[R-SPI] Losung (vgl. Anh. D). Nachdem sich, nach geniigend langer Relaxationszeit,
die jeweiligen gewiinschten Strukturen eingestellt haben, wird die Einschriankung
aufgehoben und der gesamte Fourierraum als Losungsraum zur Verfiigung gestellt?.

(ii) Andererseits wird versténdlicher Weise Random Noise als Anfangszustand angenom-
men. Fiir gewisse Parameter Kombinationen nimmt das System dann zun&chst die
eigentlich falsche’, da instabile, Losung an, bevor sich ein Ubergang zu der 'richtigen’,
einzigen stabilen Losung vollzieht.

In beiden Szenarien vermitteln Wavy Strukturen den Ubergang hin zur finalen Losung, so
dass sich die beiden Ubergange TVF—-wTVF—SPI und SPI-wSPI—-TVF ergeben.

Zeitliche Entwicklung der Moden:
In den Abbildungen 4.15(c) und (d) ist die zeitliche Entwicklung der Amplituden

der dominanten Moden |u,,,| fiir das Préparationsszenario (i) wahrend des Ubergangs
SPI—-wSPI—-TVF fiir zwei verschiedene Parameterkombinationen in Gebiet D darge-
stellt. In beiden Féllen wird das System nur durch Computer Noise, d.h. rauschinduzierte
Storungen, von der instabilen SPI Losung hin zur stabilen TVFE Losung getrieben. Ent-
scheidend fiir die Verweildauer in der eigentlich instabilen Losung ist hierbei die Néhe
zum Bereich E, in dem beide Strukturen, TVF und SPI, bistabil existieren. Die Parame-
ter (R = 90, Ry = —25) der Abbildung 4.15(d) liegen hierbei sehr nahe an Gebiet E,
wéhrend die Parameter (R; = 85, Ry = —25) der Abbildung 4.15(c) weiter von diesem
entfernt sind. In diesem Fall ’iiberlebt’ die instabile SPI Struktur in Abbildung 4.15(d)
langer, als die in Abbildung 4.15(c). Beiden Fillen ist aber gemein, dass wihrend eines
Zeitintervalls von etwa einer radialen Diffusionszeit, wSPI Zusténde als kurzlebige transi-
ente Ubergangsstruktur erscheinen.

Die Abbildungen 4.15(a) und (b) zeigen die zeitliche Entwicklung der Amplituden
der dominanten Moden |u,,| nach dem Préparationsszenario (ii). D.h. die Simulatio-
nen wurden mit Random Noise in allen Moden gestartet. Die Kontrollparameter liegen
in Abbildungen 4.15(a) in Gebiet C' (R; = 115, Ry = —100) und in (b) in Gebiet D
(Ry = 92.2, Ry = 0). Wenn die Amplituden des numerischen Rauschens Werte von 1076
ibersteigen, generiert der Code, fiir diese Parameterkombinationen, zunéchst die eigentlich
instabile Losung bevor schliellich ein Ubergang zu der endgiiltig stabilen Struktur erfolgt,
dhnlich der Situation in den Abbildungen 4.15(c) und (d). Fiir kleinere Rauschamplitu-
den generiert der Code 'unmittelbar’ den stabilen Wirbel Zustand, d.h. TVF Zusténde in
Region D und SPI Strukturen in Region C', wie es anhand der linearen Wachstumspara-
meter zu erwarten ist. Es scheint so, dass fiir diese Parameter, gréflere Rauschamplituden
(> 107°) das System schneller in eine nichtlineare, zwischenliegende Ordnung bringen, die
den instabilen Zustand bevorzugt, bevor schliellich der finale Zustand gewinnt. Auf jeden
Fall ist es ziemlich bemerkenswert, dass z.B. in Abbildungen 4.15(b) bei Ry = 0 zunéchst
eine SPI Losung und dann eine wSPI Losung anwiéichst, bevor diese letztendlich in die TVF
Losung iibergeht.

Strukturelle Anderungen:

4Hierbei miissen kleine, durch Computer Noise induzierte, Stérungen 108 auf die Moden aufaddiert
werden, da sonst die Moden, die zuvor identisch Null gesetzt wurden, auch immer identisch Null bleiben
wiirden.
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Abbildung 4.15 — Zeitliche Entwicklung der Amplituden der dominanten Moden |y, ,,| wihrend
des Ubergangs von TVF—wTVF—SPI (a) und SPI-wSPI—TVF (b)-(d). Kontrollparameter sind:
(b) Ry = 92.2,Ry; = 0, (¢c) Ry = 85,Ry = —25, und (d) R; = 90,R, = —25 liegen in Gebiet
D der Abbildungen 4.5, 4.8, 4.9, 4.10 innerhalb dessen SPI L&sungen instabil und TVF Losungen
monostabil vorliegen. Die Parameter in (a) Ry = 115, R = —100 liegen in Gebiet C, mit instabilen
TVF Strukturen und monostabilen SPI Strukturen. In beiden Féllen gilt weiterhin & = 3.927,n = 0.5.
Wiéhrend in (a) und (b) 'Random Noise’ als Startzustand der numerischen Rechnungen angenommen
wurde — Szenario (ii), wurden in (c) und (d) die L-SPI Zusténde durch Modenbeschrinkungen
stabilisiert und als Anfangszustand genutzt — Szenario (i). Weitere Details zu diesem Vorgehen werden
im Text beschrieben. Die Pfeile in (a) und (b) kennzeichnen Snapshot zu verschiedenen Zeiten, die
in Abbildung 4.16 dargestellt sind und spater noch genauer diskutiert werden.

Die Pfeile in Abbildungen 4.15(a) und (b) markieren acht Zeiten, fiir die in der Ab-
bildungen 4.16 acht Snapshots mit Isoflichen der azimutalen Vortizitdt 2, zu sehen sind.
Diese geben einen angemessen guten Eindruck der Struktur der Wirbel. Die beiden Snaps-
hot Serien zeigen jeweils die strukturellen Anderungen wéhrend der Ubergéinge TVF —
wTVF — SPI in Abbildungen 4.16(a) und SPI — wSPI — TVF in (b). Um die vollsténdi-
ge Verdnderung der Strukturen in azimutaler Richtung, in einem einzigen Plot darzustellen,
wurden hier 47 Zylinder verwendet. Axial sind entsprechend zwei Wellenldngen dargestellt.

Startet man mit Random Noise, so bildet das System beinahe unmittelbar einen reinen
TVF Zustand (Abb. 4.16(al)), auf der Zeitskala der Abbildung 4.15(a), aus. Hierbei ist
zu erwahnen, dass dies auch gilt, wenn das Anfangsrauschen in den Anteilen der TVF
Moden schwécher ist, als in allen iibrigen Moden des gesamten Fourierraums. Mit zuneh-
mend anwachsenden Amplituden der m # 0 Moden wird die, zuvor rotationssymmetrische
Struktur mehr und mehr deformiert. Entscheidend hierbei ist aber, dass die Isovortizitéts-
flichen, die "Wirbelschlduche’, zunéchst noch toroidal geschlossen bleiben wie in Abbil-
dungen 4.16(a2)-(a3) zu sehen. Diese Schlduche, die durch die Isofldchen geformt werden,
schniiren sich an diskreten ¢ Positionen zusammen. Dies bedeutet, dass die maximale Vor-
tizitdt in der r — 2z Ebene an dieser ¢ Position mit der Zeit abnimmt — die Wirbelstérke
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Abbildung 4.16 — Snapshots der Isoflichen der azimutalen Vortizitit Q, = 0.u — d,w = £60
zu acht verschiedenen Zeitpunkten (in Abb. 4.15 durch Pfeile markiert) der beiden Ubergiinge: (a)
TVF—-wTVF—SPI der Abbildung 4.15(a) und (b) SPI-wSPI-TVF der Abbildung 4.15(b). Wie
zuvor steht rot [griin] fiir positive [negative] Vortizitidt. Kontrollparameter sind (a) Ry = 115, Ry =
—100 und (b) Ry = 92.2, Ry = 0 wobei in beiden Féllen k = 3.927,n = 0.5 gilt, analog deren aus
Abbildung 4.15(a) und (b). Um die gesamte Struktur in einem 3 dimensionalen Plot darstellen zu
kénnen wurden 47 Zylinder verwendet. Weitere Details sind in den beiden Videos l.avi (67) und
2.avi (68) zu erkennen.
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wird an dieser Stelle schwécher. Diese Einschniirungen der Wirbel, wie auch die Defekte,
rotieren mit der gesamten Struktur in azimutaler Richtung. Diese Rotation ist in der Ab-
bildungen 4.16 durch die stroboskopische Aufnahme der ausgewéhlten Bilder unterdriickt
und somit nicht zu erkennen (siehe auch die beiden Videos 1.avi (67) und 2.avi (68)).

SchlieBlich sind die Isofldchen vollsténdig eingeschniirt und abgetrennt (Abb. 4.16(a4)-
(a5)). Nach Ablosung der Enden der Schldauche in (a6) werden neue Verbindungen in (a7)
aufgebaut und die Vortizitat wéchst wieder an, bis sich als Endzustand eine R-SPI Losung,
wie in (a8) zu sehen, ergibt.

In Abbildung 4.16(b) ist der transiente Ubergang in umgekehrter Richtung von SPI —
wSPI — TVF fiir die Parameterkombination der Abbildung 4.15(b) in Gebiet D darge-
stellt. Die zugehorigen Zeitpunkte zu denen die Snapshots aufgenommen wurden sind, wie
zuvor durch Pfeile, in Abbildung 4.15(b) markiert. Wie im vorherigen Fall wird auch hier
mit Random Noise in allen Moden gestartet. Hierbei wéchst zunéchst eine instabile L-SPI
Struktur (Abb. 4.16(b1)) an, die dann durch eine anwachsende m = 0 Mode (b2) gestort
wird. Wie im zuvor beschriebenen Fall werden die beiden Wirbelschlduche in ¢ Richtung
eingeengt und abgeschniirt, allerdings hier nur an einer ¢ Position, bis sie sich schlieflich
voneinander trennen und danach gegeneinander verschieben (b3)-(b5). Als néchstes ver-
binden sich die Isoflichen erneut um geschlossene Wirbelschlduche zu formen (b6)-(b7)
und letztendlich in einem reinen TVF Zustand wie in (b8) zu enden.

Somit kann man Alles in Allem zusammenfassen, dass die paarweisen Wirbeltrennungen
und Wiederverbindungen durch Erzeugung eines rotierenden Defekts an den Positionen
minimaler Vortizitét vollzogen wird. Beim Ubergang von TVF zu SPI Lésungen tritt hierbei
immer ein Defektpaar auf, welches gerade um 7 gegeneinander verschoben ist, wihrend in
der umgekehrten Richtung von SPI zu TVF Zusténden nur ein Defekt auftritt und die
Wirbelschlauche zusammenschniirt. In beiden Ubergangsszenarien rotieren diese Defekte
aber in azimutaler Richtung mit der Struktur als Ganzes.

4.6 Axialer Durchfluss - Auswirkungen auf die Wavy
Strukturen

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die Auswirkung der Verdnderung diverser
Kontrollparameter, wie z.B. Ry, Ry und k, auf die verschiedenen Wavy Strukturen, wTVF
und wSPI, diskutiert. All diese Parameter werden im Folgenden als fixiert angenommen
und stattdessen wird eine weitere, bislang noch nicht beriicksichtigte Grofle, verdandert. Der
axiale Durchfluss, Re, (im System positiv von unten nach oben gerichtet (64)). Entschei-
dend hierbei ist, dass dieser, anders als alle zuvor diskutierten Kontrollparameter, einen
symmetriebrechenden Effekt besitzt. Ein endlicher Durchfluss fithrt u.A. zur Aufhebung der
Entartung von L- und R-SPI Loésungen, da er entweder mit der Propagationsrichtung der
SPI Struktur {ibereinstimmt, oder aber dieser gerade entgegen wirkt (63; 64). Die Bifurka-
tionsschwellen beider SPI Typen verschieben sich gegeneinander und stimmen nicht mehr
tiberein (siehe auch Anh. B). Konkret bedeutet dies: Die Bifurkationsschwelle einer nach
oben propagierende L-SPI Losung wird durch positives Re nach unten verschoben und
somit die L-SPI Struktur selbst stabilisiert. Demgegeniiber destabilisiert positives Re die
nach unten propagierende R-SPI Losung, da die Bifurkationsschwelle nach oben verschoben
wird.

Aufgrund dieser Eigenschaften des axialen Durchflusses lassen sich interessante Effekte
bei den Wavy Strukturen erwarten. So z.B. waren alle bis zu diesem Zeitpunkt disku-
tierten wTVF Losung immer vollkommen symmetrisch, insbesondere besaflen sie immer
gleich grofie Modenanteile der L- und R-SPI Zusténde (d.h. |uy 1 = uy_4|). Dies wird im
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Falle endlichen Durchflusses nicht mehr so sein. Hier gilt i.A. |u;; # wy _1|. Ebenso ist
zu vermuten, dass sich der Existensbereich der wSPI Losungen in verschiedene Bereiche
aufgliedert, da abhéngig von Re entweder nur linksgewundene L-wSPI, rechtsgewundene
R-wSPI Losung, oder aber auch beide existieren kénnen.

4.6.1 Bifurkationsverhalten als Funktion von Re
Wavy Taylor Wirbel (WITVF) mit Re

Abbildung 4.17 zeigt, analog zu dem vorangegangenen Abschnitt 4.3 das Bifurkationsver-
halten von wTVF Strukturen, nun aber bei Variation des axialen Durchflusses Re. Bei den
hier gewéhlten Parametern befindet sich das System bereits im Existenzbereich der wTVF
Losung (links in Abb. 4.17), so dass die Bifurkation dieser aus dem reinen TVF Zustand
in der Abbildung nicht zu sehen ist (vgl. Abb. 4.3 mit Re = 0).

Abbildung 4.17 stellt eine Erweiterung eines aus (65) bereits bekannten Bifurkations-
diagramms, um die, im grauen Bereich F' existierenden, wTVF Strukturen dar. Der Stabi-
litdtsverlust einer reinen SPI Losung, L-SPI [R-SPI|, gegeniiber der anderen SPI Losung,
R-SPI [L-SPI], bei Re ~ 6.4]—6.4] wurde dort bereits diskutiert. Aus Symmetriegriinden ist
in der Abbildung nur der Bereich positiven Durchflusses, Re > 0, dargestellt. Entsprechend
ergibt sich analoges Bifurkationsdiagramm bei negativem Durchfluss, Re < 0, durch Ver-
tauschen der Bifurkationséste von L- und R-SPI (63; 64) Losungen, sowie entsprechender
Anteile in der wTVF Struktur.

In Abbildung 4.17(a) sind wieder die dominanten Moden des radialen Geschwindig-
keitsfeldes |up,,| in Spaltmitte dargestellt. Startet man im grauen Bereich ' am linken
Rand bei Re = 0, so entspricht dies gerade den bereits bekannten wI'VF Losungen aus
Abbildung 4.3. Diese zeichnen sich durch ihre Symmetrie, insbesondere die identisch grofien
Amplituden in den Moden der beiden SPI Anteile, (1, 1) der L-SPI und (1, —1) der R-SPI,
aus. Diese Symmetrie geht aber bei Auferlegen eines endlichen Durchflusses (Re # 0) verlo-
ren. Konkret bedeutet dies, dass die beiden Moden, (1,1) und (1, —1), des wTVF Zustands
im grauen Bereich F' (fir Re > 0) der Abbildung 4.17 unterschiedlich stark anwachsen bzw.
abnehmen. Hieraus resultiert, dass der wT'VF Zustand seine Gleitspiegelsymmetrie verliert.
Die Deformationen und Modulationen der Wirbelschlduche werden mit starker werdendem
Re zunehmend anharmonischer (vgl. auch Abb. 4.21). Entscheidend ist aber die Tatsa-
che, dass die Wirbelzentren, wie auch bei Re = 0, zunédchst noch toroidal geschlossen
bleiben. Der Symmetriebruch der wI'VF Losung zeigt sich am deutlichsten in den, sich
unterschiedlich verindernden, Moden. So etwa wéchst die Amplitude der (1,1) Mode mit
zunehmendem Re ebenfalls an, wihrend gleichzeitig die Amplitude der (1, —1) Mode ab-
nimmt. In diesem Fall liegt also eigentlich ein L-wTVF Zustand, d.h. ein wTVF Losung
mit den Modenamplituden (1,1) > (1,—1) vor. Entsprechend liegt bei negativen Re eine
R-wTVF Struktur mit den Modenamplituden (1,1) < (1,—1) vor. Am rechten Rand des
grauen Bereiches F' verliert die L-wTVF Losung ihre Stabilitdt und das System vollzieht
einen transienten Ubergang hin zu der einzig verbleibenden stabilen L-SPI Losung. Bis
zu diesem 'Sprung’ wichst [fallt], im Fall Re > 0 die Amplitude der (1,1)[(1,—1)] Mode
monoton an [ab].

Hierbei ist es auffallend, dass der graue Bereich F, in dem die wTVF Losungen stabil
existieren, gerade mit dem Bereich {ibereinstimmt, in dem die beiden SPI Strukturen,
L-SPT und R-SPI, unter axialem Durchfluss Re parallel existieren |Re| < 6.4. Wenn der
Durchfluss Re so stark ist, dass das System die reine R-SPI Struktur mit dominanter Mode
(1, —1) nicht mehr stabilisieren kann, scheint es so zu sein, dass auch der L-wTVF Zustand,
der ebenfalls diese Mode mit (1,1) > (1, —1) beinhaltet, nicht linger stabil vorliegen kann.
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Abbildung 4.17 — Bifurkation von wI'VF Strukturen (siehe auch Pfeil in Abb. 4.19) in Abhéngig-
keit von Re bei gegebenen Kontrollparametern: Ry = 120, Ry = —100, k = 3.927,7 = 0.5. (a) Ampli-
tuden dominanter Moden des radialen Geschwindigkeitsfeldes |y, | in der Mitte des Spaltes, r = 0.5,
(vgl. auch Bildunterschrift der Abb. 4.3 und 4.14) fir TVF (m,n) = (0,1), L-SPI (m,n) = (1,1),
R-SPI (m,n) = (1,-1), RIB (|u1,1| = |u1,—1]) und wITVF Losungen. Durchgezogene [gestrichelte]
Linien mit gefiillten [leeren] Symbolen charakterisieren stabile [instabile] Losungen. Anders als bei

den in den vorherigen Abschnitten untersuchten symmetrischen wTVF Strukturen zeichnen sich diese
wTVF Zustédnde bei endlichem Re gerade durch den Verlust dieser Symmetrie aus, da die Anteile der
dominanten Moden von L- und R-SPI Zustédnden, abhéngig von Re variieren. D.h. fiir Re # 0 gilt:
luyTVE] # [uPTYF|. (b) Bifurkationsdiagramme der Frequenzen wp, ,, mit denen die Amplituden der
komplexen Moden [y, (7, t)| aus (a) oszillieren. Zum Vergleich sind auch noch die linearen Spiralfre-
quenzen (diinne Linien), d.h. der imaginire Anteil des SPI Eigenwertes der um den CCF linearisierten
NSE, mit in die Abbildung aufgenommen. Bei dieser Abbildung handelt es sich um eine Erweiterung
eines aus (65) bereits bekannten Bifurkationsdiagramms, um die im grauen Bereich F' existierenden
wTVFE Strukturen. Der Stabilitétsverlust der einen SPI Losung gegeniiber der anderen wurde dort
bereits diskutiert. Aus Symmetriegriinden ist in der Abbildung nur der Bereich positiven Durchflusses,
Re > 0, dargestellt. Entsprechend ergibt sich analoges Bifurkationsdiagramm bei negativem, Re < 0,
durch Vertauschen der Bifurkationséste von L- und R-SPI, sowie entsprechender Anteile in der wTVF
Struktur. Die roten Pfeile unterhalb des Bifurkationsdiagramms der Frequenzen markieren Re Wer-
te, fiir die in Abbildung 4.21 Snapshots der Wirbelstrukturen zu sehen sind und die spéter genauer
untersucht werden.
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Re w11 w1,-1 (wig —wi,-1)/2 (w11 +wi,-1)/2]
0.000 | 27.8311 -27.8312 27.8311 8.82¢-05
0.500 | 30.0635 -25.6120 27.8378 2.22577
1.000 | 32.3115 -23.4080 27.8598 4.45173
1.500 | 34.5744 -21.2176 27.8960 6.67834
2.000 | 36.8523 -19.0421 27.9472 8.90506
2.500 | 39.1454 -16.8818 28.0136 11.1318
3.000 | 41.4539 -14.7388 28.0964 13.3576
3.500 | 43.7783 -12.6140 28.1962 15.5821
4.000 | 46.1181 -10.5117 28.3150 17.8032
4.500 | 48.4759 -8.4347 28.4553 20.0206
5.000 | 50.8491 -6.3908 28.6201 22.2291
5.500 | 53.2451 -4.3969 28.8211 24.4241
6.000 | 55.6695 -2.4930 29.0813 26.5882
6.500 | 58.1741 -0.8890 29.5316 28.6426

Tabelle 4.2 — Frequenzen w,, ,der dominanten Moden |u,, ,| des wIT'VF Zustands, sowie deren
Kombinationen bei Variation von Re. Kontrollparameter: Ry = 120, R, = —100,k = 3.927,n = 0.5
(vgl. Abb. 4.17(b)).

In dem symmetrischen Fall mit negativen Re zeigen die wTVF Zustédnde das gleiche
Verhalten, wobei es sich dort um R-wSPI Strukturen, mit den Moden (1,—1) > (1,1)

handelt, die ihre Stabilitdt schliefSlich verlieren und analog iiber einen transienten Ubergang
hin zur nun einzig stabil verbleibenden R-SPI Losung gelangen.

Abbildung 4.17(b) gibt die zu den dominanten Moden |u,, ,(r,t)| aus (a) zugehorigen
Frequenzen w,, ,, wieder. Bei Re = 0 (linker Rand des grauen Bereiches) besitzt der wTVF
Zustand eine Frequenz, die im Wesentlichen mit den, hier noch entartet vorliegenden, SPI
Frequenzen iibereinstimmt. Dies gilt aber nicht allgemein und ist auf die hier verwendeten
Parameter zuriickzufiithren (vgl. auch Kap. 5). Bei Betrachtung anderer Parameter zeigt
sich, dass die Frequenzen der wTVF Losungen im Allgemeinen unabhdingig von denen der
reinen SPI Strukturen sind, da sie sowohl ober- als auch unterhalb dieser liegen kénnen.

Mit Zunahme von Re verhalten sich die Frequenzen der wTVF Losungen analog der
Frequenzen von SPI und TVF Losungen, ebenfalls in Einklang mit dem Verhalten der
linearen Frequenzen. Sie wachsen im Wesentlichen linear mit Re an. Dabei wéchst die Fre-
quenz (1,1) des wI'VF Zustands etwas stérker, als die der reinen L-SPI Struktur. Genaue
Werte der Frequenzen der wT'VF Zustdnde mit ihren Kopplungen sind in der Tabelle 4.2
zusammengestellt.

Die roten Pfeile an der Abszisse (Abb. 4.17(b)) markieren verschiedene Re Werte, bei
denen die wTVF Strukturen im Folgenden noch genauer untersucht werden und deren
Snapshots in Abbildung 4.21 zu sehen sind.

Wavy Spiral Wirbel (wSPI) mit Re

Analog des gerade zuvor diskutierten Ubergangs von TVF zu SPI Strukturen iiber wTVF
Losungen, der durch Re hervorgerufen wird, wird nun auch der umgekehrte Fall, der Uber-
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gang von SPI zu TVF Zustidnden iiber wSPI Losungen, ebenfalls durch Verdnderung von
Re bedingt, untersucht. Hierbei ist darauf zu achten, dass aufgrund des symmetriebre-
chenden Effektes von Re nicht immer beide wSPI Strukturen, die L-wSPI und die R-wSPI,
gleichzeitig existieren miissen.
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Abbildung 4.18 — Bifurkation von wSPI (hier L-wSPI) Strukturen (siche auch Pfeil in Abb. 4.20)
in Abhingigkeit von Re bei gegebenen Kontrollparametern: Ry = 115, Ry = —50,k = 4.8, = 0.5. (a)
Amplituden dominanter Moden des radialen Geschwindigkeitsfeldes |u, | in der Mitte des Spaltes,
r = 0.5, und (b) Bifurkationsdiagramme der verschiedenen zugehérigen Frequenzen wy, ,, (einschlie-
lich linearer Frequenzen, siehe auch Bildunterschrift der Abb. 4.17). Aufgrund des Durchflusses mit
seinem symmetriebrechenden Einfluss ist es hierbei wichtig die wSPI Strukturen nach L-wSPI und
R-wSPI Zustanden zu unterscheiden. Diese miissen nédmlich bei Re # 0 nicht mehr beide gleichzei-
tig parallel (stabil) existieren. Die roten Pfeile unterhalb des Bifurkationsdiagramms der Frequenzen
markieren Re Werte, fiir die in Abbildung 4.22 Snapshots der Wirbelstrukturen zu sehen sind und die
spéter genauer untersucht werden.
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Im Folgenden wird der in Abbildung 4.18 dargestellte Fall des Ubergangs von einer L-
SPI Struktur hin zum TVF Zustand, der iiber eine stabile L-wSPI Lésung vollzogen wird
diskutiert. Der symmetrische Fall von einer R-SPI iiber stabile R-wSPI hin zur TVF Losung
ergibt sich bei Vorzeichenumkehr von Re und vertauschen von L- und R-SPI Losungsésten.

Startet man in Abbildung 4.18(a) am rechten Rand in einer stabilen L-SPI Lésung mit
dominanter (1, —1) Mode bei positivem Durchfluss Re = 2 und verringert diesen, so verliert
diese Losung bei Re = 0.9 ihre Stabilitét gegeniiber der sekundér bifurkierenden wSPI (hier
L-wSPI) Losung. An dieser Stelle (rechter Rand des grauen Bereiches GG) werden, die fiir die
wSPI Struktur typischen Moden, (1, —1) und (0, 1), endlich. Hierbei handelt es sich genau
genommen um eine L-wSPI Losung, was in sofern wichtig ist, da diese, wie zuvor erwéhnt,
bei endlichem Durchfluss nicht mehr gleichzeitig mit einer R-wSPI Losung stabil existieren
muss, wie dies bei Re = 0 immer der Fall ist. Mit weiter abnehmendem Re verdndern sich
die Amplituden der einzelnen Moden unterschiedlich. Die der (1,1) Mode wird schwicher,
bzw. die der (1,—1) und (0,1) Moden werden grofer, bis der Durchfluss bei Re ~ —0.3
zu stark wird und die L-wSPI Struktur ihre Stabilitédt verliert. Da die L-wSPI eine nach
oben wandernde Struktur ist, bldst der negative Durchfluss dieser gerade entgegen und
‘zerstort’ diese. Auch hierbei vollzieht sich am linken Rand des grauen Bereiches G ein
transienter Ubergang hin zur TVF Losung, die in dem gesamten dargestellten Bereich der
Abbildung 4.18 stabil vorliegt.

Gut zu erkennen ist der symmetriebrechende Einfluss von Re auf die wSPI Losun-
gen darin, dass die L-wSPI Strukturen nur im Bereich —0.3 < Re < 0.9 existieren.
Entsprechend existieren, aus Symmetriegriinden, die R-wSPI Strukturen nur im Bereich
—0.9 < Re < 0.3. Aus dieser Tatsache resultieren drei Bereiche, in denen entweder nur
die R-wSPI (—0.9 < Re < —0.3) Losungen, beide wSPI Strukturen (L-wSPI und R-wSPI)
parallel (—0.3 < Re < 0.3), oder aber nur die L-wSPI (—0.3 < Re < 0.9) Losungen stabil
existieren (vgl. auch Abb. 4.23). In der Ndhe von Re = 0 und sehr moderaten Durchfliissen
existieren also beide wSPI Losungen, wihrend das System bei etwas stédrkerem Re nur eine
der beiden wSPI Losung zulésst. Dabei hingen Re Bereiche, in denen die wSPI Strukturen,
beide parallel, oder aber auch nur einzeln stabil vorliegen, sehr stark von den Kontrollpa-
rametern des Systems, insbesondere Ry ab (vgl. Abb. 4.19 und 4.20). Im Gegensatz zu dem
Bereich, in dem wTVF Zustéinde unter Re existieren, ist der Bereich der wSPI Losungen
unter Durchfluss deutlich kleiner.

Die in Abbildung 4.18(b) dargestellten Frequenzen der wSPI Losung verhalten sich
analog derer ohne Re. Mit zunehmendem Re wéchst auch die dominante Frequenz der
(1,1) Mode der L-wSPI Struktur monoton an.

Auch die wSPI Strukturen existieren, wie bereits bei den wTVF Zustédnden gesehen nur
in Bereichen, in denen der entsprechend andere SPI Losungstyp ebenfalls stabil existiert, so
dass alle, fiir die Struktur notwendigen, Moden auch in mindestens einer weiteren stabilen
Struktur vorhanden sind.

4.6.2 R, — Re Phasendiagramm

Die beiden Abbildungen 4.19 und 4.20 zeigen Phasendiagramme mit verschiedenen stabil
und instabil existierenden Strukturen in der R; — Re Ebene, fiir unterschiedliche Kon-
trollparameter Ry = —100,k = 3.927 (Abb. 4.19) und Ry = —50,k = 4.8 (Abb. 4.20)
und 7 = 0.5. In Abbildungen 4.19 liegt der Fokus dabei im Wesentlichen auf den, unter
Durchfluss existierenden wTVF Zusténden (Bereich F'), wihrend es in Abbildungen 4.20
hauptséchlich um wSPI Strukturen unter Durchfluss geht (Bereich Gp). Gegeniiber dem
Phasendiagramm in der R; — Ry Ebene, (Abb. 4.3) fir Re = 0, ist deutlich zu erken-
nen, dass ein endlicher Durchfluss zu einer deutlich grofleren Komplexitéit der auftretenden
Strukturen fithrt. So sind beispielsweise in Abbildungen 4.19 neben dem grauen Bereich
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Re

R; — Re Phasendiagramm fiir TVF, SPI, wTVF und wSPI Losungen bei endlichem Durchfluss —40 <
Re < 40 fir Ry = —100,n7 = 0.5, k = 3.927.

Region AO A1 A2 C() Cl CQ EO E1 E2 F Gl G2
TVFE - - - i i 1 S S S i S S
L-SPI S S S S S S S S s s -
R-SPI S i - S i - S i - s s -
wTVF - - - - - - - - - s - -
L-wSPI | - - - - - - - - - - - S
R-wSPI | - - - - - - - - - S8 -

stabil (i), instabil (i), nicht existent (-).

Abbildung 4.19 — Zur Bedeutung der Linien und Symbole sieche Abbildung 4.17. Die schwar-
zen durchgehenden Linie zwischen Ey und F' beschreiben die obere Bifurkationsschwelle von wTVF
Losungen(M) aus den TVF Zustédnden heraus. Analog gibt die schwarze Linie zwischen Ey und G,
[G2] die Bifurkationsschwelle von L-wSPI [R-wSPI] Losung(4) aus der reinen L-SPI [R-SPI] Struktur
heraus an. Diese Wavy Losungen sind in den jeweiligen grauen Bereichen F, G; und G5 stabil und
werden instabil an den schwarz gestrichelten Kurven mit offenen Symbolen (0,0). Der horizontale
Pfeil (a) kennzeichnet den Parameterbereich des Bifurkationsdiagramms aus Abbildung 4.17. Die bei-
den violetten Punkte 7, 2 geben Punkte hoherer Codimension an. Aus Symmetriegriinden sind nur
Bereiche fiir Re > 0 mit Buchstaben gekennzeichnet.

F stabiler wTVF Losungen auch zwei weitere Bereiche mit wSPI Losungen G und G, zu
erkennen, wobei in diesen jeweils nur L-wSPI (G;) oder R-wSPI (G3) Zusténde existieren.
Demgegeniiber gibt es in Abbildungen 4.20 aber keinen Bereiche, in dem wTVF Zusténde
existieren. Beide Phasendiagramme mit ihren Resultaten werden nun im Einzelnen disku-
tiert.

Zunichst soll das Phasendiagramm in Abbildungen 4.19 betrachtet werden. Die ver-

schiedenen stabil und instabil existierenden Strukturen, in den unterschiedlichen Gebieten
A — F sind in der Tabelle unter der Abbildung angegeben (Zur Bedeutung der Linien und



4.6. AXIALER DURCHFLUSS 91

120

110

—
o 100

90

Ry — Re Phasendiagramm fiir TVF, SPI, und wSPI Losungen bei endlichem Durchfluss —20 < Re < 20
fir Ry = —50,7 = 0.5, k = 4.8.

Region A B C D1 D2 EO El E2 Gl
TVF - s 1 S S S S S S
L-SPI s - s i i S S S -
R-SPI - - - i - S i - -
L-wSPI | - - - - - - - - S

stabil (i), instabil (i), nicht existent (-).

Abbildung 4.20 — Zur Bedeutung der unterschiedlichen Linien und Symbole siche auch Abbil-
dung 4.17 und 4.19. Die schwarzen durchgehenden Linien zwischen E; bzw. Fy und G; beschreiben
die Bifurkationsschwelle von L-wSPI Losungen(4) aus der reinen SPI Struktur heraus an. Diese Wa-
vy Losungen liegen im gesamten grauen Bereiche G stabil vor und werden instabil an der schwarz
gestrichelten Kurve mit offenen Symbolen ((J,0). Der horizontale Pfeil (b) kennzeichnet den Para-
meterbereich des Bifurkationsdiagramms aus Abbildung 4.18. Die beiden violetten Punkte 71 2 geben
Punkte hoherer Codimension an.

Symbole siehe auch Abb. 4.5 in Abs. 4.3.2.). Der eingezeichnete Pfeil (a) gibt die Para-
meter des in der Abbildungen 4.17(a) dargestellten Bifurkationsdiagramms an. Aufgrund
der Symmetrie geniigt es, positive Re zu betrachten. Betrachtet man den Bereich F' der
stabilen wTVF Losung, so ist gut zu erkennen, dass sich dieser mit betragsméfig wach-
sendem Re immer weiter zusammenschniirt, bis er schliefllich bei R ~ 122, |Re| ~ 9.3 in
den beiden Punkten v, o vollsténdig verschwindet. Dieses Verschwinden féllt dabei gerade
mit den Stabilitdtsgrenzen der reinen SPI Losungen zusammen (orange [rote] Kurve mit A
[+/] fir die L-SPI [R-SPI] Losung bei negativem [positivem] Re). Bei den beiden Punkten
71,2 handelt es sich um Punkte hoherer Codimension, wie bereits aus der Abbildung 4.5
bekannt.

Die wTVF Strukturen kénnen also anscheinend nur dort existieren, wo auch bei-
de reinen SPI Losungen stabil vorliegen, da die beiden dominanten Moden (1,1) und
(1, —1) dieser Losung in der wT'VF Struktur enthalten sind, wenngleich sich die Amplitu-
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den dieser Moden mit betragsméfig zunehmendem Re immer stirker unterscheiden (vgl.
Abb. 4.17(a)).

Neben den wTVF Losungen in Bereich F' sind in der Abbildungen 4.19, wie bereits
erwahnt, noch zwei weitere graue Bereiche zu sehen, in denen helikale wSPI Strukturen
existieren. Die R-wSPI Struktur in Gebiet G; und L-wSPI Struktur in Gebiet G5. Die Be-
reiche der wT'VF und wSPI Losungen laufen in den beiden Punkten hoherer Codimension,
7.2, wie aus Abbildung 4.5 bekannt, zusammen. Die Tatsache, dass es zwei solche Punkte
gibt, ist durch die Symmetrie des auferlegten Durchflusses bedingt. Demnach ist der Be-
reich GG; der L-wSPI Losungen spiegelsymmetrisch zum Bereich G5 der R-wSPI Losung.
Bei Umkehrung des Durchflusses sind G; und G5 demzufolge vertauscht.

Im Gegensatz zu Abbildungen 4.19 ist der Bereich Gy der stabilen L-wSPI Losungen
in Abbildungen 4.20 deutlich kleiner als G; und G5. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
ist der entsprechend Bereich der R-wSPI Struktur (G3) hier nicht mit eingezeichnet, da
sich beide Bereiche zum Teil {iberschneiden; er ergibt sich bei Umkehrung des Durchflus-
ses Re — —Re und Vertauschung von L- und R-wSPI Zustdnden und Strukturanteilen.
Auch hier gibt der eingezeichnete Pfeil (b) die Parameter des Bifurkationsdiagramms der
Abbildungen 4.18(a) an. Fiir die hier verwendeten Kontrollparameter ist der Bereich der
L-wSPI Losungen, verglichen mit den wTVF Losungen aus Abbildungen 4.19, deutlich
kleiner. Insbesondere ist dieser nicht mehr symmetrisch um Re = 0 herum angeordnet.
Ein sehr drastischer Unterschied besteht auch darin, dass in diesem Parameterbereich kei-
ne wI'VF Losungen bei endlichem Re existieren. Diese kénnten theoretisch nur unterhalb
der blauen Linie beim Ubergang von Gebiet Ey nach C (fiir positive Re) auftreten. Da in
diesem Bereich aber immer nur eine SPI Losung, hier die L-SPI Struktur existiert, kénnen
anscheinend keine wT'VF Zusténde vorliegen, da diese immer Anteile beider SPI (hier auch
der R-SPI) Strukturen enthalten, wie bereits aus Abbildung 4.17 bekannt ist. Das System
ist also offensichtlich nicht in der Lage die notwendige (1,—1) Mode nichtlinear anzure-

gen. Stattdessen vollzieht es einen transienten Ubergang direkt von der TVF hin zur SPI
Losung (vgl. Abb. 4.23).

Insgesamt bleibt festzuhalten, dass die Phasendiagramme bei endlichem Durchfluss,
Re # 0, deutlich komplizierter werden. Dies basiert auf dem bekannten symmetriebrechen-
den Effekt des Durchflusses, der insbesondere zur Aufspaltung des Bereiches mit wSPI
Losungen in die beiden Unterbereiche mit L-wSPI und R-wSPI Zusténden fiihrt. Diese
konnen dabei voneinander getrennt existieren, sich aber auch, abhéngig von den sonstigen
Systemparametern, iiberschneiden.

Strukturelle Zerlegung von wTVF und wSPI bei Variation von Re

Um den symmetriebrechenden Einfluss von Re auf die verschiedenen Wavy Strukturen
zu untersuchen, bietet es sich an, wie bereits in Abschnitt 4.4.2 (fiir Re = 0) gesehen,
eine Zerlegung der gesamten Struktur in die jeweiligen Modenunterrdume vorzunehmen.
In einen Teil, der nur Anteile des Modenunterraums der zugehorigen reinen Struktur, d.h.
m = 0 fir TVF und m = 1 [m = —1] fiir L-wSPI [R-wSPI| Losungen enthélt und in
einen zweiten Anteil, den Rest, der durch alle, zu diesen Unterrdumen, komplementéren
Moden erzeugt wird. D.h. m # 0 fiir wT'VF und m # n [m # —n] fiir die L-wSPI [R-wSPI]
Zusténde.

In Abbildung 4.21 sind die Isoflichen der azimutalen Vortizitdt der wITVF Losung
fir vier verschiedene Durchfliissse Re = 0(a), 2(b), 4(c), 6(d) aus Abbildungen 4.17(a)
dargestellt. In der oberen Reihe (1) ist die vollstandige Struktur (€2, = £90) zu sehen,
wahrend in der unteren Reihe (2) nur der m # 0 Anteil (€2, = £10) dargestellt ist. Fiir den
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(1a) (1b) (1c) (1d)

(2a) (2b) (2c) (2d)

Abbildung 4.21 — Isoflichen der azimutalen Vortizitit Q, = d,u — d,w = £90 (1) und £10
(2) von wTVF Losungen bei verschiedenen Re = 0(a), 2(b), 4(c), 6(d) und R; = 120, R, = —100,
k = 3.927,n = 0.5. Die obere Reihe (1) zeigt die vollstiindige Struktur, wihrend die untere Reihe
(2) den Anteil an der Struktur wiedergibt, der komplementér zu dem m = 0 TVF Modenunterraum

ist. Rot [griin] bedeutet positive [negative] Vortizitidt. Aus Griinden der besseren Sichtbarkeit sind in
azimutaler Richtung zwei Perioden dargestellt.

Fall ohne Durchfluss (a), Re = 0, sind die Amplituden der beiden Moden (1,1) und (1, —1)
im wTVF Zustand gleich gro und somit ist der m # 0 Anteil vollkommen symmetrisch, was
bereits in Abbildung 4.13(a) zu sehen war. Zunéchst sehen die Isoflichen der vollen wTVF
Struktur (1), wie auch die des Anteils ohne die reine TVF Loésung (2), bei moderatem
Re < 4(a,b,c) immer noch annéhernd symmetrisch aus. Erst mit weiter zunehmendem
Durchfluss Re =~ 6(d) und somit immer stirker unterschiedlichen Modenamplituden (1, 1)
und (1,—1), wird auch der m # 0 Anteil asymmetrischer. In dem hier gezeigten Fall
positiven Durchflusses wird der Anteil der (1,1) Mode am m # 0 Anteil zunchmend stérker
(vgl. Abb. 4.17). Dabei werden die wTVF Strukturen verzerrt und zeigen eine deutlich
stiarkere Modellierung durch den L-SPI Anteil. Dies zeigt sich besonders gut in einer lokal
helikalen Orientierung der Isoflichen azimutaler Vortizitéit des m # 0 Anteils, der dhnlich
einer L-SPI Struktur gerichtet ist (2d).

Analog zeigt Abbildung 4.22 Isoflichen der vollen L-wSPI Losung (1) fiir verschiedene
Re = 0.8(a), 0.5(b), 0.3(c), 0(d), —0.3(e) aus Abbildung 4.18(a), sowie des m # n Un-
terraums (2), ohne den reinen L-SPI Anteil. Allerdings ist der Einfluss des m # n Anteils,
wie etwa in Abbildung 4.13(b) zu sehen war, auch bei dieser wSPI Struktur relativ gering
(auch deutlich geringer als bei den wTVF Strukturen in Abbildung 4.21), so dass in den
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(1a) (1b) (1c) (1d) (1e)

(2a) (2b) (2c) (2d) (2e)

tEGE

Abbildung 4.22 — Isoflichen der azimutalen Vortizitét Q, = d,u — d,w = £90 (1) und £10 (2)
von wSPI Lésungen bei verschiedenen Durchfliissen Re = 0.8(a), 0.5(b), 0.3(c), 0.0(d), —0.3(e) und
R; =115, Ry = =50, k = 4.8,7 = 0.5. Die obere Reihe (1) zeigt die vollstéindige Struktur, wihrend
die untere Reihe (2) den Anteil an der Struktur wiedergibt, der komplementér zu dem m = n L-SPI
Modenunterraum ist. Rot [griin] bedeutet positive [negative] Vortizitdt. Aus Griinden der besseren
Sichtbarkeit sind in azimutaler Richtung zwei Perioden dargestellt.

vollen Strukturen (1) so gut wie keine Verénderung der Isoflichen (€, = +90) zu erken-
nen ist. Die Einfliisse des Durchflusses sind aber deutlich im m # n Anteil der Strukturen
(2) (2, = 10) erkennbar. Gut zu erkennen ist die Zunahme des rotationssymmetrischen
m = 0 Anteils der (0,1) Mode (vgl. Abb. 4.18(a)) bei Abnahme des Durchflusses. Bei
Re = —0.3(e) ist dieser in den Isoflichen des m # n Anteils deutlich zu erkennen.

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass die beiden Abbildungen 4.21 und 4.22 auf-
grund unterschiedlicher Isowerte, nur einen qualitativen Eindruck der Deformationen in
den Isofldchen der Vortizititen als Anteile des m # 0, bzw. m # n Modenunterraums
geben koénnen.

Stabilitat

Die Abbildung 4.23 fasst die in diesem Abschnitt gemachten Aussagen beziiglich der Sta-
bilitdt der verschiedenen Wavy Strukturen schematisch zusammen. Aufgrund des sym-
metriebrechenden Effektes des axialen Durchflusses sind verschiedene wTVF Zusténde,
abhéngig der dominanten, in ihnen enthaltenen, SPI Moden, L-wTVF Loésungen fiir den
Fall (1,1) > (1,—1) und R-wTVF Loésungen fiir den Fall (1,1) < (1,—1), zu unterschei-
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den. Desweiteren fithrt endliches Re auch dazu, dass die wSPI Zusténde entsprechend als
L-wSPI und oder R-wSPI Losungen vorliegen, die nicht mehr gleichzeitig stabil existieren
miissen. Abbildung 4.23(a) zeigt, dass der Stabilitdtsbereich (hellblau) von L-wTVF und

(a)
L-SPI | L-SPI
R-SPI| R-SPI| R-SPI| L-SPI
R-wTVF L-wTVF
-« |
Re 0
(b)
TVF TVF TVF TVFE TVF
R-SPI R-wSPI| L-wSPI | L-wSPI L-SPI
R-wSPI
- T |
Re 2)

Abbildung 4.23 — Schematische Darstellung, der bei endlichem Re stabil existierenden Strukturen
fiir pbc Bedingungen. (a) wTVF Losungen existieren mit unterschiedlich starken Anteilen von L-SPI
und R-SPI Moden (hellblau). (b) L-wSPI und R-wSPI Losungen koénnen nebeneinander (hellblau),
oder aber auch nur einzeln (tiirkis) stabil vorliegen.

R-wTVF Strukturen symmetrisch um Re = 0 verteilt liegt. Dieser Bereich fillt gerade mit
dem Stabilitdtsbereich der, bei endlichem Re, unterscheidbaren Spiral Losungen, L-SPI
und R-SPI, zusammen. Dies ist dadurch erklarbar, dass in den wTVF Losungen immer
die beiden Moden, (1,1) und (1, —1), was ja gerade die dominanten Moden der reinen SPI
Strukturen sind, angeregt sind. Offensichtlich kann das System diese nicht nichtlinear in
Bereichen anregen, in denen die reinen SPI Zusténde nicht stabil existieren. Im Fall (b), der
wSPI Losung spaltet sich der Existenzbereich bei endlichem Re noch weiter auf. Wihrend
im Bereich moderaten Durchflusses Re (hellblau), nahe der Null, beide Strukturen, L-wSPI
und R~-wSPI, stabil vorliegen, fithren betragsmiflig groBere Re (tiirkis) dazu, dass nur noch
eine der beiden Losungen stabil existiert. Stéarker positives Re lasst nur L-wSPI und stérker
negatives Re nur R-wSPI Losungen zu. Insgesamt bleiben die Bereiche aber symmetrisch
(bei Vertauschung von L- und R-SPI Anteilen) um Re = 0 verteilt.

4.7 Resumé

In diesem Kapitel wurden das Bifurkationsverhalten, die Dynamik und die strukturellen
Eigenschaften von toroidal geschlossenen Taylor Wirbeln (TVF), helikalen Spiral Wirbeln
(SPI) und insbesondere ihrer zugehorigen modulierten Strukturen, ndmlich den toroidal ge-
schlossenen Wavy Taylor Wirbeln (wTVF) und den helikalen Wavy Spiral Wirbeln (wSPI)
wie auch der Ribbon (RIB) im Taylor-Couette System (TCS) untersucht.



96 KAPITEL 4. UBERGANGE ZWISCHEN TVF UND SPI (PBC)

Im TCS, unter axial periodischen Randbedingungen (pbc), wird der Ubergang zwi-
schen TVF und SPI Losungen mittels sekundér bifurkierender Wavy Strukturen vollzogen.
Der Ubergang von instabilen TVF zu stabilen SPI Losungen verlauft iiber die Erzeugung
stabiler wTVF Zusténde. Ahnlich vermitteln stabile wSPI Zusténde den Ubergang von
instabilen SPI Zustdnden hin zu stabilen TVF Strukturen. Dabei ist der Ast der wTVF
Losung, der den TVF Losungsast mit dem instabilen RIB Ast verbindet, bereits aus der
Literatur bekannt (55). Diese Verbindung wurde hier erstmals qualitativ und quantita-
tiv, anhand numerischer Simulationen, im Detail untersucht. Es wurden Hinweise darauf
gefunden, dass die wSPI Losung in dhnlicher Weise die SPI Losung mit den instabilen
RIB Losungen verbindet. Da aber die RIB Losung in beiden Ubergangsszenarien instabil
vorliegt, 'springt” das System in beiden Fillen auf die einzige noch stabil im System vor-
liegende Losung, wenn man den jeweiligen Wavy Ast bis zu seinem Ende, nahe des RIB
Zustands verfolgt.

Dieses Verhalten hat folgende Auswirkungen auf den Losungsraum:

(i) Der Parameterbereich F' [G] mit stabilen wT'VF [wSPI] Losungen trennt die Region
E mit bistabilen TVF und SPI Zustédnde von der Region C' [D] mit monostabilen
SPI [TVF]| Strukturen.

(ii) Stabile wTVF [wSPI] Zusténde existieren bistabil mit reinen SPI [TVF] Losungen.

Dies gilt fiir den kompletten, hier untersuchten k£ — Ry — Ry Phasenraum. In Gebiet F ist,
nahe der Bifurkationsschwelle der wTVF Losung, die Amplitude der dominanten Mode des
TVF Zustands grofler als diejenige der SPI Losung. Entsprechendes gilt auch umgekehrt fiir
die aus den SPI Zustdnden bifurkierenden wSPI Strukturen. Somit lédsst sich der Bereich
E, abhéngig der Amplitudengrofie der stabil existierenden Strukturen, in zwei Teilgebiete,
FE, und E,, aufspalten.

Startet man andererseits in der monostabilen Region C' [D] mit einer instabilen TVF

[SPI] Losung, verschwindet diese und das System vollzieht einen Ubergang in die einzig

stabil vorliegende SPI [TVF] Losung. Die Zeit fiir diesen transienten Ubergang wichst
dabei mit abnehmender Distanz zur Region E mit bistabil existierenden TVF und SPI
Zusténden.

Die Wavy Strukturen, wTVF und wSPI, ’leben’ in einem komplexeren Fourierunter-
raum mit mehr endlich angeregten Fouriermoden als in den reinen Strukturen, TVF und
SPI, vorhanden sind. Die Topologie der Wavys stimmt aber mit der jeweiligen reinen Struk-
tur, aus der heraus sie entstehen, iiberein. Es gibt aber gewisse Einschrankungen und Sym-
metrien: Im Fall der axial nicht propagierenden und zeitlich periodischen wTVF Losung
sind die Amplituden der (1,1) und (1, —1) Mode fiir Re = 0 identisch. Fiir die quasiperi-
odischen linksgewundenen SPI Losung (L-SPI) fithrt die (1,1) Mode zu einer azimutalen
Rotation und einer axialen Wanderung der gesamten Struktur mit endlicher Frequenz wy 1,
die sich von der Frequenz wy; unterscheidet, mit der eine rotationssymmetrisch modulierte
Welle axial abwarts propagiert.

Die Tatsache, dass die Frequenzen der wTVF Losungen am Onset zum Teil mit denen
der reinen, voll ausgebildeten SPI Strukturen, identisch sind, ist rein zuféllig und nur auf die
jeweils gewéhlten Parameter zuriickzufiihren. Dies wurde durch Auferlegen eines externen
Durchflusses, wie auch fiir endliche Randbedingungen in Kapitel 5 bestétigt.

Auch im Hinblick auf die Wellenzahlabhéngigkeit verhalten sich die Wavy Strukturen
ghnlich wie die reinen Strukturen. Alle hier untersuchten Strukturen liegen im drei dimen-
sionalen k— Ry — Ry Phasenraum innerhalb eines Volumens, das durch zwei, sich gegenseitig
durchdringende Oberfldchen erzeugt wird und sich iiber der k& — Ry Ebene erhebt. Diese
beiden Oberflachen sind die Bifurkationsschwellen von TVF und SPI Losungen. An den
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Stellen, an denen sich diese beiden schneiden, laufen auch alle anderen Bifurkationsschwel-
len von wTVF, wSPI und RIB Zustédnden, zusammen.

Weiterhin wurden die strukturellen Anderungen des Stromungsflusses wihrend des

Ubergangs von instabilen TVF zu stabilen SPI Zustdnden in der Region C' und von insta-
bilen SPI zu TVF Strukturen in Gebiet D untersucht. Hierzu wurden zur Visualisierung
unter anderem Isoflichen der azimutalen Vortizitdt benutzt. Diese erlauben es im De-
tail zu verfolgen, wie z.B. die toroidal geschlossenen Wirbelschlauche der TVF Struktur
zusammengeschniirt und durch ein rotierendes Defektpaar aufgebrochen werden, wonach
sich schliellich die Schlauchenden axial bewegen und zu den helikal geschlossenen Wirbel-

schlduchen der SPI Losung neu verbinden. Der entsprechende Ubergang in umgekehrter
Richtung von offenen SPI zu toroidal geschlossenen TVF Zusténden vollzieht sich auf &hn-
licher Art und Weise. Auch hierbei kommt es zu Zusammenschniirung, Aufbrechen, Sepa-

rierung und schliellich zur Wiederverbindung der Schlduche. In diesem Ubergangsszenario
allerdings nur an einer azimutalen ¢ Position.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wurde noch der Einfluss eines extern aufgepriagten
Durchflusses auf die Wavy Strukturen untersucht. Hierbei zeigte sich, dass sich die symme-
triebrechenden Eigenschaften von Re signifikant auf die Existenzbereiche von wTVF und
wSPI Zustéinden auswirken. Die wTVF Losungen verlieren fiir Re # 0 ihre axiale Spiegel-
symmetrie, da eine der beteiligten SPI Moden, (1,1) oder (1, —1), dominant wird (d.h. i.A.
gilt bei Re # 0: (1,1) # (1,—1)). Demzufolge sehen insbesondere die wTVF Strukturen
deutlich verzerrter aus. Topologisch gesehen bleiben die Wavy Strukturen aber identisch
denen bei Re = 0. Die wSPI Lésungen bleiben zwar weitestgehend identisch derer ohne
Durchfluss, allerdings miissen L-wSPI und R-wSPI Struktur nicht mehr gleichzeitig exi-
stieren. Es gibt Parameterbereiche, bei denen beide, L- und R-wSPI Zustéinde gemeinsam,
oder aber nur eine der beiden Losungen stabil existiert. Dies fithrte zu deutlich komplexe-
ren Phasendiagrammen bei extern auferlegtem Durchfluss. Sowohl wTVF als auch wSPI
Losungen existieren nur in solchen Bereichen stabil, in denen auch die beiden reinen Spiral
Losungen, L- und R-SPI, parallel stabil vorliegen. Das System scheint nicht in der Lage
zu sein die ebenfalls in den Wavy Strukturen vorkommenden dominanten Moden der rei-
nen SPI Strukturen nichtlinear anzuregen. Somit fillt z.B. die Stabilitdtsgrenze der wTVF
Zustande bei positivem [negativem] Re gerade mit derjenigen der reinen R-SPI [L-SPI]
Losung zusammen.
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Kapitel 5

Ubergiinge zwischen TVF und wSPI
im endlichen ' = 12 System (rbc)

5.1 Einleitung - Motivation

Nachdem im vorangegangenen Kapitel 4 die Ubergénge zwischen TVF und SPI Zusténden,
die iiber stabile Wavy Strukturen ablaufen, unter periodischen Randbedingungen (pbc) un-

tersucht wurden, werden nun in diesem Kapitel die analogen Ubergénge, unter realistische-
ren Randbedingungen, im endlichen System (rbc) betrachtet. Hierzu werden feste Deckel
an beiden Enden des Systems angenommen. Aufgrund der endlichen Lange des Bulks erge-
ben sich entscheidende und bedeutende Unterschiede in den Ubergangsszenarien. So kann
unter anderem keine feste Wellenzahl vorgegeben werden, diese wird vielmehr von dem Sy-
stem selbst, abhéngig der Lénge und Struktur, selektiert. Insbesondere hat dies zur Folge,
dass sich die Wellenzahl natiirlich auch beim Ubergang zwischen zwei Strukturen &ndern
kann. Im periodischen Fall waren die Wellenzahlen immer fixiert und somit identisch.
Weiterhin wird im endlichen System, bei dem das Fluid axial durch Deckel an den
Systemenden beschréankt wird, die axiale Translationsinvarianz gebrochen. Diese axialen
Beschrinkungen erzeugen bei jeglichem externen Antrieb Storungen in Form axial sym-
metrischer Wirbel, deren Amplitude anndhernd exponentiell in den Bulk hinein abnimmt.
Dies sind die sogenannten Ekman Wirbel. Bei kleinen Rotationsfrequenzen des inneren
Zylinders iiberlagern und deformieren diese den CCF Grundzustand im Bulk zu einer neu-
en stationdren, rotationssymmetrischen Grundzustandsstréomung im endlichen System mit
randinduzierten Ekman Wirbeln , in der Ndhe der Deckel, und CCF &hnlichem Strémungs-
verhalten im Innern des Bulks. Dieser komplexere Zustand wird im Folgenden als 'Basis
Fluss’, 'Basis Stromung’, "CCF-Ekman’ oder einfach nur "Ekman’, geméafl des Kontextes,
bezeichnet. Die rotationssymmetrische Ekman Mode geht dabei immer in das Fourier-
spektrum aller anderen Wirbel Zustédnde ein und hat entscheidenden Einfluss auf deren
Struktur, das Bifurkationsverhalten, die Stabilitdt und ihre Dynamik. Dies ist bereits aus
zahlreichen Publikationen (145; 42; 88; 86; 17; 18; 35; 45) hinreichend bekannt.

Systemlinge: I' = 12
Als représentative Systemlénge wurde ein endliches I' = 12 System gewéhlt. Dies stellt

zwar noch ein relativ kurzes System dar, weitere Simulationen mit verschiedenen groéfie-
ren Systemléngen, I' = 20, 22, 26, zeigten aber alle das gleiche Verhalten wie es in diesem
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Kapitel fiir I' = 12 diskutiert wird. Aus diesem Grund und insbesondere der drastisch zu-
nehmenden Rechenzeit bei Vergroerung des Systems wurde I' = 12 gewihlt. Alle iibrigen
Parameter d = ry — r1,n = 1r1/r2 = 0.5 sind identisch derer des periodischen Systems aus
Kapitel 4.

Im Folgenden wird zunéchst, wenn nicht gesondert erwihnt, die &uflere Reynoldszahl
bei Ry = —100 fixiert gehalten. Alle mit endlichen Zylindern durchgefiithrten Rechnungen
werden mit dem Code G1D3 durchgefiihrt (siehe Anh. D). Die Randbedingungen fiir die
nicht rotierenden Deckel sind dabei wie in Abschnitt D.2.4 beschrieben im Code imple-
mentiert. Weiterhin werden auch zum Teil einzelne Vergleiche mit experimentellen Daten
durchgefiihrt (4).

5.2 Ubergiinge zwischen TVF und wSPI

In diesem Abschnitt werden im ersten Teil die Bifurkation von TVF zu wSPI Struktu-
ren iiber wT'VF Losungen beschrieben und im zweiten Teil der Ubergang in umgekehrter
Richtung von wSPI zu TVF Strukturen untersucht. Analog dem periodischen System in

Kapitel 4 und (66) findet man auch fiir das endliche System Ubergénge zwischen den
beiden primér bifurkierenden Strukturen, TVF und in diesem Fall wSPI. Der grofite Un-
terschied zwischen beiden Systemen (pbc und rbc) besteht darin, dass weder im Expe-
riment, noch in numerischen Simulationen reine Spiralen im endlichen I' = 12 System
existieren. In einem reinen SPI Zustand ist der Fluss periodisch in ¢,z und ¢, mit einer
axialen Wellenzahl k, einer azimutalen Wellenzahl M und einer Frequenz w. Weiterhin
héngt der helikale Fluss nicht im Einzelnen von ¢, z und ¢ ab, sondern von der kombinier-
ten Phasenvariablen, ¢ = My + kz — wt, so dass alle Felder die kontinuierliche Symmetrie
f(r,p, z,t) = f(r,¢) (115) (vel. auch Kap. 3) aufweisen.

Im endlichen System, mit Ekman Wirbeln nahe der nicht rotierenden Deckel, werden
die reinen SPI durch wSPI Strukturen ersetzt. Diese besitzen ein deutlich komplexeres
Modenspektrum, wie bereits in Kapitel 3 (siehe auch (66)) beschrieben. Dieses basiert auf
der Wechselwirkung zwischen den Spiral Moden und der rotationssymmetrischen Ekman
Mode (M = 0). In Abwesenheit von symmetriebrechenden Effekten, wie z.B. axialem
Durchfluss, sind links- und rechtsgewundene SPI Zusténde dquivalent zueinander (63; 64),
liegen also entartet vor. Dies gilt auch fiir die wSPI Losungen im endlichen System. Deshalb
wird im weiteren nur wenn notig zwischen den beiden unterschiedlich helikalen Strukturen,
L- und R-wSPI, unterschieden.

Im periodischen System wurden die verschiedenen Strukturen mit fixierter Wellenzahl
k durch ihre dominanten Moden (m,n) im Fourierspektrum charakterisiert. Dies ist im
endlichen System nicht mehr so einfach méglich, da aufgrund der Deckel nur bestimmte
Wellenzahlen k£ im System, abhéingig dessen Lénge, entstehen kénnen, die auch immer un-
terschiedliche Anteile m = 0 und m = £1 enthalten. Um trotzdem einen Vergleich mit dem
periodischen System durchfiihren zu kénnen wird eine axiale Fourieranalyse der Modenam-
plituden |u,,(z,t)| in Spaltmitte r = r, + d/2, (r = 0.5) durchgefiihrt. Danach werden die
grofiten Anteile fiir m = 0 und m = £1 im axialen Fourierspektrum w,,(z,t) des Musters
fiir die Wellenzahlen k£ = 4.85 und k£ = 3.95 identifiziert. In Analogie zum periodischen
Fall (vgl. Gl 3.2) wird im endlichen der Ausdruck (m,k)r g zur Charakterisierung der
verschiedenen Anteile der Losung benutzt.
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Abbildung 5.1 — Vergleich des Bi-
furkationsverhaltens von wTVF Losungen
fiir periodische (pbc) und endliche (rbc)
Randbedingungen. (Abb. (b) und (d) ent-
sprechen, bis auf gednderte Wellenzahl
k = 4.85 der Abb. 4.3 aus Kap. 4.) Nu-
merisch erhaltene Bifurkationsdiagramme
fir TVF, SPI, wI'VF, wSPI und RIB
Strukturen aufgetragen gegen R; fiir rbc
(a,c) und fiir pbe (b,d). Die zugehérigen
axialen Wellenzahlen k dieser Strukturen
sind in der Legende der Abbildung (a) zu
finden. Durchgehende [gestrichelte] Linien
mit gefiillten [leeren] Symbolen charakte-
risieren stabile [instabile] Strukturen. Dar-
gestellt sind die Amplituden |uy, ;| der do-
minanten axialen Fouriermoden des radia-
len Flusses w in Spaltmitte und die zu-
gehorigen Frequenzen |wy, | (siehe auch
Text fiir weitere Erkldrungen). Die In-
dizes, R und L, gehoren zu links- und
rechtsgewundenen Spiral Moden. Die kur-
zen Pfeile unterhalb der Abszisse in (a)
geben die R; Werte an, deren zugehori-
ge Snapshots in Abbildung 5.2 zu sehen
sind. Die vertikalen Pfeile in der Abbil-
dung indizieren transiente Uberginge zu
den Endzustdnden. Die Buchstaben ohne
Striche in (b) und (d) entsprechen den
Buchstaben, wie sie bereits in Kapitel 4
fiir die verschiedenen Gebiete mit unter-
schiedlichen Strukturen im periodischen
System (pbec) eingefiihrt wurden. Analog
symbolisieren Buchstaben mit Strichen in
(a) und (c) solche Gebiete mit Struktu-
ren im endlichen System (rbc). Diese sind
in der unten stehenden Tabelle, mit Unter-
scheidung nach stabil (s), instabil (i), oder
nicht existent (-), zusammengestellt. Wei-

105 110 115 120 tere Kontrollparameter: Ry = —100,n =
R1 0.5,T = 12.
Region ‘ A A C C FF E K
TVF - - 11 i s s
SPI s - s - - s -
wSPI - s - s - s
wIVF | - - - - s - -
RIB i - 1 - -1 -
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5.2.1 Uberginge von TVF zu wSPI

Um das Bifurkationsverhalten der wTVF Losungen im endlichen System verstehen zu
konnen starten wir in Abbildung 5.1(a) (rechts) in Gebiet E’ mit einem stabilen TVF
Zustand der Wellenzahl k£ = 4.85. Bei Verminderung von R; verliert dieser Zustand seine
Stabilitéat an der Grenze zwischen E’ und F’ und liegt danach nur noch als instabile Losung
vor. Soweit ist dieses Verhalten qualitativ identisch dem periodischen System (b). Dariiber
hinaus sind aber auch einige Unterschiede zu erkennen:

(i) Die Stabilitétsschwellen sind leicht unterschiedlich. Im endlichen System sind diese
zu etwas niedrigeren Werten hin verschoben (in der Abb. nach links).

(ii) Weiterhin geht der instabile TVF Zustand in (a) in den CCF-Ekman Zustand {iber,
anstatt im CCF Grundzustand wie in (b)! zu enden. Bei weiterer Verminderung von
Ry in (a) hinein in Region A’ dndert sich die lokale Wellenzahl des instabilen TVF
Zustands im Bulk an der Grenze zwischen C" und A" von k& = 4.85 zu k = 3.95
im CCF-Ekman Zustand. Die zugehorige kleine Amplitude |ug j—3.95| der instabilen,
rotationssymmetrischen Wirbellgsung in A’ und im linken Teil der Abbildung 5.1(a),

wird hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht gezeigt.

(iii) Der wichtigste und entscheidende Unterschied besteht aber darin, dass in C’ und A’
(fiir rbc) eine stabile wSPI Losung und nicht wie in C' und A (fiir pbc) eine reine SPI
Struktur existiert.

In den beiden Gebieten F' und F” liegt die reine TVF Losung nur instabil gegeniiber
der wTVF Losung mit der gleichen Wellenzahl (hier) k& = 4.85 vor. Hierbei sei nochmals
darauf hingewiesen, dass dies in (b) keineswegs verwunderlich ist, da die Wellenzahl k
im periodischen System durch die Periodizitatslange von auflen fest vorgegeben wird. Im
endlichen System (a) existieren hier mehrere verschiedene TVF Losungen stabil parallel

nebeneinander. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist in der Abbildung 5.1(a) nur eine
dieser TVF Losungen dargestellt. Am rechten Rand des Gebietes C' in (b) (pbc) vollfithren

die wTVF Zustinde einen Ubergang zu der einzig stabil verbleibenden SPI Lésung mit
gleicher, da fixierter Wellenzahl k = 4.85. Anders sieht dies im endlichen System (a) aus.

Hier findet am rechten Rand von C” ein Ubergang zu einer stabilen wSPI Losung mit einer
anderen Wellenzahl, ndmlich k = 3.95, statt.

In (b) fiir pbe ist neben dem k = 4.85 SPI Losungsast auch noch derjenige fiir die
k = 3.95 SPI Losung eingetragen, um zu zeigen, dass der Onset der £ = 3.95 wSPI Losung
im rbe Fall (a) mit dem Onset der k£ = 3.95 SPI Losung im pbc Fall (b) iibereinstimmt.
Im endlichen System (a) liegen die wSPI Zustéinde und im periodischen System (b) die
SPI Zusténde iiber den gesamten hier dargestellten Parameterbereich als stabile Losungen
VOr.
Wie bereits im letzten Kapitel ausfiihrlich diskutiert wurde, beinhaltet der Ubergang
von der instabilen wTVF Losung in (b), entlang der vertikalen Pfeile, einen instabilen,
transient erscheinenden RIB Zustand. Es konnten allerdings keine hinreichenden Beweise
dafiir gefunden werden, dass der Ubergang von wTVF hin zu wSPI Losungen in (a) unter
endlichen Randbedingungen auch iiber einen transienten RIB Zustand verlauft. Ein Indiz

'Die durch die Deckel im endlichen System in den Bulk permanent hineingetragenen Stérungen sind
die Ursache dieses anderen Grundzustands. Dieser ist in der Nidhe der Deckel durch die Ekman Wirbel
und in Systemmitte durch den CCF Stréomungszustand dominiert.
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dafiir, dass dies nicht so ist, ist die (0,4.85) Mode, diese erscheint im wTVF Zustand, aber
nicht in der RIB Struktur. Diese Mode verschwindet nicht und wird noch nicht einmal
schwécher beim transienten Ubergang von wTVF—wSPI an der Grenze zwischen C’ und
F’, was sie aber im Fall einer (transienten) RIB Losung sollte. In Bereich C” ist die (0, 4.85)
Mode weggelassen, da diese im Spektrum der & = 3.95 wSPI Losung gegeniiber den drei
signifikanten k = 3.95 Moden vernachléssigbar ist.

Allgemein gesprochen gibt es drei Hauptaspekte beim Vergleich des endlichen Systems
in Abbildung 5.1(a) mit dem periodischen System in (b):

(i) Die wSPI Losungen in (a) spielen die gleiche Rolle wie die reinen SPI Losungen in (b)
— dies soll auch durch die gestrichenen Buchstaben A’, €', E' und F’ in (a), welche
die unterschiedlichen Stabilitdtsregionen im rbe Fall kennzeichnen, in Analogie zur
pbc Situation in (b) (64; 66), mit ungestrichenen Buchstaben, verdeutlicht werden.

(ii) Wahrend des Ubergangs von TVF zu wSPI Zustédnden iiber die wTVF Losungen
wird durch das endliche I' = 12 System fiir die Parameter in Abbildung 5.1 (a)
die gleiche Wellenzahl k = 4.85 fiir TVF und wTVF Strukturen selektiert, aber mit
k = 3.95 eine andere fiir die wSPI Losung. Dies bedeutet, dass beim Ubergang zwi-
schen toroidal geschlossenen TVF und wTVF Strukturen die Wellenzahl beibehalten
wird, wohingegen sie sich beim transienten Ubergang zu der helikalen Struktur der
wSPI dndert. Dies konnte durch weitere Simulationen fiir andere TVF Zusténde mit
anderen Wellenzahlen als Startzustand bestétigt werden.

(iii) Die axialen Enden (Deckel) im Fall von rbe erzeugen rotationssymmetrische Ekman
Wirbel, die alle hier diskutierten Strukturen modifizieren. Als eine Konsequenz sind
alle Schwellen (punktierte vertikale Linien in Abb. 5.1(a,b)), fiir das Erscheinen oder

die Anderung von rotierenden und toroidalen wie auch helikalen Strukturen im Bulk,
zu kleineren R; Werten hin verschoben. Die Onsets der wTVF Losungen hingegen,
stimmen in beiden Féllen, d.h. die Linien zwischen FE, F und E’, F’, sehr gut {iberein.

Frequenzen

Die Abbildungen 5.1 (c) und (d) stellen die Frequenzen |wy, x|, mit denen die zugehorigen
komplexen Modenamplituden |u,,,| in (a) und (b) oszillieren, dar. Die rotationssymme-
trischen Moden (0, k), welche dominant zu den Strukturen, TVF und wTVF, beitragen,
sind rein reell und nicht oszillierend. Da die wTVF Strukturen in der Zeit periodisch ro-
tierende Zustédnde sind, die nicht axial wandern, sind alle Frequenzen der einzelnen Moden
entweder Null (wp4s5 = 0) oder Vielfache von wy 485. Somit ist die Dynamik der wTVF
Losung r(elz;t)iv einfach, wihrend die rdumliche Struktur deutlich komplexer ist (vgl. auch
Abb. 5.2(a)).

SPI und RIB Loésungen wachsen fiir pbc Bedingungen (d) in einer priméren Hopf
Bifurkation mit einer gemeinsamen Frequenz aus dem CCF heraus und entwickeln sich
dann unterschiedlich mit wachsendem R;. Die RIB Frequenzen folgen dabei weitestgehend
den linearen Frequenzen (gewonnen mittels Shooting Verfahren, sieche Anh. A) und wachsen
linear mit diesen an, wihrend die nichtlinearen SPI Frequenzen zunéchst mit wachsendem
Ry abfallen. Der Unterschied zwischen den SPI Frequenzen fiir pbe (d) und rbe (c) ist
eine Konsequenz des Reynolds Stress (63; 65) getriebenen, axialen Nettodurchflusses, der
unter pbc Bedingungen entgegengesetzt der SPI Propagationsrichtung orientiert ist.

Im endlichen System wird dieser Nettofluss durch die starren Deckel unterdriickt, was zu
einer Verschiebung der axialen Phasengeschwindigkeit und somit auch der Frequenzen (63)
fithrt. Dieser Effekt ldsst sich gut bei einem Vergleich der wSPI Frequenzen in (c¢) mit den
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SPI Frequenzen in (d) erkennen. Zuletzt bleibt festzuhalten, dass die Frequenzen der SPI
Losung fiir pbc mit den beiden unterschiedlichen Wellenzahlen, £k = 3.95 und k& = 4.85,
nahezu identisch sind.

Andererseits sind die wTVF Frequenzen aber deutlich weniger durch die unterschied-
lichen Randbedingungen beeinflusst. In der Tat sind diese an den Bifurkationsschwellen
E-F(d) und E’-F’(c) nahezu identisch. Der Grund hierfiir ist, dass der intrinsische Net-
tofluss der (1,4.85), Mode (linksgewundendener Anteil) durch den entsprechenden, diesem
gerade entgegen gerichteten Anteil der (1,4.85)r Mode (rechtsgewundendener Anteil) mit
gleichem Betrag im wTVF Zustand, kompensiert wird. Dies gilt sowohl fiir den pbc, als
auch den rbc Fall. Weiterhin ist das Verhalten der Frequenzen von wTVF und (w)SPI
Losungen bei Variation von R; in Region F' [F’] deutlich unterschiedlich.

Die Tatsache, dass die Frequenz der wTVF Losung in Abbildung 5.1(c) in der Néhe
des Onsets mit derjenigen, der voll entwickelten SPI Losung iibereinstimmt ist nur auf die
hier gew#hlten Kontrollparameter zuriickzufithren. In (d) ist ein deutlicher Unterschied
von wT'VF und SPI Frequenzen in der Ndhe des Onsets der wTVF Struktur festzustellen.
Durch weitere Simulationen konnte die Unabhéngigkeit dieser Frequenzen bestétigt werden.

Raumzeitliches Verhalten

Zur Darstellung der raumzeitlichen Entwicklung der Stromungen beim Ubergang zwischen
den verschiedenen, hier diskutierten, Wirbel Strukturen werden zwei verschiedene Metho-
den benutzt. Mittels numerisch ermittelten Daten werden, wie bereits zuvor gesehen, 3D
Plots von Isofldchen der azimutalen Vortizitat Q, = 0.u — d,w erzeugt. Weiterhin werden
diese mit experimentell ermittelten Ergebnissen von Pfister et al. (4) verglichen.

Abbildung 5.2(a) zeigt, wie sich die Isoflichen der azimutalen Vortizitdt beim Uber-
gang der Strukturen von TVF (Snapshot #5) — wTVF (#4, #3) — wSPI (#2, #1)
dndern. Die hier dargestellten Strukturen in (a) gehoren zu den stationdren — im Sin-
ne von vollkommen einrelaxierten und nicht transienten — Zustanden, deren R; Werte in
Abbildung 5.1(a) durch die kurzen Pfeile unter der Abszisse gekennzeichnet sind.

Bei Verminderung von R; wird der TVF Zustand (#5) instabil gegeniiber der ebenfalls
toroidal geschlossenen, aber axial modulierten wTVF Losung (#4), wobei die Wellenzahl,
k = 4.85, beibehalten wird. In der wTVF Struktur wéchst die Modulationsamplitude aus
der Mitte des Bulks heraus an, da dort der, von den Réndern induzierte, Einfluss der
Ekman Wirbel minimal ist. Da die Anteile der m # 0 Moden bei Verringerung von R;
anwachsen, wird der urspriinglich rotationssymmetrische TVF Zustand zunehmend defor-
miert und die Wirbelschlduche werden an gewissen ¢ Position (#4) zusammengeschniirt.
Dies bedeutet, dass die maximale Vortizitéit in der r — z Ebene an diesen ¢ Positionen mit
Ry abnimmt — die Wirbelintensitéit wird dort also schwécher. Hierbei ist zu beachten, dass
sowohl diese Einschniirungen, wie auch die Defekte selbst mit der gesamten Struktur wie ein
starrer Korper rotieren. Dabei sind die Wirbelschlduche aber ebenfalls in axialer Richtung
verzerrt. Schliellich werden die Isoflichen vollstéindig zusammengeschniirt und abgetrennt
(#3). Nach Abtrennung der Schlauchenden werden neue Verbindungen zwischen Wirbel-
schlauchen, auf zuvor unterschiedlichen Ebenen, hergestellt und die Vortizitdat wéchst nun
wieder an bis hin zur vollstdndigen Bildung einer wSPI (#2) Struktur mit einer kleineren
Wellenzahl k = 3.95. Der letzte Snapshot, (#1), zeigt eine Situation mit einer schwach
iiberkritischen wSPI Losung mit kleiner azimutaler Vortizitédt. In diesem Fall dominiert der
Einfluss der, immer im System verbleibenden, Ekman Wirbel die Isovortizitédtsfiache des
hier gewdhlten Wertes €2, = 3-40.

Ein kurzer Vergleich mit dem Experiment soll an dieser Stelle die sehr guten Uberein-
stimmungen zwischen Theorie und Praxis verdeutlichen. Hierzu ist in Abbildung 5.2(b) das
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Abbildung 5.2 — Raumczeitliche Verinderungen der Wirbel Strukturen wihrend des Ubergangs
von TVF — wTVF — wSPI (von rechts nach links). (a) Numerisch erhaltene Snapshots von Isofldchen
der azimutalen Vortizitét Q, = 0,u — 0,w = +40 (rot: +40, griin: -40). Zu sehen ist, wie schon friiher,
der ganze 27 Zylinder, um die gesamte Struktur in einem einzigen 3D Plot darzustellen. In der r — 2
Ebene, auf der rechten Seite jedes Plots charakterisiert rot [griin] positive [negative] Vortizitdt. Die
zugehorigen Reynoldszahlen der Snapshots, Ry = 106 (#1), 109 (#2), 110 (#3), 111 (#4), 115
(#5), sind durch Pfeile unter der Abbildung 5.1 markiert. Alle Snapshots in (a) zeigen stationére (d.h.
vollkommen einrelaxierte und nicht transiente) Strukturen. In (b) sind experimentelle Ergebnisse zum
Vergleich dargestellt. Zu sehen ist die Visualisierungen des Flusses nach einem instantanen Sprung
von Ry = 115 auf Ry = 109 (4). Die hier zu sehende Aufnahme umfasst etwa 13 Diffusionszeiten.

Die Systemlinge betrégt in allen Abbildungen, Simulation (a) und Experiment (b) jeweils I' = 12.
Weitere Kontrollparameter: Ry = —100,7 = 0.5.
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raumzeitliche Verhalten der Stromungen, nach einem instantanen Sprung in der Reynolds-
zahl von Ry = 115 herunter auf 109 dargestellt (fiir weitere Details siehe Bildunterschrift).
Der Anfangszustand in Abbildung (#5) ist eine TVF Losung mit einer Wellenzahl von
k = 4.8. Nach dem Abwértsschritt in R; vollzieht diese Losung in Abbildung (#4) einen

Ubergang zum wTVF Zustand, der sich aus der Mitte des Bulks heraus entwickelt und die
gleiche axiale Wellenzahl wie der urspriingliche TVF Zustand besitzt. Nach einer weite-
ren, transienten Entwicklung in Abbildung (#3), die zu der zuvor beschriebenen 'Sprung’
Bifurkation gehort, entsteht in dem System schlieBllich eine wSPI Losung mit Wellenzahl
k = 3.95, wie sie in Abbildung (#2) zu sehen ist. Die Tatsache, dass im Experiment nur ein
grofler R; Schritt gemacht wurde und somit genau genommen nur transiente Strukturen zu
sehen sind, ist einer kontinuierlichen Aufnahme der einzelnen Strukturen in einer einzigen
Grafik geschuldet. Die verschiedenen Zustinde TVF (#5), wTVF (#4) und wSPI (#2)
existieren aber auch im Experiment ebenso stationér und sind topologisch identisch den
hier gezeigten. D.h. in (#5) sieht man eine TVF Struktur, in (#4) die beginnende Mo-
dulation dieser TVF Losung, d.h. eine wT'VF Losung, und schlieflich in (#2) eine wSPI
Losung im Bulk, die oben und unten von einer Ekman Struktur begrenzt werden.

Wellenzahl Selektion

Aufgrund der, in axialer Richtung gegebenen, endlichen Randbedingungen kénnen die to-
roidal geschlossenen Strukturen, TVF und wTVF, mit diskreten und verschiedenen axialen
Wellenzahlen, abhéngig von den Anfangsbedingungen und ebenso vom Computer induzier-
ten rauschen, auftreten. Im Parameterbereich der Region E’ in Abbildung 5.1 (a) konnten
mindestens drei parallel stabil existierende TVF Zustédnde ermittelt werden. Diese besitzen
7, 8 oder 9 Wirbelpaare mit einer jeweiligen lokalen Wellenzahl k£ = 3.83, 4.85 und 5.81 in
der Mitte des Bulks. In den Abbildungen 5.1 und 5.3, ist, aus Griinden der Ubersichtlich-
keit, jeweils nur der TVF Zustand mit 8 Wirbelpaaren dargestellt. Alle diese verschiedenen
TVF Zustande vollziehen einen Ubergang zu entsprechenden wTVFE Losung in Region F”
bei einem jeweils zugehorigen Ry Wert, ohne dabei jedoch ihre Wellenzahl zu verédndern.
Danach ’springen’ schliellich alle wTVF Zusténde, einschliellich einer Wellenzahlénderung
auf die k = 3.95 wSPI Losung. In allen Simulationen wurde, bei den hier untersuchten Kon-
trollparametern, fiir beliebige TVF Losungen als Anfangszustinde mit unterschiedlichen
Wellenzahlen, nach dem Ubergang immer die wSPI Losung mit k£ = 3.95 angenommen.

Die einzelnen Wellenzahlen wurden sowohl in Spaltmitte, wie auch in der Mitte des
Bulks bestimmt. Ein Vergleich der Numerik mit dem Experiment zeigt, dass die expe-
rimentell ermittelten Wellenzahlen mit k& = 4.53 fiir (w)TVF und k£ = 4.03 fiir wSPI
Losungen leicht von den numerischen Werten, k = 4.85 fiir (w)TVF und k = 3.95 fiir wSPI
Zusténde, abweichen. Entscheidend ist aber, dass sowohl in der numerischen Simulation,
wie auch in den experimentellen Ergebnissen der gleiche ’Sprung’in k beim Ubergang von
wTVF — wSPI zu sehen ist. Endzustand in der numerischen Simulation [im Experiment]
ist eine wSPI Losung mit Wellenzahl & = 3.95 [k = 4.03]. Die kleinen Unterschiede in
den Wellenzahlen sind wahrscheinlich auf die leicht unterschiedlich starken Einfliisse der
Ekman Wirbel, in der Theorie und im Experiment, auf die im Bulk vorhandene Struktur
zuriickzufiihren.

5.2.2 Ubergang von wSPI zu TVF

Wie im letzten Kapitel 4 ausfiihrlich diskutiert, existiert im periodischen System eine
analoge Sequenz der Bifurkation von SPI — wSPI — TVF Losungen. Dabei vollzieht sich

der transiente Ubergang von der wSPI hin zur TVF Losung ebenfalls geméaf3 einer "Sprung’
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Bifurkation (56; 66). Im Fall eines endlichen Systems, mit festen Deckeln, sieht dieser
Ubergang jedoch génzlich anders aus. Die wichtigsten Unterschiede hierbei sind:

(i) Zunichst einmal existieren, wie zu Beginn dieses Kapitels bereits erldutert, im endli-
chen System gar keine reinen SPI Losungen mehr. Diese werden durch wSPI Struktu-
ren ersetzt, die fiir stiarker gegenrotierende Zylinder Ry < —80 (links des v Punktes
hoherer Codimension), in einer priméren Bifurkation als stabile Losung aus dem
Grundzustand, der CCF-Ekman Struktur, herausbifurkieren. D.h., wenn iiberhaupt,

so kann nur ein Ubergang wSPI—TVF existieren.

(ii) Desweiteren existieren bei moderaten Ry keine stabilen wSPI Losungen unter rbe

Bedingungen. Dies gilt auch insbesondere fiir die Bereiche, in denen die Ubergiinge
von SPI — TVF bei pbe gefunden wurden. Da bereits die Ausgangsstruktur nicht

stabil vorliegt, kénnen so auch keine Ubergéinge stattfinden.

(iii) Es gibt eine andere Art von Ubergang zwischen wSPI und TVF Strukturen, der ober-

halb der Region E’ in Abbildung 5.1(a) zu finden ist. Dieser Ubergang zeichnet sich
dadurch aus, dass er durch einen propagierenden Defekt erzeugt wird, der sich an ei-
nem Ekman Wirbel ablost und durch den Bulk wandert. Dabei trennt dieser Defekt
Gebiete von wSPI und wTVF Losungen voneinander, wobei er die wSPI Struktur
aus dem System verdréngt und die wTVF Struktur hinter sich herzieht. Nachdem er
schliefllich den ganzen Bulk durchwandert hat, verschwindet die Modulationsampli-
tude der wTVF Struktur und der TVF Zustand verbleibt als stabile Endlésung im

System. Diese Art des Ubergangs ist ein weiteres Beispiel fiir Frontpropagationen (60)
im System.

Das Ubergangsszenario zwischen wSPI und TVF Losungen mittels eines propagieren-
den Defektes, weist einige Ubereinstimmungen mit solchen Defekt Strukturen auf, wie sie
in (60; 4) beschrieben werden. Dort werden Defekte beschrieben, die verschiedene Bereiche
mit SPI Strukturen, unterschiedlicher Propagationsrichtung, voneinander trennen, und bei
Wanderung durch das System einen Ubergang von einer L-SPI zu einer R-SPI Struktur
oder umgekehrt herbeifithren kénnen. Auf dhnliche Weise trennt der Defekt in dem hier dis-
kutierten Fall eine helikale wSPI Struktur von einer toroidal geschlossenen wTVF Losung.
Dies ist etwa vergleichbar mit dem Ekman-SPI Defekt (64) in der Nihe der beiden Deckel,
bei dem auf dhnliche Art und Weise Phase generiert, bzw. vernichtet wird.

Bifurkations Szenario

In diesem Abschnitt werden nun die Bifurkationseigenschaften beim Ubergang von wSPI
— TVF, der im endlichen, anders als im periodischen System, durch einen Defekt erzeugt
wird, diskutiert. Das zugehorige Bifurkationsdiagramm, das in Abbildung 5.3 zu sehen ist,
stellt eine Erweiterung des R; Bereiches, des aus Abbildung 5.1(a) bekannten Bifurkations-
verhaltens, einschlielich der zugehorigen Frequenzen (b), dar. Die kurzen Pfeile unterhalb
der Abszisse charakterisieren die R; Werte, fiir welche Snapshots der Isovortizitéitsflichen
in Abbildung 5.4(a) zu sehen sind und die spéter noch ausfiihrlicher diskutiert werden.
Als Startzustand betrachte man eine wSPI Losung bei kleinen Ry (in der Abb. 5.3 links).
Mit anwachsendem R; iiber die linke Grenze von Region P, 16st sich (hier) am oberen
Ekman-wSPI Defekt, der die obere (ebenso natiirlich auch die untere) Ekman Struktur
von der wSPI Struktur trennt, ein neuer wT'VF-wSPI Defekt, der von oben nach unten
durch den Bulk wandert. Dabei bildet sich hinter diesem propagierenden Defekt ein Gebiet
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Abbildung 5.3 — Numerisch erhaltenes Bifurkationsdiagramm der Moden |u,, | (a) und zugehori-
ger Frequenzen |wy, x| (b) fir TVF und wSPI Zusténde, aufgetragen gegen R; fur rbe. Fiir weitere
Details siehe auch Bildunterschrift der Abbildung 5.1. Die kurzen Pfeile unter der Abszisse in (a)
identifizieren erneut R; Werte, bei denen Snapshots der Strukturen aufgenommen wurden und die in
Abbildung 5.4 zu sehen sind. Der lange Pfeil identifiziert die Richtung des Ubergangs von wSPI —
TVF, wie er in Abschnitt 5.2.2 diskutiert wird. Im Bereich P; existiert der Defekt bereits, ist aber
noch an einem Ende des Systems an einem der Ekman Wirbel fixiert und rotiert in azimutaler Rich-
tung mit der gesamten Struktur. Der Bereich P, beinhaltet das Verhalten der Amplituden wahrend
des Ubergangs von wSPI zu TVF Losungen. Weitere Kontrollparameter: Ry = —100,7 = 0.5, T = 12.

mit toroidal geschlossener wT'VF Losung, zwischen dem ersten Ekman Wirbel in der Nihe
des oberen Deckels und dem, nach unten wandernden, wTVF-wSPI Defekt, aus. Fiir den
gesamten Parameterbereich P; in Abbildung 5.3 gilt jedoch, dass dieser Defekt bereits
existiert und in azimutaler Richtung mit der Struktur rotiert, in seiner axialen Position
aber noch am oberen Ekman Wirbel fixiert bleibt. In diesem Bereich dndert sich die axiale
Ausdehnung des wTVF Bereiches demzufolge noch nicht.

Am linken Rand von P, beginnt dieser Defekt nun abwérts, zum unteren axialen Ende,

zu wandern. Dies ist insgesamt ein transienter Zustand, der schliefllich in einem reinen
k = 3.83 TVF Zustand (mit 7 Wirbelpaaren) endet, nach der Ausloschung des Defektes
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Abbildung 5.4 — Raumzeitliche Veréinderungen der Wirbel Strukturen withrend des Ubergangs
von wSPI — TVF mittels eines propagierenden Defekts (von links nach rechts). Fiir weitere Details
siehe auch den Film 3.avi. (a) Numerisch erhaltene Snapshots von Isoflichen der azimutalen Vortizitét
Qy, = 0.u—0,w = £40 (rot: +40, griin: -40). Zu sehen ist, wie in Abbildung 5.2, der ganze 27 Zylinder,
um die gesamte Struktur in einem einzigen 3D Plot darzustellen. In der r — z Ebene, auf der linken
Seite jedes Plots charakterisiert rot [griin] positive [negative] Vortizitét fiir eine fixierte ¢ Position. Die
zugehorigen Reynoldszahlen der 10 Snapshots sind durch Pfeile an der Abszisse der Abbildung 5.3(3)
markiert. Die Snapshots (5)-(9) in (a) zeigen transiente Wirbel Strukturen, mit einem nach unten
wandernden Defekt, der im einzelnen im Text ndher beschrieben wird. Alle anderen Snapshots in
(a) repriisentieren stationire, d.h. vollkommen einrelazierte und nicht transiente Strukturen. In (b)
sind erneut experimentelle Ergebnisse zum Vergleich dargestellt. Zu sehen ist die Visualisierungen
des Flusses nach einem instantanen Sprung 2 von R; = 107 auf Ry = 120 (4). Die hier zu sehende
Aufnahme umfasst etwa 11 Diffusionszeiten. Die Systemlidnge betrégt in allen Abbildungen, Simulation
(a) und Experiment (b) jeweils I' = 12. Weitere Kontrollparameter: Ry = —100,n = 0.5.
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am unteren Ekman-wSPI Defekt. Der graue Bereich P, zeigt das Verhalten der Amplituden,
wéahrend des Ubergangs von wSPI zu wT'VF Losungen. Diese Ubergénge sind im Bereich,
120 < Ry < 122, bei einer Relaxationszeit von 5 Diffusionszeiten zwischen zwei Ry Schritten
mit AR; ~ 1 gefunden worden. Bei einer Verringerung der Schrittweite und einer Erh6hung
der Diffusionszeit zwischen zwei R; Schritten wird sich der Bereich P,, im Idealfall bis hin
zu einer einzelnen Linie, zusammenziehen, der die beiden Bereiche von stationidren und
propagierenden Defekten trennt.

Der im System zuriickbleibende Endzustand ist ein reiner TVF Zustand mit einer
Wellenzahl k = 3.83 (mit 7 Wirbelpaaren), der sich von dem TVF Zustand aus Abbil-
dung 5.1(a) mit der Wellenzahl k = 4.85 (mit 8 Wirbelpaaren) unterscheidet. Wie bereits
erwahnt, gehoren diese beiden TVF Losungen zu einer ganzen Familie von parallel stabil
existierenden TVF Zusténden, die sich in ihrer Wellenzahl und damit auch der Anzahl an
Wirbelpaaren im Bulk unterscheiden (siehe hierzu auch Abs. 5.2.1).

Anders als der Ubergang von SPI-TVF unter pbc Bedingung ist der Ubergang wSPI
— TVF, auch ohne axialen Durchfluss, symmetrieentartet. Wie in Abbildung 5.4 zu sehen,
wird eine rechtsgewundene R-wSPI Losung durch einen abwidrts propagierenden Defekt,
der einen wI'VF Zustand hinter sich herzieht, im Bulk zusammengeschniirt und schlief3-
lich vollstéandig ausgeloscht. Andererseits wird eine linksgewundene L-wSPI Losung analog
durch einen, am unteren Ekman Wirbel entstehenden und von dort aus aufwdrts wan-
dernden, Defekt aus dem System verdréngt. Das Ergebnis ist aber in beiden Féllen der
identische TVF Zustand (hier mit & = 3.83 und 7 Wirbelpaaren). Der wTVF-wSPI Defekt
entsteht also immer am phasengenerierenden wSPI-Ekman Defekt.

Wie auch der Ubergang TVF—wSPI via wTVF ist auch dieser Defekt Ubergang im
Experiment zu finden. Ein Vergleich von Theorie und Experiment ist hierzu in Abbil-
dung 5.4(b), wie schon zuvor in Abbildung 5.2(b), dargestellt. Auch dort sind wieder

Snapshots des raumzeitlichen Stromungsflusses wiahrend des transienten Ubergangs, nach
einem anfinglichen Sprung (linker Rand der Abb. 5.4(b)) von R; = 107 auf 120 zu se-
hen. In beiden Sequenzen erscheinen, sowohl die zuvor, bereits erwiahnte stationdre wSPI
Losung, wie auch die, nach und nach in das wSPI Gebiet eindringende, hinter dem Defekt
hergezogene wT'VF Losung, als transiente Strukturen.

Raumzeitliches Verhalten und Wellenzahl Selektion

In der Abbildung 5.4(a) sind 10 Snapshots der numerisch erhaltenen Isoflichen der azimu-
talen Vortizitét fiir verschiedene R; Werte, wie in Abbildung 5.3 durch die Pfeile unter der
Abszisse markiert, dargestellt. Zusammen mit dem raumzeitlichen Plot der experimentellen
Daten der Abbildung 5.4(b) sind die raumzeitlichen strukturellen Anderungen wéhrend

des Ubergangs von wSPI — TVF sehr gut zu erkennen.

Startet man in dem wSPI Zustand (#1) der Abbildung 5.4(a) und erhoht Ry, so
kann man erkennen, dass das zweite Wirbelpaar von oben wavyartig deformiert wird.
Gleichzeitig dehnt sich der wTVF-wSPI Defekt zwischen dem oberen, zwar noch toroidal
geschlossenen, nun aber axial modulierten Wirbel und der Spiral Struktur, in den Bulk
hinein in axialer Richtung (#2 #5) aus. Sowohl die wavyartigen Deformatlonen wie auch
der gesamte Defekt propagieren dabei in azimutaler Richtung mit der gesamten ‘Struktur.
Die Amplitude in den Modulationen wird mit zunehmendem R; kontinuierlich stérker, bis
sich der Defekt schlieBlich am oberen Rand ablst und von oben nach unten durch den
Bulk wandert (#6)-(#9). Hierbei driickt er das Gebiet der wSPI Struktur nach unten
und zieht gleichzeitig eine wTVF Struktur in das System hinein. Dabei schrumpft der wSPI
Bereich, wahrend gleichzeitig der wT'VF Bereich anwéchst.

Interessanter Weise dndert sich wiahrend dieses ganzen, doch recht komplexen, tran-
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sienten Prozesses die Wellenzahl, weder in der wSPI Losung noch in der wTVF Losung
entscheidend. Dies ist vermutlich darauf zuriickzufithren, dass die neuen wTVF Wirbel
unmittelbar hinter dem propagierenden Defekt entstehen. Vergleicht man etwa die Bilder
(#7) und (#8), so erkennt man, dass die Wirbelschlauche abgeschniirt und separiert wer-
den und nach der vollstdndigen Abtrennung der Schlduche neue Verbindungen entstehen
und somit ein neuer wTVE Wirbel entsteht (vgl. auch Film 3.avi). SchlieBlich erreicht der
Defekt das untere Ende des Systems und vermischt sich mit dem unteren Ekman Wirbel
(#10), so dass am Ende im System eine reine TVF Struktur zuriickbleibt, nachdem der
wTVF Zustand wegrelaxiert ist.

Wie schon vorher sind in der Abbildung 5.4(b) experimentelle Ergebnisse, nun fiir den

Defekt-Ubergang von wSPI—-TVF, nach einem anfinglichen Sprung (links) von R; = 107
auf 120, dargestellt. Die im Experiment gemessenen Wellenzahlen fiir wSPI, k£ = 4.03,
und TVF, £ = 3.84, Losungen stimmen dabei sehr gut mit denen aus der numerischen
Simulation fiir wSPI, k = 3.95, und TVF, k = 3.83, Zustand iiberein.

Als letztes soll an dieser Stelle noch ein Blick auf die Anteile der dominanten wSPI
und TVF Moden bei dem transienten Ubergang von wSPI zu TVF Losungen mittels des
propagierenden Defektes geworfen werden. Hierzu ist in Abbildung 5.5 ein transienter Zwi-
schenzustand aus dem Bereich P, dargestellt. In (a) sind erneut Isovortizitétsflachen der
azimutalen Vortizitét (0, = 0,u—0,w = £40 , rot: +40, griin: -40) der gesamten Struktur
zu sehen. Weiterhin sind zugehorige Profile des radialen u Feldes (b) und des axialen w
Feldes (c) in der r — z Ebene fiir die verschiedenen Moden m = 0 (blau) und m = —1,
hier aufgespalten in Real- (rot) und Imaginérteil (griin), aufgetragen. In dem m = 0 An-
teil des w Feldes lassen sich sehr gut die beiden Ekman Wirbel in der Ndhe der beiden
Zylinder, sowie ihr vernachléssigbarer Einfluss in dem Bereich der noch voll ausgeprigten
wSPI Struktur, unterhalb des Defektes, erkennen. Zwischen dem Defekt und dem oberen
Ekman Wirbel zeigt sich das typische Profil eines wTVF Zustands in dem m = 0 Anteil.
Umgekehrt ist in dem Bereich der wSPI Struktur der m = —1 Anteil dominant, wobei
bei diesem Real- und Imaginérteil klassischer Weise um 7/2 phasenverschoben vorliegen.
Diese Anteile sind aber auch in der wT'VF Losung endlich.

Vergleich pbc und rbc Randbedingungen

Der grundlegende Unterschied zwischen pbc und rbe Randbedingungen basiert auf den,
im endlichen System immer vorhandenen Ekman Wirbeln, die eine permanente, rotations-
symmetrische, m = 0 Stérung in das System hinein induzieren.

Wie in den beiden letzten Abschnitten gezeigt wurde, ist der Ubergang von TVF zu
wSPI iiber wTVF Losungen im endlichen System im Wesentlichen analog demjenigen im
periodischen System. Der einzige Unterschied besteht in der Existenz von wSPI Struktu-
ren anstatt reiner SPI Lésungen. Anders ist dies beim Ubergang in umgekehrter Richtung
von SPI zu TVF iiber wSPI Losungen, wie er im periodischen System gefunden wurde.
Dieser existiert im endlichen so iiberhaupt nicht, da in den jeweiligen Bereichen, sowohl
im Experiment, wie auch in der Numerik keine stabilen (w)SPI Losungen vorliegen und

somit bereits der Ausgangszustand fiir diesen Ubergang fehlt. Stattdessen existiert aber

ein anderer Ubergang zwischen wSPI und TVF Strukturen, der iiber einen propagieren-
den Defekt ablduft. Dabei wandert dieser Defekt, der zwei Bereiche mit unterschiedlichen
Strukturen voneinander trennt, einmal durch den Bulk hindurch.
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Abbildung 5.5 — (a) Isoflichen der azimutalen Vortizitét Q, = £40 = 0,u — ,w = £40, (rot:
+40, griin: -40) der Struktur im I' = 12 System wiihrend der transienten Wanderung des Defektes
von oben nach unten durch den Bulk. Bei diesem Snapshot befindet sich der Defekt im System etwa
bei Z/T' ~ 0.6. Zudem sind die zugehorigen Profile des radialen w Feldes (b) und des axialen w
Feldes (c) in axialer Richtung fiir die verschiedenen Moden m = 0 (blau) und m = —1 (aufgespalten
in Real- (rot) und Imaginérteil (griin)) dargestellt. In dem m = 0 Anteil des w Feldes lassen sich
sehr gut die beiden Ekman Wirbel in der Néhe der beiden Zylinder, sowie ihr vernachléssigbarer
Einfluss in dem Bereich der noch voll ausgepréigten wSPI (unterhalb des Defektes, 0.2 < z/I' < 0.55)
Losung erkennen. Zwischen dem Defekt und dem oberen Ekman Wirbel (0.65 < z/T" < 0.85) zeigt
sich das typische Profil eines wTVF Zustands im m = 0 Anteil. Umgekehrt ist in dem Bereich der
wSPI der m = —1 Anteil dominant, wobei bei diesem Real- und Imaginéirteil klassischer Weise um
7/2 Phasenverschoben vorliegen. Diese sind aber auch im wTVF Zustand endlich. Kontrollparameter:
R; =122, Ry = —100,7 = 0.5.

5.3 Lokalisierte Defekte und Strukturen

Bisher wurden die Uberginge von TVF zu wSPI Strukturen iiber stationdre wTVF Losun-
gen und umgekehrt von wSPI zu TVF Zustdnden durch einen transient propagieren-
den Defekt im endlichen System nur fiir fixierten Kontrollparameter, Ry = —100, (vgl.
Abb. 5.1, 5.3) betrachtet. Aufgrund der starken Einfliisse der Ekman Wirbel im endli-
chen System, wie bereits oben beschrieben, ist davon auszugehen, dass sich das zugehéorige
Ry — Ry Phasendiagramm fiir I' = 12 von demjenigen mit periodischen Randbedingungen,
Abbildung 4.5 in Kapitel 4, unterscheidet. Diese Unterschiede sind insbesondere fiir die
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Existenz von stabilen wSPI Strukturen bereits in fritheren Arbeiten (129) zu erkennen.
Anders als im pbc Fall existieren, bei moderaten R, keine wSPI Strukturen im endlichen
System und demzufolge ist auch der Bereich mit bistabil existierenden TVFEF und wSPI
Losungen deutlich kleiner und zu negativen R, verschoben.

Ziel des nun folgenden Abschnitts ist es einen Uberblick iiber den R; — Ry Phasenraum
zu geben und insbesondere die Unterschiede fiir pbc und rbe Randbedingungen zu verdeut-
lichen. Von besonderem Interesse ist dabei der Einfluss der Ekman Wirbel im endlichen
System, da diese verschiedene neue Strukturen hervorrufen.

5.3.1 Bifurkationsverhalten

Abbildung 5.6 zeigt ein Bifurkationsdiagramm in R; fiir eine fixierte Auflenzylinderrotati-
on, Ry = —80, (vgl. auch Pfeil (a) im Phasendiagramm der Abb. 5.7). Fiir diese Parameter
befindet man sich in der Nédhe des polykritischen Punktes v bei dem, unter anderem die
Bifurkationsschwellen der primér bifurkierenden Strukturen, wSPI und TVF, zusammen-
laufen.
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Abbildung 5.6 — Bifurkationsverhalten einer I-wSPT (lokalisierten wSPI) Losung in Abhéngigkeit
von R; fiir Ry = —80 (siehe auch Pfeil (a) in Abb. 5.7). Dargestellt sind die dominanten Moden des ra-
dialen Geschwindigkeitsfeldes |u,, x| in der Mitte des Spaltes (r = 0.5) fir TVF (m, k) = (0,4.85) und
die I-wSPI Anteile: I-L-wSPI (m, k) = (1,3.95)1, und I-R-wSPI (1, 3.95) g. Weitere Kontrollparameter:
n=05T=12.

In Abbildung 5.6 ist die Bifurkation einer lokalisierten wSPI Losung (hier I-R1-wSPI)
aus dem CCF-Ekman Grundzustand (I) heraus dargestellt, die fiir hohere Ry Werte er-
neut verschwindet und ein reiner TVF Zustand (III) im System verbleibt. Der Pfeil in
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der Abbildung symbolisiert dabei die Richtung (von links nach rechts), in der das Dia-
gramm aufgenommen wurde. Alle anderen, parallel existierenden Losungséiste, z.B. TVF
mit anderer Wirbelanzahl und damit auch anderer Wellenzahl, sind in diesem Diagramm
vernachldssigt. Wie in den fritheren Abbildungen symbolisieren durchgezogene [gestrichel-
te] Kurven stabile [instabile] Bifurkationséste.

Zur Beschreibung starten wir im unterkritischen CCF-Ekman Grundzustand (I) in
Abbildung 5.6 mit einer Wellenzahl von k = 4.85. Bei Erh6hung von R; werden die wSPI
Moden bei R; = 97.2 wachstumsfihig. An dieser Stelle werden die beiden Moden (1, 3.95),,
und (1,3.95)g endlich und ein lokalisierter Defekt entsteht im Bulk (II). Dabei sind die
Amplituden der beiden wSPI Moden zunéchst gleich grof3; 97.2 < Ry < 99.1 |, bei etwas

groferen Werten Ry 2 99.1 (IIT) gewinnt aber (hier) die (1,3.95)r Mode die Uberhand,
so dass im Bulk eine lokalisierte rechtsgewundene wSPI Losung mit azimutaler Wellenzahl
M =1 (I-R1-wSPI) vorliegt (vgl. hierzu auch Abb. 5.9 unten). Diese lokalisierte wSPI
Losung verbleibt zunédchst stabil im System, erst bei weiter anwachsendem R; verschwindet
diese Losung bei R; =~ 107 und ein reiner TVF Zustand bleibt im Bulk zuriick. Dies ist
ein gravierender Unterschied zum periodischen System. Im periodischen System bifurkiert
fiir diese Kontrollparameter die SPI Losung primér stabil aus dem CCF Grundzustand
heraus und bleibt auch fiir hohere R; stabil bestehen. Dieser drastische Unterschied ist
vermutlich auf die Dominanz der Ekman Wirbel im endlichen System zuriickzufiihren. Im
periodischen System wachsen alle Strukturen entweder {iber das gesamte System hinweg
an oder werden weggedampft und sterben somit aus. Weder im Experiment (59; 129; 130),
noch in der numerischen Simulation konnte die Existenz von stabilen wSPI Losungen fiir
Ry > 107 im I' = 12 System verifiziert werden.

Weiter ist zu Vermuten, dass sich der R; Bereich, in dem diese lokalisierten Struktu-
ren existieren, mit zunehmender Systemlidnge [' zu grofleren R; Werten hin aufweitet, da
dann der Einfluss der Ekman Wirbel in den Bulk hinein abnimmt. Proberechnungen dies-
beziiglich mit einem I' = 20 System bestétigten dies. Hierbei verschwand die lokalisierte
wSPI Losung im System erst bei grofferem Kontrollparameter R; ~ 110.

5.3.2 R; — Ry Phasendiagramm

Um zu zeigen, dass das in Abbildung 5.6 dargestellte Bifurkationsverhalten mit einem
lokalisierten Defekt kein Spezialfall fiir die dort gewédhlten Parameter ist, ist in der Ab-
bildung 5.7 der R; — Ry Phasenraum des I' = 12 Systems dargestellt. Der eingezeichnete
Pfeile (a) gibt den Parameterbereich des Bifurkationsdiagramms der Abbildung 5.6 wie-
der und die Kreuze (1)-(4) zeigen die Parameter zu den Snapshots der Abbildungen 5.8
und 5.9. Die zugehorigen verschiedenen Regionen A’, C’, D’ und E’ entsprechen denjeni-
gen der Abbildung 5.1. Zusétzlich sind hier aber noch zwei weitere Gebiete D’ und K zu
erkennen. In dem grofien Gebiet D’ existieren im endlichen System keine stabilen wSPI
Losungen (anders als fiir pbc), sondern ausschliefSlich stabile TVF Zusténde. Das Gebiet
K charakterisiert den Parameterbereich, fiir den die lokalisierten Strukturen und Defekte
gefunden wurden.

Im linken Bereich des Phasendiagramms bei stiarkerer Gegenrotation Rs zeigt sich ein
qualitativ identisches Verhalten zum periodischen System der Abbildung 4.5. Auch hier
existiert ein Bereich F’ mit stabilen wTVF als Ubergangsstruktur von TVF zu wSPI
Losungen. Auch hier schniirt sich dieser Bereich in Richtung des polykritischen Punktes,
v, hoherer Codimension, zusammen. Ein Unterschied zum periodischen besteht in diesem
Parameterbereich nur in einem sehr schmalen Bereich K in der Ndhe des Onsets der wSPI
Strukturen, sowie entscheidender dem Bereich D’ mit nur monostabil existierenden TVF
Losungen fiir grofle R;.
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Abbildung 5.7 — Die blaue Linie mit Kreisen, sowie die rote Linie mit Dreiecken kennzeichnen die
Bifurkationsschwellen fiir TVF (@) und lokalisierten 1-wSPI (A) Losung aus dem CCF-Ekman Grund-
zustand heraus. Die voll entwickelten wSPI (A) Zusténde, d.h. die iiber den ganzen Bulk ausgedehnten
Strukturen, bifurkieren oberhalb aus den lokalisierten l-wSPI Zusténden heraus. Gefiillte [leere] Sym-
bole geben an, ob die jeweilige Losung stabil [instabil] an der Schwelle ist. In Region E’ liegen beide
Losungen, TVF und wSPI, bistabil vor, wihrend in Region D’ nur TVF Zustéinde stabil existieren, was
ein gravierender Unterschied zum periodischen System darstellt. Die schwarzen durchgehenden Linien
beschreiben die oberen Bifurkationsschwellen von wITVE (M) aus den TVF Zustdnden heraus (vgl.
auch Phasendiagramm der Abb. 4.5 fiir pbc). Die griine Kurve mit Rauten (#) gibt die Parameter an,
bei denen der zuvor diskutierte lokalisierte wTVF-wSPI Defekt (Abs.5.2.2) durch den Bulk wandert
und dabei die wSPI Losung (bei Erhéhung von R) aus dem System verdriingt. Oberhalb dieser Kurve
existieren nur TVF Zustéinde stabil in Gebiet D’. Die wTVF Zustéinde liegen im grauen Bereich F’
bistabil mit wSPI Losungen vor und werden instabil an der schwarz gestrichelten Kurve mit offenen
Symbolen (OJ). Der vertikale Pfeil (a) kennzeichnet den Parameterbereich des Bifurkationsdiagramms
der Abbildung 5.6. Die vier Kreuze (1-4) geben die Parameter an, fiir die in den Abbildungen 5.8
und 5.9 die stationdren Strukturen dargestellt sind. Der vertikale Pfeil (b) gibt die Parameter zu den
Bifurkationsdiagrammen der Abbildungen 5.1 und 5.3 wieder. Dort wurde allerdings nicht weiter auf
lokalisierte Strukturen und Defekte eingegangen. Weitere Kontrollparameter: n = 0.5, = 12.
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Die Unterschiede zum periodischen System werden umso stérker, je weiter man sich dem
~ Punkt hoherer Codimension néhert. In diesem Bereich —90 < R; < —75 ist das Gebiet K
mit stabil existierenden lokalisierten Strukturen und Defekte deutlich stédrker ausgedehnt
(in Ry). Fiir Parameter —82 < Ry < —75 féllt die obere Grenze dieser lokalisierten Defekt
Strukturen mit der Stabilitéitsgrenze der TVF Losung zusammen. Dies entspricht dem in
der Abbildung 5.6 gezeigten Bifurkationsverhalten. Nur im Bereich —90 < R; < —82
entwickeln sich bei wachsendem R; aus den lokalisierten Defekten voll ausgebildete wSPI
Strukturen, die den gesamten Bulk ausfiillen.

Insgesamt kann man also auf jeden Fall sagen, dass das R; — R; Phasendiagramm
fiir das endliche I' = 12 System deutlich komplizierter als im periodischen System ist.
Die wesentlichen Unterschiede liegen einerseits in der Ndhe der Bifurkationsschwellen, da
hier fiir rbc Bedingungen lokalisierte Strukturen und Defekte auftreten, andererseits bei
hoheren Ry, fiir die bei rbe Randbedingungen keine stabilen wSPI Losungen, sondern nur
stabile TVF Losungen existieren.

5.3.3 Strukturen

Im Folgenden soll ein kurzer Uberblick iiber die lokalisierten Strukturen und Defekte in
der Region K gegeben werden, die nur im endlichen System auftreten. Im periodischen
System wiirde jede Art einer solchen lokalisierten Storung entweder weggedédmpft werden,
oder aber sich iiber das gesamte System hinaus ausbreiten.

Die Abbildungen 5.8 und 5.9 zeigen vier verschiedene Strukturen und lokalisierte Defek-
te, deren zugehorige Parameter in der Abbildung 5.7 durch Kreuze (1-4) gekennzeichnet
sind. Im oberen Teil der Abbildung 5.8 ((1) in Abb. 5.7) ist eine lokalisierte wSPI bzw. eher
eine lokalisierte RIB Losung in der Mitte des Bulks zu erkennen. Diese verbleibt fiir die hier
gewihlten sehr schwach iiberkritischen Werte als stabiler Zustand im System, rotiert aber
als Ganzes in azimutaler Richtung. Zum Vergleich zeigt der untere Teil der Abbildung 5.8
((2) in Abb. 5.7) eine iiber den gesamten Bulk ausgedehnte wSPI (hier: linksgewundene
L-wSPI) Struktur. Diese rotiert ebenso azimutal, propagiert aber wie gewohnt ihrer Heli-
zitat entsprechend auch im Bulk aufwérts. D.h. am unter Ekman-Spiral Defekt wird Phase
erzeugt, die dann am oberen Ekman-Spiral Defekt wieder vernichtet wird.

In der Abbildung 5.9 sind zwei weitere lokalisierte Strukturen aus dem Gebiet K darge-
stellt. Hierbei handelt es sich um Strukturen, wie sie bereits in dem Bifurkationsdiagramm
der Abbildung 5.6 aufgetreten sind. Im oberen Teil der Abbildung 5.9 ((3) in Abb. 5.7)
ist ein lokalisierter Defekt in Bulk Mitte zu erkennen, der azimutal wandert. Bei genauerer
Betrachtung der einzelnen Moden zeigt sich, dass der Anteil der L-SPI Mode dominiert,
was sich auch im ¢ —z Plot (Mitte der oberen Abb. 5.9) erkennen lésst. Im unteren Teil der
Abbildung 5.9 ((4) in Abb. 5.7) ist, fiir grofleres Ry, eine deutlich ausgebildete lokalisierte
R1-wSPI Struktur zu erkennen, die geméfl ihrer Chiralitdt bzw. Helizitdt nach oben pro-
pagiert. Dies geschieht allerdings nur in einem lokal begrenzten Bereich, hier im unteren
Teil des Bulks. Oberhalb dessen liegt im System, aufgrund des starken Einflusses der SPI
Modenanteile, ein wTVF Zustand vor. Das es sich in der unteren Abbildung 5.9 um eine
lokalisierte R-wSPI Losung handelt ist reiner Zufall. Ebenso zuféllig ist die Tatsache, dass
diese lokalisierte Struktur in der unteren Hélfte des Bulks angeordnet ist. Bei weiteren
Simulationen entstanden sowohl lokalisierte L-wSPI und R-wSPI Zusténde, die sich an be-
liebigen Positionen im Bulk, also auch im oberen Teil, befinden kénnen, zumindest solange
keine symmetriebrechenden Effekte vorliegen.
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Abbildung 5.8 — Visualisierung zweier verschiedener (vgl. Kreuze (1,2) in Abb. 5.7) Strukturen.
Oben: Lokalisierte wSPI bzw. RIB Losung (1) bei Ry = 106, R, = —100 in Bulk Mitte. Unten:
Vollsténdig ausgebildete linksgewundene L-wSPI Losung bei (2) R; = 109, Ry = —100. In axialer
Richtung ist jeweils das ganze I' = 12 System dargestellt. (a) Isoflichen der azimutalen Vortizitéit
Q, = 0.u—0,w (rot: positiv und griin: negativ, genaue Werte in der Abb.). Die 2D rechteckige Fliche,
welche die Isoflichen auf der linken Seite schneidet, stellt die Verteilung der azimutalen Vortizitét
in der » — z Ebene dar (rot>0, griin<0). (b) Vektorplots der beiden Felder w(r,z) und w(r, z) in
einer ¢ = konst. Ebene mit farbkodierter azimutaler Vortizitdt (rot=Max, blau=Min). (c) ¢ — z
Plots der Strukturen bei r = 0.5 mit farbkodiertem radialem u Feld (rot=Max, blau=Min). Weiterer
Kontrollparameter: n = 0.5.
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—

Abbildung 5.9 — Visualisierung verschiedener (vgl. Kreuze (2,3) in Abb. 5.7) Strukturen. Oben:
Lokalisierter Defekt in Bulk Mitte bei (4) R; = 103, Ry = —78; ober- und unterhalb dieser liegt
eine wavyartige Struktur vor. Unten: Lokalisierte rechtsgewundene R-wSPI Losung im unteren Teil
des Bulks bei (3) R; = 101, Ry = —80; oberhalb liegt eine wavyartige TVF Struktur vor. In axialer
Richtung ist jeweils das ganze I' = 12 System dargestellt. (a) Isoflichen der azimutalen Vortizitét
Q, = 0,u—0,w (rot: positiv und griin: negativ, genaue Werte in der Abb.). Die 2D rechteckige Fliche,
welche die Isofldchen auf der linken Seite schneidet, stellt die Verteilung der azimutalen Vortizitdt in
der r — z Ebene dar (rot>0, griin<0). (b) Vektorplots der beiden Felder u(r, z) und w(r,z) in einer
© = konst. Ebene bei r = 0.5 mit farbkodierter azimutaler Vortizitét (rot=Max, blau=Min). (c) ¢ —z
Plots der Strukturen bei r = 0.5 mit farbkodiertem radialem u Feld (rot=Max, blau=Min). Weiterer
Kontrollparameter: n = 0.5.
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Abbildung 5.10 — Bifurkationsverhalten von lokalisierten wSPI Losungen und Defekt Strukturen
in Abhéngigkeit des externen Durchflusses Re fiir Ry = 104, Ry = —78,7 = 0.5,I' = 12. Der Pfeil
an der Abszisse bei Re = 0 charakterisiert die Parameter des Kreuzes (3) in Abbildung 5.7, bzw.
der oberen Struktur in Abbildung 5.9. Dargestellt sind die Amplituden der dominanten Moden des
radialen Geschwindigkeitsfeldes |u,, | in der Mitte des Spaltes (r = 0.5) fir TVF (LIII) (m, k) =
(0,4.85), (0,4.56) und die lokalisierten 1-wSPI Anteile (II), I-L-wSPI (m, k) = (1,3.95)1 und I-R-wSPI
(1,3.95)r. Gut zu erkennen ist die Asymmetrie von Re auf das Stabilitdtsverhalten, da die transienten
Ubergiinge hin zu TVF Losungen nicht bei Betrags gleichen Re erfolgen. Aufierdem nimmt das System
fiir positives und negatives Re unterschiedliche TVF Zusténde mit unterschiedlicher Wirbelanzahl und
Wellenzahl k an. Links (I): TVF Losung mit k = 4.85. Rechts (III): TVF Lésung mit k& = 4.56. Den
symmetrischen Fall einer lokalisierten I-R-wSPI Struktur mit dominantem R Anteil erhélt man durch
invertieren von Re und Vertauschung aller Bezeichnungen mit L und R in der Abbildung,.

5.4 Axialer Durchfluss Re

Bis zu diesem Zeitpunkt wurden nur Untersuchungen im endlichen System ohne extern
auferlegten axialen Durchfluss Re betrachtet. D.h. jegliche symmetriebrechenden Effekte
wurden vernachléssigt. Als letztes soll auch in diesem Kapitel noch die Stabilitit der gera-
de diskutierten lokalisierten Strukturen und Defekte gegeniiber solchen Storungen mittels
kleiner Durchfliisse Re betrachtet werden. Dies ist hier besonders interessant fiir die lo-
kalisierten wSPI Zustédnde, I-wSPI, im System, da sie lokal auf einen mehr oder weniger
kleinen Bereich im System beschrinkt sind. Abhéngig von dessen Helizitéat (L-SPI oder
R-SPI) konnen diese Bereiche durch Re, aufgrund dessen symmetriebrechender Wirkung,
in den ganzen Bulk ausgedehnt (z.B. durch 'Blasen’ mit dem SPI Wind) werden, oder aber
vollstandig aus diesem eliminiert werden (’Blasen’ gegen den SPI Wind).
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In der Abbildung 5.10 ist das Verhalten einer lokalisierten Defekt Struktur bei Verédnde-
rung von Re dargestellt. Deutlich zu erkennen ist die Asymmetrie im Bezug auf positiven
und negativen Durchfluss. Fiir Re = 0 ist dies gerade die in der Abbildung 5.9 (oben)
gezeigten Struktur. Bereits fiir Re = 0 ist die Amplitude der (1,3.95);, Mode groBer als die
der (1,3.95)r Mode. Dadurch wirkt sich der symmetriebrechende Einfluss von Re deutlich
unterschiedlich auf die Stabilitéitsbereiche fiir positives und negatives Re aus. Negatives
Re, d.h. blasen in Propagationsrichtung einer L-wSPI Losung ldsst den Defekt (hier eine
lokalisierter 1-L1-wSPI Struktur) bis etwa Re ~ —0.103 stabil existieren, wéhrend die-
ser bei positiven Re (blasen in Propagationsrichtung einer R-wSPI Struktur) bereits bei
Re =~ 0.025 instabil wird und das System in den TVF Zustand iibergeht. Bei Verringerung
von Re ist die zunehmend weitere Aufspaltung der Amplituden der (1,3.95), und (1,3.95)g
Moden deutlich zu erkennen, bevor auch dort der Defekt seine Stabilitdt gegeniiber einer
TVF Losung verliert. In beiden Fillen dieses Stabilitétswechsels (bei positiven und nega-

tiven Re) erfolgt der Ubergang mittels transienter Zwischenstrukturen.

In Abbildung 5.10 ist ebenfalls zu erkennen, dass die dominanten Moden der TVF
Losung am linken (0, 4.85) und rechten Rand (0,4.56) unterschiedlich sind. Dies entspricht
zwei unterschiedlichen TVF Zusténden mit unterschiedlicher Anzahl an Wirbelpaaren und
demzufolge auch unterschiedlicher Wellenzahl im Bulk. Interessanter Weise besitzt die TVF
Losung bei negativen Re am linken Rand (1) die gleiche Wellenzahl, wie die lokalisierte
wSPI Struktur, aus der diese transient hervorgeht, wihrend sich bei positiven Re eine
andere Wellenzahl im TVF Zustand einstellt.

An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass es im Bulk eine grofie Vielzahl
verschiedener parallel stabil existierender TVF Strukturen gibt.

5.5 Resumé

In diesem Kapitel wurde das Bifurkationsverhalten fiir den Ubergang zwischen Taylor Wir-
beln (TVF) und Wavy Spiral Wirbel (wSPI) im endlichen System (I' = 12) untersucht.
Anders als im Fall periodischer Randbedingungen (Kap. 4), fiir den reine SPI Lésungen
(u.a. auch bei ruhendem Auflenzylinder) existieren, treten bei endlicher Systemlidnge die
helikalen Strukturen nur als modulierte Spiral Zusténde, als wSPI Losung auf. Die Ursache
hierfiir ist die, immer vorhandene Beimischung der Ekman induzierten m = 0 Modenkom-
ponente im Fourierspektrum.

Im endlichen System vollzieht sich der Ubergang von TVF zu wSPI iiber wTVF Losun-
gen (schematisch in Abb. 5.11 zu sehen) analog dem Ubergang von TVFE zu SPI {iber
wTVF Losungen unter periodischen Randbedingungen. Dabei kann durch die endliche Sy-
stemlénge eine diskrete Wellenzahl fiir die wSPI Losung selektiert werden. Andererseits
existieren verschiedene Bifurkationsidste von TVF und wTVF Losungen, hier allerdings
mit verschiedenen Wellenzahlen und somit auch unterschiedlicher Anzahl an Wirbelpaaren
im Bulk parallel und stabil nebeneinander. Wahrend beim Ubergang zwischen den toroidal
geschlossenen Strukturen, von TVF zu wTVF, die Wellenzahl unverédndert bleibt, kann der
Ubergang von einer toroidal geschlossenen hin zu einer helikal offenen Struktur von einer
Wellenzahlénderung begleitet werden.

Der Ubergang von SPI zu TVF iiber wSPI Losungen, der im periodischen System bei
moderaten Ry zu finden ist, ist im endlichen System aufgrund der Abwesenheit von stabilen
reinen SPI bzw. wSPI Zustidnden, als notwendiger Anfangszustand, nicht vorhanden. Statt-
dessen vollzieht das System fiir stirkere Gegenrotationsraten einen anderen Ubergang, der
durch einen axial wandernden Defekt vollzogen wird (siche Abb. 5.11). Dabei verdrangt
dieser Defekt die wSPI Losung aus dem System und zieht einen wTVF Zustand hinter sich
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Abbildung 5.11 — Schematisches Bifurkationsdiagramm der Amplituden des Strémungsflusses.
Diese Abbildung fasst die wichtigsten Ergebnisse aus den Abbildungen 5.1 und 5.3 fiir das endliche Sy-
stem (rbc) zusammen. Stabile [instabile] Losungen sind als durchgehende [gestrichelte] Linien gezeich-
net. Die TVF Losung ist exemplarisch fiir zwei verschiedene moégliche Wellenzahlen, k; und ko, dar-
gestellt. Beim Ubergang von TVF zu wTVF Lésungen bleiben diese erhalten. Letztendlich vollfithren
die wT'VF (schwarze Linien mit Bezeichnung wTVF) Losung komplexe transiente Ubergéinge (diinne
vertikale Pfeile) zum wSPI Zustand mit einer bestimmten Wellenzahl, z.B. ky. Der breite gestrichene
Pfeil (bezeichnet mit ’defect’) bezieht sich auf den Ubergang von wSPI zu TVF Losungen, der unter
anderem mit einem axial durch den Bulk wandernden Defekt (genauere Beschreibung hierzu im Text)
verkniipft ist. Dabei wird in dem entstehenden TVF Zustand eine Wellenzahl nahe kg, hier k;, im
System selektiert.

in den Bulk hinein, der sich schliefllich in einen reinen TVF Zustand transformiert. Somit
ist alles in allem die Komplexitét der raumzeitlichen Strukturen beim Ubergang von TVF
zu wSPI Losungen grofler fiir rbe als bei pbe Randbedingungen.

Ein signifikanter Einfluss der festen Deckel verhindert jeglichen intrinsischen, Reynolds
Stress getriebenen, Durchfluss der axial propagierenden SPI und wSPI Losungen. Dieses
fiihrt zu einem Unterschied in den (w)SPI Frequenzen fiir rbe und pbe. Andererseits sind

die Frequenzen der Wavy Ubergangsstrukturen, die wI'VF Losungen fiir die angenom-
menen Randbedingungen pbc und rbe praktisch identisch, da der wTVF Zustand keinen
intrinsischen Nettodurchfluss enthélt.

Weiterhin wurden lokalisierte Strukturen und Defekte, die nur im endlichen System
aufgrund der Ekman Wirbel und der, durch diese permanent in das System induzierten
Storungen auftreten, untersucht. Diese haben fiir ein endliches System ein deutlich kompli-
zierteres Phasendiagramm im Vergleich zum periodischen System zur Folge. Ein deutlicher
Unterschied besteht darin, abgesehen dieser neuen Defekt Strukturen, dass bei moderaten
R, fiir rbe Bedingungen keine stabilen (w)SPI Losungen wie etwa bei pbc existieren. Die
verschiedenen Defekt Strukturen zeichnen sich dadurch aus, dass sie nur lokal im System
auftreten, d.h. also in ihrer axialen Ausdehnung begrenzt sind und nicht den gesamten
Bulk ausfiillen.

Als letztes wurde noch der Einfluss des symmetriebrechenden Durchflusses Re auf ver-
schiedene lokalisierte Defekte, bzw. lokalisierte wSPI Zustdnde untersucht. Durch blasen
mit oder gegen die Propagationsrichtung der lokalisierten wSPI Strukturen koénnen die-
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se entweder in das ganze System hinein ausgeweitet werden, oder vollstdndig aus diesem
verdriangt werden.



Kapitel 6

Mixed Cross Spirals: Uberginge
zwischen SPI L6sungen verschiedener
und gleicher Helizitat

6.1 Einleitung - Motivation

Wie bereits zu Beginn dieser Arbeit erwdhnt existieren im Taylor-Couette System eine
grofle Vielzahl verschiedener Strukturen mit sehr unterschiedlichen topologischen Eigen-
schaften. Zahlreiche dieser verschiedenen Losungen und ihre Bifurkationsszenarien wurden
bereits sowohl numerisch, als auch experimentell (40; 7; 79; 145; 85; 95; 62; 96; 64) unter-
sucht.

Neben den einfachsten auftretenden Strukturen der Taylor Wirbel (TVF) und den
symmetrieentarteten Spiral Wirbeln (SPI) (diese sind durch ihre Helizitét und ihre azi-
mutale Wellenzahl M, oder alternativ durch ihre Ganghdhe p bestimmt; siehe hierzu auch
Kap. 3), existieren noch weit aus komplexere Strukturen, u.a. axial stehende Wellen, wie
z.B. Ribbon (RIB) und Cross Spirals (CSPI), die bislang ebenfalls Gegenstand zahlrei-
cher Untersuchungen (115; 116; 117; 118; 143; 31) waren. Die beiden letzteren Strukturen

kann man als nichtlineare Uberlagerung spiegelsymmetrischer R- und L-SPI Strukturen
mit variierenden (CSPI) oder gleichen (RIB) Anteilen auffassen. Wahrend SPI und RIB
Strukturen an einer gemeinsamen Schwelle entstehen, bifurkieren CSPI Zusténde sekundér
aus den SPI Zusténden heraus und verbinden diese mit dem RIB Losungsast (113; 117).

Anders als bei den sekundér bifurkierender Wavy Strukturen, beim Ubergang zwischen
TVF zu SPI Losungen, die auch durch eine nichtlineare Uberlagerung von R- und L-
SPI Moden entstehen, besitzen die MCS Strukturen aber keine zusdtzlichen Anteil einer
rotationssymmetrischen (M = 0) Komponente, die nicht nichtlinear angeregt wird.

Bei den Ubergéngen, die nun in diesem Kapitel diskutiert werden, handelt es sich um
solche zwischen Spiral Zustédnden unterschiedlicher Helizitét mit (i) gleicher bzw. (ii) unter-
schiedlicher Ganghohe p. Solche Prozesse sind allgemein interessant fiir allerlei Musterbil-
dungsprozesse, da sie den Ubergang zwischen verschiedenen wandernden Wellen (hier mit
entgegengesetzten Propagationsrichtungen) mit unterschiedlicher azimutaler Wellenzahl M
bewerkstelligen und so bislang in der Literatur noch nicht beschrieben wurden. Hierzu wird
eine neue Klasse von Losungen definiert, sogenannte Mixed Cross Spirals (MCS), die diesen

Ubergang vermitteln kénnen. Diese kann man als eine nichtlineare Uberlagerung von zwei

123
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SPI Zustdnden mit unterschiedlicher Helizitdt und unterschiedliche Wellenzahl M (bzw.
unterschiedlicher Ganghthe p) ansehen, allerdings ohne einen zusétzlichen radialsymme-
trischen M = 0 Anteil, wie dies etwa bei wTVF und wSPI Losungen der Fall ist. Somit
beinhalten solche Ubergéinge hauptséchlich den Fouriermodenunterraum der beiden betei-
ligten SPI Strukturen. MCS Strukturen stellen eine Moglichkeit dar, ein und die selbe,
oder verschiedene SPI Losungen, durch eine sekundére Vorwiértsbifurkation, miteinander
zu verbinden. Somit liegt entweder eine Art Bypasslosung oder Ubergangslésung vor. Die
Situation in der MCS Strukturen als Bypasslosung auftreten ist bereits in der Arbeit von
Altmeyer et al. (5) im Hinblick auf Bifurkation, Stabilitit und Dynamik, zu grofien Teilen
untersucht worden. Die MCS Strukturen stellen somit eine {ibergeordnete Strukturklasse
vieler unterschiedlicher Losungen im Taylor-Couette System, von CSPI, SPI, Mixed Ribbon
(MRIB) und RIB Losungen dar, die sich alle als Spezialfille der MCS Losung ergeben.

6.2 Theoretische Beschreibung — Grundlagen

Zur Berechnung der in diesem Kapitel priasentierten Ergebnisse wurde hauptséchlich der
Code G2D2 und nur vereinzelt der Code G1D3, wie im Anhang D beschrieben, verwendet.
Weiterhin werden ausschlieflich periodische Randbedingungen (pbc) angenommen und das
Radienverhéltnis, n = r1/ry = 0.883, sowie die Wellenzahl, k = 3.927, bleiben fixiert. Das
Fluid wird wie in den vorangegangenen Kapiteln als isothermal und inkompressibel mit
kinematischer Viskositidt v angenommen.

6.2.1 Ribbons (RIB) und Cross Spirals (CSPI)

RIB Strukturen bifurkieren zusammen mit den SPI Strukturen aus einer gemeinsamen

Schwelle (115; 63). Dabei konnen RIB Zustande als eine nichtlineare Uberlagerung der
beiden spiegelsymmetrischen R-SPI und L-SPI Moden mit gleichen Amplituden A = B
angesehen werden. Somit sind, im Fall von L1-SPI und R1-SPI Zusténden, die entstehen-
den 1-RIB Losungen durch identische Anteile der Moden A = (1,1) und B = (1,—1)
charakterisiert und einen schwicheren Anteil ihrer nichtlinearen Kombination C' = (0, 2).
Analog sind 2-RIB Zustédnde durch die dominanten Moden (2,1), (2,—1) und (0,2) cha-
rakterisiert (zur Nomenklatur siche Gl. (3.2)).

SPI und RIB Losungsiste sind durch sekundér bifurkierende CSPI Zusténde miteinan-
der verbunden (115; 116). Diese werden im Allgemeinen durch die gleichen Moden A, B
und C' beschrieben, die im Einzelnen aber unterschiedlich grofen Anteil an der Struktur
besitzen, so z.B. ist in der Ndhe des SPI Astes, eine der Moden, A oder B, signifikant
grofer als die andere. Genau genommen ist am Onset der CSPI Losung eine dieser beiden
Moden, A oder B, identisch Null.

Beiden Strukturen, RIB und CSPI, ist aber gemeinsam, dass sie nur als Uberlagerung
einer R- und einer L-SPI Struktur mit der gleichen azimutalen Wellenzahl M erscheinen.
Dies gilt fiir MRIB und MCS Losungen nicht mehr!

6.2.2 Charakterisierung von MCS Strukturen

Aufgrund der Symmetrien von SPI Losungen (Gl. (3.4)) geniigen die azimutalen und axia-
len Modenindizes m und n der Zerlegung in Gleichung (D.11) der Beziehung, m = —pn,
bei diesen Strukturen. Somit leben SPI Strukturen mit Ganghdhe p in dem diagonalen Un-
terraum (—pn,n) des (m,n) Fouriermodenraums (64), wobei n € Z. Andererseits existiert
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der TVF Zustand mit Ganghohe, p = 0, im (0, n) Unterraum. RIB Zusténde besitzen zwar
die gleiche Ganghohe, p = 0, wie TVF Zusténde, leben aber in einem kombinierten Unter-
raum (0,7n) @ (£pn,n) (siehe hierzu auch Modenbilder im (m,n) Raum der verschiedenen
Strukturen in Kap. 3).

Die verschiedenen, in diesem Kapitel diskutierten, Strukturen werden im Folgenden
durch verschiedene Symbole wie folgt beschrieben: R-SPI mit roten Dreiecken (V, V), L-SPI
mit orangenen Dreiecken (A, /), RIB mit griinen Rauten (¢, ¢), und MCS mit rot-braunen
(maroon) Quadraten' (M, [J). Wie zuvor stehen durchgehende [gestrichelte] Linien mit
gefiillten [leeren| Symbolen fiir stabile [instabile] Losungséste oder Bifurkationsschwellen
stabiler [instabiler| Zusténde.

Alle diese Abkiirzungen sind auch in der Tabelle 3.1 in Abschnitt 3.2 des Kapitel 3
zusammenfassend dargestellt.

6.3 Strukturelle Eigenschaften

MCS Strukturen kénnen als eine Uberlagerung zweier Spiralen mit unterschiedlicher Heli-
zitét und im Allgemeinen unterschiedlichen azimutalen Wellenzahlen, My # Ms, aufgefasst
werden, d.h. fiir ihre Ganghdhen p;,i € {1,2} (vgl. auch Gl. (3.9)) gilt: sgn(p1ps) = —1.
In Abhéngigkeit der Amplitudenverhéltnisse, |uay, |/|uas|, der dominanten Spiralkompo-
nenten, findet man entweder Ribbon &dhnliche Mixed Ribbon, oder offene helikale MCS
Losungen. Letztere bifurkieren dabei aus einem SPI Ast heraus und leben in einem Moden-

unterraum, der durch nichtlineare Uberlagerung der linearen Modenunterrdume entsteht
(siche etwa Gl. (3.9) und Abb. 6.4).

MCS Zusténde konnen unterschiedliche SPI Losungséste verbinden und erscheinen mei-
stens in einem ausgedehnten Parameterbereich. Allerdings miissen die beiden SPI Typen
mit unterschiedlicher Helizitdt und azimutalen Wellenzahlen nicht unbedingt gleichzeitig
existieren. Dies gilt ebenso fiir den Spezialfall, dass die Bifurkation im gleichen SPI Ast
startet, indem sie auch wieder endet, so dass es sich um eine Bypasslosung handelt.

In diesem Abschnitt soll nun kurz eine Klassifikation und Beschreibung der grund-
legenden Symmetrieeigenschaften von MCS und MRIB Loésungen vorgenommen werden,
um diese dann mit 'klassischen’ Strukturen, CSPI und RIB, zu vergleichen. Letztere kann
man hierbei als eine nichtlineare Uberlagerung von SPI Zustédnden unterschiedlicher Heli-
zitét, aber der gleichen azimutalen Wellenzahl M auffassen, diese wurden in der Literatur
(115; 116; 117; 118), wie weiter oben erwiahnt, bereits ausgiebig studiert. Ein einfacher
Zugang zu den Eigenschaften von CSPI, RIB, MCS und MRIB Losungen ist durch die

lineare Uberlagerung ihrer signifikanten Fouriermoden gegeben.

6.3.1 Ribbons (RIB) und Mixed Ribbons (MRIB)

Abbildung 6.1 veranschaulicht die Symmetrie von L1-SPI (a) Strukturen und R2-SPI (b)
Strukturen, jeweils dargestellt durch ihre signifikante Mode. Die (griine) ® = 0 Phasenli-

nie der linearen 1-RIB (c) Struktur kann als lineare Uberlagerung der (orangen) L1-SPI
(a) mit py = —1 und der (roten) R1-SPI (b) Struktur mit p, = 1, aufgefasst werden.

Analog Uberlagern sich die p; = —1 und py = 2 Strukturen zu einer (maroon) MRIB (d)

'In den vorangegangenen Kapiteln 4, 5 wurden wIVF Losungen mit schwarzen Quadraten gekenn-
zeichnet. Im Fall der wTVF Zustédnde bei Ferrofluiden 7, 8, 7?7, die durch extern angelegte Magnetfelder
erzeugt werden, werden blaue Quadrate zur Kennzeichnung benutzt.
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Abbildung 6.1 — Charakterisierung verschiedener Wirbel Strukturen durch Linien konstanter
Phase, ® = 0, auf einer abgerollten Zylinderoberfliche in Spaltmitte (r = 0.5). (a) L1-SPT ( )
mit Ganghohe p = —1, (b) R2-SPI (rot) mit p = 2, (c) 1-RIB ( ) mit p = 0 zusammengesetzt
aus L1-SPI (orange) und R1-SPI (rot), (d) L1R2-MRIB (maroon) mit p = 1/2 zusammengesetzt aus
L1-SPI (orange) und R2-SPI (rot).

Losung. Im Gegensatz zur Abbildung 6.1(c) eines reguldren Ribbon Musters, zeigt (d) ein
versetztes Schachbrettmuster, das aus unterschiedlichen Steigungen der beiden Spiralkom-
ponenten (L- und R-) herriihrt.

Im Folgenden wird eine Notation verwendet, die die beiden dominanten Komponen-
ten in einer MCS oder MRIB Losungen wiederspiegelt. So z.B. kombinieren in der Ab-
bildung 6.1(d) die L1 und die R2 Anteile zu einer L1IR2-MRIB Struktur oder, im Fall
ungleicher Anteile zu einer L1IR2-MCS oder R2L1-MCS Lésung, abhéngig davon, welche
der beteiligten Modenamplituden die dominante ist.

Im Gegensatz zur 1-RIB mit vertikalen und horizontalen ® = 0 Phasenlinien (c), d.h.
mit Ganghohe p = 0, besteht eine LIR2-MRIB Struktur (d) aus vertikal wie auch azimutal
anwachsenden oder abnehmenden Phasenlinien, d.h. mit p # 0. Offensichtlich {iberlagern
sich gleiche Anteile von SPI Zustdnden mit unterschiedlichen Ganghohen sgn(pps) = —1
zu einem MRIB Muster mit |p; — po| vertikalen ® = 0 Linien und der Ganghohe p =
(p1 + p2)/2. Es ist anzumerken, dass im Allgemeinen der Wert der azimutalen Wellenzahl
M = |p| einer willkiirlichen helikalen Struktur gerade immer gleich der Hilfte der Anzahl
der Nullstellen @ in azimutaler Richtung ist.

Betrachtet man so z.B. die Abbildung 6.1(d), so erkennt man 4 Nullstellen in azimutaler
Richtung ¢ (Schnitte der (maroonen) ® = 0 Phasenlinie mit einer horizontalen Linie, wie
z.B. der Abszisse.). Mit den beiden Ganghéhen p; = —1 und p, = 2 ergibt sich p = 1/2,
was gerade der Ganghohe der MRIB Struktur in (d) entspricht.

6.3.2 Cross Spirals (CSPI) und Mixed Cross Spirals (MCS)

In Abbildung 6.1(c) und (d), sind die dominanten Komponenten in der 1-RIB und der
L1R2-MRIB Struktur mit gleicher Amplitude dargestellt (hieraus resultiert das auffallende
Schachbrettmuster). In der vollsténdig entwickelten MCS Struktur (analog der CSPI) domi-
niert gewohnlich eine der beiden Spiralkomponenten (majorante Komponente) die andere
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Abbildung 6.2 — Schematische Darstellung einer MCS Lésung (maroon) mit unterschiedlichen
Anteilen von L1-SPI (orange) und R2-SPI (rot) Losungen. Das Amplitudenverhéltnis § := |ugs|/|up:|
wéchst innerhalb der Strukturen von links nach rechts mit 6 = 0 (L1-SPI, (1)), § = 0.5 (L1R2-MCS,
(2)), 6 =1 (LIR2-MRIB, (3)), 6 = 2 (R2L1-MCS, (4)) und 6 = oo (R2-SPI, (5)). Die farbigen
[weiBlen] Bereiche charakterisieren radialen Outflow [Inflow] (u > 0 [u < 0]), in der Ebene der aus-
gerollten Zylinderoberfliche im Spalt. Die inneren Quadrate beinhalten eine azimutale Periode 27 in
horizontaler Richtung und eine axiale Wellenlénge A in vertikaler Richtung. Zur besseren Sichtbarkeit
sind die Strukturen periodisch iiber diese Rénder (duflere Quadrate) hinweg fortgesetzt.

(minorante Komponente). Dies spiegelt sich auch in der hier verwendeten Notation wieder,
so z.B. identifiziert 'R2L1-MCS’ 'L1R2-MCS’] den Anteil einer dominanten, majoranten
R2-SPT [L1-SPI] Struktur und einer untergeordneten, minoranten L1-SPT [R2-SPI] Struk-
tur am Fourierspektrum der MCS Struktur. Ein Unterschied in den Amplitudenanteilen
bricht die Schachbrettsymmetrie und es ergibt sich eine offene, helikale Struktur mit einer
Steigung, die durch die majorante Spiralkomponente definiert wird und eine Modulation
die durch den minoranten Anteil gegeben ist.

Um die Symmetrie von MCS und MRIB Strukturen besser zu veranschaulichen, zeigt

die schematische Darstellung in Abbildung 6.2 eine Uberlagerung von p; = —1 (L1) und
pe = 2 (R2) Spiralanteilen bei Verdnderung der Amplitudenverhéltnisse. Startet man links
in (1) mit einer reinen L1-SPI Lésung und erhtht den Anteil der R2 Komponente (in der
Abbildung von links nach rechts), so fithrt dies zuerst zu einer LIR2-MCS (2) Losung mit
azimutaler Wellenzahl M = 1 und entsprechender Ganghthe p = —1. Gleiche L1 und R2
Anteile in (3) ergeben eine LIR2-MRIB [bzw. R2L1-MRIB] Losung (wie in Abb. 6.1(d))
mit p = 1/2. In (4) ist durch den dominanten R2 Anteil der R2-SPI Struktur der rechtsge-
wundene Charakter einer R2L1-MCS etabliert und schliefilich folgt in (5) eine reine R2-SPI
Struktur mit verschwindender L1 Komponente (siche zum Vergleich auch Abb. 6.11, die

eine echte numerische Simulation eines solchen Ubergangs darstellt).

Das raumzeitliche Verhalten von MCS Losungen stellt Aspekte der beiden Strukturen,
SPI und RIB, dar, wenn auch deutlich komplexer. Fiir gewthnlich rotieren alle (vertika-
len und horizontalen) ® = 0 Phasenlinien in gleicher Richtung wie der Innenzylinder. Die
horizontalen Phasenlinien einer RIB Struktur sind bei bestimmten z = konst. Positionen
gepinnt. Dies gilt aber nicht mehr langer fiir die MRIB Strukturen, wie z.B. in Abbil-
dung 6.1(d). Dort propagieren die & = 0 Phasenlinien in axialer Richtung gemé&8 ihrer
endlichen Steigung und der Rotation der vollstindigen Struktur. Somit ist die axiale Pro-
pagationsrichtung der offenen, voll entwickelten MCS Struktur in Abbildung 6.2 durch die
majorante Spiralkomponente (hier L1, Propagation nach oben) gekennzeichnet, wéhrend
die Modulation, durch die minorante Komponente (hier R2, Propagation nach unten) ge-
kennzeichnet ist und gerade in die entgegengesetzte Richtung propagiert (siehe auch (67)).
Dies ist analog der Situation einer CSPI (115) Losung.

Es sei nochmals deutlich darauf verwiesen, dass CSPI [RIB| Zusténde einen Spezialfall
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[ Abb. [ Tin. Unterraum | minQ, | maxQ, [ iso Q, [ iso/min | iso/max |
(al) L3 & R3 68 68 40 58% 58%
(a2) L3 35 35 120 56% 56%
(a3) R3 35 35 120 56% 56%
(b1) L3 ® R5 -173 143 +70 40% 49%
(b2) L3 93 121 160 64% 19%
(b3) R5 35 64 133 92% 51%

Tabelle 6.1 — Isovortizititswerte verschiedener Strukturen der Abbildung 6.3.

von MCS [MRIB] Losungen darstellen. Weiterhin konnen RIB [MRIB] Strukturen als Spe-
zialfall von CSPI [MCS] Lésungen mit gleichen Amplitudenanteilen von L-SPI und R-SPI
Strukturen angesehen werden.

6.3.3 Raumzeitliche Eigenschaften

Um einen besseren Eindruck von der rdumlichen Gestalt der MCS Strukturen zu erhal-
ten, werden in der Abbildung 6.3 die Isovortizitiatsflichen einer 3-RIB (al) Struktur mit
denen einer L3R5-MCS (b1) Losung verglichen. Diese beiden Strukturen existieren bei
Ry = 200, Ry = 0 unter periodischen Randbedingungen parallel nebeneinander. Der Iso-
vortizitatswert wurde bei allen Plots so gewéhlt, dass er nahe der Hilfte des zugehorigen
globalen Maximums der azimutalen Vortizitdt liegt (sieche Tab. 6.1). Die erste Spalte zeigt
jeweils die vollsténdige Struktur. Die zweite und dritte hingegen enthalten die separaten
Komponenten der jeweiligen linearen R- und L-SPI Fourierunterrdume, d.h. (hier) die Mo-
den (3n,n) (a2) und (—3n,n) (a3), so wie (3n,n) (b2) und (—5n,n) (b3). Die zugehorigen
linearen Unterrdume sind in der Abbildung 6.4 durch dicke Linien, die die linear getriebe-
nen Moden des jeweiligen Unterraums verbinden, dargestellt. Die nichtlinear getriebenen
Moden sind durch blaue Quadrate ohne Kreise gekennzeichnet, wihrend Kreise die linear
angeregten Moden charakterisieren; orange [rot] steht fiir den L-SPI [R-SPI] Anteil.

Offensichtlich stellen die beiden spiegelsymmetrischen links- und rechtsgewundenen Spi-
ralkomponenten die Hauptbestandteile der totalen Vortizitéit der 3-RIB Losung in Abbil-
dung 6.3 (al)-(a3) dar. Die nichtlinear getriebenen Moden, die aufierhalb der Diagonale
(£3n,n) im Fourierunterraum liegen, spielen nur eine sehr untergeordnete Rolle im Mo-
denspektrum. Die Vortizitéten in den entsprechenden Komponenten in (a2) und (a3) sind
im Allgemeinen etwas kleiner als diejenigen der vollen Struktur in Abbildung 6.3 (al), wie
durch die maximalen Werte in Tabelle 6.1 beschrieben.

Auf der anderen Seite besteht die L3R5-MCS Losung in Abbildung 6.3 (b1) aus einer
starkeren L3 in (b2) und einer schwicheren R5 Komponente in (b3). Beide Plots der
Komponenten zeigen Isoflichen fiir Vortizitdtswerte, die bei ca. 50% des jeweiligen Maxi-
mums liegen. Allerdings unterscheiden sich die Vortizitdtsmaxima in (b2) und (b3) und
somit auch ihre Anteile zur vollstdndigen Struktur, deutlich voneinander. So dominiert der
L3 Anteil die gesamte Struktur und der R5 Anteil erzeugt nur eine leichte Modulation. In
diesem Fall propagiert die Struktur als Ganzes in positive azimutale und positive axiale
Richtung (nach oben), gemifl der majoranten L3 Komponente, wihrend die Modulation,
entsprechend der minoranten R5 Komponente, abwérts wandert.

Es ist bemerkenswert, dass die blauen Wirbelschlduche der, gegen den Uhrzeigersinn
(bei Betrachtung in positive ¢ Richtung), rotierenden Wirbel in (b3) signifikant kleiner
sind als die roten, im Uhrzeigersinn rotierenden. Da im Allgemeinen die Vortizitéit entlang
einer ausgewahlten Linie innerhalb der Vortizitdtsschliauche am grofiten ist, beschreiben
die roten Schlauche Wirbel mit einer signifikant héheren azimutalen Vortizitét €2, | als die
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Abbildung 6.3 — Isoflichen der azimutalen Vortizitéit 2, von numerisch berechneten (a) 3-RIB
und (b) L3R5-MCS Lésungen bei Ry = 200, Rz = 0,k = 3.927, ) = 0.883 (siehe auch Kreuze im Pha-
sendiagramm der Abb. 6.6(d2)). In axialer Richtung stellt jeder Plot eine axiale Wellenléinge A = 1.6
dar. Die erste (1) Spalte zeigt die komplette Struktur. Die zweite (2) und dritte (3) Spalte geben die
separaten Anteile der zugehorigen L-SPI und R-SPI Losungen, nidmlich die Unterrdume (3n,n) =L3
(a2), (—3n,n) =R3 (a3), (3n,n) =L3 (b2) und (—5n,n) =R5 (b3), wie in Abbildung 6.4 dargestellt,
wieder. Rot [blau] entspricht positiven [negativen] Werten der Isovortizitéiit, wie in Tabelle 6.1 aufgeli-

stet. Zuséatzlich enthélt diese noch die entsprechenden Werte der Maxima und Minima der azimutalen
Vortizitét.
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Abbildung 6.4 — Angeregte Moden (blaue Quadrate) der (a) 3-RIB und (b) L3R5-MCS Lésungen
der Abbildung 6.3 im zweidimensionalen (m, n) Fouriermodenraum, aufgespannt durch azimutale und
axiale Fouriermodenindizes, m und n. Blaue Quadrate mit rot oder orangenen Kreisen kennzeichnen
linear getriebene Moden und entsprechende Uberlagerung zu linearen Modenunterrdumen sind durch
die Linien dargestellt, die lineare R3-SPI (—3n,n), L3-SPI (3n,n) in (a) und lineare R5-SPI (—5n,n),
L3-SPI (3n,n) in (b). Blau Quadrate ohne Kreise symbolisieren nichtlinear getriebene Moden.



130 KAPITEL 6. MIXED CROSS SPIRALS (MCS)

[ Abb. [ lin. Strukturen | minQ, | maxQ, [ iso Q, [ iso/min | iso/max |
) 3-RIB ) 68 140 58% 58%
) IRIB 158 166 160 38% 36%
(3) 5-RIB -153 157 +60 39% 38%
(4) L3R5-MCS -173 143 +70 40% 49%
(5) L4R5-MCS -150 168 +75 50% 45%
(6) L3RA-MCS 159 174 75 7% 13%

Tabelle 6.2 — Isovortizitidtswerte verschiedener Strukturen der Abbildung 6.5(a).

zu den blauen Schléduchen gehorende, z.B. |minQ,| < |max(),|. Dies ist wahrscheinlich
eine Konsequenz des nicht verschwindenden intrinsischen axialen Nettoflusses, der durch
die beiden Spiralkomponenten (siche z.B. (63)), der die beiden, im und gegen den Uhr-
zeigersinn, rotierenden Wirbel auf unterschiedliche Weise und Stérke beeinflusst. Im Fall
von Ribbon Losungen existiert kein axialer Nettofluss aufgrund der gleichen Anteile beider
Spiral Typen und somit auch kein bemerkbarer Unterschied in den 'roten’ und ’blauen’
Wirbeln (a2,a3), sieche auch zugehorige Werte €, in Tabelle 6.1 (RIB Strukturen stellen
axial gesehen eine stehende Welle dar).

Abbildung 6.5 zeigt fiir moderate Kontrollparameter (R; = 200, Ry = 0) verschiede-
ne riaumliche Eigenschaften von L3R4-MCS (4), L3R5-MCS (5) so wie L4R5-MCS (6
Strukturen und vergleicht diese mit verschiedenen RIB Losungen 3-RIB (1), 4-RIB (2
und 5-RIB (3), die alle gleichzeitig existieren. Andererseits wurden fiir die hier gewéhlten
Kontrollparameter weder stabile, noch instabile CSPI Losungen gefunden.

Abbildung 6.5(a) zeigt Isovortizitétsplots der azimutalen Vortizitét fiir diese, gerade be-
schriebenen, sechs Strukturen mit Werten von 40% bis 60% der zugehérigen Vortizitétsma-
xima (Tab. 6.2). Die entsprechenden Fouriermodenspektren sind in (b) zu sehen. Obwohl
die Rechnungen mit ny.c = Mmax = 15 durchgefiithrt wurden, um mindestens drei signi-
fikante Moden der linearen Fourierunterrdume (£3n,n)(1), (£4n,n)(2) und (£5n,n)(3)
zu beriicksichtigen, wird hier aus Griinden der besseren Sichtbarkeit, nur ein kleiner Aus-
schnitt dargestellt, der nur die dominanten Moden beinhaltet.

Abbildung 6.5(c) zeigt grau kodierte Plots des radialen Geschwindigkeitsfeldes u(yp, z)
auf einer abgerollten Zylinderoberfliche in einer ¢ — z Ebene in Spaltmitte (r = 0.5),
sowie die entsprechenden Linien konstanter Phase (siehe Abb. 6.1) beider Spiralkompo-
nenten. Als letztes sind in (d) noch Vektorplots der radialen und axialen Geschwindigkeit
(u(r,z),w(r, z)) in einer r — z Ebene (¢ =konst.), einschlielich farbkodierter azimutaler
Vortizitat dargestellt (blau=Min, rot=Max).

Alle zuvor genannten Strukturen sind stationédr und rotieren als Ganzes in positiver
azimutaler Richtung. Die RIB Strukturen in den Abbildungen 6.5(c1)-(c3) weisen die
klassische Schachbrettsymmetrie einer axial nicht propagierenden, d.h. stehenden und nur
azimutal wandernden Welle auf. Bei wachsendem M verschieben sich allerdings die Wirbel-
zentren leicht zum &ufleren Zylinder hin, wihrend gleichzeitig hiermit auch die maximale
Vortizitéat in den Abbildungen 6.5(d1)-(d3) anwéchst.

Im Gegensatz hierzu propagieren die MCS Strukturen in die axiale Richtung, die durch
die majorante Komponente gegeben ist (Abb. 6.5(b4)-(b6)) und besitzen eine helikale
Gestalt mit einer, dieser iiberlagerten Modulation (Abb. 6.5(c4)-(c6) und (a4)-(a6)), die
in die entgegengesetzte Richtung propagiert. Die Vektorplots in (d) sind bei solchen ¢
Positionen gemacht, bei denen die Phasen aller Strukturen iibereinstimmen. Offensichtlich
sind die beiden Strukturen, L4R5-MCS in (d6) und L3R4-MCS in (d4), sehr dhnlich,
unterscheiden sich aber von der L3R5-MCS Struktur in (d5). Dies ist wahrscheinlich ein
geometrischer Effekt, der auf die gréflere Differenz in den Steigungen der beteiligten Struk-
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Abbildung 6.5 — Vergleich verschiedener, numerisch berechneter, voll entwickelter Strukturen:
(1) 3-RIB, (2) 4-RIB und (3) 5-RIB mit (4) L3R4-MCS, (5) L3R5-MCS und (6) L4R5-MCS. (a)
Isofléichen der azimutalen Vortizitét €2,. Rot [blau] steht fiir positive [negative] Isovortizitiatswerte die
in Tabelle 6.2, zusammen mit den entsprechenden Minima und Maxima der azimutalen Vortizitét,
eingetragen sind. Jeder Plot stellt eine axiale Periodenlédnge, A = 1.6, dar. (b) Modenamplituden |y, |
des radialen Geschwindigkeitsfeldes  fiir azimutale und axiale Fouriermodenindizes, m und n, in einem
Ausschnitt des kompletten Fourierraums. (¢) grau kodiertes radiales Geschwindigkeitsfeld u(y, z) auf
einer abgerollten Zylinderoberfliche in Spaltmitte (r = 0.5). Schwarz [weif] entspricht maximalem
Inflow [Outflow]. Gelbe und rote Linien représentieren die Phasenlinien, ® = 0, der zugehorigen
reinen Spiralkomponenten und sind mit eingefiigt um die einzelnen Strukturanteile besser sichtbar zu
machen. (d) Vektorplots (u(r,z),w(r, z)) der radialen und axialen Geschwindigkeitskomponente in
einer ¢ = konst. Ebene einschliefllich farbkodierter azimutaler Vortizitdt von blau (Minimum) bis rot
(Maximum). Kontrollparameter fiir alle Plots sind: Ry = 200, R2 = 0,k = 3.927,n = 0.883.
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turanteile, L3-SPI und R5-SPI, in (d5) zuriickzufiihren ist. Hier ist |[AM| = 2, wéhrend
bei den anderen nur |[AM| =1 gilt.

6.4 Bifurkationsverhalten und Stabilitidt von
MCS Strukturen

6.4.1 Bifurkationsszenarien

Wie bereits weiter oben erwahnt, bifurkieren MCS Strukturen in einer sekundéren, vorwérts
gerichteten Bifurkation aus reinen SPI Zustdnden heraus. In den meisten Fillen existie-
ren dabei beide SPI Losungen, mit unterschiedlichen Helizitdten und Ganghéhen p; und
po, gleichzeitig, d.h. sgn(p;ps) = —1. Fiir den Fall eines ruhenden Auflenzylinders sind in
Abbildung 6.6(a), (b) und (c), abhéingig von R; und Rs, Bifurkationsdiagramme fiir die
quadratischen Amplituden |u,,,|* der dominanten Moden und deren Frequenzen |wy, |,
einiger im letzten Abschnitt diskutierten MCS Strukturen,(1) L3R4-MCS, (2) L3R5-
MCS, (3) L4R5-MCS, dargestellt. Die beiden Kontrollparameter, R; und Ry, variieren
dabei entlang der mit «, § und 7 bezeichneten Pfeile, im Phasendiagramm der Abbil-
dung 6.6(d).

Sowohl L3-SPI und L4-SPI Zusténde, als auch die zugehérigen RIB Losungen bifurkie-
ren primér als instabile Losungen aus dem CCF in (a) heraus und koénnen bei bestimm-
ten Kontrollparametern stabilisiert werden. Bei weiter anwachsenden R; treten zuséitzlich
primére Bifurkationen von R4-SPI und R5-SPI Strukturen, einschliefSlich der zugehorigen
RIB Losungen, ebenfalls als instabile Losungen auf. Bei noch gréfieren R, Losungen, in den
grau markierten Bereichen, wachsen L3R4-MCS (1), L3R5-MCS (2) und L4R5-MCS (3)
Losungen aus den reinen Strukturen der L3-SPI (1), (2) und L4-SPT (3) heraus — diese
werden (geméB der Gl. (3.2)) durch die jeweiligen dominanten (majorante und minorante
Moden (m,n) = (3,1) und (4, —1) in (1), (3,1) und (5, —1) in (2), so wie (4,1) und (5, —1
in (3), beschrieben.

Aufgrund der Abwesenheit axial symmetriebrechender Effekte (wie z.B. Durchfluss) lie-
gen links- und rechtsgewundene SPI Losungen entartet vor, d.h. L.- und R-SPI Zustédnde
mit unterschiedlicher Helizitédt, aber gleicher azimutaler Wellenzahl M, bifurkieren an ei-
ner gemeinsamen Schwelle. Dies gilt ebenso fiir die MCS Zusténde, z.B. L3R4-MCS und
deren Spiegelbild, die R3L4-MCS Losung. Im Folgenden wird deshalb immer nur eine der
spiegelsymmetrischen MCS Losungen betrachtet, und die entsprechenden SPI Typen die
die dominanten MCS Komponenten darstellen. Es sei noch erwéhnt, dass andere Losungen
mit M < 2 hier nicht von Interesse sind und deshalb in die Abbildungen auch nicht mit
aufgenommen wurden.

Offensichtlich bifurkieren MCS Strukturen vornehmlich aus der Spiral Losung mit der
groferen Amplitude (vgl. auch Abs. 6.5.3). Am Onset stimmen die Amplituden der entspre-
chenden, majoranten MCS Komponente und der entsprechenden SPI Komponente iiberein
(z.B. die (3,1) Mode in (1)), wéihrend die andere, minorante MCS Komponente dort bei
Null startet. Weiterhin scheint es keinen einfachen Zusammenhang zwischen den Positionen
von MCS und SPI Onsets zu geben (siche Abb. 6.6(a)).

Schlieflich sei noch angemerkt, dass fiir Kontrollparameter oberhalb von R; = 250,
die hier diskutierten Strukturen instabil gegeniiber weitaus komplexeren, zum Teil sogar
turbulenten, Zustédnden sind.
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Bildlegende:

Abb. 6.6: Vergleich verschiedener numerisch berechneter MCS und SPI Lésungen: (1)
L3R4-MCS (M, O) bifurkieren aus reinen L3-SPI (A, 2), (2) L3R5-MCS (M, OJ) bifurkieren
aus reinen L3-SPI (A, A) und (3) L4R5-MCS (M, OJ) bifurkieren aus reinen L4-SPI (A, /)
so wie R-SPI (v, V), als auch RIB (0, ¢). Durchgehende [gestrichelte] Linien bezeichnen
stabile [instabile] Zustéinde oder ungefihr die Bifurkationsschwellen von stabilen [instabilen]
Losungen. (a) Bifurkationsdiagramme der radialen Geschwindigkeitsamplituden |u,, ,|> und
(b) entsprechende Frequenzen |wy, | der zugehérigen dominanten Moden (siehe Gl. (3.2)) bei
R Variation entlang der, mit a bezeichneten Pfeile in (d). Diinne [dicke] Linien mit Symbolen
reprisentieren lineare [nichtlineare] Frequenzen, die mittels Shooting Verfahren [voller numeri-
scher Simulation] erhalten wurden. Im Fall der MCS Strukturen werden immer beide, sowohl
die grofite (majorante) wie auch die kleinere (minorante) Modenkomponente angegeben, wie
z.B. (3,1) und (4, —1) bei einer L3R4-MCS Struktur analog fiir die anderen MCS Ldsungen.
(c) Bifurkationsdiagramm bei Ry Variation entlang der mit 8 und 7 bezeichneten Pfeile in
(d). (d) Ry — Ry Phasendiagramm mit geschlossenen [offenen] Symbolen und durchgezogenen
[gestrichelten] approximierten Linien, die die Bifurkationsschwellen der stabilen [instabilen]
Losungen charakterisieren. Die schraffierten Bereiche in (1)-(8) beschreiben ungefihr die
Regionen stabiler MCS (maroon), stabiler R4-SPI (rot) und stabile L4-SPI (orange) Losungen.
Kontrollparameter: k = 3.927,n = 0.883.

Solch komplette MCS Losungséste, wie in Abbildung 6.6(c) zu sehen, kénnen dadurch
erhalten werden, indem man R; fixiert hilt und R, variiert, wie etwa entlang der Pfeile 3
und v im Phasendiagramm (d). So zum Beispiel bifurkiert die L3R5-MCS Losung in (c2)
fir Ry = 200, dargestellt durch die beiden Moden (3, 1) (Majorante) und (5, —1) (Minoran-
te), sekundér als instabile Losung aus der ebenfalls instabilen L3-SPI Struktur innerhalb
des grau markierten Bereiches. Dieser liegt dabei, wie bereits oben erwéhnt vollstindig
innerhalb der Region, in der beide SPI Strukturen, L3-SPI und R5-SPI, gleichzeitig exi-
stieren.

Fir einen kleineren Wert Ry = 155 etwa bifurkieren die L3R4-MCS Strukturen in
Abbildung 6.6(c1) und L4R5-MCS Zusténde in (c3) analog aus der reinen L3-SPI bzw.
L4-SPI Losung heraus. Abhéngig von den jeweils benutzten Kontrollparametern kann man
verschiedene Arten des Stabilitdtstransfers beobachten, was im Einzelnen genauer im Ab-
schnitt 6.4.3 diskutiert wird.

6.4.2 Frequenzen

In Abbildung 6.6(b) werden die Frequenzen verschiedener MCS Zustédnden mit denen li-
nearer und nichtlinearer SPI Strukturen verglichen. SPI und RIB Loésungen mit M > 3
entstehen geméfl einer priméren Hopf Bifurkation mit der gleichen endlichen Frequenz,
die nahezu linear mit R; anwéchst. Dies ist ein deutlicher Unterschied zu SPI und RIB
Zusténden bei n = 0.5 und M < 2. Bei diesen findet man eine Verminderung [ein An-
wachsen| der Frequenzen nahe [erst weiter entfernt] vom Onset (63). Dies hat zur Folge,
dass sich bei grofleren 7, wie hier gewahlt, SPI Frequenzen, linear und nichtlinear, nahezu
identisch verhalten.

MCS Strukturen sind zeitlich periodische, rotierende und fiir M; # M, auch axial pro-
pagierende Zustéande. Im hier dargestellten Parameterbereich stimmen die Frequenzen der
beiden dominanten SPI Komponenten aller MCS Strukturen sehr gut mit den Frequenzen
der entsprechenden reinen SPI Losungen iiberein. Die Anteile der nichtlinear getriebenen
Moden ist hierbei klein genug, so dass das raumzeitliche Verhalten der MCS Losungen
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hauptséichlich durch eine lineare Uberlagerung der beiden dominanten SPI Frequenzen ge-
geben ist. Dies ist ein signifikanter Unterschied zu anderen sekundér bifurkierenden Struk-
turen, mit endlichen Frequenzen, wie etwa wSPI Losungen (siehe z.B. (66; 4) oder auch
Kap. 4 und 5).

Raumzeitliches Verhalten

Wie in dem Film 4.avi (67), exemplarisch an einer L3R5-MCS Struktur zu erkennen,
so ist das raumzeitliche Verhalten durch eine axiale Propagation der Wirbel gekennzeich-
net, dessen Richtung durch die majorante SPI Komponente (hier L3) gegeben ist, und
einer entgegen dieser wandernden Modulation der Wirbel, die durch die minorante SPI
Komponente (hier R5) bestimmt wird. Der kurze Film 5.avi veranschaulicht den Ubergang
von einer L3-SPI Losung als Anfangszustand zu einer L3R5-MCS Struktur durch einen
instantanen Sprung auf die verwendeten Kontrollparameter (R; = 200, Ry = 0). Auf der
linken Seite sind Vektorplots des Geschwindigkeitsfeldes (u(r, z),w(r, z)) mit farbkodier-
ter azimutaler Vortizitat dargestellt (blau=Minimum, rot=Maximum, die dicke schwarze
Linien reprasentiert, {2, = 0, siehe auch Abb. 6.5(d)). In der Mitte ist, grau kodiert
(schwarz=Inflow, weiB=Outflow mit dicken rote Linien? u = 0), das radiale Geschwindig-
keitsfeld |u(p, z)| auf der Oberflache eines abgerollten Zylinders in Spaltmitte (r = 0.5)
dargestellt (siehe auch Abb. 6.5(c)). Die ersten 40 Frames zeigen die reine aufwérts wan-
dernde L3-SPI Losung. In den dann folgenden Frames (40 bis ca. 150) wéchst der Einfluss
des R5-SPI Anteils an der gesamten Struktur an, was sich in einem Beginn und der weite-
ren Verstiarkung der Modulation der Isolinien in den ¢ — z Plots duflert. Diese Modulation
erzeugt Vergroferungen und Abschwéichungen der In- und Outflow Amplituden bei be-
stimmten ¢ Positionen, was sich durch das Auftreten neuer, geschlossener Isolinien in den
Frames von 150 bis 270 zeigt.

Ab etwa Frame 270 liegt eine voll entwickelte, aufwérts wandernde L3R5-MCS Struktur
(majoranter L3 Anteil) mit einer abwérts wandernden Modulation (minoranter R5 Anteil)
Vor.

6.4.3 Stabilitat

Wie bereits in den letzten beiden Kapiteln 4 und 5 oder in (62; 63) beschrieben, bifurkie-
ren SPI Zustéinde mit p = +1, bei moderater Rotation des Auflenzylinders, als instabile
Losungen aus dem CCF Grundzustand heraus und werden bei hoheren R; Werten stabil.
Dies trifft auch fiir SPI und ebenfalls RIB Lésungen mit |p| > 1 zu, besonders bei den
hier untersuchten SPI Strukturen: 3-SPI, 4-SPI und 5-SPI. Innerhalb der Parameterberei-
che, in denen mindestens zwei dieser Strukturen gleichzeitig existieren und der Bedingung?
sgn(p1pe) = —1 geniigen kann die zugehorige MCS Losung sowohl als stabile, als auch als
instabile Losung aus einem, stabil oder instabilen, SPI Ast herausbifurkieren. Das Stabi-
litdtsverhalten wird in der Abbildung 6.6 mittels durchgezogene oder gestrichelte Linien
gekennzeichnet. Zwei verschiedene Szenarien wurden hierbei gefunden:

(I) Eine instabile MCS Struktur bifurkiert aus einem instabilen SPI Losungsast heraus.
Letztere Losung &ndert dabei ihre Stabilitdt nicht. Dies ist die Situation fiir die

?Diese geben einen guten Eindruck von der Position und der Verinderung der einzelnen Wirbel.

3Hierbei ist zu beachten, dass dies im Fall symmetriebrechender Effekte, wie etwa axialer Durchfluss,
der die Omnsets von links- und rechtsgewundenen SPI Strukturen unterschiedlich stark verschiebt, von
Bedeutung wird. Somit sind die Onsets der spiegelsymmetrischen Losungen identisch.
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Abbildung 6.7 — Schematische Darstellung (fiir einen méglichen Kontrollparameter des in

Abb. 6.6(d) dargestellten Bereiches, z.B. Rs) der Bifurkationsszenarien von MCS Lésungen aus reinen
SPI Losungen (I) und (ITI) und ihrer Kombinationen nahe der MCS Bifurkationsschwellen fiir pbc
Bedingungen. Durchgehende [gestrichelte] Linien représentieren stabile [instabile] Losungen.

L3R4- und die L3R5-MCS Losung in Abbildung 6.6(al) und (a2), sowie fiir die
beiden Bifurkationspunkte in (c¢1) und (c2).

(IT) Eine stabile MCS Struktur bifurkiert aus einer stabilen SPI Losung, die dann selbst
instabil wird, heraus. Dies ist der Fall fiir die L4R5-MCS Struktur in Abbildung 6.6(a3)
und fiir beide Bifurkationspunkte in (c¢3) und Abbildung 6.7.

Es wurden mehrere MCS Losungséste gefunden, die diese beiden Bifurkationstypen und
ihre drei moglichen Kombinationen, wie schematisch in Abbildung 6.7 zu sehen, aufweisen.
Wie im Folgenden Abschnitt gezeigt wird, kann eine einzelne MCS Losung ihre Stabilitét,
abhéngig der Verdanderung der Kontrollparameter, R; und Ry, &ndern.

Obwohl in den meisten Fillen zwe: unterschiedliche SPI Lésungen notwendig sind,
damit MCS Strukturen existieren, kann anscheinend nur diejenige SPI Losung, die auch
die majorante SPI Komponente in der MCS darstellt, Stabilitit mit der MCS Losung
austauschen. Mit anderen Worten: Das Stabilitdtsverhalten der SPI Losung, die die mi-
norante Spiralkomponente der MCS Struktur darstellt, hat keine Auswirkungen darauf
welches der verschiedenen Szenarien angenommen wird. Aus diesem Grund sind diese SPI
Losungsiste in Abbildung 6.7 vernachléssigt. Ebenso sei noch erwdhnt, dass die betrach-
teten RIB Losungen in dem hier untersuchten Parameterbereich immer nur als instabile
Strukturen vorliegen.

Es sei aber nochmals ausdriicklich betont, dass beide Szenarien nur die Stabilitdt in
der Umgebung des Bifurkationspunktes beschreiben und keinerlei Vorhersage beziiglich
Stabilitatseigenschaften weit(er) entfernt dieses Bereiches machen. Vielmehr wurde entfernt
von diesen Punkten ein ziemlich komplexes Stabilitédtsverhalten gefunden: So z.B. bifurkiert
die L4R5-MCS Struktur in Abbildung 6.6(c3) als eine stabile Losung aus einer L4-SPI
Struktur, die nur unterhalb des Bifurkationspunktes stabil vorliegt und oberhalb dieses
ihre Stabilitat verliert.

6.4.4 Phasendiagramm

Das Phasendiagramm der Abbildung 6.6(d) zeigt eine Ry — Ry Region, in denen es keine
Uberschneidungen der verschiedenen SPI Bifurkationsschwellen gibt. D.h. bei Betrachtung
von z.B. links nach rechts verschwinden die Strukturen gerade in der umgekehrten Reihen-
folge, wie sie zuvor aus dem CCF herausbifurkiert sind.
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Der noch interessantere Fall, einschliefSlich solcher Uberschneidungen wird in Abschnitt
6.5 diskutiert. Ohne Uberschneidungen ist garantiert, dass jeder MCS Ast in ein und der
selben SPI Losung startet und endet. Dies stellt eine Bypasslosung (5) dar. Die SPT Losun-
gen bifurkieren aus dem CCF heraus — dargestellt durch orange und rote Dreiecke, die
mittels durchgehender oder gestrichelter Linien approximiert wurden, um den Verlauf bes-
ser darzustellen. Durchgehende [gestrichelte] Linien stehen fiir Bifurkationsschwellen von
stabilen [instabilen] Zustinden?. Quadrate reprisentieren sekundir (meist instabil) bifur-
kierende MCS Losungen, die in den schraffierten Gebieten stabilisiert werden.

Das einfachste Verhalten zeigt die L3R5-MCS Struktur, die fiir das gesamte Parameter-
spektrum der Abbildung 6.6(d2) als instabile Losung aus einer, ebenfalls instabilen, reinen
L3-SPI Struktur herausbifurkiert. Im Gegensatz hierzu liegen L3R4-MCS und L4R5-MCS
Strukturen teilweise stabil vor. In (d1) entsteht die L3R4-MCS Struktur immer aus einer
instabilen L3-SPI Losung und letztere wird im schraffierten Bereich, der eine Approxima-
tion der berechneten Datenpunkte (maroone Quadrate) ist, stabilisiert. Dieser anspruchs-
volle und diffizile Mechanismus des Stabilitdtstransfers beinhaltet weitere Zustédnde und
ist Gegenstand weiterer genauerer Untersuchungen. Die L4R5-MCS Struktur in (d3) bi-
furkiert bei moderaten Ry als eine stabile und fiir groflere R, als eine instabile Losung aus
der instabilen (i) oder stabilen (ii) L4-SPI Losung. Das Zusammenfallen von stabilen L4-
SPI (orange schraffierte Region) und stabil bifurkierenden L4R5-MCS Losungen (maroon
schraffierte Region) in (d3) ist offensichtlich. Letztendlich zeigen (d1)-(d3) die Koexistenz
von 3-, 4- und 5-SPI Zustédnden und die (mindestens) vorhandene Bistabilitdt von L3R4-
und L4R5-MCS Losungen.

Anmerkung: Die Bifurkationsschwellen von z.B. L3-SPI und R5-SPI Strukturen schnei-
den sich fiir Werte Ry > 200, was zu einer Anderung in der Bifurkationsabfolge fiihrt.
In diesem Fall kann man L3R5-MCS Zusténde finden, die aus einer L3-SPI Losung her-
ausbifurkieren, und beim Verfolgen ihres Losungssastes ihre Gestalt zu einer R5L3-MCS
Struktur verdndern, um schliefilich im R5-SPI Zustand zu enden — dies wird spéter noch
ausfiihrlich in Abschnitt 6.5.1 diskutiert.

6.4.5 Eingrenzung des Parameterbereiches

n Abhingigkeit — Einfluss auf Moden und Frequenzen

Dieser kurze Abschnitt soll unter anderem dazu dienen die Probleme beim experimentellen
Nachweis der, in diesem Kapitel diskutierten, MCS Strukturen zu verdeutlichen und etwas
ndher zu erldutern. Hierbei geht es inshesondere um einen Vergleich des hier verwendeten
Radienverhéltnisses, n = 0.883, mit dem sonst in dieser Arbeit benutzten Wert n = 0.5.
In Abbildung 6.8 ist die Abhéngigkeit der dominanten Moden |u,,,| (a) des radialen
Geschwindigkeitsfeldes und ihrer zugehorigen Frequenzen |wy, | (b) von 1-SPI und 1-RIB
Losungen vom Radienverhéltnis n dargestellt. Ausgangspunkt der nun folgenden Diskussi-
on sei hierbei n = 0.883 (rechts in Abb. 6.8). Bei Verringerung von n wéchst die Amplitude
der dominanten SPI Mode (1,1) (orange) kontinuierlich an, wéhrend die Amplituden der
dominanten RIB Moden, (1,1) und (1, —1), (griin) zunéchst ebenfalls anwachsen, ihr Ma-
ximum bei 1 /& 0.6 erreichen, danach aber erneut leicht abnehmen. Anders als die Moden
zeigen die zugehorigen Frequenzen vollkommen analoges Verhalten fiir 1-SPI und 1-RIB
Strukturen; sie nehmen bei beiden Strukturen mit abnehmendem 7 (von rechts nach links)
kontinuierlich zu, wobei die SPI Frequenzen immer oberhalb der RIB Frequenzen liegen und

4Obwohl hier alle SPI Bifurkationsschwellen R- und L- symmetrieentartet sind, so werden diese hier
gemifl der majoranten und minoranten Spiralkomponente in der MCS Struktur bezeichnet.
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Abbildung 6.8 — Abhiingigkeit der dominanten Moden |u,, | (a) und ihrer zugehorigen Frequen-
zen |Wp | (b) von 1-SPT und 1-RIB Zustdnden vom Radienverhéltnis 7. Weitere Kontrollparameter:
k =3.927, Ry = 120, Ry = —100.

eine grofere Steigung besitzen. Hieraus resultierend vergroflert sich der Abstand zwischen
den Frequenzen dieser Strukturen immer weiter.

Diese starke Zunahme in den Frequenzen ist auf die, aufgrund zunehmender Verengung
des Spaltes, steigende Geschwindigkeit der Fluidzirkulation zuriickzufiithren. Diese ist auch
verantwortlich dafiir, dass sich die meisten Strukturen bei groflen 7 finden lassen, zumin-
dest sind sie dort im Allgemeinen sehr viel einfacher zu beobachten. Dies gilt insbesondere
auch fiir die hier diskutierten MCS Strukturen, da diese sehr komplexe Strukturen dar-
stellen. Insgesamt kann man festhalten: Je komplexer die Struktur, desto gréfler muss man
1 wahlen, um diese zu ’finden’, vorausgesetzt natiirlich sie existiert dort iiberhaupt. Ein
weiteres Problem in Hinblick auf MCS Strukturen im Experiment ist die hier als fixiert
und identisch angenommene axiale Wellenzahl, k£ = 3.927, der beiden Teilstrukturen im
periodischen System (siehe hierzu auch Abs. 6.6).

Wegen der eben genannten Punkte erklért sich auch die Wahl, n = 0.883, zur Diskussion
der MCS Strukturen. Bei kleinerem 7 wéren einige Untersuchungen deutlich schwieriger,
bzw. zum Teil aufgrund numerischer Probleme gar nicht moglich gewesen.

Existenzbereiche von MCS

Ein interessantes Phanomen im Bezug auf die Zusammensetzung der MCS Strukturen ist,
dass bei den hier untersuchten Parametern nicht etwa beliebige Kombinationen aus ver-
schiedenen SPI Zustdnden mit azimutalen Wellenzahlen |M| gefunden wurden. Ebenso
muss an dieser Stelle allerdings die Frage offen bleiben, ob diese Zustédnde im endlichen
System, in der hier gezeigten Konfiguration, iiberhaupt existieren. Wie etwa in der Abbil-
dung 6.9 zu sehen bifurkieren fiir R; = 130, von links nach rechts, zunéchst die 1-SPI (hier
L1-SPI) und 1-RIB Lésung und danach die 2-SPI (hier R2-SPI) und 2-RIB Lésungen, um
dann in umgekehrter Reihenfolge nacheinander wieder zu verschwinden. Allerdings zweigt
an keinem Punkt dieser Bifurkationséste eine L1IR2-MCS (oder R2L1-MCS) Losung, die

sich theoretisch durch Kombination dieser Zusténde ergeben kénnte, ab. Ahnliches Verhal-



6.5. UBERGANGE ZWISCHEN SPI MITTELS MCS 139

2 T
v—v R2-SPI
L1-SPI
1.RIB
*—¢2RIB
15 —
=
£ 1f s
=
0.5+ _|
0 n . ! ! - |
-40 -20 0 20

Abbildung 6.9 — Bifurkationsdiagramme von L1-SPI, R2-SPI, 1-RIB und 2-RIB Strukturen.
Bei den hier gewiihlten Parametern kann keine MCS Struktur (L1R2-MCS oder R2L1-MCS), die
theoretisch aus den Losungen von 1-SPI und 2-SPI Zustéinden kombinierbar wére, beobachtet werden.
Kontrollparameter: R; = 130,k = 3.927,7 = 0.883.

ten wie in diesem Beispiel zeigte sich auch bei der Betrachtung anderer Bifurkationséste
mit Kombinationen von SPI Lésungen mit |[M| = 1,2. Hierbei ist natiirlich immer vor-
ausgesetzt, dass man sich oberhalb der Bifurkationsschwellen der betrachteten Losungen
befindet. Die Tatsache, dass MCS Strukturen aus SPI Strukturen mit Kombinationen klei-
ner azimutaler Wellenzahlen M hier nicht gefunden wurden, heifit aber bei der Grofie des
zugrunde liegenden Parameterbereiches noch lange nicht, dass diese nicht doch irgend-
wo existieren konnen. In dem hier untersuchten Parameterraum konnten allerdings keine
solchen MCS Losungen gefunden werden.

6.5 Uberginge zwischen SPI verschiedener Helizitiit
mittels MCS Strukturen

In den letzten Abschnitten wurde der vermeintlich ’einfachere Fall” einer MCS Losung, die
aus dem gleichen SPI Losungsast herausbifurkiert, in dem sie auch wieder endet, ausfiihr-
lich diskutiert. Dieses Szenario stellt qualitativ eine Art Bypass (5) dar (vgl. auch Abb. 6.7).
Nun soll der "interessantere Fall’ von MCS als Ubergangslosungen zwischen zwei SPI Struk-
turen beliebiger, im Allgemeinen unterschiedlicher, azimutaler Wellenzahlen M und Heli-
zitat diskutiert werden. Wahrend des Ubergangs von einer L-SPI zu einer R-SPI Struktur
ist es an einer Stelle zwingend notwendig, dass die beiden signifikanten SPI Modenanteile
(Majorante und Minorante) in der MCS Struktur gleich grofie Amplituden besitzen, was
bedeutet, dass hier gerade eine MRIB Losung vorliegt.

Wie ein solcher Ubergang qualitativ aussieht ist in der Abbildung 6.10 schematisch
dargestellt. Wahrend der MCS Ast in der Abbildung 6.7 nur einen Bypass darstellte, so
verbindet dieser (maroone Linie) hier zwei SPI Aste (orange und rot) unterschiedlicher
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Abbildung 6.10 — Schematisches Bifurkationsdiagramm fiir einen geeigneten Parameter, z.B. Ry
fiir pbc Bedingungen. Dargestellt sind die Bifurkationséste zweier verschiedener SPI Strukturen, LA-
SPI (orange), RB-SPI (rot), wobei A#B die zugehorigen azimutalen Wellenzahlen charakterisieren,
die entsprechenden RIB Losungen, A-RIB, B-RIB (griin), und der Bifurkationsast der MCS Struktur
(LARB-MCS bzw. RBLA-MCS) abhiéingig der dominanten Modenamplitude. An dem Punkt des Bi-
furkationsastes, bei dem diese beiden Moden identisch sind, liegt eine LARB-MRIB Losung vor. Ohne
symmetriebrechende Effekte sind die Bifurkationséste von L- und R-SPI Losungen austauschbar.

Helizitdt und Wellenzahl M (in Abb. 6.10 mit A und B, wobei A # B, bezeichnet, der
Fall A = B entspriche einer CSPI Losung (113; 117)), bzw. entsprechend verschiedener
Ganghohen p. Da symmetriebrechende Effekte erneut vernachlassigt werden, sind die Bi-
furkationséste von L- und R-SPI Zustédnden austauschbar.

6.5.1 Bifurkationsverhalten beim Ubergang L-SPI~MCS«—R-SPI

Zur Diskussion des Ubergangs von L- nach R-SPI Strukturen (und umgekehrt) mittels
MCS Zustéanden soll hier fiir alle anderen stellvertretend, der Fall von L3R4-MCS, R4L3-
MCS und L3R4-MRIB die als Verbindunslésung einer L3-SPI mit einer R4-SPI Struktur
auftreten, wie in Abbildung 6.11 zu sehen, diskutiert werden.

Die Abbildung 6.11 zeigt das Bifurkationsverhalten verschiedener Strukturen, L3-SPI,
R4-SPI, 3-RIB, 4-RIB und L3R4-MCS, fiir die Kontrollparameter Ry = 370,k = 3.927,n =
0.883 fiir stark negative (a) und positive (b) R,. Bei diesem R; Wert liegt die Situation
vor, dass sich die Bifurkationsreihenfolge der 3-SPI und 4-SPI Strukturen abhéngig von Ry
in (a) und (b) unterscheiden.

Im Bereich stark negativer Ry (a) bifurkiert zunéchst die 4-SPIT gleichzeitig mit der
4-RIB Losung aus dem CCF und spéter die 3-SPI einschliefllich der 3-RIB Loésung, was
sich bei positiven Ry gerade umdreht (Abb. 6.11(b)). Dieser Wechsel in der Bifurkationsrei-
henfolge und damit ein Kreuzen der zugehorigen Bifurkationsschwellen, fiir die dominanten
Modenamplituden von L3- und R4-SPI Zusténden (hier etwa bei Ry &~ —650 in Abb. 6.11),

ist notwendig, um eine MCS Lésung zu finden, die als Ubergangsstruktur zwischen zwei un-
terschiedlichen SPI Strukturen fungiert (vgl. Abb. 6.10). Es sei aber besonders betont, dass
in der Abbildung 6.11 keine Aussage iiber die Stabilitéit der einzelnen Losungen getroffen
wird, es werden hier lediglich Existenzaussagen gemacht.

Neben der Tatsache, dass fiir die Kontrollparameter der Abbildung 6.11 die Bifurkati-
onsreihenfolge von 3-SPI und 4-SPI Zusténden in (a) und (b), fiir positive und negative
Ry, vertauscht ist, gibt es noch einen weiteren deutlich gravierenderen Unterschied, zum
zuvor beschriebenen Verhalten, der MCS Struktur als Bypasslosung. Wahrend dort die
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Abbildung 6.11 — Bifurkationsverhalten von L3R4-MCS und R4L3-MCS als Ubergangsstrukturen
zwischen zwei SPI Losungen unterschiedlicher Helizitdt, L3-SPI und R4-SPI, in Abhéngigkeit von Rs
bei gegebenen Kontrollparameter: Ry = 370,k = 3.927,n = 0.883. Dargestellt sind die dominanten
Moden des radialen Geschwindigkeitsfeldes |uy, | in der Mitte des Spaltes (r = 0.5) fiir verschiedene
Strukturen: L3-SPI (m,n) = (3,1), R4-SPI (m,n) = (4,—-1), 3-RIB (|ug1| = |us,—1|) und 4-RIB
(|ua,1| = |ua,—1]), sowie die majorante (m,n) = (3,1)[(4, —1)] und minorante (m,n) = (4,—-1)[(3,1)]
SPI Modenamplitude in der L3R4-MCS (maroon in (B)) [R4L3-MCS (violett in (A))] Struktur.
Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass in diesem Diagramm keine Aussage iiber die Stabilitat
der verschiedenen Strukturen gemacht wird. In (a) ist der Bereich stark negativer Ry dargestellt, bei
denen zunichst die 4-SPI und ’spéter’ die 3-SPI Losung aus dem CCF herausbifurkiert (von links nach
rechts), wihrend sich diese Bifurkationsreihenfolge fiir positive Ry in (b) gerade umkehrt (von rechts
nach links). Der Zwischenbereich zwischen den in (a) und (b) gezeigten Parametern ist hier nicht von
Interesse und deshalb ausgespart, zumal es dort noch zu anderen komplexeren Strukturiibergéingen
kommen kann. Auflerdem existiert fiir die in (b) gezeigten Parameter noch keine L3R4-MCS Lésung.
Diese bifurkiert erst bei Parametern in dem hier ausgesparten Zwischenbereich aus der reinen L3-SPI
Struktur heraus. Da ebenfalls keine symmetriebrechenden Effekte vorliegen, lassen sich L- und R-
Strukturen erneut vertauschen. Die Pfeile unterhalb des Bifurkationsdiagramms (a) markieren Ry
Werte, fiir die in Abbildung 6.12 Snapshots der Isovortizitétsflichen zu sehen sind. Die beiden in (a)
farblich hinterlegten Bereiche A (cyan) und B (magenta) kennzeichnen die beiden vorliegenden MCS
Typen, je nachdem welche Modenamplitude die dominante darstellt; eine R4L3-MCS Loésung in A und
eine L3R4-MCS Losung in B. Die schwarze Linie bei Ry = —666.5 zwischen diesen charakterisiert die
als Ubergangsstruktur auftretende L3R4-MRIB bzw. R4L3-MRIB Struktur.

MCS Strukturen nur oberhalb beider Bifurkationsschwellen existierten, so existieren diese
hier auch unterhalb einer der Schwellen der beiden beteiligten Strukturen, d.h. zwischen
ihnen. Es handelt sich in diesem Fall also um nichtlinear angeregte Strukturen. Konkret
bedeutet dies, dass die R4L3-MCS Losung (—840 < Ry < —666.5) in Abbildung 6.11 auch
unterhalb der Bifurkationsschwelle der reinen 3-SPI (R, &~ —755) existiert.

Startet man in Abbildung 6.11(a) bei stark negativen Ry Werten (links) und erhoht
diese, so bifurkiert zundchst primér die 4-SPI (hier R4-SPI) Struktur zusammen mit der
4-RIB Losung bei Ry ~ —850 aus dem CCF heraus. Bei weiter wachsendem R, bifurkiert
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nun sekundéar die R4L3-MCS Losung (Ry ~ —840) aus der reinen R4-SPI Struktur heraus,
wobei der (3,1) Modenanteil der L3-SPI Struktur aus der Null heraus anwéchst. Anders
als in den vorangegangenen Abschnitten befindet sich das System hier noch unterhalb der
Bifurkationsschwelle der reinen 3-SPI (hier L3-SPI) Losung. Dies bedeutet, dass es sich
hierbei nur um eine nichtlineare, unterkritische Anregung handelt. Erst bei Ry ~ —755
bifurkiert auch die 3-SPI Struktur aus dem CCF heraus. Die R4L3-MCS Losung verandert
mit weiterer Verlangsamung der Gegenrotation im Bereich (—840 < Ry < —666.5) ihr
Aussehen dahin gehend, dass sich die signifikanten MCS Moden, die majorante (4,—1)
und die minorante (3,1) Mode in ihren Amplituden immer weiter angleichen. In diesem
Bereich liegt eine als Ganzes abwérts propagierende Struktur mit azimutaler Wellenzahl
M = 4 mit einer, dieser iiberlagerten aufwérts wandernden Modulation mit M = 3, vor.
Bei Ry =~ —666.5 sind die signifikanten Moden schlieSlich gleich grof$ und es liegt im We-
sentlichen eine R4L3-MRIB, bzw. L3R4-MRIB Losung vor. Das es sich hierbei um keine
‘perfekte’ MRIB Struktur, wie sie in Abschnitt 6.3.1 theoretisch beschrieben wurden, han-
deln kann, liegt an den im Spektrum vorhandenen hoheren harmonischen und nichtlinear
angeregten Moden, deren Amplituden bei diesem Ry Wert nicht alle iibereinstimmen. Bei
weiter anwachsendem Ry hat sich nun der Charakter der MCS Struktur verdndert. Von
nun an liegt eine L3R4-MCS Struktur (d.h. Majorante (3, 1) und Minorante (4, —1) Mode)
fiir Werte, —666.5 < Rs, vor, was bedeutet, dass diese im Gegensatz zu vorher ihre Pro-
pagationsrichtung umgekehrt hat. Nun wandert die Struktur mit M = 3 nach oben und
ihre Modulation mit M = 4 nach unten (siehe auch Film 6.avi). Bei weiter wachsendem
R, bleibt der Charakter der L3R4-MCS Losung unverédndert, lediglich das Verhéltnis der
dominanten Modenamplituden verschiebt sich hin zum Anteil der L3-SPI Mode.

Das Bifurkationsdiagramm in (a) wurde (rechts) bei Ry = —500 abgeschnitten, da
es fiir weiter steigende Ry bei den hier verwendeten Kontrollparametern (insbesondere

wegen des groflen Wertes R; = 370) zu sehr vielen anderen Ubergingen und teilweise
bereits chaotischem Verhalten kommt. In Abbildung 6.11(b) ist das Bifurkationsverhalten
der gleichen Strukturen, 3-SPI, 3-RIB, 4-SPI und 4-RIB, bei positivem R zu sehen und
dient im Wesentlichen dazu die umgekehrte Bifurkationsabfolge von M = 4 und M = 3
Strukturen (hier L3-SPI und R4-SPI) im Vergleich zu stark negativen Ry (a) aufzuzeigen.
Hier bifurkieren (von rechts kommend) zunédchst die 3-SPI Struktur zusammen mit den
3-RIB Losung (R2 =~ 305.4) und erst danach die 4-SPI und 4-RIB Losung (R ~ 306.8).
Die Tatsache, dass der Bereich zwischen den beiden Bifurkationsschwellen hier sehr schmal
ist, ist auf die iibrigen Systemparameter zuriickzufiihren.

Wie bereits zuvor erwihnt wurde der Bereich —500 < Rs < 200 zwischen (a) und (b)

ausgelassen, da sich dort andere weitere komplexere Uberginge zeigten, die aber im Bezug
auf die hier diskutierten MCS Losungen nicht weiter von Interesse sind.

6.5.2 Raumzeitliches Verhalten beim transienten Ubergang
R4L3-MCS—R4L3-MRIB—L3R4-MCS

Um den Ubergang von einer R4L3-MCS zu einer R3L4-MCS Lésung in einer einzigen nu-
merischen Rechnung, ohne Verdnderung weiterer Kontrollparameter zu sehen, kann man
sich einen besonderen Effekt des Systems — die kurzzeitige Annahme transienter Zwischen-
zustdnde — zu Nutze machen (Dieses wurde dhnlich bereits in Kap. 4 beim Ubergang
zwischen TVF und SPI iiber Wavy Strukturen benutzt.).

Wie in der Abbildung 6.11 zu erkennen, liegt bei Ry = —550 eine L3R4-MCS Lésung
vor. D.h. eine MCS Struktur mit majoranter [minoranter| (3,1) [(4, —1)] Mode. Startet
man bei diesen Kontrollparametern allerdings mit 'Random Noise’, mit geniigend kleinen
Rauschamplituden und geniigend kleinen Rauschamplituden 107%, so wird zunichst eine
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(a1) (b1)

Abbildung 6.12 — (a) Snapshots der Isofliichen der azimutalen Vortizitit Q, = d,u — d,w = £90
bei drei verschiedenen Kontrollparametern Ry = 370,k = 3.927,n = 0.883 (a) Ry = —500 (L3R4-
MCS), (b) Ry = —666.5 (L3R4-MRIB=RAL3-MRIB), (c) R2 = —800 (R4L3-MCS) wihrend des
Ubergangs von L3R4-MCS—L3R4-MRIB—R4L3-MCS Strukturen (in Abb. 6.11(a) durch Pfeile mar-
kiert). Wie zuvor steht rot [blau] fiir positive [negative] Vortizitét. Um die gesamte Struktur in einem 3
dimensionalen Plot darstellen zu kénnen wurden 47 Zylinder verwendet und in axialer Richtung zwei
Wellenliingen dargestellt. Weitere Details sind auch in dem Film 6.avi zu erkennen. (b) Modenampli-
tuden |uy,,| des radialen Geschwindigkeitsfeldes u fiir azimutale und axiale Fouriermodenindizes, m
und n, in einem Ausschnitt des kompletten (m,n) Fourierraums.

transiente R4-SPI Losung mit dominanter (4, —1) Mode vom System erzeugt, die fiir ca.
eine halbe Diffusionszeit (DT) im System verbleibt. Nach 0.5 Diffusionszeiten wachsen die
Amplituden vieler weiterer Moden (z.B. (3,1),(1,2),...) an (vgl. Abb. 6.13), wihrend die
dominante Mode der 4R-SPI Struktur abnimmt. Hier kommt es zur transienten Zwischen-
struktur der R4L3-MCS Losung. Nachdem kurzzeitig bei ¢t =~ 0.8 DT die beiden signifi-
kanten Moden, (3,1) und (4,—1), in ihren Amplituden iibereinstimmen (hier liegt eine,
abgesehen von hoheren harmonischen Moden, MRIB Struktur vor) gewinnt die (3,1) Mo-
denamplitude die Oberhand und es ergibt sich eine L3R4-MCS Losung. Diese liegt jedoch
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Abbildung 6.13 — Zeitliche Entwicklung der Amplituden der dominanten Moden |y, ,,| wihrend
des transienten Ubergangs von RAL3-MCS—RA4L3-MRIB=L3R4-MRIB—L3R4-MCS Strukturen.
Kontrollparameter sind: Ry = 370, R, = —550,k = 3.927,n7 = 0.883. Als Startzustand der numeri-
schen Rechnungen wurde 'Random Noise’ 107%, angenommen. Die Pfeile an der Abszisse kennzeichnen
Snapshots zu verschiedenen Zeiten, die in Abbildung 6.14 dargestellt sind. Fiir ein besseres Verstédndnis
der, withrend dieses Ubergangs auftretenden Strukturen, siche auch den Film 4.avi.

erst nach einem "Einschwingen’ {iber ca. eine Diffusionsperiode (ab ca 1.5 DT in Abb. 6.13)
als stationére Losung vor. Zur deutlicheren Veranschaulichung dieses Ubergangs sei auf den
Film 5.avi verwiesen, der diesen Ubergang im Detail zeigt.

Zum besseren Verstiandnis der strukturellen Verdinderungen, die beim Ubergang zwi-
schen zwei SPI Strukturen unterschiedlicher Helizitét auftreten, sind in der Abbildung 6.14
verschiedene Snapshots in der (1)r—z, (2)p—z Ebene, sowie zugehorige (3) Isovortizitéts-

flichen Q, = £95 von auftretenden Strukturen wihrend des Ubergangs (Abb. 6.13) von
einer R4L3-MCS hin zu einer L3R4-MCS Lésung dargestellt. Die exakten zeitlichen Po-
sitionen der aufgenommenen Snapshots wurden in Abbildung 6.13 durch Pfeile unterhalb
der Abszisse markiert. Da es im Wesentlichen um den Wechsel in der Helizitdt aufgrund der
sich &ndernden Modenverhéltnisse geht, wurde die zunéchst auftretende transiente R4-SPI
Struktur, wie in der Abbildung 6.13 fiir 0.24 < ¢ < 0.5 zu erkennen, bei der Darstellung
weggelassen. Die besten Erkenntnisse und Aussagen gewinnt man bei Betrachtung der in
(2) dargestellten ¢ — z Plots auf einer abgerollten Zylinderoberfliche. An diesen lisst sich
die Helizitat der Gesamtstruktur sehr gut anhand der roten Null Phasenlinie, ® = 0, der
Grenze zwischen radialem In- (hell) und Outflow (dunkel), ablesen.

Die Abbildung 6.14 gibt nun fiinf zeitlich nacheinander auftretende Strukturen wéhrend
des transienten Ubergangs von R4L3-MCS—L3R4-MCS Strukturen wieder. Bei dem in (a)
dargestellten Zustand handelt es sich um eine R4L3-MCS Losung, was sich gut anhand des
durchgehenden Verlaufs der roten v = 0 Linie (von links unten nach rechts oben) in den
¢—z Plots (2) erkennen lésst. Dies bedeutet, dass die majorante (4, —1) Mode die Helizitét
der Struktur dominiert und folglich auch bestimmt, wiahrend die minorante (3,1) Mode
nur zu einer wellenférmigen (wavyartigen) Deformation der v = 0 Linie fiihrt. Die Struk-
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Abbildung 6.14 — (1) r—z (¢ = konst.), (2) ¢ —z und (3) Isovortizitétsplots Q, = +95 wihrend
des transienten Ubergangs von einer R4L3-MCS zu einer L3R4-MCS Lasung. Die zeitlichen Positionen
(a)-(e) sind in Abbildung 6.13 unter der Abszisse durch Pfeile markiert. Dargestellte Strukturen sind:

(a,b) R4L3-MCS, (c) R4L3-MRIB, (d,e) L3R4-MCS (siehe auch den Film 5.avi). Kontrollparameter:
Ry =370, Ry = —550,k = 3.927,n = 0.883.
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tur als Ganzes wandert somit abwérts (mit M = 4), wohingegen die Modulation aufwirts
propagiert (mit M = 3). Dieses Verhalten ist ebenfalls sehr gut in den blauen helikalen,
rechtsgewundenen Schliduchen der Isovortizitétsfliichen (3) zu erkennen®, die aufgrund der
minoranten Mode abwechselnd lokal zusammengeschniirt und wieder aufgeweitet sind. Die
roten Schlauchstiicke, die aus dem Anteil der L3-SPI Struktur herrithren spielen hierbei
nur eine untergeordnete Rolle. Zum spéteren Zeitpunkt (b) ist die rote Nulllinie in (2)
nicht mehr nur helikal orientiert, sondern es liegen einzelne geschlossene Kurven vor, die
aber noch eine helikale Anordnung erkennen lassen. In (3) ist hierbei nur ein leichtes an-
wachsen der roten Wirbelschlauche zu sehen. Ganz anders ist dies nun in (c), da dort die
Amplituden der beiden Moden, (3,1) und (4, —1), identisch sind. Demzufolge weisen die
geschlossenen Nulllinien in (2) keine besondere Orientierung auf und ebenso ist keinerlei
helikale Anordnung der Struktur in (3) mehr erkennbar. Hier sind die Anteile der blau-
en und roten Wirbelschlauche nahezu identisch. Im Idealfall liegt hier eine L3R4-MRIB
Struktur vor. Zum spéteren Zeitpunkt (d) ist wieder eine deutliche helikale Orientierung,
der allerdings zu diesem Zeitpunkt immer noch vorhandenen geschlossenen roten Kurven
zu erkennen. Nun aber (von links oben nach rechts unten) gerade entgegen der vorherigen
Windungsrichtung. Diese Windungen sind auch an den nun durchgehenden helikalen blau-
en Wirbelschlduchen in (3) zu erkennen, wihrend die roten Anteile nun deutlich geringer
ausfallen. Schliefllich gelangt das System in den Endzustand (e) der L3R4-MCS Struktur,
bei dem die roten Nulllinien in (2) nun durchgehend helikal von links oben nach rechts
unten verlaufen. Die Anteile der roten Wirbelschlauche, die den Anteil der R4-SPI in (3)
reprasentieren nehmen ebenfalls weiter ab.

6.5.3 L1R3-MCS gegeniiber R3L1-MCS

Fiir alle, bis zu diesem Zeitpunkt, diskutierten MCS Strukturen gilt: Die MCS Losungen
bifurkieren sekundér aus einem reinen SPI Zustand und zwar aus der Struktur, die die
grofiere dominante Modenamplitude besitzt (vgl. Abb. 6.6). Die Abbildung 6.15 zeigt nun
eine Situation bei der dies nicht mehr, bzw. nur noch eingeschrénkt gilt.

Abhéngig davon, ob man sich in der Abbildung 6.15 von links oder rechts, d.h. von
groflen Gegenrotationszahlen Ry zu kleinen oder umgekehrt bewegt, bifurkiert eine L3R1-
MCS (von rechts) oder eine R1L3-MCS Losung (von links) aus der entsprechenden reinen
Struktur einer L3-SPI bzw. einer R1-SPI heraus.

Startet man in der Abbildung 6.15 rechts bei Ry = 0 in einer reinen L3-SPI Loésung und
verringert R, so bifurkiert bei Ry ~ —24 eine L3R1-MCS Struktur aus dieser heraus, bevor
diese bei Ry ~ —278 wieder in den gleichen Losungsast hineinlduft. Sie existiert also in den
beiden schraffierten Bereichen B und C'. Dies ist die aus Abschnitt 6.4 bekannte Situation
der MCS Struktur als Bypasslosung. Ein deutlicher Unterschied dieser Losung verglichen
mit den sonstigen MCS Losungen liegt aber in der Tatsache, dass hier die Minorante durch
die hoher harmonische (2, —2) Mode gegeben ist und nicht etwa durch die (1,—1) Mode,
welche die Dominante in der R1-SPI Struktur darstellt (die (1, —1) Mode ist hier aufgrund
der deutlich geringeren Grofle gegeniiber der (2, —2) Mode in der Abb. 6.15 vernachlissigt).
Der R-SPI Anteil in der MCS Losung besitzt also gerade die doppelte Wellenzahl und
dementsprechend die halbe Wellenlénge.

Ein anderes Szenario zeigt sich, wenn man bei starker Gegenrotation des &ufleren Zylin-
ders, d.h. stark negativen Ry (in der Abb. 6.15 links) startet. Hier findet man bei anwach-
sendem Ry eine aus der reinen R1-SPI Struktur herausbifurkierende R1L3-MCS Losung
bei Ry &~ —289, die weiter in den schraffierten Bereichen A und B existiert. Bei dieser sind

®Die hier deutlich erkennbare Deformation der geschlossenen, roten u = 0 Kurven (’Spitze’ nach rechts
oben) liegt in den weiteren angeregten hoheren harmonischen Moden begriindet.
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Abbildung 6.15 — Bifurkationsszenarien fiir L3R1-MCS und R1L3-MCS Losungen. (i) Sekundire
Bifurkation einer L3R1-MCS Struktur (M) in Abhéngigkeit von Rs aus einer reinen L3-SPI Struktur
heraus (von links nach rechts und umgekehrt) und wieder zuriick in diese. Dies stellt den klassischen
Fall der in Abschnitt 6.4 diskutierten Bypasslosung dar. (ii) Sekundére Bifurkation einer R1L3-MCS
Struktur (M) aus einer reinen R1-SPI Losung heraus (nur von links nach rechts), die bei Ry ~ —148
transient in die L3R1-MCS Losung iibergeht (durch vertikale Pfeile angedeutet). Hierbei unterscheidet
sich die L3R1-MCS Losung von allen bisherigen MCS Losungen, da die minorante Mode, nicht wie
sonst die dominante Mode (1, —1) der reinen R1-SPI Struktur ist, sondern die erste hoher harmonische
Mode (2,—2). Auch in diesem Diagramm wird keine Aussage iiber die Stabilitit der verschiedenen
Strukturen gemacht. Da ebenfalls keine symmetriebrechenden Effekte vorliegen, lassen sich L- und R-
Strukturen erneut vertauschen. Die unterschiedlichen grau schraffierten Bereiche A, B und C kenn-
zeichnen Regionen, in denen die MCS Losungen, L3R1-MCS oder R1L3-MCS, existieren, je nachdem
welche Modenamplitude die dominante darstellt; in A existiert nur die R1L3-MCS Lésung, in B exi-
stieren beide Strukturen, L3R1-MCS und R1L3-MCS, und in C nur die L3R1-MCS Losung. Die roten
Pfeile an der Abszisse kennzeichnen Kontrollparameter, fiir die die strukturellen Eigenschaften der
beiden MCS Strukturen in Abbildung 6.16 genauer untersucht werden. Auch in dieser Abbildung
werden nur Existenzaussagen gemacht und nicht weiter auf die Stabilitdt der einzelnen Strukturen
eingegangen. Kontrollparameter sind: Ry = 250, k = 3.927,n7 = 0.883.

die Minorante und Majorante, wie gewohnt, die beiden Moden, die auch die dominanten
der beteiligten reinen Strukturen darstellen. Der Unterschied zu den bislang diskutierten
MCS Losung besteht nun darin, dass diese MCS Struktur eine majorante (1, —1) Mode
besitzt, obwohl die entsprechende Mode (3, 1) der reinen L3-SPI Struktur deutlich grofer
als die (1,—1) Mode der reinen R1-SPI Losung ist. Bei weiterer Verringerung von Ry be-
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wegen sich die Amplituden der minoranten und majoranten Mode aufeinander zu, bevor
die R1L3-MCS Losung bei Ry ~ —148 in einem transienten Ubergang in die L3R1-MCS

Struktur iibergeht. Warum dieser Ubergang zwischen den beiden MCS Zusténden, die im
gletchen Modenraum leben, hier stattfindet konnte bislang leider nicht geklart werden. Es
ist aber interessant, dass dieser Ubergang in der Nihe des Ry, Wertes stattfindet, bei dem
sich die dominanten Modenamplituden der reinen Strukturen, L3-SPI und R1-SPI, gerade
kreuzen, also gleich grofl sind. Da es sich hier aber um vollkommen nichtlinear getriebene
Strukturen handelt, scheint dieses Phanomen reiner Zufall zu sein.

Es bleibt also festzuhalten, dass in den beiden Regionen A und C' jeweils nur eine der
beiden MCS Strukturen, R1L3-MCS (A) oder L3R1-MCS (C'), aufgebaut aus den gleichen
Moden, existiert, wihrend in B beide parallel vorliegen.

Die Abbildung 6.16 zeigt die beiden unterschiedlichen MCS Strukturen, (a) R1L3-MCS
und (b) L3R1-MCS, fiir zwei in der Abbildung 6.15 durch Pfeile markierte Parametersétze.

Obwohl beide Strukturen im gleichen Modenunterraum ’leben’; der durch die nichtli-
neare Uberlagerung der beiden Unterrdume einer L3-SPI und einer R1-SPI Struktur, wie
in Abschnitt 6.2.2 diskutiert, entsteht, so unterscheiden sie sich jedoch topologisch deutlich
voneinander. Die in (1) gezelgte Struktur stellt eine klassische’ R1L3-MCS Losung, wie sie
bisher immer diskutiert wurde, mit majoranter (1, —1) und minoranter (3, 1) Mode dar. Im
Fall der in (2) gezeigten L3R1- MCS Losung ist die majorante Mode wie gewohnt durch die
(3,1) Mode gegeben, der Unterschied besteht hier jedoch in der minoranten Mode, die hier
nicht wie sonst iiblich durch die (1, —1) Mode, sondern durch die erste hoher harmonische
(2, —2) Mode gegeben ist. Dieser Unterschied ist ganz deutlich in den beiden Modenspek-
tren (3) zu erkennen. Im Fall der L3R1-MCS Losung (b3) verschwindet die (1, —1) Mode
sogar fast vollstdndig. Physikalisch bedeutet dies eine Halbierung der Wellenlénge A, bzw.
eine Verdopplung der Wellenzahl k. In den beiden in (1) dargestellten Isoflichen der azi-
mutalen Vortizitdat 0,u — d,w = +110 ist die 'Komplexitit’ dieser beiden MCS Strukturen
zu erkennen. Obwohl die (1, —1) Mode in (3) deutlich gegeniiber der (3,1) Mode in der
R1L3-MCS Losung (a) dominiert, so ist die Stérke der azimutalen Vortizitat bezogen auf
L und R Anteil in (1) nahezu identisch, so dass sich nur bei sehr genauer Betrachtung eine
helikale Orientierung in den blauen Wirbelschlduchen in (al) erkennen ldsst. Anders sieht
dies im Fall der L3R1-MCS Struktur (b) aus. Hier ist eine deutlich helikale Anordnung
der roten und blauen Wirbelschlduche in (b1) entsprechend dem dominanten L Anteil der
Moden (b3) zu erkennen. In den ¢ — 2z Plots in (2) sind aber beide MCS Strukturen ein-
deutig zu identifizieren. Die durchgehenden, von links unten nach rechts oben verlaufenden
(roten) u = 0 Phasenlinien in (a2) zeigen die Dominanz des R1 Anteils, wiahrend die starke
wellenformige Modulation dieser Linie den minoranten L3 Anteil an der Gesamtstruktur
wiedergibt. Analog charakterisieren die, von links oben nach rechts unten durchgehend
verlaufenden roten u = 0 Phasenlinien in (b2) den dominanten L3 Anteil, der hier durch
den minoranten R1 Anteil moduliert ist.

6.6 Vergleich mit dem Experiment und Ausblick

Alle in diesem Kapitel prisentierten Ergebnisse beruhen auf numerischen Simulationen der
vollen NSE. Im Experiment wird es, aus verschiedenen Griinden, vermutlich sehr schwierig
sein diese neuen, recht komplexen, Ubergangsstrukturen, die MCS, zu finden. Die wichtig-
sten Punkte lassen sich diesbeziiglich wie folgt zusammenfassen:

(I) Die MCS Strukturen treten nicht alleine als stabile Strukturen auf. Neben diesen exi-
stieren immer noch eine Vielzahl weitere Strukturen, wie z.B. SPI und TVF Zusténde
gleichzeitig parallel mit diesen. Insbesondere letztere diirften im Experiment aufgrund
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(al) (b1)

Abbildung 6.16 — Darstellung der Strukturen von (a) R1L3-MCS und (b) L3R1-MCS fiir Kon-
trollparameter Ro = —200 (a) Ry = —100 (b), wie sie in Abbildung 6.15 durch Pfeile markiert
sind. Dargestellt sind (1) Isoflichen der azimutalen Vortizitiat Q, = 0.u — d,w = £110, (2) ¢ — =
Plots mit grau kodiertem radialem Geschwindigkeitsfeld w in Spaltmitte (r = 0.5) (dunkel=Outflow,
hell=Inflow). Die rote Linie charakterisiert die u = 0 Phasenlinie. (3) Modenamplituden |uy, .|
des radialen Geschwindigkeitsfeldes tiber dem (m,n) Modenraum. Weitere Kontrollparameter sind:
Ry =250,k = 3.927,n = 0.883.
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von Deckeln und der dort vorhandenen Ekman Wirbel eine dominante Rolle spielen
und nur schwer zu unterdriicken sein.

(IT) Im Experiment ist es nicht so einfach, wie in der Theorie, méglich im System nur ein-
zelne Losungen zuzulassen und andere auszublenden, indem man sich auf selektierte
Modenunterrdume beschrénkt.

(ITII) Auch die hier als fixiert angenommene axiale Wellenzahl & (bzw. Wellenldnge A),
beider in der MCS Losung enthaltenen Strukturen, wird bei experimentellen Unter-
suchungen problematisch sein. Im Experiment stehen immer alle Wellenzahlen zur
Verfiigung und somit wird das System wohl vielmehr immer zwei zueinander kom-
mensurable Wellenzahlen selektieren, die zur vorgegebene Systemlinge passen (siehe
hierzu auch Abs. 6.5.3; zum Teil gilt dies bereits auch fir die Theorie).

Alles in Allem ist es also fraglich wie schnell, oder ob iiberhaupt solche MCS Losungen im
Experiment zu sehen sind — dies sollte den Experimentatoren doch als Ansporn dienen!
Auf jeden Fall lisst sich vermuten, dass es sich dann um MCS Strukturen mit unterschied-
lichen axialen Wellenzahlen, k; und k5, in den beiden Teilstrukturen handelt. Weiterhin ist
anzunehmen, dass k; und ks zueinander kommensurable Wellenzahlen sein miissen, um im
endlichen System iiberhaupt gemeinsam existieren zu koénnen.

Ebenso ist neben dem hier diskutierten Fall von MCS als Ubergangsstrukturen zwi-
schen zwei SPI Losungen unterschiedlicher Helizitdt aber auch ein Ubergang zwischen
helikal gleich orientierten Losungen denkbar. Es gibt keinen offensichtlichen Grund, der
ein Auftreten dieser verhindern sollte. Dies ist auch ein interessanter Punkt im Hinblick
auf weitere Untersuchungen, da dies zum besseren Versténdnis der Entstehung von SPI
Losungen unterschiedlicher azimutaler Wellenzahl bzw. Ganghohe, beitragen konnte.

6.7 Resumé

In diesem Kapitel wurde untersucht, wie Ubergédnge zwischen verschieden helikalen Spiral
Wirbel (SPI) Zustanden mit gleicher axialer Wellenzahl k = 3.927 durch sekundér bifur-
kierende Mixed Cross Spiral (MCS) Losungen vollzogen werden. Andererseits ist bereits
aus der Literatur bekannt, dass SPI und Ribbon (RIB) Losungen durch die ’klassischen’
Cross Spirals (CSPI) Zustidnde miteinander verbunden werden.

Zunéachst wurde hierbei der Fall diskutiert, dass eine MCS Struktur aus einem reinen
SPI Zustand herausbifurkiert und spéter auch wieder in der selben SPI Losung endet.
D.h. der Losungsast der MCS stellt eine Art Bypass dar. Neben der Existenz wurde hier
auch die Stabilitdt der verschiedenen Losungen analysiert. Weiterhin wurde auch der Fall
diskutiert, dass die MCS als echte Ubergangsstrukturen zwischen zwei reinen SPI Struktu-
ren verschiedener Helizitédt auftreten konnen. Die gleichzeitige Existenz zweier SPI Losun-
gen unterschiedlicher Helizitdt mit verschiedenen oder gleichen azimutalen Wellenzahlen
scheint hierbei nicht immer notwendig. Im Fall der MCS als Bypasslosung konnten nur
solche MCS Strukturen gefunden werden, die oberhalb der Bifurkationsschwellen beider
reinen SPI Zusténde, aus denen diese aufgebaut sind, lagen. Anders sieht dies im Fall der
MCS als Ubergangsstrukturen aus, hierbei miissen offensichtlich nicht mehr beide reinen
SPI Losungen existieren, die MCS Zustdnde konnen auch unterkritisch entstehen.

Sowohl die MCS, als auch die CSPI Strukturen kénnen als nichtlineare Uberlagerung
von zwei gegenldufig wandernden Wellen mit kontinuierlich variierenden Anteilen angese-
hen werden. Die CSPI Zustédnde bestehen dabei aus zwei spiegelsymmetrischen SPI Struk-
turen, d.h gleicher azimutaler Wellenzahl M, aber unterschiedlicher Helizitat, wihrend die
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MCS Losungen im Allgemeinen aus Anteilen aufgebaut sind, die zu SPI Strukturen mit
unterschiedlicher Wellenzahl M gehoren.

Somit stellen CSPI [RIB] Zusténde einen Spezialfall der MCS [MRIB]| Strukturen dar.
Weiterhin konnen RIB [MRIB]| Strukturen als ein Spezialfall von CSPI [MCS] Losungen mit
gleichen Amplitudenanteilen der L-SPI und R-SPI Anteile angesehen werden. Demzufolge
sind MCS Strukturen soweit bislang bekannt eine der allgemeinsten Strukturen. Sehr viele
der iibrigen bekannten Strukturen im Taylor-Couette System lassen sich als Spezialfille
dieser erklaren und charakterisieren. ~

Im Gegensatz zu den CSPI Zusténden, die eine Moglichkeit des Ubergangs von einem
SPI Losungsast zu einer RIB Losung und wieder zuriick zu der gleichen SPI Losung dar-
stellen, stellen die MCS Zustédnde einen direkten Weg eines solchen Ubergangs dar, ohne
Verwendung anderer primérer Bifurkationslosungen, wie etwa RIB oder MRIB Zusténde.
Fiir die MCS als Bypasslosung bedeutet dies das folgende Bifurkationsszenario:

CSPI
RIB <+— SPI MCS

Entsprechend besitzen die MCS als Ubergangsstrukturen die allgemeine Bifurkationsabfol-
ge:

LR-MCS RL-MCS
L-SP| <— MRIB <+— R-SPI

Bisher war es leider nicht moglich den Losungsast einer vollstandig primér bifurkierenden

MRIB Struktur zu verfolgen. Diese erscheinen beim Ubergang zwischen zwei SPI Zustdnden
unterschiedlicher Helizitdt und verschiedenen azimutalen Wellenzahlen. Aufgrund weiterer,
nichtlinear angeregter, hoher harmonischer Moden besitzt diese MRIB Losung aber niemals
die "theoretisch’ perfekte Schachbrettsymmetrie.

Die Frequenzen der MCS Strukturen werden durch den Anteil der majoranten SPI
Komponente bestimmt, wahrend der minorante, kleinere SPI Komponentenanteil zu einer
Modulation fiihrt, die gerade entgegen der Propagationsrichtung der gesamten MCS Struk-
tur wandert. Im Wesentlichen sind also die raumzeitlichen Eigenschaften von stationéren
MCS Zusténden dhnlich derer einer reinen SPI Struktur versehen mit einer mehr oder
weniger starken Modulation. Im Unterschied zu anderen modulierten Strukturen, wie z.B.

Wavy Spirals, die den Ubergang von SPI zu TVF Lésungen vollziehen und eine endliche
(0,1) Mode in ihrem Fourierspektrum besitzen, so fehlt diese im Fall der MCS Losung génz-
lich. Hier hdngen die Modulationen vielmehr von den weiteren nichtlinearen Kopplungen
der reinen SPI Komponenten ab.

Fiir die MCS als Bypasslosung wurden zwei verschiedene Bifurkationsszenarien gefun-
den: Die MCS bifurkieren als stabile [instabile] Losungen aus einem stabilen [instabilen)]
SPI Losungsast heraus. Im ersten Fall verliert die SPI Losung dabei ihre Stabilitéit. Dieses
Verhalten ist vollkommen unabhéngig vom Stabilitdtsverhalten anderer Losungen, wie z.B.
der RIB oder der SPI Strukturen, welche die majorante Komponente in der MCS Struktur
darstellt.

Fiir die MCS, die als Ubergangsstrukturen zwischen zwei reinen SPI Zusténden un-
terschiedlicher Helizitédt auftreten, zeigte sich, dass die MCS Lésungen auch unterkritisch,
d.h. unterhalb der Bifurkationsschwellen der beiden reinen SPI (zumindest unterhalb einer
dieser beiden) Zusténde existieren kénnen. Hierbei wurde nur die Existenz untersucht und
nicht weiter auf die Stabilitdt eingegangen.
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Im Allgemeinen scheint es, dass das Auftreten von MCS Losungen, z.B. als Ubergangs-
strukturen zwischen reinen SPI Zustdnden unterschiedlicher azimutaler Wellenzahlen M
unter anderem eine Konsequenz der hier angenommenen periodischen Randbedingungen
ist. Anders als im endlichen System mit festen Deckeln findet man im periodischen System
verschiedene parallel stabil existierende SPI Losungen mit unterschiedlichen Wellenzahlen
M und auch verschiedene multistabil existierende MCS Strukturen. Aufgrund der Wel-
lenzahlselektion, bzgl. der axialen Wellenzahl k, in ldngeren periodischen- und speziell im
endlichen System aufgrund der Deckel bleibt die Frage offen, ob solche Gebiete mit mul-
tistabil vorliegenden MCS Losungen dann iiberhaupt noch existieren und ob man sie dort
auch finden kann. Wenn dem so ist, so werden diese MCS Losungen aber vermutlich aus
unterschiedlichen SPI Strukturen mit im Allgemeinen verschiedenen, zueinander kommen-
surablen Wellenzahlen, k; und ks, aufgebaut sein.
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Kapitel 7

Einfiihrung Teil 11

7.1 Einleitung - Motivation

Nachdem im ersten Teil dieser Arbeit das Taylor-Couette System befiillt mit einem klas-
sischen newtonschen Fluid mit bestimmter kinematischen Viskositdat betrachtet wurde, so
werden nun, im zweiten Teil dieser Arbeit, Untersuchungen an einem komplexeren Fluid
— einem Ferrofluid — durchgefiihrt. Im Einzelnen wird eine Analyse der Auswirkungen von
verschiedenen extern angelegten Magnetfeldern auf das Stromungsverhalten von Ferroflui-
den im Taylor-Couette System und die daraus resultierenden Strukturen durchgefiihrt. Die
vollen Navier-Stokes Gleichungen werden, wie in Anhang D beschrieben, durch das numeri-
sche Verfahren G1D3, einschliellich implementierter zusétzlicher Magnetfeldterme, gelost.
Wie in Teil I werden die verschiedenen Strukturen im Hinblick auf ihre Dynamik, Symme-
trieeigenschaften, Bifurkationsverhalten und Stabilitédtseigenschaften fiir unterschiedliche
Magnetfelder — axial, transversal und gekreuzt — untersucht. Es zeigte sich, dass alle Ma-
gnetfelder, unabhéngig ihrer Orientierung, den CCF Grundzustand stabilisieren, d.h. die
Bifurkationsschwellen der verschiedenen auftretenden Strukturen zu hoheren Kontrollpa-
rametern verschieben. Weiterhin konnte festgestellt werden, dass ein Feld mit endlicher
Transversalkomponente die reinen Strukturen (siche auch Kap. 3) der Taylor Wirbel und
Spiral Wirbel zu Wavy Strukturen, Wavy Taylor Wirbel und Wavy Spiral Wirbel, modu-
liert. Anders als die klassischen Wavy Strukturen, die sekundér aus den reinen Strukturen
herausbifurkieren, entstehen diese neuen Wavy Strukturen in einer priméren Bifurkation
direkt aus dem CCF heraus. Dies ist eine neue, bislang noch nicht bekannt und beobachtete
primére Bifurkation im Taylor-Couette System. Diese Wavy Zustdnde unterscheiden sich
aber zum Teil deutlich von den klassischen Wavy Losungen. Insbesondere gilt dies fiir die
Wavy Taylor Wirbel Losungen, die durch Magnetfelder erzeugt werden, da sie phasenge-
pinnt, also fiziert und nicht rotierende, stationdre Strukturen darstellen.

7.2 Literatur

Das Interesse an grundlegender Forschung zum besseren Verstdndnis der Eigenschaften
und des Verhaltens von Ferrofluiden wéchst zunehmend an. Der Grund hierfiir liegt in
ihren zahlreichen technischen so wie medizinischen Anwendungen die fiir viele verschiede-
ne Disziplinen von Bedeutung sind. Demzufolge ist auch die Zahl der hierzu publizierten
Arbeiten, gerade in jiingerer Zeit, entsprechend grofl. Deshalb soll an dieser Stelle nur ein

kurzer Uberblick iiber einige wesentliche Publikationen, die dieser Arbeit zugrunde liegen-
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den, gegeben werden.

Als Standardwerk zur Einfiihrung in das Arbeitsgebiet der Ferrofluide kann die Ar-
beit, Ferrohydrodynamics, von Rosensweig (127) (1985) angesehen werden. Diese behandelt
ein sehr breites Spektrum, angefangen von der Herstellung von Ferrofluiden, ihren Sta-
bilitdtsanforderungen und physikalischen Eigenschaften, den Bewegungsgleichungen und
Thermodynamik bis hin zu ferrohydrodynamischen Instabilitéiten. Neben dieser Arbeit ist
ebenfalls das Werk, Magnetic Fluids, von Blums et al. (21) (1997) zu nennen, das ein dhn-
lich weites Spektrum beriicksichtigt. Einen Schwerpunkt auf die vielfdltigen technischen
Anwendungsmoglichkeiten legt die Arbeit von Berkovsky et al. (19) (1993).

Der Begriff der Ferrohydrodynamik wurde 1964 von Neuringer und Rosensweig (101) ge-
pragt. Dieser umfasst die Kontinuumsbeschreibung des Stromungsverhalten magnetischer
Fluide bei Anwesenheit magnetischer Felder. Die hier untersuchten Stromungsmuster von
Ferrofluiden in der Taylor-Couette Geometrie stellen ein solches Anwendungsbeispiel der
Ferrohydrodynamik dar.

HLEHHIEHU" FEIHH-ILI

—

Abbildung 7.1 — Schematische Darstellung eines Ferrofluids: Magnetische Kerne (groBe Kugeln,
magnetically permeable particles) mit Durchmessern in der Groflenordnung von etwa 10nm, umgeben
von Polymerhiillen (kleine Kugeln, surfactant) von etwa 2nm Dicke in einem Tréigerfluid (Hintergrund,
carrier fluid). Die Kerne besitzen ein permanentes magnetisches Moment (griine Pfeile) proportional
zu ihrem Volumen. Ohne ein extern angelegtes Magnetfeld sind diese statistisch verteilt.

Eine der faszinierendsten Eigenschaften von Ferrofluiden ist der Einfluss eines extern an-
gelegten Magnetfeldes auf den makroskopischen Fluss im System und umgekehrt (127; 19;
20; 21; 108; 84). Ein sehr bekannter Effekt dieser Interaktion ist die Abhéngigkeit der Rota-
tionsviskositit eines Ferrofluids in einem Magnetfeld, der besser als Magnetoviskoser Effekt
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(126; 98; 57; 132) bekannt ist. Insbesondere quantitative Untersuchungen dieses Magneto-
viskosen Effektes sind bei technischen Anwendungen von Interesse. Eine Moglichkeit die
Rotationsviskositéit zu quantifizieren ist die Bestimmung der kritischen Winkelgeschwindig-
keit im Taylor-Couette System (69; 6; 105; 124). Von einem mehr theoretischen Standpunkt
aus gesehen ist die Frage interessant, wie weit der Einfluss einer zusétzlich aufaddierten
Kraft, wie etwa die eines Magnetfeldes, Auswirkungen auf das Bifurkationsverhalten und
die Strukturbildung besitzt.

In der Literatur sind zahlreiche theoretische Arbeiten zu finden, die sich mit dem Ein-
fluss rotationssymmetrischer Felder, z.B. axial, azimutal oder radial, auf den Stromungs-
fluss eines Ferrofluids im Taylor-Couette System (152; 103; 139; 104; 27; 135; 136; 84)
befassen. Experimentell untersuchten Odenbach und Miiller (106) die ’Off-Equilibrium’
Magnetisierung eines Ferrofluids im Taylor-Couette System fiir ein homogen transversales
Magnetfeld.

In diesem Teil der Arbeit werden nun die Ergebnisse numerischer Simulationen fiir
verschiedene homogene Magnetfelder prisentiert. Dabei liegt der Fokus auf rein axialen

Feldern, rein transversalen Feldern und diversen Uberlagerungen dieser beiden.

Rotationsachsen
/ /—\
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Abbildung 7.2 — Schematische Darstellung zur Erklirung der Rotationsviskositéit: Lokale Un-
terschiede im Stromungsfeld fithren zur Drehung der magnetischen Partikel (blau). Diese Rotation
(schwarzer Pfeil) bleibt durch ein extern angelegtes Magnetfeld H.,; parallel zur Rotationsachse (links:
vertikal gepunktete Linie) unbeeinflusst. Liegt die Rotationsachse jedoch senkrecht zum Feld (rechts:
dicker schwarzer Punkt), so wird das magnetische Moment (roter Pfeil) aus der Feldrichtung her-
ausgedreht. Das daraus resultierende magnetische Drehmoment behindert die Drehung des Partikels
und damit auch die Stromung der Tragerfliissigkeit. Makroskopisch duflert sich dieser Effekt in einer
erhohten Viskositét.

Transversale Magnetfelder sind deshalb so Interessant, da sie die Rotationssymmetrie
brechen. Zudem besitzen diese Felder den Vorteil, dass auch im Experiment solch homoge-
ne Magnetfeldgeometrien (106) relativ einfach zu realisieren sind. Diese Tatsache erlaubt
es, die hier gefundenen theoretischen Resultate mit Experimenten zu vergleichen. Ande-
rerseits verursacht der Bruch der Rotationssymmetrie durch eine transversale Feldkompo-
nente zahlreiche neue, nichtlinear getriebene Effekte, die mit den Einfliissen axialer Felder
Verg%ich)en werden. Letztere fithren hauptséchlich zur Stabilisierung des CCF Grundzustan-
des (84).
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Weitere Untersuchungen von Altmeyer et al. (3) zeigten, dass zusétzlich zu dieser Stabi-
lisierung, eine transversale Magneteldkomponente zur "Modulation’ der reinen Strukturen
wie Taylor Wirbel (TVF) und Spiral Wirbel (SPI) fithrt und stattdessen sogenannte Wavy
Strukturen, Wavy Taylor Wirbel (wTVF) bzw. Wavy Spiral Wirbel (wSPI) entstehen, die
sich aber wesentlich von den klassischen Wavy Strukturen (56; 55; 54; 66) ohne Magnetfeld
unterscheiden. So weit bekannt, scheint dies das erste Mal zu sein, dass primér vorwérts
bifurkierende Wavy Strukturen im TCS fiir pbc Randbedingungen gefunden wurden. Au-
Berdem wurden stationére, phasengepinnte wI'VF Zustédnde ohne eine azimutale Rotation
entdeckt. Unterschiede und Ubereinstimmungen dieser durch ein Magnetfeld erzeugten Wa-
vy Strukturen mit denen ohne Magnetfeld werden anhand der Fourierspektren, wie auch
ihrer Frequenzen, veranschaulicht und diskutiert.

7.3 Gliederung und Ziele — Teil 1II —
Durchgefiihrte Untersuchungen

Nach den Untersuchungen an einem klassischen Fluid, in Teil I dieser Arbeit, wird nun,
in Teil II, ein komplexes Ferrofluid im System betrachtet. Hierbei geht es um die Aus-
wirkungen von verschiedenen extern angelegten Magnetfeldern, die daraus resultierende
Ausrichtung der Ferrofluidpartikel und deren Auswirkungen auf das Stromungsverhalten
und die entstehenden Strukturen im Bulk. Das Ferrofluid wird hierbei als einkomponenti-
ges, paramagnetisches Fluid angesehen, dessen Magnetisierung im Wesentlichen durch die
Gleichgewichtsmagnetisierung beschrieben wird. Die Kopplungen des Magnetfeldes in die
Impulsbilanz erfolgt hierbei iiber die Kelvinkraftdichte:

Teil II ist wie folgt aufgebaut:

Das Kapitel 8 dient der Bereitstellung von theoretischen Grundlagen. Hierin wird
zunéchst noch einmal kurz der Aufbau (siehe auch Kap. 1) des Systems im Hinblick auf
die hier untersuchten Magnetfelder und insbesondere deren Orientierung beschrieben. Wei-
ter folgen theoretische Untersuchungen, bei denen u.a. die Feldgleichungen, mit den in
Gegenwart eines Magnetfeldes vorhandenen zusétzlichen magnetischen Termen in den er-
weiterten Navier-Stokes Gleichungen beschrieben werden. Hierbei werden zunichst die,
durch ein extern angelegtes Magnetfeld, neu erzeugten Kopplungen in den nichtlinearen
Gleichungen diskutiert, sowie die hieraus resultierenden Strukturen kurz zusammengefasst
und insbesondere im Hinblick auf ihre topologischen Eigenschaften untersucht und im ein-
zelnen genauer klassifiziert (vgl. auch Kap. 3).

Das Kapitel 9 préasentiert dann die numerisch erhaltenen Ergebnisse fiir Ferrofluide im
Taylor-Couette System. Die verschiedenen Untersuchungen, sowohl fiir den Fall der vollen
nichtlinearen Rechnung mit axial-, transversal- und gekoppelten Felder, wie auch solche der
linearen Stabilitdtsanalyse mit axialem Feld ergaben eine Stabilisierung des CCF Grund-
zustands fiir beliebig angelegte Magnetfelder. Ein Schwerpunkt lag hierbei sowohl auf den
Bifurkationseigenschaften, der Stabilitdt und der raumzeitlichen Dynamik der induzierten
Stromungsfliisse. Hierzu wurden besonders die Unterschiede in den Stréomungsmustern mit
und ohne Magnetfeld verglichen.

Es zeigte sich, dass im Fall einer endlichen Transversalfeldkomponente keine reinen
Strukturen, weder Taylor Wirbel noch Spiral Wirbel, mehr existieren. Diese werden durch
modulierte Strukturen, Wavy Taylor Wirbel (wTVF) und Wavy Spiral Wirbel (wSPI)
ersetzt, die sich allerdings von den klassischen Wavy Strukturen, wie sie bereits in Teil I
diskutiert wurden, deutlich unterscheiden. Insbesondere die durch ein Magnetfeld erzeugten
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Wavy Taylor Wirbel weisen signifikante Unterschiede auf. Hierbei handelt es sich, anders
als bei den klassisch rotierenden Wavy Taylor Wirbeln um stationére, nicht rotierende und
phasenfixierte Strukturen.

Uberhaupt stellen diese Wavy Strukturen eine neue Art von Losungen dar, da es sich,
anders als bei den klassischen, um primér aus dem CCF herausbifurkierende Strukturen

handelt. Zuletzt wird noch kurz auf Ubergénge zwischen wTVF und wSPI Zustédnden ein-
gegangen, wie sie bereits dhnlich in Kapitel 4 und 5 im klassischen Taylor-Couette System
ausfiihrlich untersucht wurden. Dies zeigte, dass die Anderung extern angelegter Magnet-
felder qualitativ dhnliche Auswirkungen auf das System mit seinen Strukturen besitzt,
wie eine Verdnderung der inneren-, bzw. dufleren Reynoldszahl, oder auch eines extern
aufgeprigten axialen Durchflusses.



160 KAPITEL 7. EINFUHRUNG TEIL II



Kapitel 8

Theoretische Grundlagen zur
Beschreibung des
Stromungsverhaltens von
Ferrofluiden im Taylor-Couette
System

8.1 Grundlagen — System und theoretische Beschrei-
bung

In diesem Teil der Arbeit wird das Taylor-Couette System, befiillt mit einem komplexeren
Fluid untersucht. Hierzu ist der Spalt zwischen den beiden Zylindern mit einem, als in-
kompressibel und isothermal angenommenen Ferrofluid befiillt und das System als Ganzes
befindet sich in einem homogenen Magnetfeld,

H=H,e,+ H.e,, (8.1)

mit einer axialen Komponente H, und einer transversalen Komponente H,, wie in der
Abbildung 8.1 schematisch dargestellt. Alle sonstigen Systemparameter bleiben identisch
mit denen im ersten Teil dieser Arbeit.

Zur numerischen Losung wird das Feld,

u=ue, +ve, +we;, (8.2)

analog Teil I in einen radialen u, einen azimutalen v und einen axialen w Anteil zerlegt.

Im Folgenden werden nun zunéchst die theoretischen Grundlagen, wie die Magnetisie-
rungsgleichungen fiir Ferrofluide und deren Einfluss auf die Navier-Stokes Gleichungen und
die sich daraus ergebenden Modenkopplungen beschrieben. Ausgehend hiervon werden die
numerisch erhaltenen Resultate, wie z.B. das verénderte Bifurkationsverhalten, der Ein-
fluss (Verschiebung) auf die Onsets verschiedener Strukturen und die besondere Art der
hier vorliegenden Wavy Strukturen diskutiert.

161
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8.1.1 Magnetisierungsgleichungen

In der Literatur ist eine grofle Anzahl verschiedener Modelle zu finden, die die Magne-
tisierungsdynamik in Ferrofluiden zu beschreiben versuchen. Die meisten dieser Modelle
benutzen die Relaxation der Magnetisierung M hinein in die Gleichgewichtsmagnetisie-
rung,

Meq = Meq(H)H/H, (83)
oder aber die Relaxation eines effektiven Feldes
Hog = Mog(M)M/M, (8.4)

in das magnetische Feld H, beides mit einer Relaxationszeit (127; 19; 132; 97; 47; 48; 134;
133; 100). Im stationéren Fall besitzen diese Relaxationsgleichungen die allgemeine Form

(81)
(Q+ kM x H) x M = 4, (M — v, H) , (8.5)

wobei (2 = %V x u die lokale Vortizitat beschreibt. Die Koeffizienten «, v, und ~,, die sich
von Modell zu Modell unterscheiden, sind Funktionen von H, M und einigen weiteren Ma-
terialeigenschaften des Ferrofluides. Diese kénnen, abhingig des verwendeten Ferrofluids,
deutlich variieren!

Ein Modell, dass die Tatsache beschreibt, dass echte Ferrofluide einzelne Partikel mit
unterschiedlichen Gréflen enthalten, beschreibt das Ferrofluid als eine Mischung von ideal
monodispersen und paramagnetischen Fluiden (82; 80). Die hieraus resultierende (Gesamt-
) Magnetisierung ist durch M = )~ M; gegeben, wobei M, die zugehtrige Magnetisierung
des Partikels mit dem Durchmesser D; beschreibt. Fiir jede einzelne Teilmagnetisierung
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M; wird angenommen, dass sie einer einfachen Debye Relaxations Dynamik geniigt, die
durch

1
dth = x Mj — —(MJ — M?q), (86)

J

beschrieben wird. Darin stehen qu fiir die Gleichgewichts Teilmagnetisierung und 7; fiir
die effektive Relaxationszeit der verschiedenen Partikelarten.

Fiir die hier durchgefiihrten numerischen Simulationen wird eine &hnliche Betrachtung
analog dem Modell von Niklas et al. (103; 104) benutzt. Hierzu wird eine stationidre Magne-
tisierung nahe der Gleichgewichtsmagnetisierung mit kleinen Abweichungen |M —M®| und
kleinen Relaxationszeiten Qv-' <« 1 bzw. Q7; < 1 angenommen. In diesem Fall koénnen
die beiden Gleichungen (8.5) und (8.6) vereinfacht werden zu

M — M = ey x H, (8.7)
mit
_ x —
CN = %_TW’ bzw. CN = ZXJ‘T]'. (88)

J

8.1.2 Erweiterte Navier-Stokes Gleichungen

Fiir den Fall eines inkompressiblen Ferrofluids mit der kinematischen Viskositéit v lassen
sich die Kontinuititsgleichung und die Navier-Stokes Gleichungen, einschliellich der ma-
gnetischen Terme, wie folgt schreiben:

0 = V-u (8.9)
(@ +u-Viu = Vu—Vp+2M-V)H+V x (M x H). (8.10)

Die Skalierungen der Lange mit der Spaltbreite d = ry — ry, der Zeit mittels der Impuls-
diffusionszeit d*/v, der Geschwindigkeiten mit v/d und des Drucks mit pr?/d?, bleiben
hierbei unverandert zum klassischen TCS mit newtonschem Fluid aus Teils I dieser Ar-
beit. Im Fall von Ferrofluiden im Bulk kommen nun zusétzlich noch die Skalierungen des

Magnetfeldes H und der Magnetisierung M durch +/2p/puov/d (135) hinzu. Mittels der

Gleichungen (8.7) kann die Magnetisierung in den Gleichungen (8.10) eliminiert werden,
so dass gilt:

(Oy+u-V)u = V*u-— Vpy + (Vey) x (F x H)
+eny[F(V-H) —H(V-F) —H x (V x F)], (8.11)

mit F = 2 x H. Hierbei beinhaltet p,; den Druck p, wie auch alle magnetischen Terme,
die sich als Gradient schreiben lassen.

In einem ersten Losungsansatz wird angenommen, dass das interne Magnetfeld identisch
dem externen, von aulen auferlegten, Magnetfeld H = Heyt (siehe auch Gl (8.1)) ist'.
Somit kann Gl. (8.11) vereinfacht werden zu

(+u-V)u = (1+sy)Vu—Vpy —sy x V[(V x u)-syl. (8.12)

!Das dies nur in erster Niherung gilt wurde bereits in der Arbeit von Leschhorn (83) verdeutlicht.
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Abbildung 8.2 — Variation des absoluten Wertes sy (H) (vgl. Gl. (8.8),(8.13)) bei Variation eines
extern angelegten Magnetfeldes. Die verschiedenen Kurven gehoren zu den unterschiedlichen Model-
len DEBYE, POLY und S72 (84). Dargestellt sind Kurven des kommerziellen Ferrofluids APG933
(durchgezogene Linien) und eines Ferrofluids, das in zahlreichen Experimenten verwendet wird (124)
(gestrichelt).

In dieser Nédherung gehen das Magnetfeld und alle magnetischen Eigenschaften des Fer-
rofluids nur durch einen einzigen magnetischen Parameter,

SN = 5,€; + 5,€; = | /%V H, (8.13)

in die Geschwindigkeitsfelder ein. s, [s.]| stellt den transversalen [axialen| Feldparameter
dar.

In Abbildung 8.2 ist die Abhéangigkeit dieses Parameters, sy, vom angelegten Magnet-
feld, sowie der Einfluss auf das benutzte Magnetisierungsmodell dargestellt. Hierzu ist

der absolute Wert |sy(H)| berechnet fiir ein einfaches Debye Modell (v, = x, - = 771,

k= 0) (84), das polydisperse Debye Modell (8.6), und ein weiteres Modell, das von Shliomis
et al. (132) eingefithrt wurde (v, = X, 7> = 7 ', k = po/(6Prp)) gegeniiber extern ange-
legten Magnetfeldern aufgetragen — diese werden im Folgenden einfach kurz mit DEBYE,
POLY und S72 (84) bezeichnet. Weiter wurden die Materialparameter des kommerziellen
Ferrofluids APG933 und eines Ferrofluids, das in zahlreichen Experimenten Verwendung
findet (124), benutzt.

Die NSE (8.12), die durch zusétzliche Magnetfeldterme, in der hier benutzten (Niklas)
Néherung, erweitert wurden, werden mit dem numerischen Verfahren G1D3 gelost, das
ausfiihrlich, einschliefllich dieser Magnetfeldterme, in Anhang D und in (62; 64) beschrieben
wird.
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8.2 Klassifikation der untersuchten Strukturen

Im Folgenden wird ein kurzer Uberblick iiber die verschiedenen, {iberkritisch auftretenden
Zusténde gegeben, die in diesem Kapitel eingehender untersucht werden. Es werden so-
wohl toroidal geschlossene, wie auch helikale Strukturen untersucht. Reine Strukturen, wie
Taylor Wirbel (@) und Spiral Wirbel (L- und R-) (4, ¥) und weiter noch Modulationen
dieser, sogenannte Wavy Strukturen, Wavy Taylor Wirbel (l) und Wavy Spiral Wirbel (4)

werden analysiert?. Zur besseren Ubersicht werden diese nachstehend immer durch ihre zu-
gehorigen Symbole dargestellt. Die Wavy Strukturen sind topologisch identisch den reinen
Zusténden, sie unterscheiden sich aber, wie der Name bereits wiedergibt, in einer wellenar-
tigen Deformation die von zusétzlichen und neuen angeregten Moden im Fourierspektrum
herriihrt. Diese Anregung, insbesondere welche Moden im Einzelnen durch welche Felder
stimuliert werden, wird in Abschnitt 8.3 ausfiihrlich diskutiert.

s=0,5>=0 S>0,5~0 s>0,s>0

2 2 O 2
(W)TVF nlt 1 >? 1%
0 0 | 0 |
01234 01234 01234
2 O 2 f o2
W)SPI n 1{e 10 1 -
0 0 1+ 0
01234 01234 01234
m

m

Abbildung 8.3 — Schematische Darstellung der Anregung verschiedener Moden in Anwesenheit

m

unterschiedlicher, extern angelegter, Magnetfelder. Hierin repréisentiert m den zugehorigen azimutalen
und n den axialen Modenindex in der Entwicklung der Gleichung (3.2). Linke Spalte: (s, = 0,5, > 0)
Moden ohne angelegtes Feld oder in einem rein axialen Magnetfeld. Mittlere Spalte: (s > 0,5, = 0)
Rein transversales Magnetfeld; Modenanregung m = n + 2. Rechte Spalte: (s, > 0,s, > 0) Uber-
lagerung von axialem und transversalem Magnetfeld; Modenanregung m = n + 1, 2. Unterschiedlich
starke Anregungen sind durch die verschiedenen Kreise wie folgt charakterisiert: Schwarz > dunkel
grau > hell grau > weifl. Fiir weitere Details siehe Text und fiir numerische Rechnungen siehe auch
Abbildung 9.6.

Insbesondere die, durch das Magnetfeld erzeugten, wTVF Zustéinde unterscheiden sich
signifikant von den klassischen wTVF Losungen ohne ein extern angelegtes Magnetfeld,
wie sie etwa im Kapitel 4 und in der Literatur (56; 55; 54; 66) zu finden sind. Die durch
Magnetfelder hervorgerufenen wT'VF Zusténde sind nicht rotierende, stationdre Strukturen
mit einer gepinnten Phase, ganz anders als die klassischen wTVFE Strukturen, die azimutal
rotieren. Das angelegte Magnetfeld schniirt die Wirbel an konstanten, d.h. diskreten ¢
Positionen zusammen und weitet sie an anderen auf (sieche hierzu auch Abs. 9.4 und 9.5).

2Alle diese Abkiirzungen, einschlieBlich der zugehérigen Symbole sind ausfiihrlich in der Tab. 3.1 in
Kap. 3 zusammengestellt.
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8.3 Modenkopplung — angeregte Moden im Magnet-
feld

Die zusétzlichen magnetischen Terme in den erweiterten NSE (8.12) rufen eine Vielzahl
neuer Phanomene hervor. In der Tat werden insbesondere durch Magnetfelder mit ei-
ner transversalen Komponente zusétzliche Moden im Fourierspektrum angeregt. In Ab-
bildung 8.3 ist eine schematische Darstellung dieser unterschiedlichen angeregten Moden
durch verschiedene externe H Felder zu sehen.

Ein rein axiales Feld s, = 0,s, > 0 (links) regt keine weiteren zusétzlichen Moden
an. Somit enthalten TVF Losungen nur m = 0,n # 0 Moden. Ebenso enthilt eine L1-
SPI, eine linksgewundene SPI Loésung mit azimutaler Wellenzahl M = 1, nur Moden auf
der Diagonalen mit m = n. Somit dndert sich das Modenspektrum von TVF und SPI
Zustdnden qualitativ nicht, wenn ein rein axiales Feld anlegt wird. Lediglich das Verhéltnis
der angeregten Moden im Hinblick auf die zugehorige Amplitudenstérke éndert sich.

Fiir Parameter s, > 0,s, = 0 (Mitte) werden durch das Magnetfeld hohere m Moden
angeregt (siche auch Gl. (D.21)-(D.23) in Anh. D, Abs. D.2.1). Fiir wTVF Zusténde sind
dies m = £2 und bei wSPI Losungen liegen diese auf der zweiten Nebendiagonalen m =
n £ 2, so dass die entstehenden Strukturen, wTVF und wSPI, sind. Somit existieren die
reinen TVF und SPI Strukturen bei Anwesenheit eines transversalen Magnetfeldes nicht
mehr.

Wenn das angelegte Magnetfeld sowohl eine transversale als auch eine axiale Kompo-
nente besitzt, s, > 0,s, > 0 (rechts), so erscheinen zusétzlich zum Fall s, = 0,s, > 0
auch noch m = 41 Moden in den Fourierspektren der wI'VF Losungen. Ebenso sind in
den wSPI Strukturen zusétzliche Moden auf der ersten Nebendiagonalen m = n £ 1, wie
in der rechten Spalte in Abbildung 8.3 zu sehen, angeregt. Die Stérke der magnetisch an-
geregten Moden ist von dem angelegten Magnetfeld abhéngig. Diese sind im Einzelnen in
der Abbildung 8.3 durch unterschiedliche Kreise (zur Erkldrung siche Bildunterschrift) ge-
kennzeichnet. Weiterhin konnen die zusétzlich angeregten Moden auch andere nichtlineare
Modenkopplungen hervorrufen. Somit wird das gesamte Modenspektrum sehr komplex.
Fiir konkrete numerische Rechnungen siehe z.B. Abbildung 9.6. Das Bifurkationsverhal-
ten und die verschiedenen Strukturen dieser Losungen werden im Folgenden im Einzelnen
genauer diskutiert.

8.4 Resumé

In diesem Kapitel wurden die Grundlagen zur Beschreibung des Stromungsverhaltens ei-
nes Ferrofluids im Taylor-Couette System bereitgestellt. Es wurden die, zur numerischen
Simulation notwendigen, Magnetisierungsgleichungen eingefiihrt und die somit erweiterten
Navier-Stokes Gleichungen vorgestellt. Hierbei wurde ein Ansatz analog dem Modell von
Niklas et al. (103; 104) benutzt, bei dem eine stationdre Magnetisierung nahe der Gleich-
gewichtsmagnetisierung, bei geniigend kleinen Relaxationszeiten, angenommen wird.
Abhéngig von der Orientierung des angelegten Feldes, ist die raumzeitliche Struktur
der TVF und SPI Zustdnde im Allgemeinen verdndert, da zusétzliche Moden, die sich
aus der axialen und azimutalen Fourierzerlegung ergeben, mit endlichen Amplituden exi-
stieren. Im Fall eines rein axialen Magnetfeldes werden die Wirbel Strukturen der TVF
und SPI Losungen, wie auch ihre Modenspektren, nicht verdndert. Besitzt das angelegte
Magnetfeld allerdings eine endliche Transversalkomponente, so werden zusétzliche Moden
angeregt und die reinen Strukturen existieren nicht mehr ldanger. Diese werden durch Wa-
vy Strukturen, Wavy Taylor Wirbel und Wavy Spiral Wirbel, ersetzt, die sich aber von
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den klassischen Wavy Strukturen unterscheiden. Die verschiedenen, durch Magnetfelder
modifizierten, Strukturen wurden im Einzelnen ndher untersucht und klassifiziert.
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Kapitel 9

Auftretende Stromungsmuster von
Ferrofluiden im Taylor-Couette
System bei extern angelegten
homogenen Magnetfeldern

Nachdem im vorangegangenen Kapitel 8 die theoretischen Grundlagen, wie etwa die Ma-
gnetisierungsgleichungen, vorgestellt wurden, so sollen in diesem Kapitel nun die Ergebnisse
der numerischen Simulationen diskutiert werden. Der Schwerpunkt liegt hierbei auf dem
Bifurkationsverhalten der Strukturen fiir unterschiedliche, extern angelegte, Magnetfelder
und insbesondere dem Einsatzpunkt, dem Onset dieser Bifurkationen. Weiterhin wird noch
die Auswirkung verschiedener Magnetfelder auf die raumzeitlichen Strémungsmuster und
deren Topologie untersucht.

9.1 Bifurkationsverhalten

Wie bereits zuvor erwihnt wurde, so werden die Onsets, die Einsatzpunkte der verschiede-
nen Wirbelstrukturen, gleichgiiltig ob es sich hierbei um toroidal geschlossene oder helikal
offene Strukturen handelt, durch alle, hier diskutierten, extern angelegten Magnetfelder
nach oben verschoben und somit der CCF Grundzustand stabilisiert. Aber zunéchst soll
ein Blick auf das Bifurkationsverhalten der verschiedenen Strukturen, mit den, aufgrund
der unterschiedlich orientierten Magnetfelder, zusétzlich angeregten Moden, wie in Ab-
schnitt 8.3 erklirt, geworfen werden.

In der Abbildung 9.1 sind die verschiedenen vorwiérts bifurkierenden Aste der TVF
und wTVF Losung, bei unterschiedlich angelegten H Feldern zu sehen. Ebenso zeigt Ab-
bildung 9.2 die analogen Bifurkationsdiagramme fiir SPI und wSPI Losungen. Zum besse-
ren Vergleich der einzelnen Bifurkationsaste wird hier als Kontrollparameter der relative
Abstand,

Ry

© Rygif(se,s.)

in R, zur Bifurkationsschwelle Ry j;¢(Ss, s.) der Strukturen mit dem zugehorigen Magnet-
feld (s,,s,) gewahlt.

1 —1, (9.1)

169
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Um die einzelnen Strukturen zu charakterisieren wird als erstes die dominante, dies ent-
spricht der Mode mit der grofiten Amplitude, wie auch die erste hoher harmonische Mode
der zugehorigen Struktur benutzt. So z.B. die (0,1) und (0,2) Moden beim TVF Zustand.
Zusétzlich wird zum Vergleich ebenfalls die grofite, durch das Feld angeregte Mode (vgl.
Abb. 8.3) der Wavy Struktur (siche Abb. 8.3), mit aufgenommen (z.B. fiir TVF Zusténde
die (2,1) Mode). Die Symbole in den Abbildungen 9.1 und 9.2, wie auch in allen weiteren
Abbildungen sind nur zur besseren Verdeutlichung der einzelnen Strukturen eingetragen.
Die zugehorigen numerischen Simulationen sind fiir sehr viel mehr Parameterwerte durch-
gefiithrt worden, als nur fiir die, in den Abbildungen, eingetragenen Symbole. Diese dienen
nur der besseren Sichtbarmachung der verschiedenen Linien bzw. Strukturen.
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Abbildung 9.1 - Bifurkationdiagramme fiir TVF (@) (a,b) und wTVF (H) (c,d) Losungen in
unterschiedlichen Magnetfeldern: (a) s, =0 =s,, (b) s, = 0,5, = 0.6, (¢) s, =0.6,5, =0, (d) s, =
0.6, s, = 0.6. Dargestellt sind die Amplituden der Moden |u,, | des radialen Geschwindigkeitsfeldes
in Spaltmitte (r = 0.5), aufgetragen gegen den relativen Abstand p (vgl. Gl. (9.1)) vom Onset der
zugehorigen Wirbelstruktur. Weitere Parameter sind n = 0.5, £k = 3.927, R, = 0. Im Fall einer
endlichen Transversalfeldkomponente des angelegten Magnetfeldes in (c¢) und (d) werden zusitzliche
neue Moden, wie in Abbildung 8.3 schematisch dargestellt, angeregt. Die Symbole in dieser Abbildung
und in Abbildung 9.2, wie auch allen weiteren Abbildungen sind nur zur besseren Verdeutlichung der
einzelnen Strukturen eingetragen. Die zugehorigen numerischen Simulationen sind fiir sehr viel mehr
Parameter durchgefiihrt worden.
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9.1.1 Axiales Feld

Ein rein axial orientiertes H Feld (s, = 0,s, # 0) hat keine qualitativen Auswirkungen
auf die Topologie der Strukturen von TVF und SPI (siehe auch Abb. 9.6). Beide Wirbel-
strukturen bleiben unverandert gegeniiber denjenigen ohne Magnetfeld, da keine weiteren
Moden durch ein rein axiales Feld angeregt werden, entsprechend der ersten Spalte in
Abbildung 8.3. Der einzige, aber dennoch sehr wichtige Effekt ist die Verschiebung der On-
sets zu hoheren R; Werten (84), also eine Stabilisierung des CCF Grundzustands. So ist
beispielsweise der Onset der Bifurkationsschwellen von TVF Struktur um ca. 24% fiir die
Parameter der Abbildung 9.1(b) nach oben verschoben und die SPI Bifurkationsschwelle
verschiebt sich in Ry um ca. 15% fiir die Parameter der Abbildung 9.2(b) (siehe hierzu
auch Abs. 9.3.2). Ebenso wachsen die Frequenzen der SPI in einem axialen Feld an, was
in Abschnitt 9.6 noch genauer untersucht wird.

9.1.2 Transversales Feld

Auf der anderen Seite hat ein H Feld mit endlicher Transversalkomponente einen signifi-
kanten Einfluss auf TVF und SPI Strukturen. Ein solches Magnetfeld verschiebt nicht nur
deren Onsets, wie dies auch in einem axialen Feld geschieht, sondern noch bedeutsamer, es
verdndert die Strukturen selbst. Im Fall von TVF Zustédnden fiihrt ein transversales Feld
zur Anregung von azimutalen Modenindizes m = 42, wie im unteren, mittleren Teil der
Abbildung 8.3 zu sehen ist. Die Verdnderung der Mode |ug | mit dem relativen Kontroll-
parameter 4 ist in der Abbildung 9.1(c) mit aufgenommen. Im Fall einer ’echten’ L1-SPI
Losungen generiert das transversale Feld zusétzliche Moden mit den Indizes m = n £ 2,
wie z.B. im untern mittleren Teil der Abbildung 8.3 dargestellt. Die Moden |us ;| sind in
der Abbildung 9.2(c) zu sehen. Hierbei sei darauf hingewiesen, dass auch die (1, —1) Mode
endlich existiert, was einer ’kleinen” Beimischung eines R1-SPI Anteils entspricht.

Somit existieren in Magnetfeldern, die eine endliche Transversalkomponente besitzen,
die reinen TVF und SPI Strukturen nicht mehr. Diese, unter pbc Bedingungen, primér
bifurkierenden Losungen, wTVF und wSPI, haben aber nichts mit den in Kapitel 5, unter
rbe Bedingungen, diskutierten Strukturen, wTVF und wSPI, gemeinsam. Dort war die
Ursache der wavyartigen Modulation eine permanente M = 0 Modenkunde aufgrund der
Ekman Wirbel, wéhrend hier ein externes Magnetfeld diese modulierten Strukturen er-
zeugt. Stattdessen bifurkieren Wavy Wirbel hier als primére Strukturen vorwérts aus dem
CCF Grundzustand heraus; ndmlich Wavy Taylor Wirbel Zustdnde in Abbildung 9.1(c)
und (d) oder Wavy Spiral Wirbel Zusténde in Abbildung 9.2(c) und (d).

Die stabilisierende Wirkung auf den CCF Zustand ist hierbei bei einem transversalen
Magnetfeld etwas geringer als bei einem axialen Magnetfeld mit gleicher Stérke. Die Ver-
schiebung der Onsets nach oben von wI'VF [wSPI] Zustédnden im Transversalfeld ist mit
ca. 21% [13%)] kleiner, als die entsprechende Verschiebung der Bifurkationsschwellen von

TVF [SPI] Strukturen im Axialfeld.

9.1.3 Uberlagerte und kombinierte Felder - schriges Feld

Im Vergleich mit den Féllen rein axialer (s, = 0,s, # 0) oder rein transversaler (s, #
0,s, = 0) Felder wird der Onset von wTVF und wSPI Losungen in einem H Feld, das
schrig zu den Zylindern orientiert ist (s, # 0 # s,) zu noch groferen R; Werten verschoben.
Weiterhin werden durch solch eine Uberlagerung von axialem und transversalem Feld auch
noch zusétzliche Moden mit héheren Modenindizes und weitere Kombinationen, wie in der
Abbildung 8.3 gesehen, angeregt.
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Abbildung 9.2 - Bifurkationdiagramme fiir SPI (A) (a,b) und wSPI (¢) (c,d) Losungen in
unterschiedlichen Magnetfeldern: (a) s, = 0 = s,, (b) s = 0,s, = 0.6, (¢) s, = 0.6,s, = 0,
(d) sy = 0.6,s, = 0.6. Dargestellt sind die Amplituden der dominanten Moden |u, | des radialen
Geschwindigkeitsfeldes in Spaltmitte (r = 0.5), aufgetragen gegen den relativen Abstand p (vgl.
Gl. (9.1)) vom Omnset der zugehorigen Wirbelstruktur. Weitere Parameter sind n = 0.5, & = 3.927,
Ry = —150. Im Fall einer endlichen Transversalfeldkomponente in (c¢) und (d) werden zusitzliche
neue Moden, wie in Abbildung 8.3 schematisch skizziert, angeregt.

Vergleicht man die Verdnderung |u, ;| der Modenamplituden fir m € {0,1} beim
gleichen relativen Abstand p (vgl. Gl. (9.1)) vom zugehorigen Onset der unterschiedlich
orientierten H Felder der Abbildung 9.1, so findet man den folgenden Zusammenhang fiir
die toroidal geschlossenen TVF und wTVF Lésungen:

|um,1<8w =Cc= Sz)| > Ium,l(sx =¢85, = 0)| 2 |um,1(3x = 07 S, = C>| > |um,1<8w =0= Sz)’

mit ¢ = konst. € [0, 1].

Zusammenfassend kann man zu den wichtigsten Resultaten der Bifurkationsdiagramme
in den Abbildungen 9.1 und 9.2 sagen: Im Fall einer endlichen Transversalfeldkomponente,
sy # 0, (c),(d), existieren keine reinen TVF und SPI Losungen mehr. Sowohl (w)TVF,
als auch (w)SPI Strukturen bifurkieren in Magnetfeldern in einer klassischen Wurzelbifur-
kation in den fithrenden (dominanten) Amplituden. Die Steigung ihrer Quadrate ist dabei
linear bzgl. Ry und wachst ebenfalls mit Zunahme der Stédrke des angelegten Magnetfeldes
(vgl. auch Abb. 9.3) an.
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Abbildung 9.3 — Darstellung der quadratischen Modenamplituden |u0,1|2 des radialen Geschwin-
digkeitsfeldes des TVF Zustands in Spaltmitte (r = 0.5) gegen den relativen Abstand p, der Reynolds-
zahl Ry, vom zugehorigen Onset in den verschiedenen axialen Magnetfeldern 0 < s, < 0.5, As, = 0.1.
Der Bildausschnitt (rechts unten) zeigt die Steigungen § der Amplitudenquadrate |u071|2 gegen s.
Weitere Kontrollparameters sind: Ry = —50, k = 3.1415,n = 0.5. SPI Losungen zeigen qualitativ
vollkommen identisches Verhalten wie die hier dargestellten TVF Losungen.

9.1.4 Steigungen der TVF Bifurkationsiste in axialen Feldern

In diesem Abschnitt wird das Phédnomen der anwachsenden Steigungen (vgl. auch Abb. 9.1
und 9.2) in den dominanten Moden mit zunehmendem Magnetfeld, im Detail fiir ein axia-
les H Feld diskutiert. In Abbildung 9.3 ist dieser Effekt fiir Parameter, 0 < s, < 0.5,
fiir Quadrate der Amplituden |ug;|* der dominanten Mode des TVF Zustands fiir £ =
3.1415, Ry = —50 aufgetragen. Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass
bei dieser Feldkonfiguration (rein axial) der reine Zustand, hier TVF, unverdndert bleibt.
Gleiches gilt natiirlich auch fiir den SPI Zustand). Um einen besseren Vergleich zu haben
ist die Amplitude |ug ;|? gegen den relativen Abstand p der Reynoldszahl R; des Onsets mit
dem zugehorigen Feld aufgetragen. Ein Anwachsen des Feldparameters s, ruft ebenfalls ein
Anwachsen der Steigungen § = 9|ug ;%|/dp hervor. Diese verschiedenen Steigungen sind in
dem Bildausschnitt der Abbildung 9.3 gegen s, dargestellt. Wie zu erkennen, wachsen die
Steigungen im Wesentlichen linear mit dem Feldparameter s,. Die Zunahme der Steigun-
gen der dominanten Moden im Fall von SPI Losungen (1, +1) ist vollkommen analog der in
Abbildung 9.3 gezeigten Situation fiir TVF Losungen. Dieses Phdnomen, des Anwachsens
der Steigungen J, ist ebenfalls bereits in Experimenten beobachtet worden (107).

9.1.5 Bifurkationsiste im transversalen Feld

Nachdem im letzten Abschnitt nur rein axiale H Felder betrachtet wurden, sollen nun
die Auswirkungen transversaler Magnetfelder auf die Bifurkationséste der verschiedenen
Strukturen im Detail untersucht werden. Zu diesem Zweck sind in der Abbildung 9.4 die
reduzierten Moden [, 1 (S () /tm1(s: = 0; )| gegen den Kontrollparameter s2 bei jeweils
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Abbildung 9.4 — Einfluss eines transversalen Feldes (s, # 0,2z, = 0) auf das nichtlineare Bifur-
kationsverhalten von wTVF und wSPI Lésungen. In (a)-(d) sind die reduzierten Modenamplituden
[t 1 (825 1) /um1(sz = 0; )| gegen den Kontrollparameter s2 fiir verschiedene iiberkritische Werte
@ =0.025, 0.05, 0.075, 0.1 und Ry, wie indiziert, aufgetragen. (B, m = 0) charakterisieren wTVF
Zustande und entsprechend (4, m = 1) wSPI Strukturen. Weitere Parameter sind & = 3.1415 und
7 =0.5. In (e) sind die Steigungen Sm der Kurven (a)-(d) gemeinsam gegen Ry aufgetragen.
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gleichem iiberkritischem Wert p aufgetragen. Hierbei sind in (a) und (b) wTVF (m = 0)
Zusténde zu sehen, wahrend (c¢) und (d) wSPI (m = 1) Strukturen zeigen. Sowohl fiir die
wTVF als auch die wSPI Losungen und fiir alle 4 Werte zwischen 0.025 und 0.1, wie in
Abbildung 9.4 zu sehen, zeigen diese Verhéltnisse anndhernd das gleiche Verhalten. Weiter-

hin wachsen diese praktisch alle linear in s2. Die Steigungen d,, = 0|t 1(Sz; 1) /Um 1 (82 =
0; i)|/0s% der Kurven in (a-d) sind in (e) gegen den entsprechenden Wert Ry aufgetragen.
Hierbei verkleinern sich die Steigungen ¢,, mit zunehmend negativeren R, Werten.

Die Tatsache, dass d,,—9 > d,,—1 gilt, impliziert, dass die reduzierten wTVF Amplituden
starker im transversalen Feld anwachsen, als die der wSPI Struktur. In diesem Sinne ist
der Einfluss eines transversalen H Feldes auf das nichtlineare Bifurkationsverhalten von
wTVF Zustianden stérker als bei wSPI Strukturen. Andererseits werden die linearen Bifur-
kationsschwellen von helikalen wSPI Losungen stéarker durch ein transversales Magnetfeld
verschoben, als diejenigen von toroidal geschlossenen wTVFE Losungen. (Siehe hierzu auch

die Abs. 9.3.1 und 9.3.2.)

(a) (b)
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Abbildung 9.5 — Darstellung der Verdnderung der Modenzusammensetzung einer (w)SPI Losung
bei Variation des transversalen Feldparameters s, (s, = 0). Wie in Abschnitt 8.3 gesehen fiihrt s, # 0
zur Anregung weiterer Moden im Fourierspektrum der Wirbelstrukturen, so dass keine reinen Struk-
turen mehr existieren. (a) Differenz w1 1(s; = 0) —u1,1(s;) der Amplituden der dominanten (gréBten)
Mode, (1,1), der wSPI Losung bei verschiedenen iiberkritischen Werten p in Abhiingigkeit von s,.
(b) Verhéltnis der Amplituden t,, ,,/u1,1 einiger durch s, zuséitzlich angeregter Moden, bezogen auf
die Amplitude der dominanten wSPI Mode (1,1). Kontrollparameter: k = 3.927, R, = 0,7 = 0.5

Weitere Untersuchungen der TVF Bifurkationsdste im transversalen Feld ergaben ein
qualitativ identisches Verhalten zu diesem in axialen Feldern gefundenen Losungszusténden.
Die Steigungen der Modenamplituden |ug;|?> wachsen ebenfalls linear mit Variation des
Kontrollparameters, s,, vollkommen analog der Situation bei Verdnderung des Parame-
ters, s,, in Abbildung 9.3.
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9.1.6 Modenzusammensetzung von (w)SPI im transversalen Feld

Bislang wurde immer die Bifurkation der verschiedenen Strukturen, bei fest vorgegebenem
Feldparameter s, bzw. s,, in Abhéngigkeit der inneren Reynoldszahl R; (bzw. der relativen
Absténde zu den Onsets p) untersucht. Um einen besseren Eindruck, der durch transver-
sales H Feld zusétzlich angeregten Moden und deren Auswirkungen auf die Topologie der
gesamten Struktur zu bekommen, wird an dieser Stelle eine wSPI Struktur bei fixiertem
R; und Variation von s, genauer untersucht.

In Abbildung 9.5 sind die Verdnderungen der dominanten Modenamplituden, (1, 1),
fur die Differenz wuy1(s; = 0) — uy1(s;) (a) einer wSPI Losung fiir verschiedene iiberkri-
tische Werte pu = 0.0025,0.05,0.075, 0.1 dargestellt. Analog sind die relativen Verhéltnisse
Um.n/ui1 (b) einiger zusitzlich angeregten Moden' bei Variation von s, aufgetragen. Das
Verhalten bei wachsendem s, (a) ist bei allen Werten u qualitativ identisch. Mit grofieren
Werten s, wird die Differenz A(s,) := uy1(s, = 0) — u11(s,) (a) ebenfalls grofier, was in
Einklang mit der Stabilisierung des CCF Grundzustands — dem Verschieben der Bifurkati-
onsschwellen der Wirbelstrukturen zu gréfferen Ry Werten — steht. Dies spiegelt sich auch
in dem stirkeren Abfallen der Kurven mit Zunahme von s,, fiir groffere p Werte wieder.
Es gilt: A(s, =0.025) > A(0.05) > A(0.075) > A(0.1).

Interessanter noch als die Differenzen der dominanten Modenamplituden ist aber das
Verhiltnis eben dieser dominanten Modenamplitude bzgl. der weiteren im Spektrum ange-
regten Moden. In (b) ist dieses Verhéltnis u,, ,/ui 1 fiir verschiedene ausgewihlte Moden
des Fourierspektrums dargestellt. Insbesondere wird hierbei mit der (3,1) Mode auf die
Kopplung der m = n 4+ 2 Moden (vgl. Abs. 8.3, Abb. 8.3) fiir s, # 0 eingegangen. Allge-
mein lasst sich erkennen, dass die Anteile der, durch das Magnetfeld, angeregten Moden,
mit wachsendem s, zunehmend grofler werden. Alle dargestellten Kurven wachsen natiirlich
bei s, = 0 aus der Null heraus, da dort nur die reine SPI Struktur vorliegt und die sonstigen
Moden |y, 5|, die nicht zu diesem Unterraum gehoren, alle identisch Null sind. Wihrend bei
Magnetfeldern mit s, < 0.5 die (3,1) Mode (b) der zweiten Nebendiagonalen in der wSPI
Losung neben der dominanten (1,1) Mode die bestimmende Mode bleibt, so &ndert sich
dies fiir Feldparameter s, > 0,5. Fiir solche Felder ist der wSPI Anteil der, entsprechend
anders orientierten, wSPI Losung (hier R-wSPI mit (1, —1) Mode) die néchste dominante
Mode, wie in Abbildung 9.5(b) zu sehen.

9.2 Wirbelstrukturen und Modenzusammensetzungen

Nachdem im Abschnitt 9.1 die Auswirkungen verschieden orientierter Magnetfelder auf das
Bifurkationsverhalten von TVF und SPI Losungen untersucht wurden, so werden nun die
strukturellen Verédnderungen der Wirbelstrukturen und die diese begleitenden Anderungen
in der Modenzusammensetzung diskutiert. Somit werden im nun Folgenden die Strukturen
zu den Bifurkationen von TVF und wTVF Losungen, wie in Abbildung 9.1 gezeigt, bei
unterschiedlich orientierten Feldern genauer diskutiert. Analog werden natiirlich ebenso die
Auswirkungen auf SPI und wSPI Losungen, der Abbildung 9.2 untersucht.

In der Abbildung 9.6 werden die verschiedenen Wirbelstrukturen mit den Buchstaben
(a)-(d) identifiziert, entsprechend der unterschiedlichen H Felder der Abbildungen 9.1
und 9.2. Somit zeigen (1a) und (3a) in Abbildung 9.6 reine TVF und SPI Losungen ohne
extern angelegtes Feld, wéhrend (1b) und (3b) die gleichen reinen Strukturen in einem
rein azialen Feld zeigen. In (1c) und (3c) sind nun wTVF und wSPI Losungen in einem

!Dies sind gerade die entsprechend der Modenkopplungen in den Gleichungen (vgl. Abs. 8.3) zusitzlich
dominant mit angeregten Moden.
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(1a) (1b) (3a) (3b

Abbildung 9.6 — Einfluss von verschieden orientierten Magnetfeldern auf die unterschiedlichen
Wirbelstrukturen (1, 3) und auf das Modenspektrum (2, 4). In (1, 3) sind Isoflichen der azimutalen
Vortizitét Q, = 0,u — d,w fir Werte 90 (1) und £70 (3) gezeigt. Zur besseren Sichtbarkeit sind die
3D Strukturen in einem 47 Zylinder mit einer axialen Ausdehnung von einer Wellenlénge dargestellt.
Rot [griin] représentiert positive [negative] Vortizitét. In (2, 4) sind die Modenamplituden |y, .| des
radialen Geschwindigkeitsfeldes in Spaltmitte (r = 0.5) der zugehdrenden Strukturen in (1, 3) iiber
der m —n Ebene dargestellt. Das magnetische Feld in (a) ist Null (klassischer Fall). In (b) ist es rein
axial orientiert (s, = 0,s, = 0.6), rein transversal in (c) (s, = 0.6,s, = 0) und schrig (axial und
transversal iiberlagert) in (d) (s, = 0.6 = s.). Somit sind in (a, b) in (1, 2) reine TVF Strukturen
zu sehen und (c, d) in (1, 2) zeigen wTVF Losungen, wihrend (a, b) in (3, 4) reine SPI Zusténde,
und (c, d) in (3, 4) entsprechend wSPI Losungen zeigen. Die Wirbelstrukturen und die magnetischen
Feldparameter in (a) - (d) entsprechen denen der Abbildungen 9.1 und 9.2. Kontrollparameter sind
R; =150, Ry = 0in (1, 2) und R; = 160, Ry = —150 in (3, 4) und weiter noch k = 3.927, = 0.5. Die
Entstehung eines wTVF Zustands aus einem reinen TVF Zustands durch Einschalten und Verstérkung
eines transversalen Magnetfeldes sowie eines axial und transversal {iberlagerten Magnetfeldes ist in
den beiden Filmen 7.avi und 8.avi zu sehen.
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rein transversalen Feld dargestellt und schlieflich sind &hnliche Strukturen in (1d) und
(3d) in einem schrégen, axial- und transversal iiberlagertem Feld zu sehen.

9.2.1 Axiales Feld

Ein rein axiales Magnetfeld (b) &ndert weder die rdumliche Struktur von TVFE und SPI,
noch das Modenspektrum im (m, n) Modenraum (vgl. auch Abb. 9.6(a) und (b)). Der TVF
Zustand besteht immer noch aus toroidal geschlossenen, rotationssymmetrischen Wirbel-
schlduchen, mit einem Modenspektrum, das ausschlieSlich aus m = 0 Moden besteht.
Auch die helikal orientierten, offenen Wirbelschlduche der (hier) linksgewundenen Spiralen
(L-SPI), wie in Abbildung 9.6(3a) zu sehen, werden durch ein rein axiales H Feld nicht
verdandert. Dies gilt natiirlich auch fiir die spiegelsymmetrischen Zusténde rechtsgewun-
dener Spiralen (R-SPI). Die Frequenzen von L- und R-SPI Lésungen sind identisch und
dies bleibt auch im Fall eines axialen Magnetfeldes so. Somit bricht ein rein axiales Feld
die kontinuierliche Symmetrie f(r, , z,t) = f(r, ¢) des SPI Feldes nicht und L- und R-SPI
Losungen bleiben weiterhin symmetrieentartet (wie z.B. (115)). Diese Symmetrieentartung
bleibt auch fiir rein transversale, wie auch beliebig iiberlagerter Felder erhalten.

9.2.2 Transversale und iiberlagerte Felder

Wie bereits weiter oben erlautert existieren die reinen Strukturen, TVF und SPI, in Anwe-
senheit eines Magnetfeldes mit endlicher Transversalkomponente, s, # 0, nicht mehr, wie
in Abbildung 9.6(c) und (d) zu sehen ist. Die Isovortizitiatsflichen werden wellenformig
deformiert und zusétzliche Moden, wie in Abschnitt 8.3 beschrieben und in Abbildung 8.3
schematisch dargestellt, werden angeregt. So generiert ein transversales H Feld (c) in der
wTVF Losung zusétzliche m = +2 Moden, neben den m = 0 TVF Moden, und in wSPI
Strukturen (hier L1-wSPI) existieren weitere m = n £ 2 Moden auf der zweiten Neben-
diagonalen, zusétzlich zu den m = n SPI Moden auf der Diagonalen. Ein schriages Feld
(d) fithrt neben den bereits erwéhnten zusitzlich angeregten Moden auch noch zur wei-
teren Anregung von Moden mit, m = +1, bei wT'VF Losungen und, m = n £+ 1, in wSPI
Losungen (vgl. Abb. 8.3).

Die raumzeitlichen Eigenschaften der wTVF Losungen, wie sie in Abbildung 9.6 fiir
transversale und iiberlagerte Magnetfelder zu sehen sind unterscheiden sich zum Teil sehr
deutlich von denen der klassischen wTVF Strukturen. Bei Letzteren sind die Wirbel-
schlduche wellenartig in axialer Richtung nach oben und unten verbogen. Entscheidend ist
aber, dass diese deformierte Struktur als Ganzes in azimutaler Richtung rotiert, wéhrend
sie axial nur um eine Mittellage herum periodisch schwingt (siche Abs. 9.5).

Ein Magnetfeld mit endlicher Transversalkomponente, andererseits, deformiert toroi-
dal geschlossene Wirbel auf eine andere Art und Weise. In der Abbildung 9.6(1c,1d) ist
zu erkennen, dass die Schlduche der Isoflichen der azimutalen Vortizitdat fiir gewisse
Positionen nahezu unverédndert bleiben im Vergleich zu denen des reinen TVF Zustands
(1a,1b). An anderen ¢ Positionen hingegen ist die Deformation deutlich stérker, so dass die
Schlduche insgesamt abwechselnd aufgeweitet (groB) und zusammengeschniirt (klein) sind.
Diese Deformationen in der Ausdehnung der Wirbel(schlduche) liegen dabei lokalisiert vor
und viel entscheidender noch rotieren diese nicht, im Gegensatz zu den Deformationen der
klassischen wTVFE Strukturen. Es handelt sich hier also um stationére, zeitlich konstante
und Phasen fixierte Zusténde (vgl. auch Abs. 9.4).

Verglichen mit den wTVF Zusténden zeigen die Wirbel der wSPI Strukturen keine so
signifikanten topologischen Unterschiede zu denjenigen ohne extern auferlegtes Magnetfeld.
Bei diesen sieht die wellenformige Deformation sehr dhnlich aus. Sowohl die wSPI als auch
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die SPI Strukturen rotieren bereits ohne ein angelegtes Feld und dies bleibt auch so in
Gegenwart eines H Feldes. Der Einfluss der, durch die magnetischen Terme induzierten
Storungen, ist im Vergleich zu der sowieso zugrundeliegenden Rotation relativ gering, so
dass er in den Strukturen fast nicht zu erkennen ist. Weitere Details hierzu, insbesondere
auch quantitative Ergebnisse werden im Abschnitt 9.4 diskutiert.

9.2.3 Strukturelle Zerlegung

Um den Einfluss der, durch die magnetischen Zusatzterme in den NSE, zusétzlich vorhan-
denen Fouriermoden besser verstehen zu konnen, werden in diesem Abschnitt die geometri-
schen Eigenschaften der Wavy Strukturen weiter untersucht, indem die zugrunde liegenden
hydrodynamischen Felder in ihre einzelnen Bestandteile zerlegt werden. Von Interesse ist
hierbei insbesondere der Anteil des Modenunterraums, der iibrig bleibt, wenn man den
entsprechenden Unterraum der reinen Struktur abgezogen hat. (So z.B. bei den wTVF
[L1-wSPI] Losungen der Anteil fiir den gilt m # 0 [m # n]).

In Abbildung 9.7 ist sowohl die vollstéindige Struktur (1), wie auch der Anteil der
durch streichen der entsprechenden Moden der reinen Struktur iibrig bleibt (2), darge-
stellt. Hierzu sind wieder Isovortizitatsflachen zur Visualisierung benutzt worden. Die zu-
gehorigen Werte der azimutalen Vortizitit, Q, = 0,u — 0,w sind: £90 (al,bl,c1,d1), £10
(a2,c2,d2) und £5 (b2). Bereits hieraus erkennt man, dass der Anteil des Unterraums der
reinen Struktur (1), fir die hier gewéhlten Parameter, deutlich dominiert. Wéhrend im
Fall der wSPI Losung (c2,d2) die reduzierten Unterrdume qualitativ sehr dhnlich aussehen,
so ist gerade bei den (w)TVF Zustdnden (a2,b2) ein deutlicher Unterschied feststellbar.
Wiéhrend die Reststruktur (a2) im rein axialen Feld einer RIB artigen Losung gleicht, so
ist sie fiir den Fall der gekoppelten schrigen Felder (b2) deutlich verindert und komplexer.
Dieses Verhalten ist qualitativ anndhernd auch bei den wSPI Losungen (c2,d2) zu erken-
nen, bei weitem jedoch nicht so stark, da dieser Effekt bei den, ohnehin schon rotierenden,
SPI Strukturen so gut wie nicht ins Gewicht féllt.

Die Zerlegung der Abbildung 9.7, kann aber aufgrund der verschiedenen Isowerte, nur
einen qualitativen Eindruck der Deformationen in den Isoflichen der Vortizitéiten als An-
teile des m # 0 und m # n Modenunterraums geben (vgl. unterschiedliche Isovortizitéts-
werte). Bei anderern Kontrollparametern konnten die Effekte deutlich anders, stirker oder
aber auch schwicher ausfallen.

9.3 Auswirkungen verschiedener Magnetfelder auf die
Bifurkationsschwellen

9.3.1 Uberschneidung der SPI und TVF Bifurkationsschwellen

Von besonderem Interesse in der Ry — Ry Phasenebene ist der Punkt hoherer Codimension,
v, bei dem sich die Bifurkationsschwellen der primér bifurkierenden Wirbellésungen, d.h.
dort wo die Strukturen aus dem CCF Grundzustand heraus entstehen, kreuzen. Im Fall,
ohne oder eines rein axialen, H Feldes sind dies die klassischen TVF und SPI Losungen, bei
gekreuzten und rein transversalen Feldern allerdings wTVF und wSPI Zusténde. An besag-
tem Punkt, ~, &ndert sich die Reihenfolge, in der die Wirbelstrukturen bei zunehmendem
Ry erscheinen und mit ihr ebenfalls die Stabilitéit dieser nichtlinearen Losungen am Onset.
So etwa bifurkiert fiir moderate Ry (rechts des v Punkts in Abb. 9.8) die TVF Losung als
erstes aus dem CCF und ist auch stabil am Onset, wihrend die SPI Losung erst spéter,
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(al) (b1)

| wITVF  wSPI

sy >0,5,=0] (a) (c)
sy >0,s,>0]| (b) (d)

Abbildung 9.7 — Zerlegung verschiedener (w)TVF und (w)SPI Lésungen in ihre dominanten
Modenunterrdume fiir verschiedene Magnetfeldkombinationen (siche Tabelle). Isoflichen der azimu-
talen Vortizitdt Q, = 0,u — d,w (siehe Text) von wTVF (al,bl) und wSPI (c1,d1) Zusténden bei
R; =100, Ry = 0, k = 3.927, n = 0.5. Die obere Reihe (1) zeigt die entsprechende vollstindige
Struktur. Die untere Reihe (2) gibt den Anteil in der Struktur wieder, der (a2,b2) durch Heraus-
nehmen des m = 0 TVF Modenunterraum, bzw. in (c2,d2) des m = n L1-SPI Modenunterraum
herriihrt. Rot [griin] bedeutet positive [negative] Vortizitit. Die Tabelle unterhalb der Abbildung gibt
die zugehorigen Parameter der angelegten Magnetfelder wieder.

bei grofleren R; herausbifurkiert und an dieser Schwelle auch nur instabil vorliegt. Sowohl
die Bifurkationsabfolge, wie auch die Stabilitdt wird zwischen diesen beiden Losungen ver-
tauscht (links des v Punkts in Abb 9.8), sobald R, geniigend negativ geworden ist. Dies
gilt ebenso fiir wTVF und wSPI Strukturen wie sie in rein transversalen oder gekreuzten
Feldern existieren.

In Abbildung 9.8 ist der Einfluss verschiedener axialer H Felder (0 < s, < 1.0, As, =
0.2) auf die Bifurkationsschwellen, sowie die Lage des v Punktes dargestellt. Hierbei handelt
es sichum Resultate einer linearen Analyse mittels Shooting Verfahren (84). Blaue [rote]
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Abbildung 9.8 — Einfluss eines rein axialen Magnetfeldes (s, = 0) auf die Lage der Bifurkations-
schwellen in der Ry — R Ebene, von TVF und SPI Losungen aus dem CCF heraus. Entsprechende
Feldparameter s, = 0,..,1, As, = 0.2 sind oben links eingetragen. Weitere Kontrollparameter sind:
k = 3.1415,n = 0.5. Blaue [rote] Linien stehen fiir die TVF [SPI] Losung, wihrend durchgezoge-
ne [gestrichelte] Linien eine stabile [instabile] Wirbellssung am Bifurkationspunkt charakterisieren.
Die Linie, die die Kreuzungspunkte der Bifurkationsschwellen von TVF und SPI Zusténden mitein-
ander verbindet, zeigt, wie der Punkt, 7, hoherer Codimension durch das Magnetfeld zu stéirkerer
Gegenrotation (nach links) verschoben wird. An diesem Punkt &ndert sich sowohl die Reihenfolge der
bifurkierenden Strukturen, wie auch die Stabilitdt dieser. Die senkrechte, gepunktete Line entspricht
den Parametern der inneren Abbildung fiir fixiertes Ry = —100. Dort sind die Schwellen als Funkti-
on des Magnetfeldkontrollparameters s, aufgetragen. Fiir den Fall rein transversaler und gekreuzter
Felder ergibt sich ein qualitativ identisches Verhalten.

Kurven repréasentieren die marginalen Stabilitdtsschwellen des CCF gegeniiber der TVF
[SPI] Losung. Durchgezogene [gestrichelte] Linien deuten an, ob die jeweils bifurkierende
Losung stabil [instabil] vorliegt.

Ein anwachsender Kontrollparameter, s, stabilisiert den CCF Grundzustand sowohl
gegeniiber der TVF, als auch der SPI Losung, was sich in der Aufwértsverschiebung der
zugehorigen Stabilitdtsschwellen in Abbildung 9.8 zeigt. Lediglich die Starke dieser Stabi-
lisierung ist bei den TVF und SPI Losungen unterschiedlich. So ist dieser Stabilisierungs-
effekt i.A. fiir SPI Zustédnde stirker als fiir TVF Losungen, was zur Folge hat, dass der
~v Punkt zu negativeren R, hin wandert, d.h. nach links in Abbildung 9.8. Mit wachsen-
dem Feldparameter s, wachst somit auch die Ry Region der primér bifurkierenden TVF
Losung. Ein weiterer Unterschied liegt in der Grofle der Verschiebung bei rein axialen oder
rein transversalen H Feldern. Im Fall rein transversaler Magnetfelder ist der Stabilisie-
rungseffekt merklich stéirker. An dieser Stelle sei angemerkt, dass diese linearen Ergebnisse
mittels numerischer Simulationen der vollen nichtlinearen NSE iiberpriift wurden, und die-
se qualitativ die gleichen Ergebnisse erbrachten. Auch fiir die Félle rein transversaler und
gekreuzter Felder ergibt sich ein qualitativ identisches Verhalten wie in Abbildung 9.8 bei
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axialem Feld, lediglich die absoluten Werte sind unterschiedlich. Aus diesem Grund werden
diese Ergebnisse hier nicht gesondert gezeigt.

Im Bildausschnitt der Abbildung 9.8 (links unten) sind die Bifurkationsschwellen fiir
fixiertes Ry = —100 gegen s* dargestellt. Zu sehen ist der Wechsel in der Reihenfolge der
Bifurkationen, sowie in der Stabilitdt der Losungen. Fiir kleine bis moderate Feldparameter,
0 < s, < 0.37 liegen TVF Zusténde primér bifurkierend und stabil vor, wihrend SPI
Strukturen sekundér und instabil bifurkieren. Bei stéarkeren Feldern, s, > 0.37, vertauschen
beide Strukturen gerade ihre Stabilitdt und Bifurkationsreihenfolge.

Zusammenfassend kann man hierzu sagen: Fiir fixierte Werte Ry verschiebt ein axiales
Magnetfeld die Onsets der helikalen SPI Strukturen stérker, als diejenigen der toroidal
geschlossenen TVF Zustdnde. Dieses Verhalten wurde analog bei allen weiteren Parame-
terkombinationen und Magnetfeldkombinationen — axial, transversal und {iberlagert (ge-
kreuzt) — gefunden, bei denen (w)TVF und (w)SPI Losungen untersucht wurden.

9.3.2 Stabilisierung des CCF Grundzustands

In der Abbildung 9.8 wurde bereits die Verschiebung des v Punkts hoherer Codimension
und die Stabilisierung des CCF Grundzustands in einem rein axialen Feld, resultierend aus
den Ergebnissen einer linearen Analyse (Shooting) fiir feste Wellenzahl k = 7 diskutiert.
In der Abbildung 9.9(a) sind nun die Bifurkationsschwellen der Wirbelstrukturen in rein
transversalen Feldern (s, # 0,s, = 0) dargestellt, wihrend (b) entsprechende Schwellen
fiir rein axiale Felder (s, = 0,s., # 0) zeigt. All dies sind nun aber Resultate aus nu-
merischen, nichtlinearen Rechnungen mit den vollen Feldgleichungen fiir £ = 3.927 und
verschiedenen Ry. Die Aufwirtsverschiebung der Bifurkationspunkte Ry ¢ ist in (a) und
(b) deutlich zu erkennen. D.h. die Stabilisierung des CCF wiéchst linear mit den Kontroll-
parametern s> bzw. s, zumindest in der hier benutzten Niklas Ndherung. Dies gilt fiir
alle Bifurkationsschwellen von TVF, SPI, wTVF und wSPI Losungen gleichermaflen. Die
Steigungen der Kurven (Geraden) in (a) und (b) unterscheiden sich jedoch und héngen
vom jeweiligen Ry ab (Die genauen Werte sind in der Bildunterschrift zu finden).

Alle Daten der Abbildung 9.9(a) und (b), die Verdnderung von Rj ;¢ mit Ry und s;
(1 = x oder z) lassen sich geméiB folgender Formel schreiben:

Ripif(Ra, si) = Ripif(Re = 0,s;) + A(Ry)s?. (9.2)

Abbildung 9.9(c) und (d) zeigen wie die Steigungen A, die sich aus der Auftragung von
Ripir gegen s? in (a) and (b) ergeben, bei Verdinderung von R, variieren. Man kann
erkennen, dass A in beiden Feldkombinationen bei Ry = 0 am grofiten ist. Dies bedeutet,
dass der stabilisierende Effekt des CCF Grundzustands mit wachsendem s; bei Ry = 0 am
starksten ist.

Im Ganzen, hier betrachteten Parameterbereich, —150 < Ry < 50, hat ein reines Trans-
versalfeld einen schwicheren Einfluss auf die Onsets aller Strukturen, als ein rein axiales
Magnetfeld, da gilt: A(Ra, s,) < A(Ra,s.) (fir s, = s., d.h. gleich grofie Feldparameter,
vgl. Ordinaten in (c,d)). Wahrend ein rein axiales H Feld die Onsets stérker verschiebt,
als ein rein transversales Feld, so besitzt das letztere doch einen stéarkeren Einfluss auf
die nichtlinearen, raumzeitlichen Eigenschaften der bifurkirenden Wirbelstrukturen (siehe
Abs. 9.2 und 9.4).

Entscheidend ist aber die Tatsache, dass weder axiale, noch transversale oder aber
beliebige Kombinationen dieser einen symmetriebrechenden Effekt im System hervorrufen.
Konkret heifit dies, dass die Onsets von L- und R-SPI Strukturen, die Bifurkationsschwellen
fiir beliebige Magnetfelder identisch sind.
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Abbildung 9.9 — Stabilisierung des CCF Grundzustands durch rein transversale und rein axia-
le Magnetfelder. (a) Bifurkationsschwellen, Ry ¢, der Wirbelstrukturen gegen s2 in transversalem
Magnetfeld fir Ry = 0(I), —50(II), —100(III) und —150(IV). (b) Analoge Darstellung der Bifurka-
tionsschwellen, Ry p;f, fiir axiales Magnetfeld gegen s? fiir gleiche Ry Werte wie in (a). Die Steigungen,
A(Ryz), (vgl. Gl (9.2)) der Kurven in (a) und (b) sind in (c) und (d) gegen Rs fiir die bifurkieren-
den Strukturen ungeachtet ihrer Stabilitit dargestellt. Durchgezogene [gestrichelte] Linien in (a,b)
mit vollen [leeren] Symbolen représentieren stabil [instabil] bifurkierende Wirbelstrukturen: TVF (@),
SPI (o), wTVF (M) und wSPI (¢). Alle diese Resultate wurden durch nichtlinear Rechnungen mit

k = 3.927 und n = 0.5 erhalten.

9.4 Wavy Taylor Wirbel im Magnetfeld

Nichtrotierende, phasenfixierte wTVF im Magnetfeld

Die allgemeinen topologischen Strukturen der verschiedenen Wirbellosungen wurden be-
reits ausfithrlich in Abschnitt 9.2 diskutiert. An dieser Stelle liegt der Fokus auf der Dy-
namik der Deformationen von TVF zu wTVF Strukturen durch ein transversales oder
gekreuztes Magnetfeld.

Die klassischen wTVF Losungen (56; 55; 54; 66) entstehen durch Deformationen der
TVF Zustdande in der Art und Weise, dass die Wirbelschlduche in axialer Richtung wel-
lenformig (wavyartig) deformiert werden und damit als Ganzes in z Richtung auf- und
abwarts gezogen werden. Zudem rotiert diese deformierte Struktur mit einer charakteristi-
schen Frequenz in azimutaler Richtung (vgl. auch Film 11.avi).

Ein Magnetfeld mit endlicher Transversalkomponente deformiert die toroidal geschlos-
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senen Wirbel auf eine ganz andere Art und Weise, wie etwa in den Abbildung 9.6(1c) und
(1d) in Abschnitt 9.2.2 gesehen. Die Schléduche der Isoflichen der azimutalen Vortizitét
bleiben an gewissen ¢ Positionen nahezu unveréndert im Vergleich zu den Schlduchen des
reinen TVF Zustands. An anderen lokalisierten ¢ Positionen hingegen sind sie aufgewei-
tet und vergrofert und bei wiederum anderen stark zusammengezogen. Dieses Muster von
Variationen der Schlauchdicke ist azimutal gepinnt und rotiert nicht (vgl. auch Filme 9.avi
und 10.avi) — d.h. die durch das H Feld erzeugte wTVF Struktur ist stationér und nicht
rotierend, wie der rotationssymmetrische TVF Zustand. Somit existiert bei diesen Struk-
turen auch keine charakteristische Frequenz. Ebenso zeigen transversale und iiberlagerte
Felder gleiches Verhalten, wie in den Abbildung 9.6(1c) und (1d) zu erkennen. In beiden
Fillen beobachtet man stationdre Wavy Taylor Wirbel Strukturen. Der einzige Unterschied
besteht in der Stédrke und der Ausprdgung der Deformation, die sich von denen durch
rein axiales Feld hervorgerufenen unterscheiden (vgl. Modenanregung und Abb. 9.9(c,d)).

Gekreuzte Felder fithren im Allgemeinen zu stérkeren Deformationen (siehe hierzu auch
Abb. 9.6).

9.5 Vergleich: Wavy Strukturen mit und ohne Ma-
gnetfeld

Um die, durch ein Magnetfeld erzeugten Wavy Strukturen von den klassischen Wavy
Zusténden besser unterscheiden zu konnen, wird in diesem Abschnitt ein konkreter Ver-
gleich, qualitativ und quantitativ, zwischen diesen vorgenommen. Neben der Tatsache,
dass es sich bei den, durch ein Magnetfeld erzeugten, wTVF Losungen, anders als bei den
klassischen, um stationédre und nichtrotierende Strukturen handelt (vgl. Abschnitt 9.4),
so unterscheiden sich diese auch deutlich in ihrer Form von den bisher in der Literatur
bekannten und diskutierten Wavy Zustéanden (vgl. auch Kap. 4, 5).

Die Unterschiede lassen sich hierbei am besten bei Betrachtung der, in Abbildung 9.10
dargestellten, ¢ — z Plots des radialen Geschwindigkeitsfeldes v in Spaltmitte (r = 0.5,
Farbkodierung: dunkel=Outflow, hell=Inflow) erkennen. Diese zeigen verschiedene Wavy
Strukturen bei unterschiedlich angelegten Magnetfeldern. (1) Toroidal geschlossene wTVF
Zustande, (2) helikal offene wSPI Strukturen. Zum Vergleich stellt (a) jeweils eine klassi-
sche Wavy Struktur (wTVF (1) und wSPI (2) ohne Magnetfeld) dar, wihrend (b) eine
durch rein axiales und (c) durch gekreuzte Magnetfelder erzeugte Wavy Strukturen zeigen.

Am deutlichsten wird der Unterschied der einzelnen Strukturen, bei Betrachtung der
toroidal geschlossenen wTVF Losungen. Wihrend die klassischen wTVF Zusténde (1a) in
axialer Richtung dahingehend deformiert sind, dass sie abwechselnd periodisch nach oben
und unten (d.h. in z Richtung) verzerrt sind (somit beschreiben die roten, u = 0, Niveau-
linien eine wellenférmige Bewegung, bleiben dabei allerdings parallel zueinander) und als
Ganzes in ¢ Richtung rotieren, verhalten sich die wTVF Strukturen (1b,1c), die durch
ein Magnetfeld erzeugt werden ganz anders. Bei ihnen findet die Verzerrung lokalisiert
statt, d.h. an bestimmten fixierten ¢ Positionen werden die Wirbel dieser wTVF Zustidnde
zusammengeschniirt, wohin gegen sie an anderen fixierten ¢ Positionen aufgeweitet und
gedehnt werden. In (1b) zeigt sich dieses Verhalten darin, dass sich die roten, u = 0,
Niveaulinien teilweise aufeinander zubewegen, bzw. voneinander entfernen, sie liegen also,
anders als bei den klassischen wTVF Losungen, nicht mehr parallel vor. Wie bereits in
Abschnitt 9.4 diskutiert, sind diese zudem in ihrer Phase gepinnt. Auch im Fall gekreuzter
Felder, wie in (1c) zu sehen, bleibt dieses Verhalten gut erkennbar. Hinzu kommt hierbei
allerdings noch eine leichte wellenférmige Modulation des Musters als Ganzes, dass dem
der klassischen wTVF Losung dhnelt. Dies rithrt von den, durch die gekoppelten Felder,
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Abbildung 9.10 — Vergleich zwischen klassischen Wavys (a) und den, durch ein Magnetfeld er-
zeugten, Wavy Strukturen (b,c), (w)TVF (1) und (w)SPI (2). Dargestellt sind ¢ —z Plots des radialen
Geschwindigkeitsfeldes w in Spaltmitte (r = 0.5, Farbkodierung: Dunkel=Outflow, hell=Inflow). Die
rote Linie markiert die Null Niveaulinie, fiir die gilt: w = 0. Kontrollparameter: k = 3.927,n = 0.5; (1)
R; =90, Ry =0; (2) Ry = 160, Ry = —150 und weiter (b) s, = 0.6, s, = 0.0; (¢) s, = 0.6, s, = 0.6.
Gut zu erkennen sind die unterschiedlichen Verformungen in den Wavy Strukturen, insbesondere bei
den wTVF Zusténden (1). Der ¢ — z Plot in (1a) zeigt die typische, klassische wellenférmige Wavy
Struktur (rote u = 0 Isolinien verlaufen hier so gut wie parallel), wéhrend in (1b,1c) eine periodi-
sche Aufweitung und Zusammenziehen zu erkennen ist. Gleiches Verhalten gilt auch bei den wSPI
Zustdnden (2b,2c), allerdings mit schwécherer Auspriigung. Die beiden Filme 9.avi und 10.avi zeigen
dieses Verhalten bei einmaliger Umwanderung des Zylinders in azimutaler Richtung fiir wTVF Loésun-
gen in rein transversalen und gekreuzten Magnetfeldern. Zum Vergleich zeigt der Film 11.avi einen
klassischen wTVF Zustand, wie er in Kapitel 4 diskutiert wurde, ohne extern angelegtes Magnetfeld.

neu auftretenden Moden (m = n=+1, sieche Abs. 8.3) her. Wie in (1b) handelt es sich aber
auch in (1c) immer noch um eine stationére und nicht rotierende Strukturen.

Die Unterschiede der, durch ein Magnetfeld generierten, wSPI Losungen (1c,1d) im
Vergleich zu den klassischen wSPI (2a) Zusténden ist absolut analog dem gerade diskutier-
ten Fall der wTVF Losungen (1). Aufgrund der bereits vorliegenden Rotation und dem-
zufolge auch einer endlichen Frequenz der reinen SPI Strukturen und der wSPI Zusténde
ohne angelegtes Magnetfeld ist dieser Effekt aber schwécher ausgepriagt und deshalb in den
¢ — z Plots nicht so deutlich zu erkennen. Entscheidend ist aber, dass im Fall endlichen
Magnetfeldes (2b,2c) die roten u = 0 Niveaulinien nicht mehr nur parallel wellenférmig
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deformiert sind, sondern teilweise aufeinander zu- bzw. voneinander weglaufen, analog bei
wTVF Losungen im Magnetfeld.

9.6 Frequenzen von SPI und wSPI Strukturen

Die nichtrotierenden, Phasen gepinnten wT'VF Losungen werden durch ein magnetisches
Feld aus den rotationssymmetrischen, stationdren TVF Zusténden erzeugt. Nun ist es
interessant, wie ein Magnetfeld eine Struktur beeinflusst, die bereits bei H = 0 eine endliche
Frequenz besitzt. In diesem Abschnitt wird deshalb untersucht, wie die Spiralfrequenzen
Wmn und die damit verbundenen axialen Rotationsgeschwindigkeiten, durch verschiedene
Magnetfelder gedndert werden.

\\ ‘ “‘“ kmﬁw

Abbildung 9.11 — Bifurkationsdiagramm der Frequenzen |wy 1], von (w)SPI Zusténden, mit denen
die komplexen Modenamplituden |u; 1| des radialen Geschwindigkeitsfeldes in Spaltmitte (r = 0.5)
oszillieren, aufgetragen gegen den reduzierten Abstand, p (vgl. Gl (9.1)) in Ry, von der jeweiligen
Bifurkationsschwelle. Die zugehorigen Bifurkationsdiagramme der Moden |u; ;| sind in Abbildung 9.2
zu sehen. Linien mit Dreiecken (A) [Rauten, (4)] charakterisieren SPI [wSPI] Losungen. Die diinnen
Linien zeigen die linearen Spiralfrequenzen (m = 1) ohne Magnetfeld H = 0, d.h., den Imaginéranteil
des SPI Eigenwertes der um den CCF linearisierten NSE. (a) s, = 0.0, s, = 0.0; (b) s, = 0.0,
s, = 0.6; (¢) s, = 0.6, s, = 0.0; (d) s, = 0.6, s, = 0.6. Weitere Kontrollparameter sind: k =
3.927, Ry = —150,n7 = 0.5.

In der Abbildung 9.11 sind die Frequenzen |w; 1| der komplexen Modenamplituden |u; 1|
des radialen Geschwindigkeitsfeldes in Spaltmitte gegen die reduzierten Absténde p (vgl.
Gl. (9.1)) in R; von der zugehorigen Bifurkationsschwelle aufgetragen. Die zugehorigen
Bifurkationsdiagramme der Moden |u; | entsprechender SPI und wSPI Losungen sind in
Abbildung 9.2 zu sehen. Anhand Abbildung 9.11 lassen sich drei wichtige Resultate fest-
halten:

(1) Ein erstes ganz offensichtliches Resultat ist, dass die Frequenzen durch jede Art von
Magnetfeld, gleich dessen Orientierung, anwachsen.
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(2) Zweitens bleibt festzustellen, dass die Frequenzen von SPI und wSPI Zustanden
stiarker durch ein axiales, als durch ein gleich grofies transversales Magnetfeld, analog
der Bifurkationsschwellen, verschoben werden.

(3) Und drittens bleibt das Bifurkationsverhalten von SPI und wSPI Losungen bei Va-
riation von p qualitativ praktisch unveréndert. In allen Fallen werden die Frequenzen
mit wachsendem g zunéchst kleiner, fiir groflere ;1 wachsen sie dann aber, analog den
klassischen SPI Losungen, wieder an. Dieses Verhalten der Frequenzen, der nichtli-
nearen SPI und wSPI Strukturen steht im Gegensatz zu den linearen Frequenzen der
SPI Zusténde, die aus dem Imaginérteil des komplexen Eigenwerts der linearen SPI
Storungen des CCF, der mit wachsendem p linear (orange Linie) anwéchst, berechnet
werden.

9.7 Ubergiinge von wT'VF zu wSPI im Magnetfeld

Nachdem sich der erste Teil dieser Arbeit sehr lang und ausfiihrlich mit Ubergéngen zwi-
schen den beiden primér bifurkierenden Strukturen, TVF und SPI, welche iiber Wavy
Strukturen ablaufen, befasst hat, sollen diese Ubergénge nun auch noch kurz qualitativ
fiir Ferrofluide, unter dem Einfluss externer Magnetfelder, untersucht werden. Auch hier-
bei sind die transversalen Felder erneut von groflerem Interesse, da in diesem, wie oben
diskutiert, keine reinen Strukturen mehr existieren. Somit sollte auch das zugehorige Mo-
denspektrum, der auch ohne H Feld bereits '’komplexen” wTVF Strukturen nochmals kom-
plizierter bzw. vielféltiger sein. Insbesondere steht hierbei das Bifurkationsverhalten bei
Variation der beiden Magnetfeldparameter, s, und s,, im Vordergrund. Es zeigte sich,
dass auch diese jeweils seperat in der Lage sind einen Ubergang von (w)TVEF zu (w)SPI
Zustéanden hervorzurufen.

9.7.1 Bifurkation in R;

Zunichst starten wir mit einem Bifurkationsdiagramm in R;, analog der Abbildung 4.3 aus

Kapitel 4, wo der Ubergang von reinen TVF iiber wT'VF Zustdnde zu reinen SPI Losun-
gen diskutiert wurde. In Abbildung 9.12 ist hierzu ein analoges Bifurkationsdiagramm, bei
sonst identischen Parametern (R, = —100, k = 3.927,7 = 0.5), zu sehen, mit dem einzigen
Unterschied, dass in diesem Fall ein endliches Transversalfeld mit s, = 0.4(s, = 0), vor-
liegt. Hieraus resultiert auch eine, wie bereits in Abschnitt 9.3.2 diskutiert, Verschiebung
der Onsets. Qualitativ ist dieses, in der Abbildung 9.12 dargestellte Bifurkationsverhalten
vollkommen identisch mit dem der Abbildung 4.3. Ein Unterschied besteht allerdings darin,
dass bereits Ausgangs- und Endstruktur als eine Wavy Struktur vorliegen.

Startet man in der Abbildung 9.12 rechts in Gebiet (IV), so liegt ein, durch endliches
transversales Magnetfeld hervorgerufener, wTVF (W) Zustand vor. Dieser ist im Wesentli-
chen, wie in Abschnitt 4.2 beschrieben, durch die dominante Modenamplitude (0, 1) cha-
rakterisiert. Zusétzlich sind wie zuvor aber noch die erste hoher harmonische Mode (0, 2),
sowie die grofite, durch das Magnetfeld angeworfene, Mode (2, 1) mit eingetragen. Interes-
santerweise liegt hier ein Fall vor, bei dem die Amplitude der ersten héher harmonischen
Mode (0,2) in etwa gleich grofl der Amplitude der dominanten Mode (0, 1) ist. Dies war
bei gleichen Kontrollparametern ohne Magnetfeld nicht der Fall.

Vermindert man nun R;, so wird die zunichst stabil vorliegende wTVF Losung bei
Ry =~ 127 gegeniiber einer anderen wTVF Struktur (III), analog dem System ohne H
Feld, instabil. Dabei wachsen die Moden, (1,1) und (1, —1), mit identischen Amplituden
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Bifurkationen verschiedener Wirbelstrukturen beim Ubergang wTVF—wTVF—wSPI in ei-
nem rein transversalen Feld, s, = 0.4, s, = 0.0, in Abhéngigkeit von R; bei Ry = —100, k =
3.927,71 = 0.5 (vgl. auch Abb. 4.3 in Kap. 4).

Gebiet I II III IV stabil (s) ,
wIVF - i s s instabil (i) ,
wSPI s s s S nicht existent (-) .

Abbildung 9.12 — Durchgezogene [gestrichelte] Linien mit gefiillten [leeren] Symbolen charak-
terisieren stabile [instabile] Losungen. Dargestellt sind die Amplituden der dominanten, sowie der
ersten hoher harmonischen Moden des radialen Geschwindigkeitsfeldes |uyy, | in der Mitte des Spaltes
(r=0.5) fiir die Strukturen: wITVF (m,n) = (0,1) und L-wSPI (m,n) = (1,1). Weiter Modenindizes
sind in der Abbildung eingetragen. Anders als im periodischen System (pbc) ohne H Feld ist die Wavy
Losung des wT'VF nicht nur dadurch ausgezeichnet, dass bei ihr ug; # 0 und u;,+1 # 0, wahrend fiir
die reinen Strukturen gilt: u§4”’ = 0 = u{ 41" Durch das Magnetfeld existieren die reinen Lésungen
sowieso schon nicht mehr und eine Vielzahl weiterer Moden ist im Fourierspektrum angeregt (siehe
auch Abs. 8.3), so dass auch in (IV) ein wITVF Zustand vorliegt. Bei den wTVF Losungen (III)
die den Ubergang zwischen wIVF (IV) und wSPI Zustéinden (I,IT), im Fall endlichen Transver-
salfeldes vermitteln ist vielmehr die absolute Grofle der einzelnen angeregten Moden entscheidend.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist in den Bereichen (II,ITI,IV) auch darauf verzichtet worden
alle verschiedenen Moden, der parallel existierenden, Losungen einzutragen. D.h. abgesehen von der
dominanten wSPI Mode, (1,1), und der wTVF Mode, (0, 1), die komplett eingetragen sind, zeigt das
Bifurkationsdiagramm nur solche Moden, wie sie bei Start in einer wTVF Losung (IT) (rechts in (IV))
und Verminderung von R; (nach links) auftreten.

aus Null heraus an, bis schliellich auch dieser wT'VF Zustand bei R; =~ 120.2 seine Sta-
bilitat verliert und eine der beiden Modenamplituden (hier fiir eine R-wSPI, (1, —1)) auf
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Null zuriickféllt und die andere auf den endlichen Wert der einzig stabil im System ver-
bleibenden wSPI Lésung (hier: L-wSPI mit dominanter (1,1)) anwéchst (ILI). Wie im

Fall ohne Magnetfeld handelt es sich auch hierbei um einen transienten Ubergang (durch
Pfeile in Abb. 9.12 angedeutet). Neben den beiden, die wSPI Losungen charakterisieren-
den Moden (1,+1), werden noch eine Vielzahl weiterer Moden am Bifurkationspunkt der
wTVF Losung bei Ry ~ 127 angeworfen. Dies ist auf die nichlinearen Kopplungen, der
durch das Magnetfeld hervorgerufenen grofien Modenanzahl, zuriickzufiithren. Diese sind
hier aber nur von untergeordnetem Interesse und werden deshalb nicht alle im Einzelnen
aufgefiihrt. Lediglich die Moden, die auch in der wSPI Struktur existieren sind in Ab-
bildung 9.12 mit aufgenommen. Desweiteren wurde, aus Griinden der Ubersichtlichkeit,
in den Bereichen (ILIILIV) auch darauf verzichtet alle verschiedenen Moden der paral-
lel existierenden Losungen einzutragen. D.h. abgesehen von der dominanten wSPI Mode
(1,1) und der wTVF Mode (0, 1), die komplett eingetragen sind, zeigt das Bifurkations-
diagramm nur solche Moden, wie sie bei Start in einer wIT'VF Losung ((IV), rechts) und
Verminderung von Ry (nach links) auftreten.

Nach dem Sprung (an der Grenze von (IIT) nach (II)) verbleibt in dem System eine
wSPI Losung (hier: L-wSPI), die auch hier iiber den gesamten Parameterbereich (I)-(IV)
stabil vorliegt. Analog dem klassischen System gibt es auch hier eine Aufteilung in mono-
und bistabile Bereiche der verschiedenen Losungszustinde. Im Bereich (I) existieren nur
monostabile wSPI Strukturen, in (IT) gibt es neben den stabilen wT'VF noch instabile wSPI
Zusténde, wihrend in (III) Bistabilitdt zwischen wSPI und wTVF Losungen vorliegt, die
auch in (IV) erhalten bleibt! Man beachte, dass sich die wTVFE Strukturen in Region (III)
von den iibrigen wTVF Losungen drastisch unterscheiden, da es sich hierbei um rotierende
Strukturen handelt, wohingegen die stabilen wTVF in (IV) stationére, nicht rotierende
Zustéande reprasentieren. Hierbei handelt es sich um die, zuvor diskutierten, nur durch ein
Magnetfeld erzeugten wTVF Zustédnde.

9.7.2 Bifurkation in s, und s,

Interessanter als, das soeben diskutierte, Bifurkationsverhalten in R; ist die Abhéingigkeit
des Ubergangs zwischen (w)TVF und (w)SPI Zustéinden von den Magnetfeldparametern
s und s,. Hierzu sind in Abbildung 9.13 die Bifurkationsdiagramme der Amplituden do-
minanter Moden |uy, | (1), des radialen Geschwindigkeitsfeldes in Spaltmitte sowie deren
zugl;iehérige Frequenzen (2) bei Verédnderung der Magnetfeldparameter, s, und s,, darge-
stellt.

Betrachtet man zunéchst rein axiale Felder (2) (s, = 0, d.h. die Strukturen, TVF
und SPI, selbst bleiben unverédndert), wie in der Abbildung 9.13(b) zu sehen, so verhalt

sich der Ubergang von TVF zu SPI Losungen, bei Variation von s, analog demjenigen

bei Anderung des externen Durchflusses Re der Abbildung 4.17. Die wSPI (a) bzw. SPI
(b) Zusténde liegen im gesamten dargestellten Parameterbereich als stabile Losung vor.
Zunichst bleibt die Amplitude der (0,1) Mode des wTVF Zustands dominant, bis schlief3-
lich die beiden Modenamplituden (1, +1) auf groflere Werte anwachsen (s, ~ 0.3) und das

System schlieflich einen transienten Ubergang zur SPI Losung (s, &~ 0.46) vollzieht. Die
zugehorigen Frequenzen der wT'VFEF Losung verhalten sich wie die Frequenzen der reinen
SPI Struktur, allerdings bei etwas kleineren absoluten Werten — sie verlaufen weitestgehend
parallel. In beiden Fillen verringern sich diese mit Zunahme von s,.

Qualitativ ist auch das Bifurkationsverhalten beim Ubergang von wTVF zu wSPI Struk-
turen iiber wTVF Losungen in einem Magnetfeld mit endlicher Transversalkomponente
(1)(s; # 0), identisch demjenigen des axialen Feldes, bzw. bei Auferlegen von Durch-
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Abbildung 9.13 - Bifurkationsdiagramme der Amplituden dominanter Moden |, ,| (1)
des radialen Geschwindigkeitsfeldes in Spaltmitte (r = 0.5), sowie deren zugehorigen Frequen-

zen |wp, | (2) aufgetragen gegen die Magnetfeldparameter s, (a) und s, (b) beim Ubergang
(w)TVF—-wTVF—(w)SPIL Orange Kurven mit Dreiecken (A)[(¢)] stehen fiir die dominante SPI Mo-
de, schwarze Quadrate (M) fiir die wIT'VF Losung. Die genauen Modenindizes (m,n) sind in der
Abbildung eingetragen. Die Pfeile unterhalb der Abszisse der Frequenzen kennzeichnen Positionen fiir
die in Abbildung 9.14 das zugehorige Modenspektrum dargestellt ist. Weitere Kontrollparameter sind:
k = 3.927, Ry = —100, R, = 120,7 = 0.5, (a) s, = 0, (b) s, = 0.

fluss. Der einzige Unterschied besteht in der Existenz der durch H zusétzlich angeregten
Moden im Fourierspektrum, wie bereits in Abbildung 9.13 gesehen. Auch die Frequenzen
zeigen ein dhnliches Verhalten, wenn gleich sie auch nicht ganz so parallel, insbesondere
bei Annéherung des transienten Ubergangs, wie im Fall mit s, (2) als Kontrollparameter,
verlaufen.

Ein gravierender Unterschied zu dem Bifurkationsverhalten der wTVF Strukturen bei
Re Variation besteht aber darin, dass weder ein transversales noch ein axiales oder aber

beliebig kombinierte Felder eine symmetriebrechende Wirkung auf das System besitzen.
Konkret heifit dies, dass die Amplituden der beiden Moden, (1,1) und (1,—1), in der

wTVF Struktur bis hin zum transienten Ubergang identisch sind (dies gilt fiir endliches
Re, wie z.B. in Abb. 4.17 bereits gesehen, nicht!).
Die Abbildung 9.14 zeigt das Modenspektrum von wTVFE Strukturen fiir verschiede-
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Abbildung 9.14 — Modenspektren verschiedener Wavy Strukturen, wihrend des in Abbildung 9.13

dargestellten Ubergangs (zugehorigen Positionen sind dort durch Pfeile unterhalb der Abszisse der

Frequenzen (a2,b2) gekennzeichnet). Fiir rein transversales Feld (a) s, # 0,s, = 0 und rein axiales

Feld (b) s, =0,s, # 0. (1) klassischer wTVF Zustand ohne Magnetfeld: (2) s; = 0.1, (3) s; = 0.2,
(4) s; =0.3, (5) s; = 0.4 mit ¢ € {x, z}. Weitere Kontrollparameter sind: k = 3.927, R,

120,7 = 0.5.

~100, Ry =
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ne, durch Pfeile in Abbildung 9.13 markierte, Parameter. In (a) [(b)] sind die entspre-
chende wTVF Srukturen bei Variation eines rein transversalen [axialen| Magnetfeldes fiir
sy =0,1..0,4 [s, = 0,1...0,4] (2,3,4,5) dargestellt. (1) zeigt den klassischen wTVF Zu-
stand ohne Magnetfeld. Beide Typen von Magnetfeldern (a,b) zeigen qualitativ gleiches
Verhalten bei Erhohung des entsprechenden Feldparameters s;,i € {x, z}. Der Anteil der
m = 0 Moden im Spektrum nimmt kontinuierlich ab, wahrend die m # 0 Moden, ins-
besondere die |m| = 1 Anteile weiter anwachsen. Wie in (4a,5a) zu erkennen sind in
transversaler Magnetfeldkonfiguration, aufgrund der vorhandenen Kopplungen auch noch
m = 3 Moden erkennbar stirker angeregt als im axialen Feld (b4,b5).
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9.8 Stromungsmuster von Ferrofluiden im endlichen
System (I" = 10)

Zum Abschluss dieses Kapitels sollen noch kurz die Stromungsmuster von Ferrofluiden
unter dem Einfluss externer Magnetfelder im endlichen System betrachtet werden. Die ge-
nauen unterschiede von pbc und rbe Randbedingungen sind bereits ausfiihrlich in Kap. 5
diskutiert worden. Exemplarisch wurde hierzu ein I' = 10 System gew&hlt. Die nun folgen-
den Resultate sind erst der Anfang und ebenso Ausgangspunkt weiterer Untersuchungen
mit dem Ziel die in der Simulation gefundenen Wavy Strukturen auch in experimentellen
Untersuchungen zu beobachten und qualitativ, wie auch quantitativ zu analysieren.

(a)
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Abbildung 9.15 — Visualisierung des Stréomungsmusters eines Ferrofluids im endlichen T' = 10
System in einem rein transversalen Magnetfeld. (a) Isoflichen der azimutalen Vortizitét Q, = 0,u —
Orw = 35 (rot: positiv und griin: negativ), (b) Vektorplots der beiden Felder w(r, z) und w(r, 2) in
einer ¢ = konst. Ebene mit farbkodierter azimutaler Vortizitéit (rot=Max, blau=Min). (¢) ¢ — z Plots
der Strukturen bei r = 0.5 mit farbkodiertem radialem u Feld (rot=Max, blau=Min). (d) Axiales
w Feld an zwei verschiedenen Positionen, ¢ = 0,7/2, wie in (¢) durch die schwarze und rote Linie
markiert. Kontrollparameter: k = 2.78, R = 0, Ry = 90, s, = 0.4,s, = 0.0,7 = 0.5.

In den beiden Abbildung 9.15 und 9.17 sind durch ein rein transversales (s, # 0, s, = 0),
so wie durch ein gekreuztes (s, # 0, s, # 0) Magnetfeld, erzeugte wTVF Zusténde in einem
endlichen System mit I' = 10 dargestellt. In (a) sind hierbei erneut Isoflichen der azimu-
talen Vortizitdt (2, = £35)und in (b) Vektorplots der beiden Felder u(r, z) und w(r, 2)

in einer ¢ = kons. Ebene mit farbkodierter azimutaler Vortizitat (rot=Max, blau=Min)
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dargestellt. (c) zeigt ¢ — z Plots der Strukturen bei » = 0.5 mit farbkodiertem radialem
u Feld (rot=Max, blau=Min) und in (d) ist das axiale w Feld an zwei verschiedenen Po-
sitionen ¢ = 0,7/2, wie in (c) durch die schwarze und rote Linie markiert, dargestellt. In
beiden Fillen handelt es sich um wTVF Strukturen mit drei Wirbelpaaren im Bulk, und
einer Wellenzahl von k ~ 2.78(Abb. 9.16), bzw. k ~ 2.85(Abb. 9.18) im Bulk. Zudem ist in
beiden Féllen jeweils ein Ekman Wirbel Paar am oberen und eines am unteren Deckel vor-
handen. Der kleine Unterschied in den Wellenzahlen riihrt von der leicht unterschiedlichen
Ausdehnung ebene dieser, an den Réandern vorliegenden Ekman Wirbel, her. In beiden
Féllen ist gut zu erkennen, dass auch diese Ekman Wirbel durch die angelegten Felder
deutlich deformiert werden.

(a)
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Abbildung 9.16 — Visualisierung der Strémung eines Ferrofluids fiir (a) v und (b) w Feld des
wTVF Zustands im endlichen I' = 10 System in einem rein transversalen Magnetfeld. Kontrollpara-
meter: k = 2.78, R =0, Ry =90,s, = 0.4,s, = 0.0, = 0.5.

Betrachtet man die in (c) dargestellten ¢ — z Plots der Strukturen mit farbkodier-
tem radialem u Feld, so erkennt man in Analogie zum periodischen System, dass ein rein
transversales Feld (Abb. 9.15) die Wirbel nur in azimutaler Richtung periodisch zusam-
menschniirt und aufweitet, aber nicht axial verschiebt. Dies ist auch im w Feld der Struktur
(d) gut zu erkennen, in dem die Amplituden bei den beiden ¢ Positionen deutlich unter-
schiedlich sind, die axiale Position der Minima und Maxima aber iibereinstimmen. Ebenso
erkennt man in Abbildung 9.15(c) die in gekreuzten Feldern vorhandene zusitzliche axiale
Verschiebung der Wirbel, wie sie im periodischen bereits diskutiert wurde. Diese ist auch
in (d) fiir die Verschlebung der axialen Positionen der Minima und Maxima des w Feldes
ablesbar.

Um einen besseren Eindruck der Variation der Struktur zu erhalten, sind in den beiden
Abbildungen 9.16 und 9.18 die beiden Felder u (a) und w (b) iiber der ¢ — z Ebene in
Spaltmitte dargestellt.

Alles in allem kann man sagen, dass sich die Wavy Taylor Wirbel im endlichen I' = 10
System fiir beliebige Magnetfeldkonfigurationen genau so verhalten, wie es zuvor im peri-
odischen System diskutiert wurde. Dies stimmt auch mit ersten experimentellen Ergebnis-
sen von Odenbach et al. (107) iiberein. Neben den Wirbeln im Inneren des Bulks erfahren
auch die, an den Réndern vorliegenden, Ekman Wirbel eine Modulation durch extern an-
gelegte Magnetfelder.
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Abbildung 9.17 — Visualisierung des Strémungsmusters eines Ferrofluids im endlichen T' = 10
System in einem axial- und transversal iiberlagerten Magnetfeld. (a) Isoflichen der azimutalen Vorti-
zitét Q, = 0,u—0,w = £35 (rot: positiv und griin: negativ), (b) Vektorplots der beiden Felder u(r, z)
und w(r, z) in einer ¢ = konst. Ebene mit farbkodierter azimutaler Vortizitit (rot=Max, blau=Min).
(c) ¢ — z Plots der Strukturen bei r = 0.5 mit farbkodiertem radialem u Feld (rot=Max, blau=Min).
(d) Axiales w Feld an zwei verschiedenen Positionen, ¢ = 0,7/2, wie in (c) durch die schwarze und
rote Linie markiert. Kontrollparameter: k = 2.85, R, = 0, R; = 90,s, = 0.4,s, = 0.4, = 0.5.

9.9 Resumé

In diesem Kapitel wurde der Einfluss verschiedener Magnetfeldkonfigurationen — axial,
transversal und Kopplungen dieser beiden — auf das Stromungsverhalten eines Ferrofluids
im Taylor-Couette System erforscht. Insbesondere sind hierbei das Bifurkationsverhalten
und die raumzeitlichen Eigenschaften von Taylor Wirbeln, Wavy Taylor Wirbeln, Spiral
Wirbeln und von Wavy Spiral Wirbeln untersucht worden.

Wie im vorangegangenen Kapitel diskutiert, werden abhéngig von der Orientierung des
angelegten Feldes, die raumzeitlichen Strukturen von TVF und SPI Loésungen im Allge-
meinen verdndert, da zusétzliche Moden, die sich aus der axialen und azimutalen Fourier-
zerlegung ergeben, mit endlichen Amplituden existieren. In einem reinen Axialfeld bleiben
die Symmetrieeigenschaften der Strukturen unverédndert. Lediglich die Amplituden und die
Frequenzen werden modifiziert; sie wachsen im Allgemeinen an.

Allen Magnetfeldkonfigurationen ist gemeinsam, dass sie den CCF Grundzustand sta-
bilisieren: Die Bifurkationsschwellen der Wirbelstrukturen werden zu grofleren Werten, der
inneren Reynoldszahl Ry, hin verschoben. Die Verschiebung ist dabei linear in den beiden
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Abbildung 9.18 — Visualisierung der Strémung eines Ferrofluids fiir (a) u und (b) w Feld des
wTVF Zustands im endlichen I' = 10 System in einem axial- und transversal iiberlagerten Magnetfeld.
Kontrollparameter: k£ = 2.85, R, = 0,R; =90,s, =04,s, =0.4,n = 0.5.

Feldparametern, s? und s. Zumindest in der hier benutzten Niklas Niherung fiir axial und
transversale Felder. In einem rein axialen ist der stabilisierende Effekt stéirker als in einem
rein transversalen Magnetfeld. Weiterhin werden die Onsets der helikalen SPI und wSPI
Strukturen durch Magnetfelder stérker verschoben, als die der toroidal geschlossenen TVF
und wTVF Strukturen. Auch die nichtlinearen SPI und wSPI Frequenzen steigen analog,
mit zunehmendem Magnetfeld, an. Auch hierbei ist die Verschiebung im Fall axialer Felder
grofler als bei gleich starken transversalen Magnetfeldern. Qualitativ bleiben sie aber alle
unverdndert. Mit wachsender relativer Distanz p zum Onset nehmen sie alle auf die gleiche
Art und Weise zunéchst ab, bevor sie erneut anwachsen.

Wenn das Magnetfeld eine endliche Transversalkomponente besitzt, so existieren die
reinen TVF und SPI Strukturen nicht mehr linger. Stattdessen sind die Wirbelstrukturen,
die nun primér in einer Vorwéartsbifurkation aus dem CCF Grundzustand herauswachsen,
wellenartig (wavyartig) deformiert. Es handelt sich hierbei um Wavy Strukturen, namlich
wTVF und wSPI. Sowohl die raumzeitlichen Eigenschaften, wie auch das Bifurkationsver-
halten dieser Wavy Strukturen wurden fiir verschiedenste Magnetfeldkonfigurationen un-
tersucht. Soweit bekannt ist, ist dies bislang weder in der Theorie, noch in Experimenten
geschehen, so dass die hier durchgefiihrten Untersuchungen dieser Wavy Strukturen auch
Grundlage und Ansporn fiir weitere, insbesondere experimentelle Arbeiten, sein sollten.

Grundsétzlich bleibt die Topologie der einzelnen Strukturen durch die verschiedenen
Felder erhalten, dies bedeutet: Toroidal geschlossenen Strukturen (TVF) bleiben weiter-
hin toroidal geschlossen (wT'VF), wihrend helikale Strukturen (SPI) ebenso ihre offene
Konfiguration (wSPI) beibehalten.

Insbesondere die durch ein transversales oder durch ein schréiges, als Uberlagerung von
axialem und transversalem, Magnetfeld hervorgerufenen Wavy Taylor Wirbel unterschei-
den sich ganz wesentlich von den klassischen wTVF Strukturen, welche ohne Magnetfeld
bei relativ hohen Ry (31; 145) sekundér aus den TVF Zustédnden herausbifurkieren. Ein
Magnetfeld hingegen ist in der Lage wT'VF Losungen, die primdr direkt aus dem CCF
herausbifurkieren, zu erzeugen. Weiterhin sind die Struktur und Dynamik dieser wTVF
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Losungen deutlich unterschiedlich. (i) Die Wirbelschlduche sind in ¢ Richtung periodisch
aufgeweitet und zusammengeschniirt, wihrend bei den klassischen wTVF Losungen die
Wirbel als Ganzes wellenférmig in axialer Richtung nach oben und unten verbogen sind.
(ii) Das durch ein Magnetfeld erzeugte Muster ist in der Phase fiziert (gepinnt), d.h. es ist
stationdr und nichtrotierend, wie der rotationssymmetrische TVFE Zustdnde, wéhrend die
klassischen wTVF Strukturen alle als Ganzes mit konstanter Frequenz rotieren. D.h. das
Muster wandert als Ganzes in azimutaler Richtung. Ahnlich wie in Kapitel 4 diskutiert
konnen Ubergénge zwischen (w)TVF und (w)SPI Losungen auch durch Verédnderung eines
von auflen angelegten Magnetfeldes hervorgerufen werden.



198 KAPITEL 9. STROMUNGSMUSTER VON FERROFLUIDEN



Kapitel 10

Zusammenfassung

Uberginge zwischen TVF und (w)SPI Zustéinden

Periodische Randbedingungen (pbc)

Unter der Annahme periodischer Randbedingungen lisst sich ein Ubergang zwischen den
toroidal geschlossenen Taylor Wirbeln (TVF) und den helikalen Spiral Wirbeln (SPI) fin-

den. Dieser Ubergang vollzieht sich iiber modulierte, deformierte Strukturen, die sekundér
aus diesen reinen Strukturen herausbifurkieren. Dabei treten, je nach dem zugrundeliegen-
den Anfangszustand, unterschiedliche Wavy Strukturen auf, ndmlich die toroidal geschlos-
senen Wavy Taylor Wirbel (wTVF) und die helikalen Wavy Spiral Wirbel (wSPI). Diese
stabil vorliegenden Wavy Losungen ndhern sich dem Ribbon (RIB) Lésungsast an, der

in beiden Ubergangsszenarien immer instabil vorliegt und als nichtlineare Uberlagerung
zweier SPI Zustinde unterschiedlicher Helizitét, eine stehende Welle darstellt. An dieser
Stelle geht das System in eine neue, die einzige noch stabil im System vorliegende Losung
iiber.

Fiir die hier untersuchten Parameterbereiche treten wTVF [wSPI] Zusténde immer bi-
stabil mit den reinen SPI [TVF| Zusténden auf und flankieren das Gebiet in dem TVF und
SPI Strukturen bistabil existieren. Fiir Parameter nahe des Bistabilitdtsbereichs der reinen
Strukturen kann das System temporér eine eigentlich instabile Losung annehmen, wobei
die Verweildauer in diesem transienten Zustand von der Néhe dieses Bistabilitédtsbereichs
abhéngt; je ndher, desto kiirzer.

Im Raum der azimutalen und axialen Fouriermoden (m,n), leben die Wavy Struktu-
ren, wI'VF und wSPI, in einem komplexeren Fourierunterraum als die reinen Strukturen,
TVF und SPI. Topologisch sind wTVF [wSPI] Losungen identisch mit den reinen TVF
[SPI] Losungen. Allen Wavy Strukturen ist gemeinsam, dass ihre zugehorigen Unterrdume
von drei charakteristischen Moden aufgespannt werden, namlich (1,1), (1,—1) und (0, 1),
wéhrend SPI (1,1) und TVF (0, 1) Losungen durch nur eine Mode charakterisiert werden
konnen. Im Fall der axial nicht propagierenden und zeitlich periodischen wTVF Losung
sind die Amplituden der (1,1) und (1,—1) Moden fiir Re = 0 identisch. In der wTVF
Losung kommt es zur Beimischung endlicher m = 0 Moden im Spektrum, die zu einer
Rotation der toroidal geschlossenen Struktur fithren, wobei die Frequenz wy; aber immer
verschwindet. Auf der anderen Seite fiihren die helikalen, aber modulierten wSPI Losungen
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sowohl eine Rotation, als auch eine Translation aus und es treten unterschiedliche Frequen-
zen wy 1, wi—1 und wp auf.

Beim Ubergang von TVF—SPI Zusténden werden die toroidal geschlossenen Wirbel-
schlauche der TVF Struktur lokal zusammengeschniirt und schlieflich aufgebrochen. Da-
nach bewegen sich die Schlauchenden axial und benachbarte Wirbel verbinden sich schlief3-
lich neu zu den helikal geschlossenen Wirbelschlauchen der SPI Struktur. Entsprechend

vollzieht sich der Ubergang von helikal offenen SPI Zustinden zu toroidal geschlossenen
TVF Zustéanden.

Von auflen auferlegter axialer Durchfluss bricht die Spiegelsymmetrie des Systems. Dies
wirkt sich signifikant auf die Existenzbereiche von wTVF und wSPI Lésungen aus. Z.B.
verlieren die wI'VF Losungen ihre axiale Gleitspiegelsymmetrie, da eine der beteiligten
Moden, (1,1) oder (1,—1), dominant wird. Andererseits verédndern die wSPI Strukturen
ihr Aussehen kaum, jedoch tritt nun ein Unterschied in den Stabilitdtsbereichen der beiden
helikalen Strukturen der L-wSPI und R-wSPI Zustédnde auf. So findet man Parameterbe-
reiche mit bistabilen L- und R-wSPI Loésungen, aber auch solche mit monostabilen L- und
R-wSPI Losungen.

Die Ubergéinge zwischen toroidal geschlossenen TVF Zustdnden und helikalen SPI
Strukturen verlaufen in beiden Richtungen qualitativ identisch iiber stabile Wavy Losun-
gen. Aus der Ausgangsstruktur des TVF [SPI| Zustands bifurkiert sekundér die, zu dieser
zugehorige, modulierte wTVF [wSPI] Losung welche sich dem RIB Losungsast annéhert.
Da die RIB Losung hier aber immer instabil vorliegt, ’springt’ das System auf die einzige
noch stabil im System vorliegende SPI [TVF] Losung.

Endliche Randbedingungen (rbc) - I' = 12 System

Ahnlich wie axialer Durchfluss Re haben auch die Deckel im endlichen System einen si-
gnifikanten Einfluss auf die unterschiedlichen Strukturen und deren Bifurkationsverhalten
im System. Dennoch lassen sich im endlichen System &hnliche Ubergéinge, wie unter peri-
odischen Randbedingungen finden. Prinzipiell besteht jedoch ein signifikanter Unterschied
bei der helikalen SPI Losung. Anders als im Fall periodischer Randbedingungen treten bei
endlicher Systemléange durch den stets vorhandenen Anteil der Ekman induzierten m = 0
Moden, keine reinen SPI Loésungen, sondern streng genommen nur wSPI Zustédnde auf.
Demzufolge lassen sich hier nur die Ubergéinge von TVF zu wSPI iiber wTVF Losungen
und die umgekehrte Richtung von wSPI zu TVF Zustdnden untersuchen.

Der Ubergang von TVF zu wSPI Zustédnden im endlichen System vollzieht sich ana-
log dem Ubergang unter periodischen Randbedingungen i{iber wTVF Losungen. Wobei
jedoch durch die endliche Systemléange eine diskrete Wellenzahl fiir die wSPI Losung selek-
tiert werden kann. Dariiber hinaus existieren sowohl fiir stabile TVF und wTVF Zustédnde
verschiedene Bifurkationsédste mit unterschiedlichen Wellenzahlen parallel nebeneinander.
Wihrend beim Ubergang zwischen den toroidal geschlossenen Strukturen von TVFE zu

wTVF die Wellenzahl immer unveréndert bleibt, kann der Ubergang von einer toroidal ge-
schlossenen zu einer helikal offenen Struktur von einer Wellenzahldnderung begleitet sein.

Der Ubergang von SPI zu TVF iiber wSPI Losungen, der im periodischen System bei
moderaten Ry zu finden ist, ist im endlichen System, aufgrund der Abwesenheit von stabi-
len reinen SPI bzw. wSPI Zusténden, nicht vorhanden. Stattdessen findet man im System
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fiir starkere Gegenrotationsraten einen anderen Ubergang, der durch einen axial wandern-
den Defekt vollzogen wird. Diese wT'VF-wSPI Defekt zieht einen wTVF Zustand hinter
sich in den Bulk hinein und verdréngt dadurch die wSPI Struktur aus dem System. Nach-
dem der Defekt vollsténdig verschwunden ist, nimmt die Modulation des wTVF Zustands
zunehmend ab, bis schliefflich eine reine TVF Losung im System verbleibt.

Aufgrund der Tatsache, dass die festen Deckel jeglichen intrinsischen, Reynolds Stress
getriebenen Durchfluss der wSPI Strukturen unterdriicken, ist es nicht verwunderlich, dass
sich die Frequenzen der (w)SPI Losungen fiir rbc und pbc unterscheiden. Andererseits
stimmen die Frequenzen der wTVF Losungen fiir pbc und rbe sehr gut iiberein, da der
wTVF Zustand keinen intrinsischen Netto Durchfluss enthalt.

Der signifikante Einfluss der Deckel auf die verschiedenen Strukturen und deren Exi-
stenzbereiche spiegelt sich unter anderem in einem deutlich komplexeren Phasendiagramm
in der R — Ry Ebene wieder, in der z.B. auch lokalisierte Strukturen zu finden sind.

Mixed Cross Spirals

Uberginge zwischen SPI verschiedener und gleicher Helizitiit

Eine vollkommen andere Art des Ubergangs lésst sich zwischen zwei SPI Losungen unter-
schiedlicher Helizitdt und Wellenzahl M finden. Dies ist von grundlegendem Interesse, da
es sich hierbei um die Fragestellung handelt, wie zwei wandernde Wellen (SPI) ineinander
iibergehen. Diese Ubergéinge werden im periodischen System durch sekundér bifurkierende
Mixed Cross Spiral (MCS) Losungen vollzogen. Ein anderes Ubergangsszenario, das bereits
in der Literatur bekannt ist, stellt eine Verbindung der SPI Zustédnde mit RIB Losungen
iiber sogenannte Cross Spiral (CSPI) Losungen dar. Diese CSPI Strukturen lassen sich
dabei als Spezialfille der MCS Losungen auffassen.

Prinzipiell lassen sich zwei unterschiedliche Bifurkationsszenarien der MCS Losungen
unterscheiden. Zum einen kénnen MCS Strukturen aus einem reinen SPI Zustand heraus-
bifurkieren und spéter auch wieder in der selben SPI Losung enden. In diesem Fall stellt der
Losungsast der MCS Strukturen eine Art 'Bypass’ dar. Andererseits konnen MCS Zusténde
als echte Ubergangsstrukturen zwischen zwei reinen SPI Zustdnden unterschiedlicher He-
lizitat auftreten.

Sowohl die MCS Zusténde, als auch die CSPI Strukturen kénnen als nichtlineare Uber-
lagerung von zwei gegenlaufig wandernden Wellen mit kontinuierlich variierenden Anteilen
angesehen werden. Die CSPI Strukturen bestehen dabei aus zwei spiegelsymmetrischen
SPI Zusténden, d.h Strukturen mit gleicher azimutaler Wellenzahl M aber unterschiedli-
cher Helizitat, wihrend die MCS Losungen im Allgemeinen aus Anteilen aufgebaut sind,
die zu SPI Strukturen mit unterschiedlicher Wellenzahl M gehoren.

Folglich stellen CSPI [RIB] Losungen einen Spezialfall der MCS [MRIB] Losungen dar.
Weiterhin konnen RIB [MRIB| Zusténde als Spezialfall von CSPI [MCS] Zustédnden mit
gleichen Amplitudenanteilen der L-SPI und R-SPI Strukturen angesehen werden. Dem-
zufolge sind MCS Strukturen, soweit bislang bekannt, eine der allgemeinsten Strukturen.
Sehr viele der iibrigen bekannten Strukturen im Taylor-Couette System lassen sich als Spe-
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zialféalle dieser erklaren und charakterisieren.

Im Gegensatz zu den CSPI Zusténden, die eine Moglichkeit des Ubergangs von einer
SPI Losung zu einer RIB Losung und wieder zuriick zu der gleichen SPI Losung darstellen,
stellen die MCS Losungen einen direkten Weg eines solchen Ubergangs dar, ohne Verwen-
dung anderer primérer Bifurkationslosungen, wie etwa RIB oder MRIB Zusténde.

MCS Strukturen lassen sich in erster Ndherung als eine lineare Superposition zweier
reiner SPI Losungen auffassen. Zur Charakterisierung der MCS Losungen werden die do-
minanten Moden der beiden SPI Anteile (L und R) herangezogen. Hierbei stellt der SPI
Anteil mit der groBleren [kleineren] Modenamplitude die majorante [minorante] Kompo-
nente in der MCS Losung dar. Fiir im Allgemeinen unterschiedliche Wellenzahlen, M; und
Mo, ergibt sich eine Nomenklatur LM;RM>-MCS, wobei der zuerst genannte SPI Anteil
(hier L fiir linksgewundene) mit M; den majoranten Anteil wiedergibt. Entsprechend gibt
der zweite Anteil (hier R fiir rechtsgewunden) mit M, den minoranten Anteil wieder. So-
lange keine symmetriebrechende Effekte vorliegen sind LM;RMs-MCS und RM;LM,-MCS
spiegelsymmetrische Zustéande.

Die Frequenzen der MCS Strukturen werden im Wesentlichen durch die majorante
SPI Komponente bestimmt, wihrend die minorante SPI Komponente zu einer Modulation
fithrt, die gerade entgegen der Propagationsrichtung der gesamten MCS Struktur wan-
dert. Somit sind die raumzeitlichen Eigenschaften von stationdren MCS Losungen dhnlich
derer einer reinen SPI Struktur, versehen mit einer mehr oder weniger starken Modulation.

Fiir MCS Strukturen, die als Bypasslosungen auftreten, findet man zwei verschiede-
ne Bifurkationsszenarien: (1.) [(2.)] Die MCS Zustdnde bifurkieren als stabile [instabile]
Losungen aus einer stabilen [instabilen] SPI Losung heraus. Im ersten Fall verliert die
SPI Losung dabei ihre Stabilitédt. Dieses Verhalten ist vollkommen unabhéngig von dem
Stabilitdtsverhalten anderer Losungen, wie z.B. RIB oder der SPI Struktur, welche die
majorante Komponente in der MCS Losung darstellt.

Die MCS Strukturen kénnen auch unterkritisch auftreten, d.h. unterhalb der Bifurkati-
onsschwellen der beiden reinen SPI Zustédnde, aus denen die Struktur zusammengesetzt ist.

Prinzipiell sollten die hier, unter periodischen Randbedingungen, untersuchten MCS
Strukturen auch im endlichen System existieren. Wahrend im periodischen System die
axiale Wellenzahl fest vorgegeben wird, konnen im endlichen System nicht beliebige Wellen-
zahlen angenommen werden und es kommt durch die Deckel zu einer Selektion von solchen
Wellenzahlen k die zur vorgegebenen Systemlédnge passen. Eine weitere Einschrankung ist
die Tatsache, dass viele der, im periodischen System, stabil vorliegenden SPI Losungen im
endlichen System, wenn iiberhaupt nur instabil zu finden sind.

Der Nachweis von MCS Losungen unter endlichen Randbedingungen bleibt an die-
ser Stelle noch offen. Wenn diese auch dort existieren, so werden sie aber vermutlich aus
unterschiedlichen SPI Strukturen mit im Allgemeinen wverschiedenen, zueinander kommen-
surablen axialen Wellenzahlen, k; und k,, aufgebaut sein.
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Komplexe Ferrofluide im Taylor-Couette System

Theoretische Grundlagen

Um das Stromungsverhalten eines Ferrofluids im Taylor-Couette System beschreiben zu
kénnen miissen Magnetisierungsgleichungen eingefiihrt werden und erweiterte Navier-Stokes
Gleichungen gelost werden. Hierbei wird ein Ansatz analog dem Modell von Niklas et
al. (103; 104) benutzt, bei dem eine stationdre Magnetisierung nahe dem Gleichgewicht,
bei geniigend kleinen Relaxationszeiten, angenommen wird.

Abhéngig von der Orientierung des angelegten Feldes, ist die raumzeitliche Struktur der
TVF und SPI Zusténde im Allgemeinen verdndert, da zusétzliche Moden, die sich aus der
axialen und azimutalen Fourierzerlegung ergeben, mit endlichen Amplituden existieren. Im
Fall eines rein axialen Magnetfeldes werden die reinen Wirbel Strukturen, TVF und SPI,
wie auch ihre Modenspektren, nicht verandert. Besitzt das angelegte Magnetfeld allerdings
eine endliche Transversalkomponente, so werden zusétzliche Moden angeregt und die reinen
Strukturen sind nicht mehr lénger existent. Diese werden durch Wavy Strukturen, Wavy
Taylor Wirbel und Wavy Spiral Wirbel ersetzt.

Auftretende Stromungsmuster von Ferrofluiden bei extern ange-
legten homogenen Magnetfeldern

Verschiedene Magnetfeldkonfigurationen — axial, transversal und Kopplungen dieser bei-
den — haben signifikanten Einfluss auf das Stromungsverhalten eines Ferrofluids im Taylor-
Couette System. Diese Magnetfelder konnen sowohl das Bifurkationsverhalten, wie auch
die raumzeitlichen Eigenschaften der verschiedenen Losungen beeinflussen.

Alle in dieser Arbeit betrachteten Magnetfeldkonfigurationen fithren zu einer Stabili-
sierung des CCF Grundzustands, d.h. die Bifurkationsschwellen der primér bifurkierenden
Wirbel Strukturen werden zu grofleren Werten der inneren Reynoldszahl R; verschoben.
Unter Verwendung der Niklas Ndherung zur Implementierung der Gleichungen ergibt sich
diese Verschiebung linear in den beiden Feldparametern, s> und s?, wobei der stabilisie-
rende Effekt in einem rein axialen Feld stérker als in einem rein transversalen Feld ist.
Weiterhin werden die Onsets der helikalen SPI und wSPI Strukturen durch die Felder
starker verschoben, als die der toroidal geschlossenen TVF und wT'VF Zusténde. Eben-
so steigen die nichtlinearen SPI und wSPI Frequenzen mit zunehmendem Magnetfeld an,
wobei auch hierbei die Verschiebung im Fall axialer Felder gréfler als bei transversalen
ist. Qualitativ bleibt der Verlauf der Frequenzen bei Variation von R; unverdndert. Mit
wachsender relativer Distanz p zum Onset nehmen alle Frequenzen auf die gleiche Art und
Weise zunéchst ab, bevor sie erneut anwachsen.

Besitzt das angelegte Magnetfeld eine endliche Transversalkomponente, so existieren
die reinen TVF und SPI Losungen nicht mehr. Diese werden ersetzt durch Wavy Struk-
turen, die nun an deren Stelle als primére Losung aus dem CCF Grundzustand heraus
bifurkieren. Dies wurde so bis heute, weder in der Theorie, noch in Experimenten beobach-
tet. Grundsatzlich bleibt die Topologie der einzelnen Strukturen durch die verschiedenen
Magnetfelder erhalten, dies bedeutet: Toroidal geschlossene Strukturen bleiben weiterhin
toroidal geschlossen, wihrend helikale Strukturen ebenso ihre offene Konfiguration beibe-
halten.
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Die, durch Magnetfelder mit endlicher Transversalkomponente, hervorgerufenen Wa-
vy Strukturen unterscheiden sich jedoch ganz wesentlich von den klassischen Wavys, die
ohne Magnetfeld (31; 145; 66) sekunddr aus den reinen TVF und SPI Zusténden bifurkie-
ren. Magnetfelder sind in der Lage wTVF und wSPI Losungen zu erzeugen, die primdr,
direkt aus dem CCF Grundzustand, herausbifurkieren. Zudem unterscheiden sich beide,
unterschiedlich erzeugten, Wavy Arten in ihrer Struktur und Dynamik voneinander. Die
Wirbelschlauche, der durch Magnetfelder generierten wT'VF Zustédnden sind in azimutaler
¢ Richtung periodisch aufgeweitet und zusammengeschniirt, wahrend bei den klassischen
wTVF Strukturen die Wirbel als Ganzes wellenférmig in axialer Richtung nach oben und
unten verbogen sind. Weiterhin ist das durch ein Magnetfeld erzeugte Muster der wTVF
Strukturen in der Phase fiziert, d.h. es ist stationdr und nicht rotierend, wie der rotations-
symmetrische TVF Zustand, wéahrend die klassischen wTVF Strukturen alle als Ganzes
mit konstanter Frequenz rotieren, d.h. das Muster wandert als Ganzes in azimutaler Rich-
tung. Ahnliches gilt auch fiir die, durch Magnetfelder hervorgerufenen, Modulationen der
SPI hin zu wSPI Losungen, wobei in diesem Fall bereits die reinen SPI Strukturen, was
sich auf die wSPI Losungen tibertrigt.



Anhang A

Lineare Stabilitatsanalyse

A.1 Mathematisches Vorgehen

Im Folgenden soll die Stabilitdt des Grundzustands gegeniiber primér bifurkiernden Struk-
turen {iberpriift werden. Fiir hinreichend kleine Reynoldszahlen, R; und Rs, ist dieser
gegeniiber kleinen Stérungen stabil. Dabei bedeutet stabil definitionsgemif, dass beliebi-
ge, aber kleine Stérungen der Losung zeitlich nicht anwachsen und somit aussterben (79).
Ohne jegliche Art von Storung verharrt das System, selbst bei iiberkritischen Kontrollpa-
rametern, im stabilen Grundzustand. Erst unter der Voraussetzung, dass beides vorliegt,
eine kleine Storung und iiberkritische Kontrollparameter, kann das System in einen neuen
Zustand iibergehen.

Dieser Ubergang der Kontrollparameter vom unter- zum iiberkritischen Bereich bedingt
somit eine wesentliche Anderung der zeitlichen Dynamik der ’Storamplituden’. Unterhalb
des kritischen Wertes eines Kontrollparameters werden alle Storungen weggeddmpft und
sterben somit zeitlich aus. Oberhalb dieses kritischen Wertes treten Storungen mit be-
stimmten Wellenzahlen k zu entsprechenden Moden m auf, deren Amplituden exponentiell
anwachsen. Dabei gilt, dass die Anzahl dieser wachstumsfahigen Wellenzahlen mit Ver-
groferung der Kontrollparameter anwéchst.

Die marginale Stabilitdtskurve stellt die Grenze zwischen unter- und iiberkritischem
Bereich in Abhéingigkeit der Wellenzahl dar. Sie markiert, fiir verschiedene Wellenzahlen
k, den Wert des Kontrollparameters, bei dem die Wachstumsrate, v, gerade Null betrégt.

A.2 Herleitung der Gleichungen

Zur expliziten Stabilitdtsuntersuchung werden den Feldern der jeweiligen Losungen Storun-
gen aufaddiert!:

U(’I“,Z,t) :uG(r,z,t)+ﬁ(7“,z,t), P =Dpac —Fﬁ(’l“, Zat) (Al)

Die Aussage iiber die Stabilitéit erfolgt nun iiber die zeitliche Entwicklung der Storfelder u
und p. Stabilitdt der Losung liegt genau dann vor, wenn beliebige Stérungen weggedampft

Der Index G charakterisiert hier den Grundzustand und " bezeichnet die ’Storfelder’.
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werden, ansonsten ist die Losung instabil. Um die Dynamik der Stérung zu untersuchen,
wird diese inklusive des Grundzustands in die Grundgleichungen eingesetzt. Die Felder ug
und pg heben sich hierbei heraus, da diese ja bereits Losungen der Gleichungen darstellen:
Diese Grundgleichungen einschliellich der Kontinuitétsgleichung in Zylinderkoordinaten
lauten nach (1.8):

% = VQU—Rl(u~V)u—%—T—22§—Z+R1%2—%7
% = ng—Rl(u-V)v—:—ZJr%g—Z— 1%—%2—2, (A.2)
88_1;1 = ng—Rl(u-V)w—%,

0 = %%(ru) + %%v + %w. (A.3)

Setzt man nun in diese Gleichungen die Felder inklusive kleiner Stérungen (A.1) ein,
ergeben sich sowohl Terme, die bereits alleine die Navier-Stokes Gleichungen des Grund-
zustands erfiillen, sowie Ableitungen der gleichen, was zur Elimination dieser Beitréige in
den Gleichungen fiihrt.

Die so resultierenden Gleichungen beschreiben nun die temporédre Entwicklung einer,
in das System von Auflen eingebrachten, Stérung . Im Folgenden werden diese, der Ein-
fachheit halber, nur noch mit u bezeichnet. Es ist jedoch wichtig zu wissen, dass es sich
auch fortwéihrend immer noch um die Storfelder i handelt.

Da bei der linearen Stabilitdtsanalyse nur kleine Stérungen u des Grundzustands ug
betrachtet werden, konnen Terme, die aus dem nichtlinearen Summanden (u-V)u resultie-
ren oder quadratische Terme in den Storungen vernachléssigt werden. Somit ergeben sich
die linearisierten Gleichungen der Storfelder inklusive der Randbedingungen zu:

ou u 2 0v 2ugv Op

E = V-u Rl(uG-V)u 7’_2 ﬁ%‘f‘Rl 2 57

o v 20u 10p

& = V- R Vjvg + (ug - V)] - Fop vy (A4)
ow 0
5 = Viw— R Vwe + (ug - V)u] - 27,

w10 ow

- Or ragov 0z r’

0 0
i 1
u(rzm)=<8>, U(T:E):<8)> (A.5)

u(z) =u(z+1L), p(z)=pz+L)

Hierbei wurden die Randbedingungen der Stérung (A.5) so gewéhlt, dass der Grundzustand
plus Stérung immer noch die no-slip Randbedingungen erfiillt und in axialer Richtung
periodische Randbedingungen gegeben sind.

Das komplette Gleichungssystem (A.4) stellt ein Randwertproblem eines linearen par-
tiellen Differentialgleichungssystems zweiter Ordnung dar, das sich in allgemeiner Form,

E%X = Lx, (A.6)
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schreiben lasst, wobei

(A7)

Il

Il
coom
coro
oroo
cooco
RSERSEES IR

Fiir dieses in der Zeit t autonome Gleichungssystem (A.4, A.5) bietet sich eine kompo-
nentenweise Losung in Form eines Produktansatzes mit Separation der Zeitabhéngigkeit
an:

u(r,p,z,t) = U(r,p,2)e”, bzw. p(r, o, z,t) = p(r o, 2)e”, (A.8)

wobei 0 = y+iw der zeitliche Eigenwert des Systems ist. Dieser Ansatz bedeutet, dass eine
Storung fiir unterkritische Kontrollparameter mit v < 0 weggeddmpft wird (der Grund-
zustand ist stabil), und entsprechend bei iiberkritischen Kontrollparametern v > 0 expo-
nentiell anwéchst (der Grundzustand ist instabil). Das temporére Verhalten einer Storung
wird nach (A.8) durch die Wachstumsrate v sowie die Frequenz w beschrieben. Gilt gerade
v =0, so ist das System marginal stabil. Das Gleichungssystem A.6 vereinfacht sich somit
Zu:

cEx = Lx. (A.9)

Unter weiterer Ausnutzung der Systemsymmetrien, wie etwa der Tatsache, dass das System
in ¢ Richtung 27 periodisch ist, d.h.

u(r,p,z,t) =u(r,p + 2m, z,t) (A.10)

und der Annahme axial periodischer Randbedingungen
u(r,p,z,t) =u(r,p,z+ A\ t), A=— (A.11)

bietet es sich an die Losung in ¢ und z nach diskreten Fouriermoden zu entwickeln.

elnkztme)tot 4 ¢ (A.12)

e e
=
5
}\2
N
I
o
3
3
= 8>S\> >
I3

Dieser Losungsansatz (A.12) ist nun in der Lage, mit den entsprechenden Vorfaktoren,
jede beliebige "Storfunktion’ darzustellen. Dabei stellen die ¢, ,, die Fourierkoeffizienten
dar wihrend die komplette » Abhéngigkeit in die Figenmoden u,v,w,p gewandert ist. Es
sei noch auf die hierbei wichtigen konjugiert komplexen Funktionen (c.c.) hingewiesen,
die mit hinzuaddiert werden miissen, da es sich um physikalisch reelle Felder handelt.
Mit Hilfe dieses Entwicklungsansatzes (A.12) lassen sich durch Einsetzen des selbigen in
die Gleichungen (A.4, A.5) die darin enthaltenen Differentialoperatoren teilweise wie folgt
auswerten:
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— m,

— ink,

10 ( 0 m* 5, 1 9\ o m* .,
- FE(TE)_F_M (z*&)a—ﬁ—“’

o imv .
— u— + — +inkw,
or r
mvg .
— + inkwg.
r

(A.13)

Somit wird durch den Losungsansatz (A.12) das System partieller Differentialgleichungen
(A.4) in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen umgewandelt. Dieses muss fiir
jeden Summanden in der Fourierreihe, also jedes Paar (m,n) bzgl. r gelost werden. Insge-
samt ergibt sich somit ein sechsdimensionaler Parameterraum der von (n, Ry, Ry, Re,m, k)
aufgespannt wird, wobei das System fiir jedes fixierte 6 Tupel neu gelést werden muss.

ow =

= ou =

ov =

2 |
Kz . 2) o m k] “— R, (m N kw) u

r  Or) or r?
u vgv  Op
_T_2 — ngmv + 2R17’_2 — E,
1 N a\ 0 m? 2.2 v 2 1.
-4+ — ) == ——n V— — + —imu — —im
r Or) or r? rz2 2 r P
9 . .
— Ry [(u— + moe + ink:w) va + <ZmUG + inkwg) v} ,
or r r

ou 1. . U
— 4+ —imuv + inkz + —.
or r r

' 2 0
—R; (ZmUG + mka> u— —imv + 2R1g — —p,
r r or

+ (gu—i-lu—p) —2(R1A—@)u
r \Or r r

—R; (@Uc + ikwg) v — m—kw,
r

(A.14)

(A.15)
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2
(™ 1,9)\9
ow = < 2 nk>w+(r+8r>8rw

1 )
+ik (gu + —u— p) — Ry <@UG + Zinkw(;> w — ngwgu,
r r

or or
0 1
0 = —u+—imv+mk‘z+g.
or r T

Die Gleichungen (A.15) enthalten noch Ableitungen zweiter Ordnung, die auf ein Differen-
tialgleichungssystem erster Ordnung reduziert werden miissen. Zudem soll noch der Druck
p aus den Gleichungen eliminiert werden. Die gédngigste Methode, dies zu erreichen liegt
in der zweifachen Rotationsbildung, wie sie hdufig in der Literatur (76) zu finden ist. Hier
wird aber anstelle dieses Verfahrens eine Substitution benutzt, wie sie schon in fritheren
Arbeiten, wie z.B. bei (122; 112) verwendet wurde.

X = %u + %u -,
Y = %’U + %v,
0
Z = Ew.
Mittels der Kontinuitatsgleichung ergibt sich somit der Druck p zu:
p=—-X —ikw— %imv. (A.16)

Zum besseren Verstandnis der Substitution wurden bereits in den Gleichungen (A.15) die
Terme in entsprechender Form aufgeschrieben. Das so erhaltene Eigenwertproblem lautet:

cE'x = L'x, (A.17)
00000 u(r)
000O0O v(r)
« | 00000 | w(r)
mit E'=1 1 5 ¢ 0 0 X=X (A.18)
01000 Y (r)
00100 Z(r)
und
oy o ik 0 0 0
0 241 0 0 -1 0
0 0 2 0 0 -1
—r =0’k 2% RitE) 0 2 0 9
L* = —Rl(%’UG + Z?’Lk?’wg)
R L b m o2
_Rl(ivaG + inkweg)
—ng’wg _mTk —T—; — 2712]{52 ink 0 % +

—Rl (iTmUG + inka>
(A.19)
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Im Folgenden kann man sich auf die Fille fiir n = 1 beschrénken, da die h6heren Harmo-
nischen der Stérung e™*? fiir die lineare Stabilititsanalyse keine Rolle spielen. Um nun die
linearen Figenmoden u,v,w,X,Y,Z mittels Runge Kutta Verfahren aus dem Eigenwert-
problem (A.17) bestimmen zu konnen, wird dieses wie folgt umgeschrieben (fiir n = 1):

8 *3k
X = L™x. (A.20)

Dieses gewohnliche Differentialgleichungssystem beschreibt das temporédre Verhalten einer
Storung bei vorgegebenen m und nk, mit

—1 —im —ik 0 0 0
0 —1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
o+ + K 2(im — Ry ve) 0 0 0 0
L™ = | +Ri(2vg + ikwe) ,
- —2(im _ R A) o+ 2 g2 U —im o0
+R1<i7m7j(; + ikwg)
Ry Zwe mk o+ 42k —ik 0 -1
+R1(%UG + Zl{J’LUG)
(A.21)
bzw. mit der Substitution o := o + T—; + k%4 Rl(iTm'UG + ikwg):
1 —im —ik 0 0 0
0 —1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
L" = o o _R%E) 0 0 0 0 (A.22)
—2(lm — RiA) o+ mk o _imo
ngwg 7”7’“ a+k* —ik 0 -1

Bei den beiden, in (A.21) und (A.22), auftretenden Geschwindigkeitsprofilen vg und wg
handelt es sich um die Geschwindigkeiten des Grundzustands in azimutaler- bzw. axialer
Richtung. Die Losung dieser wurde bereits in (1.14),(1.19) explizit ermittelt, und soll des-
halb hier nur der Vollstédndigkeit halber angegeben werden:

ve = veop(r) wird gelost durch: veep(r) = Ar + £ 2 und we = wapp(r) mittels
wapr(r) = Rew. Die Randbedingungen bleiben unveréndert wie aus (A.5) bereits
bekannt.

u<r:%):<§>, (A.23)
(_)(g) (A24)

Zur Bestimmung der linearen Eigenmoden u(r), v(r),w(r), X (r), Y (r), Z(r) ist es nun not-
wendig das sechsdimensionale Differentialgleichungssystem (A.20) aufzuintegrieren. Dies

2Es ist auch gerade diese Integrationskonstante A, die in der Matrix (A.22) zu finden ist.
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geschieht hier unter Zuhilfenahme eines vierstufigen Runge Kutta Verfahrens. Dies ist ein
allgemeines Verfahren zur numerischen Losung von Anfangswertproblemen (AWP), deren
Anfangsbedingungen festgelegt sind. Im hier vorliegenden Fall handelt es sich jedoch um
ein Randwertproblem (RWP), dessen sechs Randbedingungen nur auf einem Teil des Ran-
des festgelegt sind.

Das Problem besteht darin, dass fiir die einzelnen Eigenmoden u(r), v(r), w(r) jeweils ei-
ne Randbedingung am inneren und fiir die jeweilige Eigenmode eine zweite am dufleren
Zylinder zu erfiillen ist. Aufgrund der vorliegenden no-slip Randbedingungen (A.23, A.24)
miissen die Geschwindigkeitseigenmoden u(r), v(r), w(r) auf beiden Réndern also bei r =
%7 und r = ﬁ verschwinden.

Zur Losung des Randwertproblems wird ein Shooting Verfahren verwendet. Das Prinzip
dieses Verfahrens beruht darauf, die Randbedingungen am inneren Zylinder durch geeig-
nete Startvektoren zu erfiillen und die DGL (A.20) fiir verschiedene linear unabhéngige
Startvektoren aufzuintegrieren. Die hieraus erhaltenen Geschwindigkeitseigenmoden wer-
den dann so linear kombiniert, dass sie die Randbedingungen am dufleren Zylinder erfiillen.

Explizit bedeutet dies, dass drei linear unabhéngige, komplexwertige Startvektoren, wie
z.B.

(0;0) (0;0) (0;0)
(0;0) (0;0) (0;0)
0;0 0;0 0;0
X1|r:r1 - gL 0; ) XQ‘r:rl - éo, Og ) X3|r:r1 = 507 Og ) (A25)
(0;0) (1;0) (0;0)
(0;0) (0;0) (1;0)
mit der Notation (z;y):=z+iy, mitz,y € R (A.26)

bendétigt werden.
Diese Wahl geniigt der Bedingung (A.23). Um aber auch noch (A.24) zu erfiillen, miissen

die durch das Runge Kutta Verfahren aufintegrierten Moden am &dufleren Rand nun so
kombiniert werden, dass sie zusammen Null ergeben. Man erhélt das folgende System, das

es zu losen gilt:
U Uz U3 ai
V1 Uy U3 . a9 =0. (A27)
Wy W2 w3 /)., as

Dieses besitzt genau dann eine nicht triviale Losung, wenn die Determinante der Matrix

A verschwindet mit A = A(Ry, Ry, Re,m,n, k).

™ 4

det A = 0. (A.28)

Dies ist die Ldsbarkeitsbedingung obigen Gleichungssystems. Zur Nullstellenberechnung
wurde das Newton Raphson Verfahren verwendet. Der gewonnene Losungsvektor (ay, as, as)’
ist, aufgrund der Linearitdt von (A.20) und der verschwindenden Determinante (A.28),
nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, d.h. auch c(ay, as, as)?, mit ¢ € C, ist eine
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Losung. Aquivalent dazu kann auch eines der a; frei gewshlt werden. Aus dem verbleiben-
den 2 x 2 System sind die beiden anderen a;’s durch Invertierung bestimmbar, so dass der
Vektor

X(r) = a1 Xq(r) + aaXo(r) + azXs(r) (A.29)

eine lineare Eigenmode des Systems darstellt, da er alle Randbedingungen erfiillt.

Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass die tempordre Entwicklung der Eigenmoden
(also der Storungen) durch den i.A. komplexen Eigenwert o bestimmt wird. Dabei besitzen
Real- und Imaginérteil von o = 7 — iw unterschiedliche Bedeutungen:

Re[o] = v : Wachstumsrate, Im|o] = —w : Frequenz der Stérung

Entscheidend, ob eine Stérung mit der Zeit wieder verschwindet oder geméfi des Ansatzes
(A.12) exponentiell anwichst, ist hierbei der Realteil 7. Somit kann das System, abhéngig
von v in drei Bereiche unterteilt werden: Fiir v < 0 ist das System wunterkritisch und
entsprechend fiir v > 0 dberkritisch. Fiir v = 0 bezeichnet man das System als marginal
stabil.

Die Determinante der Matrix A hingt von insgesamt acht reellen Parametern ab, den sechs
reellen Parametern Ry, Ry, Re, m,n, k sowie dem komplexen Eigenwert o. Es werden immer
sechs dieser Parameter fixiert, um die Losbarkeitsbedingung (A.28) zu erfiillen und die zwei
verbleibenden Groflen mittels eines Nullstellenfinders (hier: Newton Raphson Verfahren)
bestimmt.

Die beiden grundlegenden Aufgabenstellungen sehen also wie folgt aus:

1. Ermittlung der marginalen Stabilitidtsgrenze (d.h. Re[o] = = 0):
det é(Rlaw”Rz,Re,k,m,n,'y:O = 0. (ASO)

2. Berechnung der komplexen Eigenwerte o

det é(a = (77 w>>|R1,RQ,Re,k,m,n = 0. (A31)



Anhang B

Ausgedehnte und lokalisierte M = 2
Spiralen mit axialem Durchfluss —
instabile Inseln und bikritische
Zustinde

In diesem Kapitel werden numerische Ergebnisse, ausschliefilich gewonnen aus den linea-
risierten Navier-Stokes Gleichungen (siehe Anh. A), fiir unendlich ausgedehnte, sowie lo-
kalisierte lineare Spiral Strukturen, insbesondere solche mit azimutaler Strukturwellenzahl
M = 2 und periodischen Randbedingungen, prisentiert. Da im Fall der linearen Analy-
se nur eine einzelne bestimmte Mode betrachtet wird, stimmt die Strukturwellenzahl M
folglich immer mit der kritischen azimutalen Mode m iiberein. Aus diesem Grund wird
in diesem Kapitel nicht weiter zwischen diesen beiden unterschieden und beide Begriffe
parallel benutzt.

Prinzipiell ist die lineare Analyse der verschiedensten Strukturen im Taylor-Couette Sy-
stem schon lange sehr detailliert bekannt und deshalb auch in zahlreichen Arbeiten (7; 113)
zu finden. Interessanterweise zeigen, im Fall der azimutalen Wellenzahl |m| = 2, die Eigen-
wertoberfléchen ein signifikant komplexeres Muster, als dies bei m = 0 oder |m| = 1 der Fall
ist. Hierbei ist eine neue Art der Bikritikalitit entdeckt worden, da zwet verschiedene axiale
Wellenzahlen gleichzeitig instabil werden. Weiterhin werden noch konvektive und absolu-
te Stabilitdtsschwellen untersucht, bei denen sich isolierte Inseln mit 'Instabilitédt’ zeigen.
Neben der Losung der linearisierten NSE mittels Shooting Verfahren (Anh. A) wird eben-
falls eine schwach nichtlineare Analyse, mittels Ginzburg Landau Ndherung (33; 112; 113),
durchgefiihrt.

B.1 Motivation

Fiir alle im Folgenden durchgefithrten Untersuchungen werden axial periodische Rand-
bedingungen zugrunde gelegt. In diesem Fall besteht der axial und azimutal homogene
Grundzustand aus einer Uberlagerung des Circular Couette Flow und dem Annular Pois-
seule Flow (vgl. Abs. 1.4.2, Gl. (1.24), insofern dem System kein extern auferlegter axialer
Durchfluss (62; 33) aufgepragt wird.

Bei geniigend starken Rotationsgeschwindigkeiten des Auflenzylinders entstehen Spiral
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Wirbel mit azimutaler Wellenzahl m # 0 aus dem Grundzustand heraus in einer symme-
triebrechenden Hopf Bifurkation als Ergebnis einer linearen Instabilitdt (54; 56; 79; 31).
Gerade solche priméren Bifurkationen zu periodischen Strukturen waren Gegenstand ei-
ner groffen Anzahl verschiedener linearer Stabilitdtsanalysen des Grundzustands (39; 146;
102; 1; 41; 42; 79; 51; 99; 13; 13). Trotz dieser sehr zahlreichen verschiedenen linearen
Analysen gibt es immer noch interessante Fragen und neue, auflergewohnliche auftretende
Phé&nomene im linearisierten TCS.

Konkret werden in diesem Kapitel sowohl unendlich ausgedehnte, wie auch lokalisierte
lineare Storungen mit azimutaler Wellenzahl |m| = 2 fiir einen ausgedehnten Parame-
terbereich des Durchflusses sowie innerer und auferer Zylinderrotationsgeschwindigkeiten
untersucht. Hierzu werden ausschlielich die im vorherigen Kapitel (Anh. A) beschriebenen
linearisierten Navier-Stokes Gleichungen (LNSE) (A.20) benutzt. Im Wesentlichen werden
die Schwellen von absoluter und konvektiver Instabilitdt durch eine Sattelpunktsanalyse
der komplexen Dispersionsrelation, gewonnen aus den LNSE fiir komplexe axiale Wellen-
zahlen (13; 14; 144) berechnet. Diese Ergebnisse werden mit Vorhersagen der klassischen
Ginzburg Landau Néherung (GLE)(33; 123) fiir [m| = 2 und reellen axialen Wellenzahlen
verglichen.

Im Gegensatz zu fritheren Publikationen, wie z.B. (114; 31; 56; 39; 146; 102; 51; 79; 99)
bei Untersuchungen von m = 0 und m =+ 1 Storungen, zeigen diejenigen mit azimutaler
Wellenzahl |m| = 2 neues, sehr aufergewohnliches und bislang noch nicht beschriebenes
Verhalten, ndmlich unterschiedliche Arten von Inseln:

(i) — im Fall unendlich ausgedehnter Strukturen —
Isolierte Inseln mit linear wachstumsfahigen M = 2 Losungen, die von einem insta-
bilen Gebiet umgeben sind, in dem alle M = 2 Stérungen aussterben.

(ii) — im Fall lokalisierter Storungen —
Isolierte Inseln von absoluter Instabilitédt, oder sogar die vollstdndige Abwesenheit
absoluter Instabilitit bei gewissen Kontrollparametern.

Diese Effekte sind eine Konsequenz von signifikant komplexeren Eigenwertoberflachen, so-
wie dem Erscheinen von zwei, oder noch mehreren, Sattelpunkten auf der komplexen Ei-
genwertoberfliche, wobei sich diese bei Variation verschiedener Kontrollparameter relativ
zueinander bewegen. Dies beinhaltet die Existenz bikritischer Punkte die dazu fiithren, dass
das System zwer kritische Wellenzahlen fiir sonst gleiche Kontrollparameter besitzt. Obwohl
dieses Phédnomen zum Teil bereits gesehen wurde, wie etwa bei Tagg et al., die die Existenz
von mehr als einem Sattelpunkt feststellten (144), so lieferten deren betrachtete Parame-
ter aber keine der oben angesprochenen 'Inseln’. Sie beschriankten sich auf die Berechnung
der absoluten und konvektiven Instabilitdten fiir verschiedene azimutale Wellenzahlen und
Radienverhéltnisse, ohne externen Durchfluss zu betrachten.

Zunachst werden nun die marginalen und kritischen Schwellen fiir den Fall unendlich
ausgedehnter Zustédnde berechnet und die hierbei vorliegende Bikritikalitit bei |m| = 2
diskutiert. Danach werden lokalisierte Zustéande, sogenannte Wellenpakete, untersucht und
insbesondere auf die konvektiven und absoluten Stabilitdtsschwellen, sowie das Frontver-
halten eingegangen.

B.2 System

Wie bereits zuvor erwihnt befasst sich dieses Kapitel ausschliefilich mit der linearen Ana-
lyse von Wirbelstérungen im axial periodischen Taylor-Couette System einschliellich axial
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auferlegten Durchflusses. Letzterer wird dabei durch folgenden Ausdruck bestimmt (vgl.
auch Kap. 1, Abs. 1.4.2):

Re = —(w). (B.1)

v

Hierin beschreibt die iiber die Spaltbreite gemittelte mittlere axiale Geschwindigkeit (w)
den totalen Durchfluss.
Weiterhin werden die relativen Kontrollparameter

Rl Rl

R T B.2
P RidBe) 7 T RiJ(Re=0) (B2)

welche den relativen Abstand der inneren Reynoldszahl R, vom kritischen Onset R, . bzw.
Ry .(Re = 0), in Abwesenheit von Re angibt, benutzt (analog Gl. (9.1)). Somit beschreiben,

pe =0 und €. (Re) = % -1, (B.3)

die kritische Schwelle, die Onsets einzelner Wirbel Strukturen. Der Zusammenhang zwi-
schen p und e ergibt sich zu:
_ e—¢c(Re)
=17 e.(Re)’
Die hier betrachteten linearisierten Navier-Stokes Gleichungen (LNSE) (vgl. Anh. B) lau-
ten:

(B.4)

du=V?u— Ri(ug-V)u— R;(u-V)ug — Vp. (B.5)

Diese werden geméfl dem in Anhang A vorgestellten numerischen Verfahren gelost.

B.3 Axial unendlich ausgedehnte Wirbel Strukturen

In diesem Abschnitt werden Storungen des Grundzustands in der Form axial unendlich aus-
gedehnter, periodischer Wirbel Strukturen mit reeller axialer Wellenzahl £ und azimutalen
Wellenzahlen M = 0, 1, 2 betrachtet. Die kritischen Moden sind dabein = +1,m = M =0
fur die rotationssymmetrischen Taylor Wirbel (TVF) Zustiande und n = +1,m = nM
fiir links gewundene Spiral Wirbel Losungen (LM-SPI) mit azimutaler Wellenzahl M =1
oder 2 und entsprechend n = £1,m = —nM fiir rechtsgewundene Spiral Wirbel (RM-SPI)
Zusténde. In Abbildung B.1 sind diese Strukturen, TVF, L1-SPI und L2-SPI, schematisch
mit Hilfe von Isoflichen der azimutalen Vortizitét €2, dargestellt.

B.3.1 Axialer Durchfluss

Zunéchst werden, wie in Abbildung B.2 zu sehen, die marginalen Stabilitdtskurven des
Grundzustands gegeniiber Wirbelstérungen mit azimutalen Wellenzahlen M = 0, 1,2 und
fixiertem Auflenzylinder R, = 0 betrachtet. Diese Stabilitdtskurven sind die Bifurkations-
schwellen von TVF, 1-SPI und 2-SPI Losungen. Ein endlicher axialer Durchfluss, Re # 0,
hebt die Symmetrieentartung von L-SPI und R-SPI Strukturen auf, wie z.B. im Detail
in (114; 62) beschrieben. Weiterhin und zusétzlich hierzu besteht die zugehorige Kurve der
L2-SPI Losung bei Re = —6 aus zwei separaten Teilen, die zwei disjunkte (graue) Gebiete
mit positiven Wachstumsraten (y > 0) fiir L2-SPI Moden charakterisieren.
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(a) (b (c)

Abbildung B.1 — Isoflichen der azimutalen Vortizitit Q, = d,u — d,w fiir TVF (a), L1-SPI (b)
und L2-SPT (c¢) Losungen in der Nihe der jeweiligen Onsets, e = 0.02, n = 0.5, k = 3.927. Da Re =0
sind die R-SPI Strukturen gerade die axialen Spiegelbilder der entsprechenden L-SPI Strukturen. In
axialer Richtung sind zwei Perioden dargestellt.

Um den Ursprung der zwei getrennten marginalen Stabilitédtskurven, die zu den L2-
SPI Storungen gehoren, zu erklaren, stellt die Abbildung B.3 die Oberflichen der linearen
Wachstumsraten v(k, R;) von TVF, L1-SPI und L2-SPI Moden tiber der k — R; Ebene
fiir die Parameter Ry = 0, Re = —6,n = 0.5 dar. Den marginalen Stabilitdtsschwellen
entsprechen die v = 0 Isolinien dieser 'Gebirgslandschaft’ (rote Kurven in Abb. B.3). Im
Gegensatz zu den monoton variierenden Oberflichen bei TVF und L1-SPI Moden in (a)
und (b) besitzt die Gebirgslandschaft der L2-SPI Mode in Abbildung B.3(c) einen Sattel
und einen kleinen "Hiigel’, wobei ein Teil dieses oberhalb, v = 0, liegt.

Die Gestalt dieser Gebirgslandschaft fiir L2-SPI Moden ist nahezu unabhéngig von Re
und R, (siehe spéter). Eine Variation von Re hat eine einfache Verschiebung des gesamten
Berges zu niedrigeren oder hoheren v Werten zur Folge (d.h. in der Abb. B.3 nach oben
oder unten). Somit verschwindet die 'Insel’ in Abbildung B.2(b) bei geniigend stark ne-
gativen Re, wenn die Spitze des Hiigels unter v = 0 zu liegen kommt. Auf der anderen
Seite verbindet sich die Insel mit der hauptséchlichen (grauen) instabilen Region der Ab-
bildung B.2(b), wenn bei geniigend schwach negativen Re der Sattel iiber die 7 = 0 Ebene
gehoben wird.

Dies ist in der Abbildung B.4 dargestellt. Dort sind die marginalen Stabilitdtsober-
flachen, v = 0, fiir L2-SPI Moden im k& — R; — Re Parameterraum bei Ry = 0 (al) und
im k — R; — R, Raum bei Re = —6 (b1) zu sehen. Die jeweiligen marginalen Kurven sind
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Abbildung B.2 — Marginale Stabilititsschwellen des Grundzustands gegeniiber Wirbelstérungen
bei Ry = 0, = 0.5 mit azimutalen Wellenzahlen M = 0,1,2 fiir Re = 0 (a) und Re = —6 (b). Im
Fall der Letzteren (b) existiert eine isolierte Insel von Instabilitit gegeniiber L2-SPI Strukturen. Die
senkrechten, gepunkteten Linien charakterisieren die kritischen Wellenzahlen der 2-SPI Losung, wie
indiziert.

in der k — Ry Ebene in schwarz gezeichnet, in (a2) fiir variierte Werte Re bei Ry = 0 und
in (a2) fiir verschiedene Ry bei Re = —6. Die dicken roten Linien in (al) bei Re = —6,
sowie in (b1) bei Ry = 0 gehoren zu den entsprechenden dicken schwarzen Linien in (a2)
und (b2). Die durchgehenden roten Linien in (a2) und (b2) zeigen die Variation der kri-
tischen Punkte (k., Ry .) mit Re bzw. Ry. Der Sprung der kritischen Punkte ist durch die
gepunkteten roten Linien angedeutet.

Zunéchst soll der Fall betrachtet werden, wie sich die Gestalt der marginalen Schwellen
der L2-SPI Losung im Parameterraum fiir fixierten Auflenzylinder, Ry = 0, bei Variation
von Re verdndert. Bei Verminderung von Re von Null zu stirker negativen Werten hin,
d.h. einer vertikalen Aufwértsbewegung in Abbildung B.4(al) entsteht der Sattel bei Re =~
—b5.1. Bei dieser Isolinie ist der Teil des Berges in (al), der aus der Ebene herausragt von
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(a)

-10
120

Abbildung B.3 — Oberflichen des linearen Wachstumsparameters (k, R;) iiber der k — R; Ebene
fiir TVF (a), L1-SPI (b) und L2-SPTI (c¢) Losungen. In allen Fillen gilt Ry = 0, Re = —6,n = 0.5 wie
in Abbildung B.2(b). Die v = 0 Isolinie (rote Linie) identifiziert die marginale Kurve. Die charakteri-
stische Gestalt der v Oberfliche der L2-SPI Losung fithrt dazu, dass die zugehorige marginale Kurve
in zwei separate Teile aufgespalten ist, wie z.B. in Abbildung B.2(b).
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Abbildung B.4 — Marginale Stabilititsoberflichen, v = 0, der L2-SPI Moden im k¥ — R; — Re
Parameterraum bei Ry = 0 (al) und im k — Ry — Re Raum bei Re = —6 (b1). Die Oberflidchen teilen
die Parameterrdume in einen v < 0 (blau) und einen « > 0 (rot) Anteil. Die v = 0 Isolinien, d.h. also
die marginalen Kurven, sind in der k — Ry Ebene in schwarz dargestellt, in (a2) fiir verschiedene Re
bei Ry = 0 und in (b2) fiir verschiedene Ry bei Re = —6 fiir n = 0.5. Die dicke rote Linie in (al)
bei Re = —6 und in (b1) bei Ry = 0 entsprechen den zugehorigen dicken schwarzen Linien in (a2)
und (b2). Die durchgezogenen roten Kurven in (a2) und (b2) zeigen die Variation des kritischen
Punktes (kc, R1,c) mit Re, bzw. Ry. Der Sprung der kritischen Punkte ist durch die gepunktete rote
Linie angedeutet.

dem Hauptteil getrennt. Somit trennt sich die nach unten ausgebeulte marginale Kurve in
(a2) bei Re ~ —5.1 ab und formt eine ’Insel’ im linken unteren Teil in (a2). Eine weitere
Verminderung von Re zu noch stédrker negativeren Werten, d.h., eine weitere vertikale
Aufwirtsbewegung in (al) erreicht man die Spitze des Hiigels bei Re ~ —6.4 und die
Insel in (a2) schniirt sich weiter, bis hin zu einem einzelnen Punkt, zusammen um dann
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schliefllich zu verschwinden.
Wenn man den Durchfluss fixiert, etwa bei Re = —6 und stattdessen die auflere
Reynoldszahl R, variiert, wie in Abbildung B.4(b) zu sehen, so findet man die gleichen

strukturellen Anderungen in den Lagen der marginalen Kurven der L2-SPI Losung, im Pa-
rameterraum, wie bei Variation von Re in Abbildung B.4(a). Dies bedeutet, dass Verdande-
rungen des Durchflusses Re oder der Rotationsrate des dufleren Zylinders Ry den gleichen
Effekt auf die Bifurkationsschwellen der L2-SPI Zusténde besitzen.

Diese Ubereinstimmung im Verhalten unter Verédnderung von Re oder R; iibertrégt sich
auch auf die kritischen Werte k., Ry . und w, der L2-SPI Losung was in der Abbildung B.5
durch die dicken schwarzen Linien zu erkennen ist. Zu beachten sind hierbei insbesondere
die Spriinge (punktierte vertikale Linien) wenn die Inselbereiche in den Abbildungen B.4(a)
und B.5(a) bei Re ~ —6.4, oder in den Abbildungen B.4(b) und B.5(b) bei Ry = 2.3
verschwinden. Die schraffierten Bereiche in Abbildung B.5 markieren die Parameterinter-
valle, (a) —6.4 < Re < —5.1 und (b) —5.2 < Ry < 2.3, in denen die marginalen Kurven
eine ’Instabilitits-Insel’, umgeben von Stabilitét, aufweisen, und somit abgetrennt von dem
"Hauptteil” der instabilen Region in der k¥ — R; Ebene in Abbildung B.4 vorliegen (siehe
auch Abb. B.2).

Die kritischen Eigenschaften der anderen Wirbel Moden mit M = 0, 1, 2 sind ebenfalls
der Vollstéandigkeit mit in der Abbildung B.5 aufgenommen. Ohne Durchfluss liegen L- und
R-SPI Losungen symmetrieentartet vor, so dass auch ihre kritischen Werte, k. und R,
identisch sind und sich ihre Frequenzen w. nur im Vorzeichen unterscheiden. Diese Ent-
artung wird durch axialen Durchfluss aufgehoben (114; 63), d.h. die Onsets von aufwérts
labwirts] propagierenden SPI Losungen werden zu grofieren [kleineren] R; Werten hin ver-
schoben. Somit liegen im Re Bereich der Abbildung B.5 die Bifurkationsschwellen von L1-
und L2-SPI Loésungen oberhalb derer von R1- und R2-SPI Losungen.

Die kritischen axialen Wellenzahlen in der Abbildung B.5(1) fiir L2-SPI Zusténde ver-
halten sich signifikant anders als diejenigen von R2-SPI, oder L1- und R1-SPI Zustédnden.
Der Unterschied zwischen k.(L2) und k.(R2) fiir stédrkeren Durchfluss ist entscheidend
und grofler als der zwischen k.(L1) und k.(R1). Dies gilt ebenso auch fiir die kritischen
Reynoldszahlen R; . in (2) und die kritischen Frequenzen w. in (3).

Weiterhin wachsen alle Wellenzahlen, aufier die L2 Wellenzahl, mit zunehmendem |Re|
an. Dies bedeutet, dass das System, fiir den Fall der aufwérts wandernden L2-SPI Losung,
diejenige Wellenzahl selektiert, die mit dem axialen 'Kopf Wind’ anwéchst und bei Re ~
—6.4 auf die signifikant kiirzere Wellenléinge springt. In diesem Bereich ist die kritische
Wellenzahl k.(L2) der L2-SPI Mode grofer als k.(R2). Dies ist gerade invers zur Situation
der kritischen 1-SPI Moden.

B.3.2 Gegenrotierende Zylinder

Allgemein gesprochen bewegt sich die v Oberfliche der Abbildung B.3(c) ebenfalls als
Ganzes, wenn Ry, bei fixiertem Re, variiert wird, sehr dhnlich der zuvor diskutierten Si-
tuation bei fixiertem Re und Verdnderung von Rs. In der Tat findet man hier ebenfalls
ein Intervall von Ry, Werten innerhalb dessen die Sédttel in Abbildung B.3(c) unterhalb
der v = 0 Ebene liegen, wihrend ein Teil des Hiigels oberhalb dieser Ebene liegt, so dass
die 7 = 0 Isolinie aus zwei separaten Kurven in der £ — R; Ebene besteht. Fiir Re = —6
ergibt sich die gleiche Situation mit einer instabilen Insel in der k£ — R; Ebene, die durch
die marginale Kurve eingeschlossen ist, fiir —5.2 < Ry < 2.3. Somit muss man lediglich Re
oder Ry variieren um die v = 0 Ebene in den Bereich zwischen dem Sattel und der Spitze
des Hiigels zu bekommen.

An dieser Stelle sei nochmals besonders darauf hingewiesen, dass das "Entstehungssze-
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Abbildung B.5 — Kritische axiale Wellenzahl k. (1), kritische Reynoldszahl R; . (2) und kritische
Frequenz w. (3) fiir TVF, 1-SPI und 2-SPI Zusténde aufgetragen gegen den axialen Durchfluss Re
(a) und die duflere Reynoldszahl Ry (b). Die gestreiften Gebiete markieren die Intervalle, in denen
die marginale Kurve der L2-SPI Losung in zwei separate Bereiche aufgespalten ist, (a) —6.4 < Re <
—5.1 und (b) —5.2 < Ry < 2.3, und somit eine isolierte Insel’(schraffierte Bereiche) der Instabilitét
gegeniiber L2-SPI Moden existiert. Sobald die Insel verschwindet vollfiithren die kritischen Werte einen
Sprung, der durch die vertikal gestrichelten Linien angedeutet ist.

nario’ der v Landschaft fiir L2-SPI Storungen, wie oben beschrieben, mit der Ausbildung
von marginalen L2 Kurven nur dann auftritt, wenn der Durchfluss geniigend stark ist,
namlich Re < —0.1. Im Fall Re 2 —0.1 konnten keine R, Werte gefunden werden, bei
denen isolierte Inseln fiir L2 Wachstum in der £ — R, Ebene existieren.

Als représentatives Beispiel wurde in Abbildung B.5(b) der fixierte axiale Durchfluss
Re = —6 gewdhlt, der innerhalb des zuvor beschriebenen Re Intervalls liegt. Zu sehen sind
die kritischen Werte, axiale Wellenzahl k., Reynoldszahl R, . und Frequenz w., aufgetragen
gegen Ry fiir TVF, 1-SPI und 2-SPI Zustéande. Die schraffierten Gebiete markieren erneut



222 ANHANG B. M =2 INSELN UND BIKRITISCHE ZUSTANDE

die Intervalle, in denen die marginale Kurve der L2-SPI Lésung in zwei separate Teile
aufgespalten ist und somit eine isolierte Instabilitéats-Insel fiir L2-SPI Moden in der k£ — R,
Ebene existiert.

Wiéhrend die kritischen Parameterwerte von TVF, L1-SPI, R1-SPI und R2-SPI Moden
als Funktion von R, das glatte ’klassische’ Verhalten aufweisen, so zeigt die kritische Kurve
der L2-SPI Mode bei Ry ~ 2.3 einen Sprung, analog der Situation in Abbildung B.5(a),
die gerade zuvor diskutiert wurde. In beiden Fallen (Abb. B.5(a,b)) tritt der Sprung auf,
wenn die Insel in der marginalen Stabilitdtskurve in der £ — R; Ebene (vgl. Abb. B.1 und
B.3) verschwindet. Das schraffierte Ry Intervall in Abbildung B.5(b) beinhaltet die Rs
Werte, die zwischen dem Sattel und dem lokalen Maximum an der Spitze des Hiigels der
Abbildung B.4(b1), die die zugehorige v = 0 Isooberfliche im k — Ry — Ry Raum darstellt,

liegen.
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Abbildung B.6 — Kritische axiale Phasengeschwindigkeit, w,, = w./ke (a), und Gruppenge-
schwindigkeit, wg = g—: ‘C (b), von TVF und SPI Losungen aufgetragen gegen Re fiir Ry = 0,7 = 0.5.
Die schraffierten Gebiete spiegeln das Erscheinen von isolierten Inseln marginaler Stabilitéit in der
R; — Re Ebene wieder, wie z.B. in Abbildung B.5(a) dargestellt.

Als letztes sollen in diesem Abschnitt die unterschiedlichen Geschwindigkeiten unter-
sucht werden, die im Bulk auftreten kénnen.

Abbildung B.6(a) zeigt die kritische axiale Phasengeschwindigkeit, w,;, = w./k., von
unendlich ausgedehnten Wirbel Strukturen, die sich aus den, in Abbildung B.5(a) gezeig-
ten, kritischen Eigenschaften ergeben. Bei Verringerung des Durchflusses, d.h. mit zuneh-
mender Negativitit von Re (von rechts nach links in Abb. B.6) nehmen die kritischen
Phasengeschwindigkeiten von TVF, L1-SPI, R1-SPI und R2-SPI Zusténden kontinuierlich
weiter ab, wiahrend diejenige der L2-SPI Losung zunéchst abnimmt, dann aber anwéchst.
Dies ist sehr eigenartig, da im Falle der axial aufwérts wandernden L-SPI Lésung, der nach
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unten gerichtete Durchfluss die Intensitiat des 'Kopfwinds’ vergréflert, wenn Re stéirker ne-
gativ wird. Trotzdem bleibt die Phasengeschwindigkeit der L2-SPI Mode, mit wachsender
Amplitude, aufwirts gerichtet. Weiterhin zeigt w,,;, der L2-SPI Losung einen Sprung nach

oben, wenn die isolierte Instabilitéits-Insel in der £ — Ry Ebene bei Re ~ —6.4 verschwindet.
Ow

In der Abbildung B.6(b) sind die zugehérigen Gruppengeschwindigkeiten, w, = 92| ,
der verschiedenen Zustédnde dargestellt. In allen Féllen verringern sich diese kontinuierlich,
wenn der abwiérts gerichtete Durchfluss stérker wird. Allerdings vollzieht die Gruppenge-
schwindigkeit der L2-SPI Storungen bei Re ~ —6.4 einen Sprung hin zu einem positiven
Wert, wenn die kritische Wellenzahl, wie in Abbildung B.5(al) zu sehen, auf einen si-
gnifikant grofleren Wert springt. Danach bewegt sich das Zentrum eines Wellenpaketes,
aufgebaut aus L2-SPI Moden nahe der kritischen Werte, aufwarts, d.h. entgegengesetzt
dem Durchfluss.

Bevor nun lokalisierte Strukturen betrachtet werden, sei das zum Teil sehr aufler-
gewohnliche, in den letzten Abschnitten diskutierte, Verhalten von ausgedehnten L2-SPI
Zustdnden wie folgt zusammengefasst: Die gefundenen isolierten Inseln wachstumsfiahiger
m = 2 Moden sind auf eine, abhéngig der Kontrollparameter, topologisch deutlich kompli-
ziertere Oberfliche des Wachstumsparameter, (R, k), zuriickzufiithren.

B.4 Lokalisierte Strukturen - Wellenpakete

Nachdem bis zu diesem Zeitpunkt nur unendlich ausgedehnte Zusténde betrachtet wurden,
wird im nun folgenden Teil das raumzeitliche Verhalten von axial lokalisierten Strukturen,
bestehend aus linear iiberlagerten Wellenpaketen von TVF und SPI Moden, sowie deren
Front Eigenschaften untersucht. Diese Analyse stellt die Frage nach der Kenntnis des zeit-
lich komplexen Eigenwertes, 0(Q) = v(Q) — iw(Q), der Wirbelmoden,

u ei(Qz+m<p)+ot7 (B6)

mit azimutaler Wellenzahl m. Dieser Eigenwert der LNSE (B.5) muss mit dem obigen
Modenansatz als Funktion der komplexen axialen Wellenzahl, () = k& — ¢K, berechnet
werden. Darin ist k, wie zuvor, die reelle axiale Wellenzahl und K bezeichnet die axial
rdumliche Wachstumsrate des Feldes u. Einsetzen des Ansatzes (B.6) in die LNSE (B.5)
erlaubt es die Eigenwerte o((Q)) zu berechnen, z.B. mit Hilfe eines Shooting Verfahrens wie
im vorangegangenen Anhang A beschrieben.

Zum Vergleich der Ergebnisse bzgl. der Dispersionsrelation o(Q) der LNSE wird aufler-
dem eine approximierte Dispersionsrelation ogg(Q) der linearen Wirbel Moden, die sich
aus der linearen Ginzburg Landau Gleichung (GLE) (33)

ergibt, unter der Annahme von sich axial und zeitlich nur langsam veréindernde Amplitu-

den, A(z,t), einer kritischen Wirbelmode oc e'(Fez+m¢=wet) "henutzt. Somit erhilt man die
Dispersionsrelation (114):

2

oce(Q) = —iwe. —i(Q — ko)wy + (1 + z'cO)Tﬂ -1+ z'cl)il(Q —k)?.  (B.8)
0 0

Dabei werden die linearen Ginzburg Landau Koeffizienten wg, 79, &, co und ¢, die in

die Dispersionsrelation (B.8) eingehen, an den kritischen Stellen 7. = 0,Q = k. (114)
berechnet. Diese héngen ebenfalls von m, Ry und Re ab.
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B.4.1 Konvektive und absolute Instabilitit

Der Ubergang vom konvektiv instabilen hin zum absolut instabilen Bereich des Grundzu-
standsflusses, gegeniiber Wachstum von Storungen, mit bestimmter azimutaler Wellenzahl
m und axialer Wellenzahl % ist im Laborsystem von der Umkehrung der Propagationsrich-
tung einer der beiden Fronten eines Wellenpaketes begleitet. D.h. im konvektiv instabilen
Bereich bewegen sich beide Frontgeschwindigkeiten und die Gruppengeschwindigkeit des
Wellenpaketes in die gleiche Richtung, wiahrend sich im absolut instabilen Bereich die Fron-
ten gerade entgegengesetzt bewegen, so dass die Vorzeichen in den Frontgeschwindigkeiten
verschieden sind (sieche auch Abs. B.4.2 weiter unten). An der Grenze zwischen diesen
beiden Bereichen ist exakt eine der beiden Fronten im Laborsystem fixiert (v, = 0').

Um nun diese Grenze zu finden, die im Folgenden durch den Index ’c-a’ (convectiv-
absolut) gekennzeichnet wird, wird eine Sattelpunktsanalyse fiir o(Q) sowie fir ogLp(Q)
durchgefiihrt. Die notwendigen Sattelpunktsbedingungen fiir nicht wachsende und nicht
wandernde Fronten im Laborsystem (33; 114; 70) lauten:

_ do(Q) _
Quuis) =0, 0 o =0, (B.9)

fiir einen Sattel mit o(Q), der bei Qs = Q. liegt mit py = p.—, (70). Die Losung der
Gleichung (B.9) bei fixiertem m, Re und Ry ergibt demzufolge die gesuchte Schwelle fi. g,
dh. Rycgund ke, Kog, We—q.

Somit kann man zwischen drei verschiedenen Bereichen unterscheiden (vgl. auch Abb.

B.7):

Re [0(@Q)

(i) Im absolut stabilen Bereich wird jede Art von Storung weggedampft.

(ii) Im konvektiv instabilen Bereich existieren axial periodische, d.h. unendlich ausge-
dehnte Storungen mit Wellenzahlen auflerhalb eines Bandes endlicher Breite, die zu-
sammen mit dem iiberlagerten Wellenpaket anwachsen konnen. Allerdings bewegen
sich beide Fronten des Wellenpaketes in die gleiche Richtung, so dass das Paket als
Gangzes aus dem System herausgeblasen wird, obgleich die Amplituden kontinuierlich
anwachsen.

(iii) Im absolut instabilen Parameterbereich wichst das Paket immer weiter an, wihrend
sich die beiden Fronten in unterschiedliche Richtung bewegen.

Um nun das Stabilitdtsverhalten zu bestimmen, miissen alle Sattelpunkte untersucht
werden, die der Gleichung (B.9) geniigen — hier konkret nur fiir m = 2. Diese Séttel sind
durch Trajektorien im k£ — K — R; Raum représentiert, die alle auf der Stabilitdtsoberflache
Rl,stab(k7 K) mit Storungen der Form exp|i(Qz + mep) + vt] = exp[(K + ik)z + ime + 7]
fiir m = 2 starten.

Zunéchst werden nun nur die Sattelkurven betrachtet, die aus dem kritischen Punkt
(ke, K = 0, Ry ), einer unendlich ausgedehnten Stérung, heraus entstehen. In diesem Punkt
erscheint smmer ein Sattelpunktpaar und nahe dem kritischen Punkt besitzen diese beiden
Séttel ein unterschiedliches Vorzeichen in K, was den jeweiligen Fronttyp '+’ oder -’ (siehe
auch Abs. B.4.2 und (114)) charakterisiert. Unter Vernachlédssigung weiterer Séttel ist es
somit moglich Parameterbereiche zu finden, in denen wachsendes R; das System vom
konvektiv instabilen in den absolut instabilen und dann spéter bei weiter wachsendem R;
erneut zuriick in den konvektiv instabilen Bereich treibt.

!Der Index s indiziert den Sattel, der alle Bedingungen der Sattelpunktsanalyse in Gl. (B.9) erfiillt.
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Abbildung B.7 — Schematische Darstellung des zeitlichen Verlaufs lokalisierter bzw. unendlich
ausgedehnter Storungen mit den daraus resultierenden Stabilitdtsbereichen; griine Pfeile symbolisieren
das Wachstumsverhalten der Amplituden; schwarze Pfeile stehen fiir die Frontgeschwindigkeiten, v,
im Fall von lokalisierten Wellenpaketen; Geschwindigkeit v von links nach rechts. Bereiche: (a) absolut
stabil, (b) konvektiv instabil, (¢) absolut instabil.

Nach dieser Entdeckung werden danach folgend weitere Sattelpunkte mit beriicksich-
tigt, die irgendwo im k — K — R; Raum auftreten konnen, auch fiir K # 0. Diese haben
ebenfalls Einfluss auf das Stabilitdtsverhalten des Wellenpaketes, da sie im Allgemeinen das
System daran hindern vom absolut instabilen zuriick in den konvektiv instabilen Bereich
zu gelangen.

Entwicklung von Sattelpunkten aus dem kritischen Punkt heraus

Zunéchst wird nun nur das Sattelpunktpaar betrachtet, welches im kritischen Punkt (k., K =
0, Ry .) startet. Die Abbildung B.8(a)-(c) stellt die Re Abhéngigkeit der unterschiedlich
ermittelten kritischen Schwellen €. (Gl. (B.3)) und die konvektiv absoluten Schwellen,

Rl,c—a(Re)

€e—a(Re) : Ruo(Re = 0) 1, (B.10)
fiir m = 2 Storungen bei drei verschiedenen Ry Werten dar. Die Bifurkationsschwellen,
€. (schwarze Linie), von axial unendlich ausgedehnten 2-SPI Zusténden und die Schwelle,
€c—q (blaue durchgehende Linie), zwischen dem konvektiven und dem absolut instabilen
Bereich sind aus der Dispersionsrelation der LNSE (B.5) mittels Shooting Verfahren und
Gleichung (B.9) berechnet worden. Die gestrichelte blaue Linie, €._,(GLE), hingegen re-
présentiert die aus der GLE Naherung mit Gleichung (B.8) bestimmte absolut konvektive
Schwelle.

Die blaue Oberfliche (gewonnen aus den LNSE) in Abbildung B.8(d), mit der Gestalt
eines Horns, umschlie§t den absolut instabilen Bereich von m = 2 Stérungen — die blauen
Bereiche in Abbildung B.8(b) und (c) zeigen Querschnitte des Horns bei Ry = 0 bzw.
Ry = —50. Innerhalb des Horns dehnen sich anfangs kleine lokalisierte m = 2 Wellenpakete
axial in beiden Richtungen aus. Auflerhalb des Horns, in der konvektiv instabilen Region,
oberhalb der gekriimmten €. Oberflache (grau), besitzen m = 2 Wellenpakete eine positive
Wachstumsrate und werden advektiv aus dem System herausgeblasen.
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(@) 1— | T Abbildung B.8 — Tn-
B —_— 80 N stabile Regionen des CCF
L € i gegeniiber L2-SPI Stoérun-
gen. Schwarze Linien, €., in
(a-c) und die graue Ober-
fliche R;. in (d) zeigen
O e e — die kritischen Schwellen

: & . fir das Wachstum von
—R :50| | ot N axial periodischen, un-

endlich ausgedehnten,

m = 2 Storungen. Fir
Reynoldszahlen oberhalb
dieser Schwellen ist das
System zumindest konvek-
tiv instabil. Innerhalb der
blauen Parameterbereiche
ist es absolut instabil.
Die konvektiv —absolute
Schwelle, €._q, ist in (b-c)
durch blaue Linien und
in (d) durch die blau
Oberflache in der Gestalt
eines 'Horns’ gegeben.

Nur fiir solche Parameter
(R1,R2,Re) bei n = 0.5
innerhalb des Horns ist das
System absolut instabil,
gemafl der LNSE. Die
gestrichelten blauen Linien

repréisentieren  Ergebnis-
se der GLE Né&herung,
€c—a(GLE). Fiir weitere
Beschreibung sei hier auf

den Text verwiesen. Es sei
nochmals besonders darauf
hingewiesen, dass es sich
bei all diesen Resultaten
um Rechnungen handelt,
bei denen sich die ent-
sprechenden Sattelpunkte
aus dem ausgedehnten
Zustand der m = 2 Stérun-

gen heraus entwickeln.

Andere Sittel konnen zu

einem vollkommen anderen
Verhalten  fithren, wie
etwa in den Abbildun-
gen B.11, B.12, B.14 zu
sehen.
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Es ist in der Tat etwas ungewohnlich, dass die Doméne absoluter Instabilitéit, d.h. das
blaue Horn, bei grofleren Ry nach oben, durch einen, diesen umgebenden, Bereich konvek-
tiver Instabilitét, abgeschlossen ist. Weiterhin ist die absolut instabile Region bei geniigend
grofien Ry (links unten in Abb. B.8(d)) vollkommen abgeschnitten. So z.B. erscheint in
(a) fiir Ry = 50, gem#B den LNSE, iiberhaupt kein Bereich absoluter Instabilitiat. Die
GLE Naherung andererseits liefert dort sehr wohl ein Gebiet absoluter Instabilitiat. Alles
in Allem versagt die GLE Naherung bei der Reproduktion der Horn Struktur der absolut
instabilen Doméne der Abbildung B.8(d) vollstindig und im Allgemeinen bei der eigenarti-
gen Beschrénktheit der blauen Bereiche bei stédrker negativeren Re im Bereich konvektiver
Instabilitdat. Der Sprung von €. ,(GLE) in (b) bei Re ~ —6.4 spiegelt den Sprung des
Minimums der marginalen Stabilitdtskurve wieder, d.h. in €., der im Detail in den letzten
Abschnitten diskutiert wurde. Dieses Verhalten in €._,(GLE) ist zu erwarten gewesen, da
die GLE Néherung zur Berechnung der absolut konvektiven Schwelle von einer Entwick-
lung der Dispersionsrelation um den kritischen Wert e, k., der ja gerade dort einen Sprung
vollzieht, ausgeht. Als ein 'Beiwerk’ sei an dieser Stelle noch angemerkt, das die Spitze des
Horns in (d) sehr nahe den Parametern liegt, bei denen €, zum ersten Mal einen Sprung,
als Konsequenz des Verschwindens der Insel, wie in Abbildung B.4 fiir wachsendes Ry und
negativer werdendes Re diskutiert, zeigt.

Um die Ursache dieser lokalisierten Inseln (Abb. B.4) mit absolut instabilem Verhalten
zu verstehen ist es notwendig einen Blick auf die, zu diesen Sattelpunkten gehorenden,
Frontlosungen zu werfen. Fronten und Stabilitdtsschwellen sind unmittelbar miteinander
verkniipft. In Abbildung B.9 sind die zugehorigen Frontgeschwindigkeiten fiir die beiden,
aus dem unendlich ausgedehnten M = 2 Zustand, entstehenden Sattelpunkte I,II, bei Kon-
trollparametern Re = 0, Ry = 0,17 = 0.5 dargestellt (vgl. auch roten Pfeil in Abb. B.10).
Oberhalb der kritischen Schwelle Ry . = 127.53 von M = 2 Stérungen bewegen sich bei-
de Fronten in Bereich A zunéchst in die gleiche (hier positive) Richtung, v, vs 1 > 0.

An der absolut konvektiven Stabilitéitsschwelle R} ., = 134.82 éindert sich das Vorzeichen
der (hier) +Front I, wihrend das der -Front IT unverandert bleibt, so dass in Bereich B
beide Fronten in unterschiedliche Richtung propagieren, das System ist absolut instabil.

Da die +Front bei R? = 189.93 ihr Vorzeichen aber erneut dndert und somit beide

l,c—a
Fronten wieder in gleiche (positive) Richtung wandern C, ist das System formal wieder im
konvektiv instabilen Bereich.

Abbildung B.9 -  Zusammenhang
zwischen Fronten und Stabilitdtsschwellen.
Dargestellt sind die Frontgeschwindigkeiten
vs zu den beiden, aus dem unendlich aus-
gedehnten M = 2 Zustand entstehenden
Sattelpunkten I,II. In den Bereichen A,C
ist das System konvektiv stabil, wéhrend es

in B absolut instabil ist. Kontrollparameter
sind: Ry =0, Re =0, = 0.5 und in Abbil-
R R 150 175 R2 200 225 dung B.10 durch den roten Pfeil markiert.

1c 'lc-a 1c-a
R

Zusammenfassend kann man sagen: Die in der Abbildung B.8(d) dargestellte Horn
Struktur des blauen absolut instabilen Bereiches impliziert, dass lokalisierte L2-SPI Stérun-
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gen, die aus dem ausgedehnten Zustand herauswachsen, aus dem System herausgeblasen
werden, wenn eine, oder mehrere, der folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(i) Re ist geniigend stark,
(ii) R, ist entsprechend gro8,
(iii) Ry ist grof genug.

Die blauen Inseln in Abbildung B.8(b)-(c) und das blau Horn in (d) charakterisieren Re-
gionen von absoluter Instabilitit gegeniiber dem Wachstum lokalisierter Wellenpakete von
L2-SPI Storungen aus dem ausgedehnten Zustand heraus. Diese blauen Gebiete sind von
einem Bereich konvektiver Instabilitdt umgeben. Diese Inseln sind dabei von denen, im
Abschnitt B.3 diskutierten, Instabilitdts-Inseln, die Gebiete mit linear positivem Wachs-
tumsparameter, y(k) > 0, fiir axial periodische (unendlich ausgedehnte) L2-SPI Stérungen
mit reeller axialer Wellenzahl k darstellen, zu unterscheiden. Jene Inseln sind vollkommen
von einem Gebiet mit (k) < 0 umgeben.

5

Re

Abbildung B.10 — Abhingigkeit der Schwellen, e._,(Re), der absolut instabilen Gebiete vom
Radienverhéltnis n fiir m = 2, R, = 0. Wie in Abbildung B.8 sind auch dies alles Resultate von
Sattelpunkten, die sich aus dem ausgedehnten Zustand, aus dem kritischen Punkt, heraus entwickeln.
Der rote Pfeil charakterisiert Parameter der Abbildung B.9, bei denen die zugehérigen Frontlosungen
dargestellt sind.

Es sei nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, dass diese beiden Phanomene unter-
schiedliche Ursachen besitzen. Die (k) > 0 Inseln treten dann auf, wenn die (k) = 0
Ebene zwischen der Spitze des Hiigels und dem Sattel der (k) Oberflache, iiber der k — R,
Ebene, wie z.B. in Abbildung B.3, zu liegen kommt. Im Fall der Inseln, umschlossen von
den absolute konvektiven Stabilitatsschwellen, allerdings, kreuzt ein Sattel mit o(Q) not-
wendigerweise die 7 = 0 Ebene um die Gleichung (B.9) zu erfiillen. Fiir L2-SPI Zusténde,
weist die 7(Q) Oberflache zwei oder mehrere Séttel (siehe weiter unten) bei gewissen Ry, Re
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und R, auf, die sich alle relativ zueinander bewegen, wenn die Kontrollparameter verandert
werden. D.h. fiir geschickt (richtig) gewéhlte Parameterkombinationen kreuzen beide Séttel
nacheinander die v = 0 Ebene, z.B. bei Variation von R;. Somit erscheinen zwei verschiede-
ne Schwellen, Ry ., (vgl. Abb. B.11). Eine dieser beiden Schwellen markiert den Ubergang

vom konvektiven zum absolut instabilen Bereich, wihrend die andere den Ubergang in um-
gekehrter Richtung vom absolut instabilen zuriick in den Bereich konvektiver Instabilitat
aufzeigt.

Als letztes sei noch erwdhnt, dass sich die absolut instabilen Regionen auch bei Ande-
rung der System Geometrie 1 verdndern, wie etwa in Abbildung B.10 dargestellt. Grofie-
re Radienverhéltnisse n fithren zu einer Aufweitung des Gebietes absoluter Instabilitét,
wéhrend kleinere dazu fithren, dass sich dieses zusammenzieht.

Weitere Sattelpunkte

Bislang wurden immer nur die beiden Séttel betrachtet, die am kritischen Punkt aus dem
unendlich ausgedehnten 2-SPI Zustand heraus entstehen und entsprechend zwei verschie-
dene Fronten, + und —Front charakterisieren. Die Abbildung B.11 zeigt eine solche Situa-
tion, bei der, zuséatzlich zu den beiden Sétteln I und II, die sich aus dem kritischen Punkt
(ke, K =0, Ry ) heraus entwickeln, ein weiterer Sattel III, der irgendwo sonst im k— K — R,
Raum auf der Stabilitatsoberfliche Ry s (K, K) startet. Die zugehorigen Stabilitétsschwel-
len (Kstab, Kstabs 1 stab), konnen fir K, # 0 auch unterhalb von Ry gan(k, K = 0) (vgl.
Abb. B.11(a,b)) liegen. D.h. die Projektionen in die reelle K = 0 Ebene (a) liegt unterhalb
der (schwarzen) marginalen Kurve. In der Tat wurden eine Vielzahl weiterer solcher Sattel-
punkte im Parameterraum gefunden, allerdings wird hier nur der Sattel I1I stellvertretend
fur alle tibrigen diskutiert. Im (kritischen) Startpunkt beschreiben beide Séttel I und IT
ausgedehnte L2-SPI Zustédnde, da dort K = 0 gilt. Nahe des Onsets wird die Wellenzahl
() komplex und die zugehorigen Wachstumsparameter, v,, und Frontgeschwindigkeiten, vy,
werden positiv (Abb. B.11(c,d)), d.h. die zugehorigen + und —Fronten propagieren in die
gleiche Richtung (hier gegen +00) und das System befindet sich im konvektiv instabilen
Bereich (vgl. Abs. B.4.1). Im Fall des Sattels IIT muss nur der Teil der Kurve kg, K, Ry ¢
betrachtet werden, welcher der Beziehung R; s > Rjgan(ks, K = 0) geniigt (d.h. in Pro-
jektion oberhalb der marginalen Kurve liegt.).

Fiir leicht hohere Werte R, &~ 135 dndert die Frontgeschwindigkeit des Sattels I, der eine
~+Front charakterisiert, ihr Vorzeichen, d.h. beide zusammengehérige Fronten bewegen sich
nun in unterschiedliche, entgegengesetzte Richtungen (absolut instabiler Bereich). Schlief3-
lich wechselt die +Front bei noch grofleren Ry =~ 189 erneut ihre Propagationsrichtung und,
bei Vernachlassigung von Sattel III kehrt das System zuriick in den konvektiv instabilen
Bereich. Dies ist exakt die Situation, wie sie bereits in den beiden Abbildungen B.8 und B.10
diskutiert wurde. Aber in diesem Szenario zeigt auch Sattel III einen Vorzeichenwechsel in
der Frontgeschwindigkeit und die zugehorige -Front wandert danach in Richtung —oo. So-
mit verbleibt das System, bei Beriicksichtigung aller Séttel, im absolut instabilen Bereich .
Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass mindestens immer zwei Séttel, nicht notwendi-
gerweise diejenigen, die im kritischen Punkt starten, wie gerade zuvor diskutiert, gefunden
wurden, die zu entgegengesetzt propagierenden '+’ und -’ Frontlésungen gehoren. D.h.
unter Beriicksichtigung aller Sattelpunkte kehrt das System fiir keine der getesteten Pa-
rameterkombinationen aus dem absolut instabilen in den konvektiv instabilen Bereich, bei
wachsendem Ry, zuriick. Andererseits konnten aber auch Sattelpunktkurven (k, K, R 5)
gefunden werden, die immer unterhalb der marginalen Kurve Ry s05(ks, K = 0) liegen, d.h.
fiir die komplette zugehorige Kurve gilt Ry s < Ry stap(ks, X = 0) und somit haben diese
keinen Einfluss auf das Stabilitédtsverhalten.
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Abbildung B.11 - (a,b) Projektionen der Trajektorien von drei komplexen Sattelpunkte Qs
(indiziert durch L,IT und III) im & — K — R; Raum in die ¥ — Ry (a) und in die k — K Ebene (b).
Die schwarze Kurve in (a) stellt die marginale Stabilitéitskurve fiir ausgedehnte m = 2 Stérungen dar.
In (c) sind die zugehorigen Frontgeschwindigkeiten v, und in (d) der zeitliche Wachstumsparameter
vs der jeweiligen Séttel aufgetragen. Dicke Linien gehoren dabei zu dem Sattelpunktpaar, das sich
aus dem kritischen Punkt k., K = 0, R; . heraus entwickelt und die diinne Linie reprasentiert einen
zusétzlichen Sattel?, der irgendwo sonst im Parameterraum startet. Rote [blaue] Liniensegmente in-
dizieren positives [negatives] vs. Das Vorzeichen von K korrespondiert mit einer +Front oder einer
—Front. Bei diesen Parametern startet der Sattel ITI irgendwo im k& — K — R; Raum, wandert bei
Anderung der Kontrollparameter aber in Projektion iiber die marginale Kurve und wird somit wichtig
fiir die Stabilitidt des Systems. Weitere Kontrollparameter sind: Ry = 0, Re = 0,17 = 0.5.
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Projektionen der Trajektorien der drei komple- L (|||) _
xen Sattelpunkte @, (indiziert durch I,IT und >U) 02+ -
ITII) im k — K — R; Raum in die k — R; (a) - .
und in die k— K Ebene (b). Die schwarze Kur- 04
ve in (a) stellt die marginale Stabilitdtskurve
fiir ausgedehnte m = 2 Stérungen dar. In (c)
sind die zugehorigen Frontgeschwindigkeiten, 0.02
vs, und in (d) der zeitliche Wachstumspara- 001
meter, s, der jeweiligen Sittel aufgetragen. '
In (e) sind die zugehorigen Frequenzen, ws, >c./) 0
zu sehen. Dicke Linien gehtren dabei zu dem
Sattelpunktpaar, das sich aus dem kritischen 001
Punkt, k., K = 0, R; ., heraus entwickelt und
die diinne Linie représentiert einen zuséitzli- 0.02 ! | ! | ! | !
chen Sattel, der irgendwo sonst im Parame- 106 T | T | T | T
terraum startet. Rote [blaue] Liniensegmente '(e) (1) i
indizieren positives [negatives| vs. Das Vorzei- 105 7
chen von K korrespondiert mit einer +Front 0 i |
oder einer —Front (vgl. Abb. B.16). Fiir die hier 3 104
gewiahlten Parameter befindet sich der Sattel 103-_
IIT in Projektion immer auBerhalb der margi- |
nalen Stabilitdtskurve. Weitere Kontrollpara- 102 L
meter sind: Ry = —40, Re = —11.83,7 = 0.5. 228

In der Abbildung B.12 sind drei verschiedene Sattelpunkte &hnlich derer in Abbil-
dung B.11 fiir andere Kontrollparameter dargestellt. In diesem Fall liegt allerdings eine
etwas andere Situation vor, da sich der dritte Sattel III im hier betrachteten R; Bereich
(a) immer auflerhalb der marginalen Stabilitdtskurve (Projektion auf die R; — k Ebene)
befindet, wiahrend die beiden Sattelpunkte, die aus dem kritischen Punkt entstehen sich
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immer innerhalb dieses Bereiches befinden.

Somit hat der Sattel III in dem hier vorliegenden Fall keinen Einfluss auf das Verhal-
ten gegeniiber lokalisierten m = 2 Stérungen, da die beiden Séttel die aus dem kritischen
Punkt entstehen hier das ’klassische’ Verhalten zur Folge haben, D.h. sie Beschreiben das
Verhalten von stabil iiber konvektiv instabil hin zu absolut instabilem Verhalten. Fiir die
Situation in Abbildung B.12 fiir Ry > Ry, = 228.63. D.h. die zugehdrigen + und -
Fronten propagieren in unterschiedliche Richtungen (gegen +o00) und das System befindet
sich im absolut instabilen Bereich. Erst bei deutlich gréfleren R;, auflerhalb des hier dar-
gestellten Parameterbereiche, besitzt der Sattel IT einen weiteren Nulldurchgang, so dass
oberhalb dieses die beiden Fronten zu I und II erneut in die gleiche Richtung wandern.

Um die Topologie der komplexen Eigenwertoberflache {iber der k — K Ebene besser ver-
stehen zu konnen, ist in der Abbildung B.13(a,b) diese Fliche fiir zwei verschiedene Para-
metersitze dargestellt. Diese entsprechen gerade den zu der Abbildung B.12(a) gehérenden
Kontrollparametern, bei denen die dort eingetragenen Sattelpunktel,ITI einen Nulldurch-
gang der Frontgeschwindigkeiten représentieren; eine der Fronten also ihre Richtung um-
kehrt. Wie bereits zuvor beschrieben, ist die Frontlosung, die durch den Sattelpunkt ITI
beschrieben wird, fiir das Stabilitdtsverhalten irrelevant, da die Projektion der Bahnkurve
immer auflerhalb der marginalen Stabilitdtskurve liegt. Die Tatsache, dass dieser Sattel
hier trotzdem zur Beschreibung der Topologie verwendet wird, liegt einfach daran, dass er
mit dem Wert ; ., = 229.65 III sehr dicht an demjenigen des Wertes R .—, = 228.63 von
Sattelpunkt I liegt. Aus diesem Grund lassen sich beide sehr gut in einem einzigen Bild,
bei dem die zugehorigen Frontgeschwindigkeiten ihre Richtung édndern, darstellen.

In (a) und (b) sind jeweils die beiden 7 Oberflichen fiir exakt diese beiden Wer-
te, Ry .q, dargestellt. Die roten Linien kennzeichnen die v = 0 Isolinie. Fiir den in (a)
gewéhlten R; Wert durchstoBt der rechte Sattel die v = 0 Ebene (erste Schwelle R; ),
wihrend bei der zweiten Schwelle, R ._,, der linke Sattel die ¥ = 0 Ebene durchstéft. Die
roten Isolinien in (a) und (b) sowie die fiir andere R; beschreiben zusammen eine v = 0
Isooberfliche im k — K — Ry Raum, welche diesen in einen v < 0 (blau markiert) und einen
weiteren v > 0 (rot markiert) Unterraum, wie in (c) dargestellt, aufteilt. Die beiden Séttel
dieser Isooberfléche entsprechen gerade den beiden verschiedenen Schwellenwerten, Ry ..

Auch die Abbildung B.14 zeigt, wie die beiden vorherigen Abbildungen, drei Sattel-
punkte (zwei, die aus dem kritischen Punkt I,II, dem unendlich ausgedehnten Zustand
heraus entstehen und einen weiteren Sattel I1I, der ebenfalls wieder irgendwo im Parame-
terraum startet) des k — K — R; Raums in Projektion in die kK — R; (a) bzw. in die k — K
Ebene (b). Anders als zuvor sind hier die Séttel und marginalen Kurven fiir die beiden
verschiedenen azimutalen Wellenzahlen m = 2, —2, bei endlichem Durchfluss, Re = —2,
zusammen dargestellt, wodurch die Symmetrieentartung der SPI Strukturen aufgehoben
wird. In der Abbildung B.14 zeigt sich dies insbesondere in der Aufspaltung der marginalen
(schwarzen) Kurven. Rote [blaue] Kurven bedeuten positives [negatives| Vorzeichen in der
Frontgeschwindigkeit der beiden Frontlosungen, die durch das jeweilige Vorzeichen von K
charakterisiert werden; durchgezogene [gestrichelte] Linien charakterisieren die Zugehorig-
keit der Sattel LILII zu m = 2 (mit a indiziert) [m = —2 (mit b indiziert)].

Im Wesentlichen zeigen die Séttel fiir m = 2 und m = —2 identisches Verhalten in
den beiden, in Abbildung B.14(a,b), dargestellten Projektionen. Im Fall von m = —2
liegt der kritische Wert, k., aufgrund der insgesamt niedriger liegenden marginalen Kurve
bei einem etwas grofleren Wert verglichen mit m = 2. Ein deutlicher Unterschied ist aber
bei Betrachtung der beiden Sittel Ia und Ib zu erkennen. Wahrend im Fall m = 2 die
zum Sattel Ia gehorende Frontgeschwindigkeit der +Front einen Vorzeichenwechsel von +
(rot) nach - (blau) besitzt, so bleibt das Vorzeichen der durch Ib charakterisierten Front
unveréndert negativ (blau). Dies zeigt sehr gut den erheblichen Einfluss, den ein extern
aufgepragter axialer Durchfluss, auf das System besitzt. Dieser kann, abhingig dessen
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Abbildung B.13 — ~(Q) Oberfliche in Abh#ngigkeit der komplexen Wellenzahl Q = k — iK von
m = 2 Storungen. Die rote Linie entspricht v = 0. Hierbei sind die R; gerade so gewéhlt worden,
dass der jeweils zugehorige Sattel gerade die v = 0 Ebene durchstéfit, d.h. Ry ., = 228.63 (a)
und Ry c—q = 229.65 (b). Die anderen Parameter sind jeweils fixiert bei m = 2, Re = —11.83, Ry =
—40,n = 0.5. Fiir alle moglichen R reprasentieren die roten Linien eine v = 0 Oberfliche im k— K —R;
Raum (c). Innerhalb des rot [blau] markierten Unterraumes gilt v > 0 [y < 0].
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Abbildung B.14 -  Sie-
he auch Bildunterschrift der
Abb. B.11. Projektionen der
Trajektorien der zwei komplexen
200 - Sattelpunkte, @, die aus dem
kritischen Punkt herauswachsen
(dicke Linien) und ein weiterer
Séttel (diinne Linien), fiir m = 2
ol (durchgezogene Linien) und m =
—2 (gestrichelte Linien) im &k —
K — R; Raum in die K — R; Ebe-
N lib ne (a) und in die k — K Ebene

N (b), analog der Abbildung B.11.

T Rk

1c'"¢/m=2

(Rygky)

1c'¢/m=-2

Die dicke [diinne] schwarze Kur-

w =
S~
(53]
(2]
~
[ee]

2
k ve in (a) stellt die marginale
(b) Stabilitdtskurve fiir ausgedehn-
67

\ ‘ te m = 2 [m = —2] Stérun-
gen dar. Aufgrund des endlichen
Durchflusses sind die Stabilitéts-
< 1Ib schwellen der spiegelsymmetri-
\‘, schen L2-SPI und R2-SPI Losun-
la ! gen aufgespalten und somit ver-

schieden. Rote [blaue] Linienseg-

. - i mente indizieren positive [nega-
S _ tive] Frontgeschwindigkeiten, vs.
| RSN i Das Vorzeichen von K Kkorre-
4 lla \ . spondiert mit einer +Front oder
b einer —Front. Weitere Kontroll-
, * parameter sind: Ry = 0,Re =

2 3 4 5 6 7 —-2,7=0.5.

Richtung, das Verhalten der einzelnen Strukturen mafigeblich veréindern.

Die Abbildung B.15 stellt die (@) Oberfliche in Abhéingigkeit der komplexen Wel-
lenzahl ) = k — iK iiber der K — k Ebene dar. Hierbei wurde der Kontrollparameter
R, allerdings gerade so gewdhlt, dass in keinem der beiden Séttel dieser Oberfliche die
Bedingung, v = 0 (rote Kurve), erfiillt ist, somit liegt diese zwischen den beiden Abbil-
dungen B.13(a) und (b). Anders als bei diesen sind aber zusétzlich die parametrisierten
Bahnkurven (Bahnparameter R;) der drei (zwei aus dem kritischen heraus, vorne rechts
und ein weiterer im Raum, hinten links) Sattelpunkte mit eingetragen. Diese sollen einen
Eindruck davon vermitteln, wie sich die v(k, K) Isofliche mit ihren zugehorigen Sétteln
bei Variation von R; verhélt. Auffallend ist, dass sich die Bahnkurven fiir zunehmende
Ry, der beiden aus dem kritischen Punkt (unendlich ausgedehnten Zustand von m = 2
Storungen) heraus entstehenden Séttel (vorne rechts) nach oben bewegen, wihrend sich
die Bahnkurve des dritten Sattels (hinten links) nach unten bewegt. Dies spiegelt die in der
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Abbildung B.15 - ~(Q) Oberfliche in Abhéngigkeit der komplexen Wellenzahl Q = k —iK (vgl.
Abb. B.13(a,b)). Die rote Linie entspricht v = 0. Zusétzlich sind die Kurven der drei Sattelpunkte
Qs (blau und orange mit Bahnparameter R;) der Abbildung B.12 iiber dieser Fliche mit eingetragen.
Wiéhrend sich die beiden Séttel, die aus dem unendlich ausgedehnten Zustand heraus entstehen (vorne
rechts), nach oben bewegen, so verlauft die Kurve des dritten Sattel (hinten links) in umgekehrter
Richtung (mit zunehmendem R;), nach unten. Die zugehorigen Parameter sind: m = 2, Ry, =
228.7, Re = —11.83, Ry = —40, 17 = 0.5.

Abbildung B.13(c) gezeigte Situation der v = 0 Isoflichen wieder. Fiir das hier gewéhl-
te Ry bedeutet dies: Die Wachstumsparameter aller Sattel sind positiv. Verglichen mit
Abbildung B.13(c) liegen diese also in dem rot markierten Unterraum mit v > 0.

B.4.2 Fronten

Im letzten Abschnitt wurde jeweils eine der beiden Frontgeschwindigkeiten wg fixiert gehal-
ten um die zugehorige Schwelle pi., zu berechnen. In diesem Abschnitt soll nun die Front-
geschwindigkeiten, gewonnen aus den beiden unterschiedlichen Modellen (B.9) und (B.8),
in Abhéngigkeit von p betrachtet werden. Dabei wird nun p zur Berechnung fixiert ge-
halten. Die hierzu notwendige Sattelpunktbedingung ergibt sich dann im mitbewegten
Bezugsystem (X = o + iQw): (Hierbei beschrénke ich mich darauf Ergebnisse der Sattel-
punktsanalyse zu préisentieren, die aus dem ausgedehnten Zustand fiir m = 2 Stérungen
entstehen.)

Re[Z(Q)llggue = 0.
(B.11)



236 ANHANG B. M =2 INSELN UND BIKRITISCHE ZUSTANDE

(@) (b)

+ front — front

Abbildung B.16 — Schematische Darstellung der beiden unterschiedlichen Fronttypen: -+Front
( e'%%) (a) und ~Front ( e~*¥#) (b).

Wie bereits oben erwihnt sind die Frontpropagationen und die absolut konvektiven
Stabilitatsschwellen miteinander korreliert. Bei pu.., verschwindet genau eine der beiden
Frontgeschwindigkeiten im Laborsystem — dies wurde numerisch und experimentell bereits
untersucht fiir m = 0 von (137; 24) und fiir m = £1 von (114). Im Folgenden werden beide
Fronten geméf der Abbildung B.16 als +Front(a) oder ~Front(b) unterschieden.

In Abbildung B.17 sind einige der Eigenschaften der —Front (blau) sowie der +Front
orange) als Funktion von y fiir beide Modelle (B.11) (LNSE, durchgehende Linien) und
B.8) (GLE, gestrichelte Linien) mit azimutaler Wellenzahl m = 2 und fixierten axialen
Durchfluss Reynoldszahlen Re = 1,5,10,15 bei Ry, = 0,7 = 0.5, dargestellt. Die ge-
zeigten Fronteigenschaften sind, die Wellenzahl, aufgespalten in den Realteil ks und den
Imaginéarteil Kg, des komplexen Sattelpunktes (s, die Frontgeschwindigkeit wg und die

zugehorigen Frequenzen ws. Bei = 0 fallen die jeweiligen Eigenschaften von —Fronten
und +Fronten zusammen, d.h. die Wellenpakete sind nur oberhalb der kritischen Schwelle
(1 > 0) wachstumsfihig.

Abbildung B.17 enthiillt deutlich die Diskrepanz zwischen beiden Modellen. Die GLE
hat offensichtlich Schwierigkeiten das Frontverhalten von Strukturen mit azimutaler Wel-
lenzahl m = £2 zu beschreiben. Alle Eigenschaften der GLE unterscheiden sich dramatisch
von denjenigen, die aus der LNSE erhalten wurden. Solch ein Unterschied wurde bereits
zum Teil in fritheren Arbeiten bei TVF und 1-SPI Losungen (114) fiir einige der Eigen-
schaften, wie z.B. die Frequenzen wg, oder dem reellen Teil der Wellenzahl kg, fiir grofiere
1, festgestellt. Im hier vorliegenden Fall m = +2 sind aber alle Eigenschaften betroffen und
der Unterschied erscheint sogar fiir sehr kleine p. Im Allgemeinen sagt die GLE schnellere
Frontgeschwindigkeiten voraus, als die LNSE.

Weiterhin kann die GLE einige sehr wichtige Eigenschaften gar nicht beschreiben. In
Abbildung B.17 sind ebenfalls die Schwellen zwischen konvektiver und absoluter Instabilitét
fiir beide Modelle mit eingetragen, u = puSLE (graue Kreise) und pu = puiNSE (schwarze Krei-
se). Dort dndern die Frontgeschwindigkeit wg (eine der beiden Fronten hat an dieser Stelle
einen Nulldurchgang) und die zugehorige zeitliche Wachstumsrate, ~s, ihr Vorzeichen. Aber
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Abbildung B.17 — Frontgeschwindigkeiten wg, axialer Wachstumsparameter Ky, axiale Wellen-
zahl ks und Frequenzen wsg fiir +Fronten (orange) und fiir —Fronten (blau) von lokalisierten m = 2
Wellenpaketen als eine Funktion von p erhalten aus dem Ginzburg Landau Modell (GLE) (gestri-
chelte Linien) sowie aus den linearisierten Navier-Stokes Gleichungen (LNSE) (durchgezogene Linien)

bei Ry = 0,7 = 0.5 und verschiedenen Durchfliissen Re = 1,5,10,15. Die entsprechenden iiberkri-
GLN LNSE

tischen Werte p" (graue Kreise) und pr2;>" (schwarze Kreise) der beiden Modelle sind ebenfalls

mit eingetragen.
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Abbildung B.18 — Zusammenhang der Frontpropagationen, w,, und der verschiedenen Stabi-
litdtsschwellen u.(Re) = 0, ie—q(Re) = 0 in Abhéingigkeit von Ry bei Variation von Re. Aufgetragen
sind die Frontgeschwindigkeiten berechnet aus den beiden, aus dem kritischen Punkt entstehenden,
Sattelpunkten fiir die +Front (orange) und die —Front (blau). Die schwarze Kurve stellt die kritische
Schwelle, (u.(Re) = 0), und die graue Kurve die konvektiv instabile Schwelle, (p.—,(Re) = 0), dar. Bei
Re = —12 ist einmal exemplarisch die Frontgeschwindigkeit eines weiteren Sattels (griin) mit eingetra-
gen. (vgl. hierzu auch Abb. B.11). Dieser Sattel ist wichtig zur Beschreibung des ’korrekten’ physikali-
schen Verhaltens, so dass das System im absolut instabilen Zustand verbleibt, wihrend bei ausschlief3-
licher Betrachtung der aus dem kritischen Punkt entstehenden Séttel das System in dem konvektiv in-
stabilen Zustand zuriickkehrt und in diesem verbleibt. Kontrollparameter: k£ = 3.927, R, = 0,17 = 0.5.

nur das LNSE Modell reproduziert eine zweite Nullstelle in der Frontgeschwindigkeit, d.h.
eine zweite Schwelle p2_5 > pé_5. Die beiden Nullstellen der Frontgeschwindigkeit hiingen
mit den separierten Inseln der Stabilitdtsdiagramme des letzten Abschnitts zusammen.

Es ist weiterhin sehr interessant, dass fiir Re = 5 (b), {iberhaupt kein pY5E existiert, da

die +Front die Nullachse diberhaupt nicht kreuzt und somit dort kein Vorzeichenwechsel in
wg vorliegt. Mit anderen Worten gesprochen: Das GLE Modell sagt ein absolut instabiles
Gebiet voraus, wihrend das LNSE Modell dieses nicht tut (vgl. hierzu auch Abb. B.8(d)).
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B.5 Resumé

In diesem Kapitel wurde der Einfluss von axialem Durchfluss auf das raumzeitliche Wachs-
tumsverhalten von axial unendlich ausgedehnten, sowie lokalisierten Wirbel Strukturen in
Form von Wellenpaketen durch numerisches l6sen der linearisierten Navier-Stokes Glei-
chungen fiir Storungen mit azimutaler Wellenzahl m = +2 in einem weiten Bereich der
Parameter Re, Ry, R, und n untersucht.

Im ersten Teil wurden zunéchst die marginalen und kritischen Bifurkationsschwellen von
axial unendlich ausgedehnten Strukturen berechnet. Im Fall dieser ist ein neues, unerwarte-
tes und bislang unbekanntes Phanomen aufgetreten: Bei gewissen Kontrollparameterkom-
binationen wird die marginale Schwelle nicht mehr, wie gewohnt, durch eine einzelne Kurve,
wie bei Strukturen mit niedrigen azimutalen Wellenzahlen |m| < 1, beschrieben. Stattdes-
sen ist die marginale Kurve in zwei separate Teilkurven aufgespalten, wodurch sich eine
1solierte ’Insel’” ergibt, innerhalb derer Losungen mit azimutaler Wellenzahl m = 2 linear
wachstumsfiahig sind. Auflerhalb dieser Inseln werden diese Storungen weggedampft. Die-
ses Verhalten ist ein Resultat einer sehr viel komplizierteren Eigenwertoberfliche v(Ry, k),
verglichen mit derjenigen von |m| < 1 Storungen. Eine weitere Konsequenz hieraus sind
Spriinge in den Kurven der kritischen Werte.

Der zweite Teil befasste sich mit lokalisierten Wellenpaketen aus linear iiberlagerten
m = £2 Storungen. Zu diesem Zweck wurden die Schwellen R; . .(Rsa, Re,n) zwischen ab-
soluter und konvektiver Instabilitét unter Ausnutzung einer Sattelpunktsanalyse fiir o(Q)
berechnet. Hierzu wurde einerseits die komplexe Dispersionsrelation fiir o(Q)) unter Aus-
nutzung der linearisierten Navier-Stokes Gleichungen iiber der Ebene der komplexen Wel-
lenzahl @) = k — i K bestimmt und andererseits, entlang der reellen k£ Achse die Ginzburg
Landau Néherung (GLE) verwendet, um einen qualitativen, wie auch quantitativen Ver-
gleich der Resultate der linearen Analyse durchfithren zu kénnen.

Zunéchst wurden die Untersuchungen beschrénkt auf die klassischen’ Sattelpunkte, die
aus dem unendlich ausgedehnten Zustand heraus anwachsen, d.h. aus dem kritischen Punkt
fiir m = 2 Storungen, was zu einem ungewohnlichen Verhalten fithren kann. Analog zu den
Resultaten in den kritischen und marginalen Schwellen, R, .(R2, Re,n), existiert fiir den
konvektiv instabilen Bereich ein signifikanter Unterschied in der Stabilitatstopologie von
m = 2 Storungen, ndmlich 'Inseln’ absoluter Instabilitdt. Mit anderen Worten gesprochen
heifit dies: Es ist somit moglich das System von einem stabilen durch einen konvektiv
instabilen hinein in einen absolut instabilen Bereich und aus diesem erneut zuriick in einen
Bereich konvektiver Instabilitdt zu treiben, nur durch Anderung eines Kontrollparameters,
z.B. R;. Ebenso konnten andere Parameterkombinationen gefunden werden, bei denen
iiberhaupt kein absolut instabiler Bereich mehr existiert.

Allerdings konnten iiber die zwei, aus dem kritischen Punkt heraus entstehenden, Sat-
telpunkte hinaus eine grofie Vielzahl weiterer Sattelpunkte im k — K — Ry Raum gefunden
werden. In Abhéngigkeit der jeweiligen Kontrollparameter konnen diese entscheidend wer-
den, da sie Frontlosungen charakterisieren, die in unterschiedliche Richtungen propagieren,
und so dass System im absolut instabilen Bereich verbleibt, wie zu erwarten im absolut
instabilen Zustand und kehrt nicht in den Bereich konvektiver Instabilitdat zuriick.

Zuletzt wurden noch Ergebnisse der linear untersuchten Fronteigenschaften von m = 2
Mustern, beschrankt auf die, aus dem ausgedehnten Zustand heraus entstehenden, Sattel-
punkte dargestellt. Die Resultate in den Fronten spiegeln das zuvor diskutierte Verhalten,
beziiglich der verschiedenen Stabilitdtsschwellen, wieder. Hierbei konnte insbesondere ein
gravierender Unterschied in den Ergebnissen der verschiedenen verwendeten Modelle, GLE
und LNSE, festgestellt werden.

Alles zusammenfassend kann man folgendes festhalten: Es wurden verschiedene Arten
bzw. Typen von ’Inseln’ gefunden:
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(I) Der erste Typ von Insel definiert ein Gebiet, indem ausgedehnte m = 2 Stérungen
linear wachstumsfihig sind, d.h. v > 0, und welches von einem Bereich mit v < 0
umschlossen ist.

(IT) Der zweite Typ definiert einen Bereich, indem die Grundzustandsstromung absolut
instabil gegeniiber lokalisierten m = 2 Storungen ist, das wiederum von einem Bereich
mit konvektiver Instabilitdt umgeben ist.

Dieses ungewohnliche Stabilitdtsverhalten (II) basiert aber auf der Tatsache, dass bei
dieser Betrachtung nur die Sattelpunkte beriicksichtigt wurden, die sich aus dem unendlich
ausgedehnten Zustand heraus entwickeln. Unter Beriicksichtigung aller Sattel im k— K — R,
Raum, die verschiedene Frontlosungen charakterisieren, verbleibt das System im Zustand
der absoluten Instabilitéit, nachdem es diesen einmal erreicht hat. r



Anhang C

Visualisierungsmethoden - Vortizitéit

Das Auffinden einer geeignete Kenngrofle zur Charakterisierung und insbesondere zur Vi-
sualisierung eines Stromungszustands stellt ein allgemeines Problem dar. Dabei sollte diese
Kenngrofle sowohl moglichst einfach zugéngig sein, gleichzeitig aber auch die Topologie der
Struktur bestmoglich wiedergeben. Dies ist insbesondere im Bezug auf Wirbel Strukturen,
wie sie im hier diskutierten Taylor-Couette System auftreten von entscheidender Bedeu-
tung. Dabei ist man an einer Kenngrofle interessiert, die die einzelnen Wirbel einschlieflich
ihrer Rotationsrichtung und ihrer Intensitét beschreibt.

Eine Moglichkeit einer solchen Kenngréfle stellt die Vortizitdt dar. Im Allgemeinen
kann jedem Vektorfeld eine Vortizitdt zugeordnet werden. Héufig erhélt man damit eine
physikalisch interpretierbare Grofle. Die Vortizitéat, oder auch Wirbelstiarke genannt, ist
eine zentrale Grofle in der Stromungsmechanik und ist ein Maf fiir die lokale Scherung in
einer Stromung. Hierbei handelt es sich um ein sogenanntes (Pseudo-) Vektorfeld. Sie ist
definiert als die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes u:

Q:=Vxu (C.1)

Bzw. nach Ubergang in, an die vorliegende Systemgeometrie angepasste, Zylinderkoordi-
naten:

1
20w — 0,v

Q:=Vxu= 0.u — Oyw : (C.2)
(£ + 0, )v— 20,u

Azimutale Vortizitit als geeignetes Mafl zur Visualisie-
rung der verschiedenen Stromungsstrukturen

Zur Visualisierung der unterschiedlichen, in dieser Arbeit, diskutierten Strukturen erwies
sich insbesondere die ¢ Komponente, also die azimutale Vortizitét,

Q, =(V xu)-e,=0u— 0w, (C.3)

als am geeignetsten. Diese représentiert in den meisten Féllen am besten die Geometrie der
komplexen Wirbel Strukturen durch Oberflichenplots von Isowerten. Die so gewonnenen
Wirbelschlauche zeigen die Topologie der Wirbel, insbesondere auch den Verlauf der Wir-
belzentren auf und beinhalten somit die wichtigsten, der hier diskutierten Eigenschaften,

241
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Abbildung C.1 — Schematische Darstellung
von Vektorplots (u(r, z), w(r, z)) und azimutaler
Vortizitét €2, eines TVF Zustands zur Verdeut-
lichung der Aussagekraft der azimutalen Vorti-
zitdt als geeignete Kenngrofie zur Visualisierung
des Stromungsflusses. Rot [griin] kennzeichnen
positive [negative] Werte der Vortizitét. Weiter-
hin charakterisiert eine positive [negative] Vorti-
zitét ein Rotation der Wirbel in mathematisch
negativer [positiver] Richtung (vgl. Pfeile der
Vektorplots) bei Betrachtung in positive ¢ Rich-
tung des Koordinatensystems (hier in die Bilde-
bene hinein).

wie z.B. Symmetrien, Gangunterschied, Komplexitat, usw... Weiterhin kann die azimuta-
le Vortizitat 2, anhand von absoluten Zahlenwerten auch eine Aussage iiber die Stérke
der Wirbel machen und vermittelt dadurch einen guten Eindruck der Wirbeldeformationen.

In diesem Kapitel soll nun ein Eindruck verschiedener, zur Beschreibung der Wirbel
Strukturen, moglicher Kenngrofien gegeben werden. Hierbei werden die Vorteile der azimu-
talen Vortizitdt €2, als solche Kenngrofle aufgezeigt. Da die Wirbelachse meist in azimutaler
Richtung orientiert ist, so wird in in der Literatur oft das azimutale Geschwindigkeitsfeld
v bzw. eine sich hieraus ergebene kombinierte Kenngrofie (vgl. Abb. C.2, C.3) als Maf§ zur
Beschreibung herangezogen.

In den beiden Abbildungen C.2 und C.3 sind verschiedene solcher Kenngréfien zur
Visualisierung der Stromungsmuster fiir die beiden klassischen Stromungszustinde, TVF
und SPI, dargestellt. Zu sehen sind jeweils Vektorplots (u(r, z),w(r, z)) der radialen und
axialen Geschwindigkeitskomponente in einer ¢ = konst. Ebene einschlieflich der jeweiligen
farbkodierten Kenngrofie von blau (Minimum) bis rot (Maximum). Als Kenngréfien werden
das azimutale Geschwindigkeitsfeld v mit (a) und ohne (b) das unterliegende CCF Profil in
verschiedenen Kombinationen v(1a), vr(2a), v/r(3a) und v —vecr(1b), (v—vocr)r(2b),
(v —veer)/T(3b), so wie vVu? +w?(4), Q,(5) betrachtet. In axialer Richtung ist jeweils
eine Periodizitatslange A dargestellt.

Betrachtet man die unterschiedlichen Kenngréfien zur Charakterisierung des TVFE Zu-
stands in Abbildung C.2, so ist leicht zu erkennen, dass die beiden Kenngrofien v u? + w?(4)
und €2,(5) die Vektorplots (u(r,z),w(r, z)) am besten reproduziert, wobei vu? + w? die
beiden sich entgegengesetzt rotierenden Wirbel nicht unterscheidet (gleiche blaue Farbe
und zusitzlich noch zwischen den beiden Wirbeln einen nicht vorhandenen (rote Farbe
Wirbel suggeriert.

Die azimutale Vortizitéat €2,(5) hingegen charakterisiert die beiden Wirbel recht gut
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Abbildung C.2 — Vergleich verschiedener farbkodierter Kenngréfen mit CCF (a) Stromungsprofil:
(1a) v, (2a) vr, (3a) v/r und die um den CCF reduzierten Felder (b): (1b) v —vocr, (2b) (v —
vecr)r, (3b) (v — vocr)/r und (4) Vu? +w?, (5) Q, zur Visualisierung eines TVF Zustands.
Kontrollparameter: R} = 120, Ry = 0,7 = 0.5,k = 3.927.

und gewéhrleistet zusétzlich durch ein unterschiedliches Vorzeichen, abhéngig der Rotati-
onsrichtung, auch die Unterscheidung der beiden Wirbel. Rot [blau] bedeutet hierbei eine
Rotation des Wirbels in mathematisch negativer [positiver| Richtung, bei Umlaufen des
Zylinders in positiver ¢ Richtung, d.h. in die Bildebene der Abbildung hinein. Es ldsst
sich aber auch erkennen, dass die Minima und Maxima der azimutalen Vortizitit nicht
exakt mit den Wirbelzentren zusammenfallen. Die {ibrigen dargestellten Kenngrofien, die
in verschiedener Art und Weise mit dem azimutalen Geschwindigkeitsfeld v korreliert sind,
lassen keinerlei bzw. nur sehr wenig Riickschliisse auf die Wirbel, die Wirbelzentren und
somit auch auf die Topologie der Struktur zu und sind folglich nicht wirklich zur Charakte-
risierung geeignet. Am ehesten lassen sich hier noch die Kenngréfen mit Abzug des unter-
liegenden CCF Stromungsprofils (in Abb. C.2 unten links) verwenden, da diese zumindest
die Trennlinie zwischen den beiden gegenldufig rotierenden Wirbeln erkennen lassen.
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Abbildung C.3 — Vergleich verschiedener farbkodierter Kenngréfen mit CCF (a) Strémungspro-
fil: (1a) v, (2a) vr, (3a) v/r und die um den CCF reduzierten Felder (b): (1b) v — vocr, (2b)
(v —veer)r, (83b) (v —wveer)/r und (4) Vu? +w?, (5) Q, zur Visualisierung eines SPI Zustands.
Kontrollparameter: R; = 130, Ry = —100,7 = 0.5, k = 3.927.

In Abbildung C.3 sind die gleichen Kenngroflen im Fall eines L1-SPI Zustands dar-

gestellt. Auch in diesem Fall lassen nur die beiden Kenngrofien vu? + w?(4) und €,(5)
Riickschliisse auf die Topologie der Struktur zu, mit den gleichen Vor- und Nachteilen wie
bereits in Abbildung C.2 gesehen. Auch hierbei stimmen die Minima und Maxima nicht
exakt mit den Wirbelzentren iiberein, geben aber dennoch den besten Eindruck vom Auf-
bau der Struktur wieder.

Um einen vollstdndigeren Uberblick iiber die einzelnen Felder u,v,w und deren Aus-
sagekraft als mogliche Kenngréfie, insbesondere im Vergleich zur azimutalen Vortizitét €,
zu geben, sind diese fiir verschiedene komplexere Strukturen, 2-RIB(a), 1-RIB(b),L3R4-
MCS(c) und L3R5-MCS(d), in der Abbildung C.4 in r — z Plots in einer ¢ =konst. Ebene
dargestellt. Auch hierin ist gut zu erkennen, dass die azimutalen Vortizitdt (), die unter-
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schiedlichen Wirbel Zustédnde im Hinblick auf deren Topologie am besten beschreibt, auch
bei den hier dargestellten komplexen Strukturen, RIB und MCS. Die Vor- und Nachtei-
le des azimutalen Feldes v wurden bereits zu geniige in den Abbildungen C.2 und C.3
diskutiert. Die beiden Felder v und w als Kenngrofle lassen zwar in der farbkodierten Dar-
stellung Wirbel erkennen, allerdings fallen diese nicht mit dem Vektorfeld (u(r, z), w(r, 2))
der echten Wirbel iiberein. Zur Charakterisierung der Topologie sind die einzelnen Felder
u, v, w also nur sehr bedingt, bzw. nicht geeignet.

Alles in allem lésst sich festhalten, dass fiir die in dieser Arbeit untersuchten Stromungs-
zustinde die azimutale Vortizitéit ein adédquates Mafl zur Beschreibung der topologischen
Eigenschaften darstellt.
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Anhang D

Numerische Loésungsverfahren

Die in diesem Kapitel vorgestellten beiden numerischen Verfahren G2D2 und G1D3 die-
nen der Simulation der vollen Navier-Stokes Gleichungen. Die in Teil I dieser Arbeit (Kap. 4
- 6) berechneten Strukturen, Bifurkations- und Phasendiagramme wurden mit den beiden
numerischen Verfahren durchgefiihrt, wahrend fiir die Rechnungen in Teil IT der Arbeit
(Kap. 7 - 9) ausschlieflich G1D3 verwendet wurde. Im Folgenden werden beide Codes vor-
gestellt und insbesondere der neue Code G2D2 ausfiihrlicher getestet.

Das Verfahren G1D3 beruht weitestgehend auf einem urspriinglich von Harlow und
Welch (58) entwickelten Code zur Vollsimulation inkompressibler und viskoser Stromungs-
probleme. Diese urspriinglich als Marker und Cell Verfahren (MAC) bezeichnete Methode
beruht im Wesentlichen auf einer Diskretisierung der kontinuierlichen Funktionen in der
r — z Ebene. In dieser Arbeit ist es mit einem Galerkin Verfahren in azimutaler Richtung
 verkoppelt. Hierauf ist auch die Bezeichnung G1D3 zuriickzufiihren:

G1: Galerkin in einer Dimension (¢),
D3: Finite Differenzen in drei Dimensionen (r, z,t).

Zusétzlich sind bei diesem Verfahren noch entsprechende Terme zur Realisierung von Fer-
rofluiden mit im Code implementiert (siche auch Abs. D.2.1). Die Grundlagen der Kon-
zepte dieses Codes wurden bereits in verschiedenen Arbeiten erldutert (16; 61; 65; 113; 83).

Auch beim Verfahren G2D2 wird eine Kombination aus Galerkin und Finiten Diffe-
renzen genutzt, hierbei allerdings in der Kombination:

G2: Galerkin Entwicklung in zwei Dimensionen (¢, z),
D2: Finite Differenzen in zwei Dimensionen (7,t).

Dieser zweifachen Entwicklung nach Fouriermoden erlaubt die gezielte Einwirkung auf ein-
zelne Moden und somit auf die Strukturen selbst. Dies stellt einen groflen Vorteil gegeniiber
G1D3 dar, da sich unter anderem auch instabile Losungen komplexer Strukturen relativ
einfach untersuchen lassen (Abs. D.1.6).
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D.1 G2D2

D.1.1 Darstellung der Gleichungen

Entscheidend bei der Herleitung der Gleichungen ist die Gewéhrleistung der Impulserhal-
tung in den zu implementierenden diskretisierten Gleichungen.

Ausgangspunkt bei der Herleitung der Gleichungen ist hier die Erhaltung des Impulses
im Geschwindigkeitsfeld u(r, , z;t) einer Fliissigkeitsstromung. Hierbei muss die zeitli-

che Anderung des Impulses innerhalb eines beliebig zusammenhingenden Teilvolumens V/
einem Impulsstrom durch die Oberflache dieses Teilvolumens entsprechen.

8,5/ pudV = — I1dF, (D.1)
1% ov

wobei II den Tensor der Impulsstromdichte darstellt. Formt man nun das Oberflachenin-
tegral auf der rechten Seite dieser Gleichung mittels des Gaufi’schen Satzes in ein Volu-
menintegral um, so kénnen beide Integrale zusammengefasst werden. Da das entstehende

Volumenintegral fiir jedes beliebige Teilvolumen verschwinden muss, muss bereits der In-
tegrand verschwinden, womit die allgemeine Darstellung der Impulsbilanz wie folgt lautet:

di(pu) + V- = 0. (D.2)
Mit
O = puaus = 0ag (D.3)
erhélt man
Oi(pu) = —pV - (u:u)+ V-0, (D.4)

wobei der Spannungstensor! (76) wie folgt lautet:
2
OaB = —pfsag + n |:V5ua + VCYg — géag(v . 11):| + Céaﬁ(v . u). (D5)

Nun wird die Divergenz des Spannungstensors (dissipativer Term) mittels der folgenden
Identitiit ersetzt?.

(V-g) = Vsoas

2
= —Véagp + n [Vngua + Vﬁv% — §5a5V@(v . 11):| + C(;agvlg(v . U_)
2
= Va0 [P ValT ) = 59T w)] 4 OV(T )

— {—Vp+?7 {VQU%—%V(V-U)} +CV(V'U)}

[0}

_ {_Vp_,_n{v(v.u)_Vx (qu)+%v<v-u)] +CV(V-u)}

(67

Lu, bezeichnet die Komponente « eines kartesischen Feldes.  und ¢ sind Z#higkeitskoeffizienten.
ZWeiterhin wird noch die Identitiit V2u = V(V -u) — V x (V x u) verwendet.
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Mit der Divergenz des Dyadisches Produkts (advektiver Term)
V- (u:u)]s = Va(uaug) =ue(V-u)+ (u-Viu, = [u(V-u)+ (u-Vijul, (D.6)
erhilt man die allgemeine Darstellung?:

dissipativer Term
"

Ve

O(pu) =n {—V X (V xu)+ gV(V : u)] +(¢V(V -u) (D.7)

p {uw )+ %V(uZ) Cux (Vx u)} —Vp.

N /

advektiver Term

Fiir inkompressible Fliissigkeiten gilt p = konst., und damit fiir die Kontinuitéitsgleichung
V -u =0, so dass sich (D.7) unter Vernachldssigung aller Terme mit V - u = 0 der linear
dissipative Ausdruck

1 1
du = —gv X (Vo u) —u(V ) = SV() +ux (Vxu) - AL (D.8)
und in entdimensionalisierter Form (siehe Kap. 1, Abs. 1.4) als
1
8tu:—V><(qu)—u(v-u)—§V(u2)+u><(qu)—Vp (D.9)

schreiben l&sst.

Hierbei ist zu beachten, dass die Terme V - u im advektiven Anteil nicht weggelassen
werden konnen (65)! Dies hat folgenden Hintergrund: Wéhrend die Divergenz im dissipati-
ven Term als V(V-u) auftritt ist sie im advektiven Term durch u(V-u) gegeben. Analytisch
macht dies keinen Unterschied, da beide Terme verschwinden. In der diskretisierten Form
unterscheiden sie sich jedoch bzgl. ihrer Impulserhaltungseigenschaft. Da die diskretisier-
te Form von V(V - u) in kartesischen Koordinaten impulserhaltend ist, kann diese ohne
Einfluss auf das verwendete numerischen Verfahren zu nehmen entfallen. Anders verhilt
sich dies, zumindest in Zylinderkoordinaten, bei der diskretisierten Form von u(V - u).
Hierbei wird die Impulserhaltung nicht erfiillt und muss zur Kompensation des ebenfalls
nicht impulserhaltenden Terms (u - V)u mitgenommen werden. Beide Terme zusammen
ergeben somit das impulserhaltende Dyadische Produkt.

Unter Ausnutzung der Symmetrie erhélt man nach Ubergang in Zylinderkoordinaten
aus Gleichung (D.9) die folgenden Gleichungen:

1 1 1
atu = ﬁaiu + 831@ — ﬁa@v — ;Qoarv - azarw

Lo — L, o) — 02wy + 0
, P\ TUU ” W’UU LU . r D,

Sunter Ausnutzung der Identitéiit: (u-V)u = sV (u?) —u x (V x u).

N
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ov = 0, [%&«(rv)} — 0, <%8¢u) — %(‘LQDU} + 0% (D.10)
1 1 uv 1
—;@(ruv) - ;&p(vv) — 0, (wv) — P ;&pp,

1 1 1 1
ow = ;8,(7"&10) + ﬁﬁiw — ;&(r@zu) — ;Qﬁzv

—%ar(ruw) — %@,(vw) — 0. (ww) — 0,p.

In dieser Darstellung ist die Impulserhaltung der advektiven Terme explizit gewéhrleistet.
Mehrfachableitungen so wie Ableitungen von Produkten wurden so zusammengefasst, dass
moglichst keine hoheren Ableitungen nach einer Variablen oder Produkte von Feldern mit
differenzierten Feldern in einem Summanden auftreten. Dies hat zweierlei Vorteile: Ei-
nerseits ergibt sich hieraus eine Stabilisierung des Codes und zum anderen hat dies eine
Verringerung der notwendigen Gitterpunkte auflerhalb des Spaltvolumens zur Folge.

D.1.2 Entwicklung der Felder in azimutaler und axialer Richtung

Aufgrund der Zylindersymmetrie sind alle Felder in azimutaler ¢ Richtung 27 periodisch.
Hieraus resultierend bietet sich eine Entwicklung nach harmonischen Funktionen (sog. m
Moden) an. In dem hier verwendeten Code wird ebenfalls eine analoge Entwicklung nach
harmonischen Funktionen (sog. n Moden) in axialer Richtung durchgefiihrt. Die allgemei-
nen Entwicklungsanséitze lauten in diesem Fall:

o0

u(r,p,zit) = Y Ugu(rzt) @Mtk (D.11)

m,n=—00

[e.e]

p<7a7 ®Y, 2] t) = Z pm,n(r, 2; t) ei(m(p+nkz)'

m,n=—00

Durch Projektion der Felder! f, g mittels < e™™%?|f(r, ¢, z;t)|e7™0*= >= f, . (r;t) kann
die Mode fgn,(7;t) wieder reproduziert werden.

< M| f(r, @,z t)|e M0k >
2r I

- 27r27r/ / [l 238) - 7Tt dpdz

2r T
= 27 / / ( Z Funlr) - eiltm-mzttono kz}) dipd:
- fmomo(rﬂt)'

4f. g stehen stellvertretend fiir u, v, w und p.
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Die Kopplung von m und n Moden der nichtlinearen Terme f - g ergibt sich hierbei wie
folgt:

< e””‘“”If( . zit) - g(r,p, zit) ek >

= 5 27//]‘ rop,zit) - grp, zit) e TP dod,y

- %/ / (3 st

mi,m]=—00

< Z 9ma no (T; t) . ei(m2lp+n2kz)> . e—z‘(moso+nokz) dodz

m2,n2=—00

2

- % / i i Frnimn (758) * oz (731)
4m )

mi,m1=—00 Ma,N2=—00

_ei[(ml +ma—mo)p+(ni+na—ng)kz] dQOdZ

- Z Z S (T51) * Gmgma (151)

mi1+ma=mo n1+nz2=ng

= Smo,no (f, g)'

Lasst man nun m; und mq wie auch n; und n, in den endlichen Intervallen —m,,q, bis
Mimaz, DZW. —Npnaz DIS Npnas laufen so ergibt sich eine endliche Summe von Produkten der
Amplituden f,,, », und g, n,. In der Praxis ist hierbei die Wahl von m,q, und 7,4, von
der jeweils zu untersuchenden Struktur abhéngig. Einige Beispiele hierzu finden sich in
Abschnitt D.1.7.

Aufgrund der Orthogonalitdt der harmonischen Funktionen lassen sich nun die Anteile
von m und n Moden separat berechnen. Hierbei Entfallen die Ableitungen in ¢ und =z
Richtung geméf

0, — im, 0, — ink.

Projiziert man nun die NSE (D.10) auf den Unterraum der m ten und n ten Mode, so
erhdlt man:

2

m m m

~ ~ 279 A . N . N . ~
Ol = _r_Qum’" — Nk Uy, — zr—van — 27(9rvmn — mk&.wmm

1 o
~ uu ’UU ’LUU VU

_8rpm,n - ;ar (TSm,n) - S — an’S n T Sm n

. 1 . 272 m . .
Oy = —O 7“ um n) + 0, ;ar(mm,n) — Nk 0y + 7nkwm7n

m 1 5 NP , oo 1

m,n’

i P — =0, (rS™ ) — =82 — inkS2 — ~S¥ (D.12)
r r ’ rom mooy
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1 2 1
Oyt = —ink=0, (Pl ) + Nk By — ety + =0y (Ot )
T T T T
1 " . .
kP — 0, (FSI) — ISP — inkSE
T b /'n b b

D.1.3 Diskretisierung

Um die NSE (D.12) numerisch 16sen zu kénnen muss man die Felder (u, v, w, p) in radialer
Richtung r und der Zeit t diskretisieren. Hierzu werden die kontinuierlichen NSE (D.12)
fir jeden (m,n) Unterraum auf einem diskreten Gitter beschrieben. Dazu werden die zu
losenden partiellen Differentialgleichungen, die die Felder beschreiben, durch algebraische
Gleichungen angenéhert, welche die Felder an diskreten Punkten, den sogenannten Stiitz-
stellen beschreiben. Mathematisch wird bei diesem Vorgehen die Differentiation in den
partiellen Differentialgleichung durch den Differenzenquotienten ersetzt. Durch Grenzwert-
bildung gehen diese algebraischen Gleichungen bei infinitisemalem Abstand somit wieder in
die partiellen Differentialgleichungen iiber. Aus numerischen wie auch Stabilitédtsgriinden
erwies es sich als sinnvoll versetzte Gitter® zur Berechnung der Felder u,v,w, p in radialer
Richtung zu verwenden (siche Abb. D.1). Durch den Versatz der beiden verwendeten Git-
ter um Ar/2 lassen sich haufig Ableitung eines bestimmten Feldes auf dem Gitter eines
anderen Feldes sehr einfach realisieren.

r ‘ Ar‘ r

r:i=1..1

X Gitter v,w,p-Feld - Bulk

() Gitter u- Feld
Hilfsgitter fiir
nichtlineare Terme

Abbildung D.1 — Radiales Gitter, auf dem die verschiedenen Geschwindigkeitsfelder u, v, w sowie
die nichtlinearen Terme (NL) im Fall des numerischen Codes G2D2 berechnet werden. Radialkoordi-
naten der v und NL Gitterpunkte sind ru; = 1 + (¢ — 1)Ar und liegen zusammen auf einem Gitter,
wahrend v, w und p Felder gemeinsam auf den versetzten Gitterpunkten rv; = ry + (i — %)Ar liegen.

°Eine genauere Beschreibung der Vor- und Nachteile versetzter Gitter ist in (65) zu finden.
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Zur Diskretisierung der Gleichungen (D.12) wird ein Forward Time Centered Space (FT-
CS) Algorithmus (50) verwendet. Hierbei werden die auftretenden rdumlichen Ableitungen

auf den beiden benachbarten Gitterpunkten berechnet®.
flr+Ar/2) — f(r— Ar/2)

0, f(r) ~ = . (D.13)

Die zeitliche Ableitung ergibt sich durch den Differenzenquotienten zweier aufeinander
folgender Zeitpunkte ¢ und t + At:

S+ A - f(t)
At )

o f(t) = (D.14)

Dies geschieht separat fiir jeden der m und n Modenunterrdume. Felder verschiedener m
und n Modenunterrdumen werden dabei aber durch die nichtlinearen Terme miteinander
kombiniert.

Fiir benotigte Felder an Stellen, an denen sich kein Gitterpunkt dieses Feldes befindet,
wird eine lineare Interpolation durchgefiihrt.

f(r+Ar/2) — f(r— Ar/2)

flr) = 5 : (D.15)

Da die Radiuskoordinate r explizit in die NSE (D.12) eingeht, definieren wir fir die ver-
setzten Gitter der (u,v,w,p) Felder ebenfalls versetzte r Gitter (ru,rv,rw). Fir v, w und

p Feld sind die r Gitter identisch (siehe Abb. D.1).

ru; =+ (i — 1)Ar,  rup; =ru; + 45, rum; =ru; — &
ro; =1+ (i — 2)Ar,  rup; = rv; + &F -

s rom; =rv; — =
Ar
rw; =11+ (i — 5)Ar,  rwp; = rw; + rwm; = rw; — 5

2
Ar Ar
2 2

Die vollstandige diskretisierte Form der NSE (D.12) ist in Anhang E zu finden.
Wie fein die rdumliche und zeitliche Diskretisierung zu wéhlen ist, héngt u.a. von der

zu untersuchenden Struktur und insbesondere von deren Frequenz ab (siehe auch Beispiele

in Abs. D.1.7).

D.1.4 Druckiteration - Poisson Gleichung
Die Navier-Stokes Gleichungen (D.10), bzw. (D.12)

du=—-V-(u:u)—Vx(Vxu)— Vp, (D.16)

liefern drei Gleichungen fiir die drei Komponenten u, v, w des Geschwindigkeitsfeldes. Di-
vergenzbildung liefert:

o(V-u)=-V-[V:(u:u)] - V. (D.17)

6Ar [At] steht fiir die rdumliche [zeitliche] Diskretisierungslénge.
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Aufgrund der Divergenzfreiheit verschwindet die linke Seite 0;(V - u) analytisch und man
erhélt folgende zu erfiillende Poisson Gleichung.

Vip=-V-[V-(u:u). (D.18)

Mittels den Gleichungen (D.16) und (D.18) lassen sich nun Druck und Geschwindigkeits-
felder fiir beliebige Randbedingungen berechnen.

Um den Druck nun iterativ zu bestimmen fithren wir eine neue und kiinstliche Zeitskala
7 ein. Wihrend der Druck p, mit p,—o = p(t) relaxiert wird u, mit u,—o := u(t + At) so
lange angepasst, bis Gleichung (D.18) erfiillt ist. Somit gilt:

Orpr=—B{-V-[V(u:u)] -V, } =-5(V-u),
mit § := A7 ergibt sich die diskretisierte Form:
Ap = —(3(Vu).

Die Relaxationskonstante (3 ist die einzig verbleibende abhéngige Gréfie bei der Relaxation.
Iterativ ergeben sich somit der Druck und die Geschwindigkeitsfelder geméaf:

Pmn+1 = Pmn + Apm,n = Pmn — ﬁ(v . um,n)

Unn+l = Umn — At(Apm,n)
Die Grenzwerte

p(t+ At) = lim pp,,, und u(t+ At) = lim u,,,

erfiillen dann die Kontinuitétsgleichung V - u = 0 wie auch die Poisson Gleichung (D.18)
(vgl. z.B. (65; 16; 28; 29)).

In der nachfolgenden Tabelle D.1.4 ist das vollstédndige Iterationsverfahren noch einmal
kurz zusammengefasst:

Iterationsverfahren:

Anfangsbedingungen:
Pmo = p(t)
o = u(t)+6t{V?u(t) — V-[u(t):ut)]}

Iterationsschritte:
dpmm, = _6(v : um,n)
Pmn+1 ‘= DPmn + dpm,n
ﬁm,n+1 = ﬁm,n - At<Vdp)m,n
Losungen:
p(t+ At) = lim pp,
u(t+At) = lim u,,,

Mitﬁ::%und0<ﬂ<1.

Fiir diese Arbeit gilt: § < 0.45 Die diskretisierte Form der Poisson Gleichung ist in
Anhang E, Abschnitt E.2 zu finden.
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D.1.5 Randbedingungen

Nach jedem Iterationsschritt werden die Felder w,, , U pn, Wy, und py,, den gewéhlten
Randbedingungen entsprechend modifiziert. An beiden Zylinderwédnden werden jeweils no-
slip, d.h. inhomogene Dirichlet- bzw. homogene Neumann Randbedingungen angenommen;
an den Deckeln liegen periodische Randbedingungen.

U0 < O Ulmn — 0

vipo — 2v0(r1) —va00 Vimn — —V2mmn

Wi00 < —W20,0 Wimm < —W2amn
w100 < 0 U—1mn < 0

U000 < —U—2,0,0 Ulmmn < —U—2mn

Voo — 20(r2) —ui—100 Umn <~ —U—1mpn

Wi < —Wi-1,00 Wimmn < —Wi-1mn

Implementierung von no-slip Randbedingungen an den Zylinderwénden mit den Rotati-
onsgeschwindigkeiten v(r;) und v(ry) am inneren bzw. dueren Zylinder. f;,, ., gibt hierbei
das Feld and der radialen Position [ zur azimutalen Mode m und axialen Mode n wieder.

Gitterpunkte der verschiedenen Felder liegen entweder direkt auf dem Rand oder um
Ar/2 dazu verschoben. Randwerte konnen somit entweder direkt zugewiesen oder miissen
interpoliert werden. Die Rénder unterliegen m = 0 Randbedingungen, d.h. Inhomoge-
nitédten treten nur innerhalb der m = 0 Welt auf. Alle héheren Moden gehorchen homoge-
nen Randbedingungen.

Wie die Geschwindigkeitsfelder, so miissen auch der Druck und die Druckkorrektur
verschiedene Randbedingungen erfiillen.

dp1 < dps

dpr + dpi—1
Pimn < P2mn
Pimmn < Pi-1mn

Externer Durchfluss

Um dem System externen Durchfluss aufzuerlegen wird ein dem Durchfluss entsprechender
axialer Druckgradient verwendet.

Zur Uberpriifung wurden mehrere Kontrollrechnung fiir unterkritische Kontrollpara-
meter (Ry = 0,R; = 40,k = 3.927,7 = 0.5) bei festem Durchfluss (z.B.: Re = —2)
durchgefiihrt und mit dem analytischen Poiseuille Profil (Gl. (1.17)) sowie dem numeri-

schen Code G1D3 (D.2) verglichen. Alle Profile stimmten im Rahmen der durch die radiale
Diskretisierung vorgegebenen Genauigkeit hervorragend miteinander iiberein.
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D.1.6 Stabilisierung instabiler Strukturen

Zur Stabilisierung instabiler Strukturen werden verschiedene Methoden verwendet, die wei-
tere Zwangsbedingungen darstellen. Dies kann durch das "Ausschalten’ bzw. "Unterdriicken’
einzelner Moden, oder das Erzwingen von zusétzlichen Symmetrien erreicht werden. Dies
ist aufgrund des Aufbaus des Codes (Galerkin in zwei Dimensionen) relativ simpel, da
verschiedene Moden separat und einzeln angesprochen werden konnen.

Im Folgenden werden kurz die Stabilisierungsmechanismen fiir unterschiedliche Struk-
turen vorgestellt. Hierbei empfiehlt sich zum besseren Versténdnis der einzelnen Mechanis-
men eine nochmalige Betrachtung der Modenbesetzung der verschiedenen Strukturen aus
Kapitel 3.

(b) L1-SPI

() L2R1-SPI

Abbildung D.2 — Unterrdume verschiedener Strukturen im (m,n) Modenraum. (a) TVF, (b)
L1-SPI, (c) 1-RIB, (d) L2-SPI, (e) R1-SPI, (f) L2R1-MCS. Hier: Mz = 4 = Nmaz- Rote [blaue]
Quadrate symbolisieren [nicht] angeregte Moden inklusive nichtlinearer Kopplungen. Die griine Linie
gibt den linearen Unterraum (ohne nichtlineare Kopplungen)der verschiedenen Strukturen wieder.

Stabilisierung des TVF

Um den rotationssymmetrischen TVF Zustand (M = 0) gegeniiber anderen Strukturen mit
azimutalen Wellenzahlen m # 0 zu stabilisieren wird ’einfach’ der Raum der zugelassenen
Moden eingeschrinkt. Konkret bedeutet dies, dass in der Entwicklung (D.11) my0. = 0
gesetzt wird. Somit kann jegliche azimutale Abhéngigkeit der Felder ausgeschlossen werden
(vgl. Abb. D.2(a), griine Line). D.h. in diesem Fall werden alle Moden, die nicht auf der
griinen Linie mit m = 0 liegen vernachléssigt.
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Stabilisierung der SPI

Wie in Kapitel 3 gesehen existieren verschiedene Strukturen in unterschiedlichen Un-
terrdumen. So z.B. existiert eine L1-SPI Losung im (m,n) Modenraum nur auf der Dia-
gonalen in dem Unterraum mit m = n (siche Abb. D.2(b), griine Linie). Um nun eine
bestimmte Struktur zu stabilisieren werden alle Moden, die nicht im Modenunterraum die-
ser Struktur enthalten sind, nach jedem Iterationsschritt auf Null gesetzt. Somit kénnen
beliebige Strukturen, wenn existent, bei vorgegebenem Modenunterraum stabilisiert wer-
den. (Fiir den Fall einer L1-SPI Struktur bedeutet dies, dass alle Moden mit m # n nach
jedem Iterationsschritt auf Null gesetzt werden.)

Stabilisierung der RIB

Ebenso wie SPI und TVF leben auch die RIB Losungen in festen Modenunterrdumen. Wie
in Kapitel 3 diskutiert, handelt es sich hierbei um eine nichtlineare Uberlagerung von zwei
SPI mit gleicher azimutaler Wellenzahl und identischen Amplituden, aber unterschiedlicher
Chiralitat bzw. Helizitét, zu einer stehenden Welle in axialer Richtung. Anders als einfache
SPI Losungen miissen RIB Zustande die Inversionssymmetrie 2 — —z erfiillen. Diese wird
numerisch dadurch erreicht, dass alle Felder u,,, des zuldssigen Modenunterraums, nach
jedem Iterationsschritt auf die entsprechenden Felder u,, _, kopiert werden. Die Felder
werden also bei n = 0 gespiegelt (siehe auch Abb. D.2(a)).

Stabilisierung der MCS und CSPI

Die Stabilisierung von MCS Strukturen verlduft analog den vorhergehenden Methoden.
Auch in diesem Fall wird nur der Modenunterraum der jeweiligen Struktur zugelassen. Fiir
den Fall einer L2R1-MCS Losung, wie in Abbildung D.2(f) bedeutet dies, dass alle Mo-
den, die nicht zum Unterraum der L2-SPI, bzw. der R1-SPI Losung (griine Linien) oder
den daraus resultierenden nichtlinearen Kopplungen (rote Quadrate) gehoren, nach jedem
Iterationsschritt auf Null gesetzt werden. Dies allein ist aber unter Umsténden noch nicht
ausreichend, um eine MCS Losung zu erzeugen. Es besteht immer noch die Moglichkeit,
dass eine reine L2-SPI oder R1-SPI Struktur entsteht, da beide entsprechende Unterrdume
zuléssig sind. Dies kann z.B. durch Minimierung der Modenanzahl m,,,, und n,,,, ausge-
schlossen werden. Es bedarf dann aber einer separaten und genaueren Stabilitédtsbetrach-
tung dieser Strukturen.

Im Grunde handelt es sich bei den CSPI Strukturen um den Spezialfall von MCS
Losungen, die aus zwei reinen SPI Strukturen mit gleicher Wellenzahl, aber unterschied-
licher Helizitat aufgebaut sind. Der Stabilisierungsmechanismus ist demnach vollkommen
analog, dem hier fiir MCS Strukturen beschriebenen. Weiterhin besitzen RIB, als Spezialfall
von CSP Losungen, noch gleich grole Amplituden in den entgegengesetzt propagierenden
SPI Losungsanteilen.

D.1.7 Uberpriifung des Codes

Im Folgenden wird der Code G2D2 auf 'Herz und Nieren’ getestet. Hierzu werden die
Ergebnisse sowohl mit denen des Codes G1D3, den marginalen Stabilitdtsgrenzen mittel
Shooting Verfahren (siehe auch Anh. A), sowie einer schwach nichtlinearen Analyse mittels
Amplitudengleichung verglichen. Desweiteren wird der Einfluss der Feinheit der zeitlichen
und rdumlichen Diskretisierung auf die berechneten Ergebnisse untersucht, mit dem Ziel
ein verniinftiges Verhéltnis von Rechenzeit und Genauigkeit zu erhalten.
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Abbildung D.3 — Vergleich der Wachstumsparameter + fiir TVF (a) und SPI (b) Losungen in
Abhingigkeit der inneren Reynoldszahl R, fiir verschiedene numerische Verfahren: G2D2((), G1D3([)
und Shooting(-). Kontrollparameter: n = 0.5, (a) k = 3.1415, Ry = 0, (b) k = 3.927, R, = —100.

Uberpriifung der Wachstumskoeffizienten
- Vergleich mit der Linearen Stabilitdtsanalyse
- Einfluss der Diskretisierung

Abbildung D.3 zeigt exemplarisch einen Vergleich der Wachstumsparameter v gewonnen
aus den beiden numerischen Verfahren G2D2 (D.1), G1D3 (D.2), sowie Wachstumspa-
rameter aus der linearen Analyse mittels Shooting Verfahren (Anh. A) in Abhéngigkeit
der inneren Reynoldszahl R;. Beiden numerischen Verfahren G2D2 und G1D3 ist gemein,
dass sie im Gegensatz zur linearen Analyse leicht groflere Wachstumsparameter v liefern,
ansonsten aber sehr gut mit den linear berechneten Werten iibereinstimmen.

Zusiatzlich sind in Abbildung D.3 noch die Werte der Bifurkationsschwellen Ry ;¢ der
verschiedenen Verfahren eingetragen. Hierbei liegen die Onsets, die die Codes G2D2 und
G2D3 liefern, jeweils leicht unterhalb der linear ermittelten marginalen Stabilitédtsschwelle.
Im Fall von G2D2 liegen diese noch minimal néher an diesen. Durch zahlreiche weitere
Rechnungen konnte der Fehler, fiir alle betrachteten Strukturen, TVF oder SPI, RIB etc.
und Wellenzahlen £ in der Genauigkeit, bezogen auf die marginalen Stabilitatsgrenze (y =
0) mit weniger als 2% abgeschétzt werden. Dies stimmt auch mit der Genauigkeit des
dlteren Codes G1D3 (65; 113) iiberein.

Fiir verschiedene Wellenzahlen k£ und Durchfliisse Re wurde eine genauere Untersuchung
der Abweichung der Onsets von TVF und SPI Losungen der Verfahren G2D2 und G1D3
mit den kritischen Onsets aus der linearen Stabilitdtsanalyse vorgenommen. Desweiteren
wurde noch eine schwach nichtlineare Analyse mittels Amplitudengleichung (AG) (123; 2)
als Referenz herangezogen und die relativen Abweichungen bestimmt. Die Ergebnisse sind
in Tabelle D.1 zusammengefasst.

Vergleich mit Shooting Verfahren

Im Folgenden wird der Code G2D2 mit Ergebnissen der linearen Analyse (vgl. Anh. A)
verglichen, die mittels des Shooting Verfahrens gewonnen wurden.

In Abbildung D.4 werden Bifurkationsschwellen von TVF (blau) und SPI (orange)
Losungen, erhalten aus der linearen Analyse mittels Shooting Verfahren (durchgehende
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Re=5: TVF (n=0.5,Ry =0)
k € R tin Ricop2 | €ce2p2 | Ricips €G1D3 Ri ac €AG
1072 1072 1073
3.1415 | 0.05 | 72.25608 | 74.11740 | 2.57600 | 74.07960 | 2.52319 | 72.25356 | 0.34637
0.1 | 75.69682 | 77.64680 | 2.57601 | 77.60720 | 2.52322 | 75.69420 | 0.34632
3.927 | 0.05 | 74.78835 | 74.34105 | 5.98088 | 74.13525 | -0.87326 | 75.17475 | 5.16658
0.1 | 78.34970 | 77.88110 | 5.98089 | 77.66550 | -0.87327 | 78.75450 | 5.16659
4.833 | 0.05 | 82.91558 | 82.50523 | 4.94901 | 82.08585 | -1.00069 | 83.27720 | 4.36136
0.1 | 86.86394 | 86.43393 | 4.94902 | 85.99470 | -1.00072 | 87.29320 | 4.94179
Re=10: TVF (n=0.5,Ry =0)
3.927 | 0.05 | 76.67616 | 76.16914 | 6.61186 | 75.23042 | 1.88549 | 74.20689 | 3.22412
0.1 | 80.32733 | 79.79623 | 6.61178 | 78.81285 | 1.88553 | 77.74045 | 3.22041

Tabelle D.1 — Vergleich {iberkritischer Reynoldszahlen von TVF Zustéinden, bei verschiedenen

Wellenzahlen k& bei € = 0.05 und € = 0.1, fiir die beiden numerischen Verfahren G2D2, G1D3 sowie
Ri

der AG mit Ergebnissen der linearen Analyse (Shooting Verfahren). Hier: ¢, := 1 —

z := G2D2, G1D3, AG. Kontrollparameter: Ry = 0,7 = 0.5.

E(K) | o(0k) | E(6Rs) | o(0Rs)
TVF | 0.034 | 0.039 | 0.09 | 0.20
SPI | 0.053 | 0.050 0.15 0.29

Rl, in

wobel

Tabelle D.2 — Gemittelte Werte E(-) und Standardabweichung o(-) der relativen Fehler 6k =
|kgop2/kiin| — 1 und 0Ry = [Ry gap2/Ra2in| — 1 in k und Ry bezogen auf die Bifurkationsschwellen
in Abbildung D.4.

Linien) aus den linearisierten NSE, mit den Ergebnissen des nichtlinearen Codes G2D2
(Symbole) verglichen. Als reprisentative Kontrollparameter wurden hier Ry = 115,77 = 0.5

gewahlt.

Die numerischen Fehler des Codes G2D2 relativ zu den Resultaten des Shooting Verfah-
rens liegen in der gleichen Groflenordnung wie die des Codes G1D3 (65; 113). In Tabelle D.2
sind die gemittelten relativen Fehler E(dk) und ihre Standardabweichung o(dk) fiir beide
numerischen Methoden angegeben.

Vergleich mit Amplitudengleichung 3. Ordnung

Als weitere Moglichkeit den Code zu iiberpriifen wurde ein Vergleich mit einer schwach
nichtlinearen Analyse mittels Amplitudengleichung durchgefiihrt. Hierzu wurde eine kom-

plexe Ginzburg Landau Gleichung (123; 2; 112) der Form

70(0r +v50:) A(2, 1) = [(1 +ic,) + &5 (1 +ic1)0:" — (1 + e, )| A" Az, 1)
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Abbildung D.4 — Vergleich der Bifurkationsschwellen in der k — Ry Ebene bei Ry = 115,17 = 0.5
erhalten mittels G2D2 (Symbole) gegeniiber Stérungen der linearen Stabilititsschwellen des CCF
gegeniiber TVF (blaue Kurve) und SPI (orange Kurve) Losungen. Offene [geschlossene] Symbole
bedeuten eine Bifurkation in eine instabile [stabile] Losung.

verwendet. Die benotigten Koeffizienten wurden wie in (123) beschrieben ermittelt. Von
besonderem Interesse sind hierbei die Frequenzen Q(k — k.) dieser schwach nichtlinearen
Analyse, die sich mittels des Ansatzes

A(z,t) = F(k — k,)ell(F—ke)a=Qk—ke)

ergeben. Diese sind nachfolgend in der Tabelle D.3 zusammen mit den Frequenzen, er-
mittelt durch die beiden numerischen Codes G2D2 und G2D3 fiir verschiedene Strukturen
und Kontrollparameter, wie Wellenzahlen und Durchfliisse dargestellt. Desweiteren wurden
auch hier die relativen Fehler fiir die unterschiedlichen {iberkritischen Werte ermittelt.

Beide numerische Verfahren zeigen in den Frequenzen eine sehr gute Ubereinstimmung
mit denen der linearen Analyse, bzw. der schwach nichtlinearen Analyse. Die relative Ab-
weichung € von den Werten der linearen Analyse liegt fiir beide Codes G2D2 und G1D3
bei ca. 1%. Es zeigt sich sogar, dass der neue Code G2D2 gegeniiber G1D3 in etwa um den
Faktor vier bessere Werte liefert.
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Re=5: TVF (n=0.5,Ry =0)
k € W1 lin W1,G2D2 €G2D2 W1,G2D3 €G1D3 wi,AG €AG
1073 1073 1073
3.1415 | 0.05 | 18.4894 | 18.5423 | 2.8066 | 18.4215 | -3.6735 | 18.4895 | 0.3856
0.1 | 18.4464 | 18.4434 | -1.7192 | 18.3766 | -3.7902 | 18.4377 | -0.4766
3.927 | 0.05 | 23.4612 | 23.4961 | 1.4883 | 23.3380 | -5.2513 | 23.4924 | 1.3302
0.1 | 23.4193 | 23.4587 | 1.6825 | 23.3093 | -4.6993 | 23.4407 | 0.9125
4.833 | 0.05 | 29.3712 | 29.4082 | 1.1253 | 29.1211 | -8.6476 | 29.9626 | 1.3713
0.1 | 29.3445 | 29.3891 | 1.5201 | 29.1032 | -8.2226 | 29.9109 | 2.9794
Re =10
3.927 | 0.05 | 46.8824 | 46.9579 | 1.6098 46.6797 | -4.3241 | 46.9493 | 1.4278
0.1 | 46.8109 | 46.8819 | 1.5178 46.6096 | -4.2998 | 46.8544 | 0.7372
| Re=5: SPI (1 = 0.5, R, = —100)
k € W1,lin W1,G2D2 €G2D2 W1,61D3 €G1D3 wi,AG €AG
1073 1072 1073

[ 3.1415 [ 0.05 | 32.8789 | 32.5542 | -0.9875 | 31.2467 | -4.9641 | 32.9012 | 0.678 |

Tabelle D.3 — Frequenzen fiir TVF und SPI Lésungen bei Durchfluss Re = 5,10 und verschiedener
Wellenzahl k fiir iiberkritische Werten € = 0.05 und € = 0.1 bein = 0.5, TVF: Ry = 0, SPI: Ry, = —100.
Hier: ¢ := 1 — w1 5 /w1 1in, mit z := G2D2, G1D3, AG.

Zeitliche Diskretisierung

Zur zeitlichen Diskretisierung erwies sich eine modifizierte Neumann’sche Bedingung
6

1

2 2
Ar2 + Minazx + Nonax

At =

mit J &~ 0.2 als hinreichend exakt. Zur genaueren Herleitung hierzu siehe (113).

Radiale Diskretisierung

Ausschlaggebend fiir die rdumliche Diskretisierung in 7 ist die Verteilung der zu unter-
suchenden Struktur in dieser Richtung (siehe auch Kap. 3). Bei Strukturen, die relativ
gleichméBig zwischen den beiden Zylinderwénden verteilt sind, geniigt die Berechnung mit
einem groben Gitter. Handelt es sich jedoch um Strukturen, die hauptséichlich am inneren
Zylinder leben, so erfordert dies, bei Beibehaltung dquidistanter Gitterpunkte, eine feinere
Diskretisierung.

Wiéhrend Taylor Wirbel mehr oder weniger, unabhéngig von R, gleichméfig iiber den
Spalt verteilt sind, so zeigen Strukturen, wie z.B. RIB, SPI, wSPI und MCS eine dominie-
rende Existenz in der ersten Hélfte des Spaltes, hin zum inneren Zylinder (vgl. auch r — z
Plots fiir TVF, SPI, RIB, wTVF, wSPI Losungen in Kap. 3). Allgemein kann festgehalten
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werden, dass ein stark gegenrotierender Zylinder ein 'Stauchen’ der Strukturen am inneren
Zylinder zur Folge hat. Fiir den Einzelfall muss jeweils ein Vergleich der Resultate mit
verschiedenen Diskretisierungen durchgefiihrt werden.

Anzahl beriicksichtigter Moden m,,,, und n,,4.

Ahnlich wie die radiale Diskretisierung ist auch die Wahl der maximal beriicksichtigten
Modenanzahl m,,q; und 1., von der jeweils zu untersuchenden Struktur abhéngig. (An
dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass es der Code erlaubt mit beliebigen,
auch unterschiedlicher Anzahl azimutaler (m,,,,) und axialer (7,,q,) Moden zu rechnen.)
So z.B. benotigt der rotationssymmetrische TVF Zustand in azimutaler Richtung nur die
Ote Mode.

’ (a) TVF (n = 0.5, R, = —80, Ry = 0) \

Mmaz/ 1 2 3 4 5 6 8 10
Nmazx
uo1 3.58756 | 3.330240 | 3.335620 | 3.335440 | 3.335440 | 3.335440 | 3.335440 | 3.335440
uo2 - 0.491490 | 0.485442 | 0.485569 | 0.485567 | 0.485567 | 0.485567 | 0.485567
(a) L1-SPI (n = 0.5, Ry = 115, Ry = —100)
P— 1 2 3 1 5 6 8 10
Nmax
U1 3.24003 | 2.797850 | 2.779220 | 2.777210 | 2.776940 | 2.776730 | 2.776270 | 2.775810
u22 - 0.990073 | 1.003850 | 1.004400 | 1.004280 | 1.004120 | 1.003800 | 1.003470

Tabelle D.4 — Fouriermoden des u Feldes eines stationidren TVF Zustands sowie einer L1-SPI
Losung in Spaltmitte fiir unterschiedliche my,4, und n,,4.. Die obere Zahl innerhalb jeden Feldes gibt
den Wert der dominanten Mode (TVF: ug 1, L1-SPI: u; ;) an, wihrend die untere Zahl entsprechenden
Wert der ersten hoher harmonischen Mode (TVF: w2, SPI: us9) wiedergibt. Kontrollparameter:
n=0.5, Ar =0.05, k =3.927, T = 1.6, (a) Ry = 115, Ry = —100, (b) Ry = 115, Ry = —100.

Um die Anzahl der benotigten Moden und die daraus resultierende Genauigkeit abschétzen

zu kénnen, sind in Tabelle D.4 die Werte signifikanter Moden von TVF (a) und L1-SPI (b)
Losung fiir verschiedene Modenanzahl m,,., und n,,., zusammengefasst. Dabei ist jeweils
die dominante, sowie die erste hoher harmonische Mode des radialen Geschwindigkeitsfel-
des u in Zylindermitte (r = 0.5) angegeben. Die relative Abweichung in den dominanten
Moden duyg = 1 — w1 (Mimaz = 4 = Nnaz) /W11 (Mimaz = 10 = Nype,) im Fall von SPI fiir
Miaz = 4 = Naz WA Mypee = 10 = Ny, liegt bereits bei unter 0.1%. Deshalb wurde
fiir die meisten in dieser Arbeit berechneten Strukturen m,,., = 4 = Ny gewihlt. Eine
Ausnahme stellen hierbei die MCS Strukturen dar, da diese i.A. aus SPI Zustdnden mit
grofferen azimutalen Wellenzahlen M aufgebaut sind. So z.B. ist es bei einer L3R5-MCS
notwendig mindestens mit m,,,, = 10 = N4, zu rechnen, um zumindest die erste hohere
harmonische Mode des Anteils der R5-SPI Losung zu berticksichtigen. Im Falle solch kom-
plexer Strukturen ist eine genauere Analyse der notwendigen Modenanzahl vorzunehmen.
Die genau Modenanzahl mit der im jeweiligen Fall gerechnet wurde, ist an den entspre-
chenden Stellen in der Arbeit angegeben.
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Vorteile des Codes - Rechnen in Unterrdumen

Der Aufbau des Codes G2D2 bringt einige entscheidende Vorteile mit sich. Durch die Ent-
wicklung nach harmonischen Funktionen in zwei Dimensionen, in azimutaler und axialer
Richtung, ist es moglich gezielt auf einzelne Moden (m, n) einzuwirken. Somit kénnen z.B.
gezielt instabile Strukturen untersucht werden. Hierzu werden, wie bereits weiter oben
ausfiihrlich beschrieben, nur die jeweiligen Moden (m,n) zugelassen die zu dem Losungs-
unterraum der entsprechenden Struktur gehoren, die iibrigen Moden werden nach jedem
Iterationsschritt auf Null gedriickt. Hieraus resultiert ein weiterer Vorteil, der in der Mini-
mierung der bendtigten Rechenzeit verglichen mit dem Code G1D3 liegt.
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D.2 G1D3 mit Niklas Nidherung

Die Niklas’schen Bewegungsgleichungen (103) fiir ein Ferrofluid im homogenen Magnetfeld
unterscheiden sich von den NSE ohne Magnetfeld nur durch einige vom Geschwindigkeits-
feld unabhéngige Zusatzterme. Hierzu werden die Terme analog der Arbeit von Lesch-
horn (83) in den Code G1D3 eingebunden.

Wie der zuvor vorgestellte Code G2D2 handelt es sich auch hierbei um ein numerisches
Verfahren, bestehend aus einer Kombination von Galerkinverfahren und Finiten Differen-
zen. Hierbei werden die Felder aber nur in azimutaler Richtung (G1) nach Fouriermoden
entwickelt und Finite Differenzen in der Zeit, sowie in radialer und axialer Richtung (D3)
benutzt”.

Die Entwicklung der Felder in azimutaler Richtung ergibt sich hierbei geméf:

f(r,t) = Z fm(r, 2, )€™, f € (u,v,w,p). (D.19)

m=—00

Einsetzen dieses Ansatzes in die erweiterten Navier-Stokes Gleichungen in Niklas Néhe-
rung 8.11 liefert unendlich viele Gleichungen in den Moden, die sowohl durch die nichtli-
nearen Terme, wie auch die magnetischen Zusatzterme miteinander verkoppelt sind. Zur
Simulation ist aber eine endliche Zahl von Moden notwendig:

fm =0, fir |m| > mpa. (D.20)
In dieser Arbeit wurde in azimutaler Richtung mindesten m,,,, = 8 gewahlt. Zur spéte-

ren Auswertung der Daten wird noch eine Zerlegung nach n Moden in axialer Richtung
durchgefiihrt.

D.2.1 Modenentwicklung in Niklas Ndherung

Aus obigem Ansatz (D.19) ergibt sich folgende Darstellung der Bewegungsgleichung in
Niklas Ndherung bezogen auf die mte Mode:

"In fritheren Arbeiten wurde dieses Verfahren unter der Bezeichnung MAC (Marker and Cell) verwen-
det (61; 65; 113).
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Fiir den Fall, dass kein externes Magnetfeld anliegt, also s, = 0 = s, gilt, ergibt sich
der alte Code (65; 113)

D.2.2 Diskretisierung

Die Gleichungen (D.21)-(D.23) fir die azimutalen Moden werden, analog des zuvor vor-
gestellten Codes G2D2, mittels eines FTCS Algorithmus diskretisiert. An dieser Stelle sei
nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, dass es sich im Falle dieses Codes G1D3, Finite
Differenzen in radialer und axialer Richtung verwendet werden (siche Abb. D.5). Hierbei
werden die auftretenden raumlichen Ableitungen auf den beiden benachbarten Gitterpunk-
ten berechnet®

9, f(z) ~ flz+ A:U/Q)A—xf@ — ASIT/Q)' (D.24)

Die zeitliche Ableitung ergibt sich durch den Differenzenquotienten zweier aufeinander
folgender Zeitpunkte ¢ und ¢ + At lautet analog dem zuvor diskutierten Code G2D2:

)~ LLFAD 1)

(D.25)

Dies geschieht separat fiir jeden m Modenunterraum. Felder verschiedener m Modenun-
terrdume werden aber durch die nichtlinearen Terme miteinander kombiniert.

Fiir benotigte Felder an Stellen, an denen sich kein Gitterpunkt dieses Feldes befindet,
wird eine lineare Interpolation durchgefiihrt.

f(x) ~ flx+ Azx/2) ; flx— AZL’/Q)‘ (D.26)

Da die Radiuskoordinate r explizit in die NSE (D.21)-(D.23) eingeht, definieren wir fiir
die versetzten Gitter (vgl. Abschnitt D.1.3) der (u, v, w, p) Felder ebenfalls versetzte r Git-
ter (ru,rv,rw). Fir v und p Feld sind die » Gitter identisch (sieche Abb. D.5). Weiterhin
wird zur besseren Darstellung bestimmter Ableitungen ein weiteres o Gitter (ro) eingefiihrt:

ro, =ry+ (i —1)Ar, rop; =ro; + 4L,  rom; =ro; — &F
ruy =11+ (i — 1)Ar,  rup; = ru; + %, rum; = ru; — %
rop =11+ (i — 3)Ar,  rop;=rv; + &5, rom; = rv; — &F
rw; =711+ (1 — %—;)Ar, rwp; = rw; + 5-,  rwm; = rw; — %

8x steht fiir die Raumkoordinaten r und z, Az [Af] fiir die rdumliche [zeitliche] Diskretisierungslénge.
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Az

() Gitter u-Feld
(i,)) - Zelle

X Gitter v,p-Feld Zellen im Spalt
. . Zellen fiir Rand-
m Gitter w- Feld bedingungen

O Hilfsgitter fiir
nichtlineare Terme

Abbildung D.5 — Verwendetes Gitter in der r —z Ebene fiir den Code G1D3. Die unterschiedlichen
Felder werden auf zueinander versetzten Gittern realisiert (122; 23; 53; 61; 65; 113; 83) wodurch sich
die diskretisierten Ableitungen in r und z Richtung vereinfachen. Nichtlineare Terme werden mittels
eines Hilfsgitters (NL) berechnet. Die Einzelzelle besitzt die Mafie 4 x 22, Gitterpunkte werden mit
1 und j indiziert.
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Mit Hilfe der Bezeichnungen

U (TUs, 205, E), UM o 2= Uy (T4, 205, T+ AL)
O (v, 2uj, ), UNGjm i= O (T0;, 204, + At)
Wi jm 2= Wi (10, 25, 1), WNG . 7= Wiy (105, 205, T + At)
DPijom = ﬁm(rviu LWy, t)? P jom = ﬁm(rvia ZUj, t+ At)

lasst sich das neue Geschwindigkeitsfeld im Bulk zum Zeitpunkt ¢ + At aus Druck und
vorherigen Geschwindigkeitsfeldern zur Zeit ¢ wie folgt berechnen:

un; ;m = Wi jm -+ AtAul-7j7m. (D27)

Die Zeitlichen Ableitungen Au, j,, folgen hierbei aus den Bewegungsgleichungen (D.21)-
(D.23):

At jm = ub+uT+u8+u9+ ull (D.28)

1
+(1+53) (ul + u3 + ud) + (1 + 5% + 533) (u2 + ub)

1
+Zsi(u93x+ +urz_)
1
+§szsz(uxz+ +uxrz_),
Avjm = 06+ 07+ 08+ 09+ v10 (D.29)

1
+ (14 52) (v1 4 v3) + (1 + 5% + 5sfg) (v4 + v5)

1
+Zsi(vxx+ +vrx_)

1
+§sxsz(vxz+ +vxz_),

Aw;jm = w6+ w7+ w8+ w9 (D.30)

1
+(1+s§+§si) (wl 4+ w2 4+ w3 + w4)

1
+Zsfc(wxx+ +wzrz_)

+§sxsz(w$z+ +wzz_).

Die vollstandige Form der diskretisierten NSE mit allen Termen ist im Einzelnen in An-
hang E.3 zu finden.

D.2.3 Druckiteration - Poisson Gleichung

Bislang fehlen bei der Berechnung noch der neue Druck p(t+ At), sowie die Sicherstellung,
dass u(t+ At) der Kontinuitétsgleichung gentigt. Um dies zu erhalten geht man erneut von
der Bewegungsgleichung

Ou=1£f(V,u)—Vp (D.31)
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aus. Durch Divergenzbildung erhélt man eine Poisson Gleichung fiir den Druck:

%(V-u) = V-£f(V,u) -V (D.32)
< V- -f(V,u) = V. (D.33)

Druck und Geschwindigkeit werden nun solange sukzessive iteriert, bis beide Seiten im
Rahmen einer vorgegebenen Genauigkeit verschwinden.”

D.2.4 Randbedingungen

Als letztes bleibt noch zu kldren, wie die Randbedingungen, die nach jedem Zeitschritt
und nach jedem Iterationsschritt fiir die Druckiteration neu eingestellt werden, in die je-
weiligen Felder eingehen. Hierbei kann es notig sein entsprechende Felder zu interpolieren,
falls diese nicht auf dem Rand liegen. Die Gitter (siche Abb. D.5) wurden so gewéhlt,
dass auf den Réandern immer nur ein Geschwindigkeitsfeld vertreten ist und in den Ecken
iiberhaupt kein Gitterpunkt eines dieser Felder liegt. Dies hat den Vorteil, dass keiner der
Gitterpunkte zwei Randbedingungen gleichzeitig erfiillen muss, wie es in den Ecken der
Fall wére.

Fiir den inneren und dufleren Zylinder wurden no-slip Randbedingungen angenommen,
d.h. Fluid und rotierender Zylinder besitzen dort die gleiche Geschwindigkeit; die Fliissig-
keit haftet an den Zylinderwénden (siehe auch Diskussion in Kap. 1).

In axialer Richtung werden unter anderem (i) periodische Randbedingungen, die fiir
den Grenzfall unendlich langer Zylinder geeignet sind, angelegt. In diesem Fall ist man nur
an periodischen Losungsstrukturen interessiert.

Vi=1...1
ujo « 0 Urgm < 0
7]7
vijo — 2v(ry) — vy ULjm < TV25m
17]70 1 27]70 wl . (_ _w2 .
. J— . ’]’m )]’m
Wijo0 < W2,5,0 Uy — 0
—L,7,m
u-150 < 0
v ul7j7m N _ul_27]7m
Urgo < TW-2;40 Viim = —Up1i
3], —1,7m
vjo < 20(r2) — vi-10 . _ .
wl)])m — wl_17j7m
W50 < TWi-1,50

fi.jn gibt hierbei das Feld and der radialen Position [, der axialen Position j zur azi-
mutalen Fourier Mode m wieder.

Um andererseits (ii) endliche Systeme zu simulieren wurden ebenfalls no-slip Bedingun-
gen an den Deckeln gewihlt. Hierbei ergibt sich die Wertzuweisung und Implementation
analog zu den Zylinderwanden.

9Das exakte Vorgehen hierzu ist in (65; 113) zu finden.



270 ANHANG D. NUMERISCHE LOSUNGSVERFAHREN

Uiim < —Ui2m
ui,n,m — _ui,nfl,m
Viltom < —Vi2m
Vinm <= —Vin—1m
Wi1m < 0
wi,nfl,m — 0
Winm < 0




Anhang E

Diskretisierte Form der Gleichungen

In diesem Anhang wird die diskretisierte Form der NSE fiir die beiden verwendeten nume-

rischen Verfahren G2D2 und G1D3 vorgestellt. s

E.1 Diskretisierte Form der NSE - G2D2
Die in Anhang D hergeleitete Form der NSE (D.12) lautet:

m m m
~ ~ 279~ . ~ . ~ . ~
Oplly, = —T—2um —n k“t,, —zr—va —27874),” —ink0, W,
——
ul u3 u4

1. nn . 1
Oy —=0rSH i SV ik SP 4~ §i0
N—— T r N e? T

w6 —— e N—— 29 N——
u’7 u8 ul10

1
Do = —0, (z—um) 1o, [—a,. (mm]) 220, +
T T N’ T

m 1 RN (NS o1
—i—Py ——0rSy —i—S, —inkS, " —=S"
r r 7
—_—— —— ——— o0 ——
v6 7 v8 v10

R nk R mnk . m? 1 R
8twm = —ZTGT (rum) + , Um —me +;a7~ (r&.wm)
~ ~~ —_————

wl w2 w3 w4

R 1 N (S -
—inkpy, —=0.r8, —i—Sn —inkS .
T —_——

6 —_—
w w7 w8 w9
Hierin bezeichnen
29 . E 2, Y
Smn . l'm1n1 menQ

mi+ma=m,ni+n2=n
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(E.2)
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die durch die Nichtlinearitaten entstehenden Summen.

Die diskretisierte Form der Terme aus Gl. (E.1) lautet:

E.1.1 Lineare Terme

E.1.2 Nichtlineare Terme

Nachdem die einzelnen Summanden aus Gleichung (E.1) bestimmt sind kann nun der Zeit-

schritt durchgefiithrt werden. Die Anderungen dtu, dtv, dtw der zugehorigen Felder u, v, w
und die neuen Felder un, vn,wn ergeben sich dann aus einem einfachen Euler Schritt wie
folgt:

At wimn = (Ul +u2+u3+ ud 4+ udb + ub + u7 + u8 + u9 + ul0)|; m.n
At vimn = (V1402 + 03+ vd+ 05+ 06 4+ 07+ v8 + v9 + v10)|; mn
At Wiy, = (Wl + w2+ w3+ wd+ wd+ wb + w7 + w8 + w9 + wl0)|; mx

UNymmn = Uimmn +dt Ui m,n
VNimn = Vimn + A Vimn (E.4)
WNimm = Wimn +dt Wim,n

Mittels der so berechneten neuen Felder (E.4) wird nun der Druck unter der Nebenbedin-
gung der verschwindenden Divergenz in einer diskreten Poisson Gleichung iteriert.

E.2 Diskretisierte Form der Poisson Gleichung

Im Folgenden bedeuten div die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes u und dp die durch
das Verfahren erzeugte Druckénderung.
Bei der Iteration werden nacheinander die folgenden drei Schritte durchgefiihrt.
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Iterationsverfahren

1. Divergenzberechnung auf dem v Gitter:

di o rop;un; myn — TUMUN;—1 . mn . UNimn
Wimmn = +m
ro; AT TU;

+ 1nkwn; m

2. Berechnung des neuen Drucks:

dpi,m,n = _ﬁdivi,m,n
Pimn = pi,m,n+dpi,m,n

3. Anpassung der Geschwindigkeitsfelder:

dpi—f—l,m,n - dpi,m,n

UNjmn = UNjmny — Al

Ar
_ At i dpi,m,n
VMimn = VNimp — Atim -
(2
o Ati kdpi,m,n
WNimp = WNymn — AtIN -
i

(E.5)

Diese drei Schritte werden nun solange hintereinander durchgefiihrt, bis die mittels

Gleichung (E.5) berechnete Druckkorrektur im ganzen Spalt unterhalb eines fest vorge-
gebenen Wertes liegt. Resultierend hieraus sind die Felder un, vn,wn des entsprechenden
Zeitschritts. Fiir alle mit diesem numerischen Verfahren durchgefiihrten Berechnungen die-
ser Arbeit, lag der Schwellenwert bei 0.04.
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m2
u:li,m,n = T3 Uimn
T"U/,L'
e 212
U2imm = —NK Umn
. m
u3i,m,n = _ZF (Ui,m,n + UiJrl,m,n)
TU,L»
4 L .M Vit1,mn — Vi,mn
[ immn —l—
ru; Ar
. Wi+1,mn — Wimmn
UDjmy = —ink
Ar
ub; L Pit1,mn — Pimn
wmm
Ar
uu,v Suwv
. 1 rup; itl,mn — TUMGO; 1y
U7i,m,n = T
ru; Ar
8 L . m uv,u
USimm = 1 i,m,n
Tl
. uw,o
Ugi,m,n = _ansi,m,n
10 e LS’U’U,U/
U L,mm ru i,m,n
1 L .m ui7m7n uz’—17m7n
v iimmn — —l—— —
Ar \ rup; rUm;
9 L 1 TVi+1Vi+1,mmn — TUiVimn TViVimmn — TVi—1Vi—1,mn
Viimmn = 2 -
Ar rUp; rom;
e 212
vBi’m’n = —n k’ vi,jfm,n
mnk
U4i,m,n = - Wi m,n
rU;
V3imn = 0
.m
U6i,m,n = 1 Pimn
rU;
Uv,u Quuu
L 1 Tvpisi,m,n —TUMGO; 1 mn
U7i,m,n = -
TU; Ar
.M oo,
V8imn = —1—85; .,
ru; 7
Vimn = —inkS;,
10 L 1 Suvw
ViVUimn = _E i,m,n
i

Tabelle E.1 — Diskretisierung der linearen Terme der NSE fiir G2D2.
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. nk
Wl = —l——— (Twpiui,m,n — Twmiuifl,m,n>
rw; Ar
mnk
w2i,m,n = Vi, jm,n
rw;
2
m
w3i,m,n = T3 Wimn
Tw;
1
Whinn = s |TWP; (Wit1mn — Wimn) — TWM,; (wi,m,n_wi—l,m,n)]
rw; Ar
w5i,m,n =0
w6i,m,n = _anpi,j,m,n
uw,o _Quw,o
T, o rwpiSi,m’n - rwszFme
wmm
rw; Ar
. m VW, W
W8imn = —1—8;
5 5 /rwl ,m,n
. . ww,v
Wimpn = —inkS;
wl()i,m,n =0
U,V o 1
Si,m,n - 1 Z (ui—LanI +ui,m1,n1) ’ (ui_l,mmm_’_ui,mmw)
mi1+me=m,ni+nz=m
VU,U _ 1
Si,m,n = 1 > (Uiﬂm,m +Ui+1,m1,n1) ) (vi,mzmz“’vi-i-l,mz,nz)
mi1-+mo=m,ni+nas=m
O o
Si,m,n - Z Vi,ma,my ’ Vi ma,ng
m1+mo=m,ni+ns=m
ww,v
Si,m,n - Z Wi,my nq ’ Wi, ma,na
mi+ma=m,ni+na=m (E 3)

Suv,u _

1
i,m,n 2 Z Uima,na ’ (Ui,mmnz + Ui+1,m2,n2)
mi+mao=m,ni+nas=m

S'U/l),”U — l (u + U ) . Vs
immn 2 Z 1,m1,n1 i—1,m1,m1 1,m2,n2
mi1+me=m,ni+nz=m
va,w _ Z ) )
imn Vi,ma,m Wi,ma,no
mi1-+mo=m,ni+na=m
=3 > ( )
Si,m,n - 2 Us,my,ny Wi, ma,no + Wi+1,ma,n2

mi1+mo=m,ni+ns=m

Tabelle E.2 — Diskretisierung der nichtlinearen Terme der NSE fiir G2D2.
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E.3 Diskretisierte Form der NSE - G1D3
Ausgangspunkt ist hierbei das Gleichungssystem (D.21)-(D.23):
Atjjm = ub+u7+u8+u9 + ull (E.6)

1
+(1+53) (ul + u3 + ud) + (1 + 5% + 5sfﬁ) (u2 + ub)

1
+Zs§(uxx+ +uzrz_)

1
+§swsz(uxz+ + uxz_),

Avijm = v6+07+0v8+ 09+ v10 (E.7)

1
+ (14 s2) (vl 4 03) + (1 + 8%+ 582) (v4 + vb)

1
+Zsi(vxx+ +vrz_)

1
—I-ésxsz(w:er +ovzz]),

Aw;jm = w6+ w7+ w8+ w9 (E.8)

1
+(1+s§+§s§) (wl + w2 + w3 + w4)

1
+Zsi(wxx+ + wrz_)

1
+§sxsz (wrzy +wrz_).

Die Abkiirzungen fiir die diskretisierten linearen wie auch nichtlinearen Terme sind in den
nachfolgenden Tabellen E.3.1-E.3.2 zusammengefasst.
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E.3.1 Lineare Terme

m2
ul = =5 jm
TU;
Wi j1,m = 2Uijm + Wij—1m
u2 = 5
Az
.M Vg1 5m — Vigm
u3 = —1— J J
rU; Ar
.m
ud = —i— (Vi jm + V1115m)
27,u§ 7]7 7]7
Wit1,jm — Wigm — Witlj—1m + Wij-1,m
uH = —
ArAz
Pi+1,5m — P1,jm
ub = — : :
Ar
.M [ Ui 5m Ui—1,5,m
vl = —1— UL J
Ar \ ru; TU_1
V3 — 1 TUVi41Vit1,5,m — TUV; jm TV 5m — TUi—1Vi—1,j,m
AT2 ru; TuU;—1
UZ,]+17’ITL - 2UZ7]7m + ,U7'7]_17m
v4d = 5
Az
.M Wy jm — Wij—1,m
vh = —j——4 J
rU; Az
.m
V6 = —i—=Dijm
rv;
wl = — 1 Tuz‘(ui,j+1,m - uzgm) - TUi—l(Ui—1,j+1,m - Ui—l,j,m)
rv; ArAz
.MU j41.m — Vigm
w2 = —j——2 J
rv; Az
L rug(Wit1 jm — Wigm) — TUi—1 (Wi jm — Wie1jm)
w3 - 7]7 7]7 7]7 7]7
T; Ar?
m2
Wl = ——5Wi jm
TU;
Pij+1m — Pljm
w6 = ——2 !

Az

Tabelle E.3 — Diskretisierung der linearen Terme der NSE fiir G1D3.
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E.3.2 Nichtlineare Terme
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U,V U,V
w7 — 1 70415041 jm — TVS; jm
ru; Ar
m
u = —i—S;7
TU;
UwW,o UwW,o0
u9 — _ Si7j7m B S’LJ—IJ’R
Az
ul0 = ! S
Uv,U Uv,v
o7 L 05 jim = Sigi1m
ru; Ar
m
v8 = —Z—ng’;
rv; 7
VW, W VW, W
,U9 _ _Si’j’m B Slyjflzm
Az
v10 = —LSW’”
— i
ro; 7
UW,0 uw,o
= 1 orugS; 5, — Tuio15; 1,
rU; Ar
m
w8 = —i—S; 7
TU;
wWW,v wWW,v
U)9 B _SZ7J+17m B Simj?m
Az

mit den Abkiirzungen: (m = my + mso, my, ma < Mypas)
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U,V
Z7J7m

VU,
Z7J7m
R

7’7]7m
wWW,V
Z7]7m
VU, U

17.]7m
VU,V

Z7]7m
VW, W
Z7J7m

uUw,o
Z7J7m

Tabelle E.4 — Diskretisierung der nichtlinearen Terme der NSE fiir G1D3.

1

1

1
4

1
2

1

1
2

1
4

2.

mi+mao=m

2.

mi1+mo=m

2.

mi1+mao=m

2.

mi+meo=m

2.

mi1+mo=m

2.

mi1+mao=m

2

mi1+mao=m

2.

mi1+mo=m

(Wim1jmy + Uijm, )
(Vijmi + Vig1,4,m )
Vij.ma
(Wi jmy + Wij—1,m, )
Ui j,ma
(Wim1 gy + Ui g, )
(Vigmy + Vijt1,m:)

(ui,j,ml + ui,j+1,m1)

(i1 jms + Wi jms )
(Vi jima + Vit1,j.ms)
Vi,j,mo
(Wi jms + Vij—1ms)
(Vi jima + Vit1,j.ms)
Vi,j,mo
Wi, j,ma

(Wi jmy + Wit1 jms)

279
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_ u,+ -1 v,+ v,t wu,+ 24m wv,+ wv,+
urre = Xijm T i3OG gm + Xijm) = Xigon — B Xit15m) + Xijom
- -1 u,+ u,+ v, % -1 wu,+ wu,+ 24m . wu,t
vers = Fig(0G 1 jm T Xijm) = Xigm — 13X 15m) + Xijom T S Xivjom
o wl,+ w2,+ . w3t w4, + wbh,+ w6,+ w7,
WIT+ = ~Xigm ~ Xigom £ Xijm T Xigm T Xigm T Xigim T Xijim
mit den Abkiirzungen:
524 Lt Ui j1,mt2 — 2Ujjm+2 + Wi j—1,m+2
m+2 - ;.7 -
z i,5,m A2
924 Xvi  UijrimE2 — 2V 5 me2 + Vi1 m2
m+2 im
Z 27‘77m AZ2
9.0 ) Xu,:l: Wit jm+2 — Wijm+2 — Wit j—1,m+2 + Wi j—1,m+2
rUzWm+2 - i,j,m A
> rAz
N wu,+ Wi, jm+2 — Wi j—1,m+2
az/wm:I:2 ijm
2y AZ
0.0-1 ) le’i Ui mE2 — Wi gmt2 — Ui—1,5+1,m+2 + Ui—1,jm+2
rUzUm+2 - ijm A
> rAz
1+ Py Ly 1M i1 me2 — Wijmt2 — Wim1 j+1,m+2 T Wim1 jm+2
zUm+2 - X -
T ba,m rv; 2Az
9.0.0 Xw3,i Uit j+1,mA2 — Vit jm42 — Vi—1,j+1,m=+2 + Vio1,j,m=+2
rUzUm+2 ijm IA
> rAz
T+ ma v Xw4,:|: B 1M j11me2 — Vijmto
— 0,0, : whL
b rU; Az
524 wst  Witd jmE2 — 2Wi jm+2 + Wis1 jm+2
r Wm:t2 Xigm = Ar2
3+ 2m8 2 ) wé,+ 3 £ 2m Wiy1 jmt2 — Vi-1,jm+2
rWm+2 - i —
bam rv; 2Ar
(w=E2)m . Wit (m=+2)m
T2 WmE o Xigm = T T Wigme2

)

Tabelle E.5 — Diskretisierung der m =+ 2 Zusatzterme bei transversalem Magnetfeld fiir G1D3.
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14+2m 1 L¥m 1
. u, £ ur, £ vwl, £ uw?2,+
urzy = - —— i i, - 2(2’]’ _Z1+1jm:Fszm (m:l:l)Z”m
(A T
o ur,+ I+ml u, £ u,+ or, ur, £
vrzy = iZ@jmq: rU; 2(Z ,]m_ZZJm) Z 1]m+ZZJm
T
v,+ vwl, = . vw2,+
+ Z”m:FzZ”m :Fz(lj:m)Z”m
_ wl,+ w2,+ w3,+ w4, £ wb,+
wrzy = (1j:m)Z”m (LEm)?Z e Tz Fi(2+xm) 2 —imZ,
mit den Abkiirzungen:
N u, % Ui, j+1,m+1 — Ui j—1,m+1
8zum:i:l ijym
s 20z
9.0.1 ur,d Ui +lmEl — Wig—1m+l — Wi—15+4+1,m+1 + Uis1,j—1,m=+1
rUzUm+1 i5,m IA
> rA
0.0.5, 11 or,d Uikl j+1,mEl — Vil j—-1,m+1 — Vij+1,m=+l + Vi j—1,m+1
rYzv¥m fi7j7m - 2A A
rAz
N v+ Vi j+1,m+1 — Vij—1,m=+1
azvm:i:l i5,m
> 20z
N wwl,x TV Wil jm41 — Wigm41 — Witl,j—1,m+1 — Wij—1,m=+1
_arwm:izl ijm 2A
> U, r
1 @ ww2+ Wikl jmEl T Wigmal T Wit1 j—1m+1 T Wi j—1,m+1
— W41 i =
r2 b 4ru?
2 A vwl,*= 1
Oy Wi iim = oA (Wit jma1 — 2Wi jmt + Wit jma1
+ Wit j—1,ma1 — 2Wij—1,ma1 + Wit j—1m+1)
o 1@ w2+ 1 Wit jm+l T Wikl j—1m+1 Wis1jm+1 T Wim1j—1,m+1
r |\ — Wm+l i — -
r ba.m 4A\r TUi41 TV
5 1@ wlt 1 Ui jr1mtl  Uie1,j—1,m=+1 n Uijm+l  Wie1 jm+l
r | —WUmtl i g - - -
r L 2Ar? TU; TU;i—1 TU; TU;i—1
7 7 T (3
1 a w24+ WigmEl T Uinl jmal T Ui j+1mal T Wim1j4+1,mE1
5 Um+1 i -
r2 b 4rv?
2 w3,+ 1
0, Omz1 iim = A2 (Vi1 jr1,me1l = 20ij1mat + Vic1rlmtl
+ Vi1 jma1 — 2V jma1 + Vie1jmt1)
18 P wd,+ Vit1,j+1,mEl — Vi1j+1,m+1 T Vit1,jm+1 — Vie1,jm+1
—UrUm+1 i -
r bam 4Ar rv;
1 s ws, £ Vij+lm1 T VU jmt1
— Um+1 i im =
r2 b 2rv?

Tabelle E.6 — Diskretisierung der m &1 Zusatzterme bei Kopplung von transversalem und axialem
Magnetfeld fiir G1D3.
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