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A B S T R A C T

In this thesis, we use experimental and theoretical methods to analyse
the spatiotemporal distribution of the bacterial proteins MinD and
MinE and the protein kinase PKCα.

The Min proteins oscillate between the two cell poles in the rod-
shaped bacteria E.coli to restrict division to midcell. Recent investi-
gations could show that in addition to MinD, MinE can also bind to
the membrane. In this thesis, we show that by accounting for this fin-
ding in a computational model, we can comprehensively describe all
observed Min-protein patterns in vivo and in vitro. Furthermore our
computational model could predict two new patterns in living E.coli
cells. These predictions could be confirmed experimentally.

The ubiquitously expressed protein kinase PKCα is a member of
the protein kinase C family and plays an essential role in signal trans-
duction. The activation of PKCα is effected by the Ca2+-dependent
binding of PKCα via its C2 domain to the phosphoglycerides (PS) of
the membrane, followed by the interaction of the C1 domain with
the second messenger diacylglycerol (DAG). The lifetime of the Ca2+

occupied C2-PS complex is very short, compared to the time, the
protein needs to find DAG and its target protein. In this thesis, we
show by the interplay of experimental and theoretical methods that
membrane-bound PKCα molecules can interact intramolecularly and
thus stabilise the Ca2+-dependent membrane interaction.
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Z U S A M M E N FA S S U N G

In dieser Arbeit untersuchen wir mit Hilfe von experimentellen und
theoretischen Methoden die raumzeitliche Verteilung der Proteine
MinD und MinE sowie der Proteinkinase PKCα.

Die Min-Proteine oszillieren im stäbchenförmigen Bakterium E.coli
zwischen den beiden Zellpolen und beschränken damit die Zelltei-
lung auf die Zellmitte. Neuere Untersuchungen konnten zeigen, dass
neben MinD auch MinE Moleküle an die Membran binden können.
Unter Berücksichtigung dieser neuen Erkenntnis, zeigen wir mit Hil-
fe einer theoretischen Beschreibung, dass wir alle bis dato bekannten
Muster der Min-Proteine in vivo und in vitro reproduzieren können.
Zusätzlich konnte unsere Beschreibung zwei neue Muster in leben-
den E.coli Zellen voraussagen, die wir experimentell bestätigen konn-
ten.

Die ubiquitär exprimierte Proteinkinase PKCα spielt als Mitglied
der Proteinkinase C Familie eine wichtige Rolle in der Signaltrans-
duktion. Die Aktivierung von PKCα erfolgt durch die Ca2+-abhängige
Bindung der C2-Domäne des Proteins an die Phosphatidylserine (PS)
der Membran und der anschließenden Interaktion der C1-Domäne
mit dem sekundären Botenstoff Diacylglycerol (DAG). Die Lebens-
dauer des Ca2+-besetzten C2-PS Komplexes ist sehr kurz im Ver-
gleich zur Zeit, die PKCα benötigt DAG und ein Zielprotein zu finden.
Durch das Zusammenspiel von experimentellen und theoretischen
Methoden können wir in dieser Arbeit zeigen, dass membrangebun-
dene PKCα Moleküle intermolekular wechselwirken und damit die
Ca2+-abhängige Membraninteraktion stabilisieren.
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1
E I N L E I T U N G

Proteine sind in lebenden Systemen die wohl wichtigsten und viel-
seitigsten Moleküle. Sie bilden nicht nur die Grundbausteine unserer
Zellen, sondern übernehmen auch eine zentrale Rolle in nahezu allen
biologischen Prozessen. So agieren Proteine in der Plasmamembran
beispielsweise als Pumpen, die kleinere Moleküle durch die Mem-
bran transportieren. Motorproteine wie Myosin oder Kinesin sind in
der Lage chemische Energie in Bewegung umzuwandeln und über-
nehmen damit eine wichtige Rolle im cytoplasmatischen Transport
und der Zellbewegung, und Signalproteine wie beispielsweise Prote-
inkinasen spielen aufgrund ihrer Fähigkeit, Zielproteine zu phospho-
rylieren und somit deren Aktivität zu regulieren, eine zentrale Rolle
in der Signaltransduktion [1].

Obwohl Proteine effiziente und äußerst funktionelle Moleküle sind,
agieren sie in den seltensten Fällen alleine. Der größte Teil aller Pro-
zesse innerhalb einer Zelle erfolgt durch die Interaktion von Protei-
nen. Ein Beispiel hierfür ist etwa die Signaltransduktion. Binden Hor-
mone an Transmembranrezeptoren, wie etwa an bestimmte G-Protein
gekoppelte Rezeptoren, so führt dies zur Änderung von deren Kon-
formation. Da diese Proteine aus einem extra- und einem intrazel-
lulären Anteil bestehen, überträgt sich die Konformationsänderung
ins Innere der Zelle, wodurch die an den Rezeptoren gebundenen G-
Proteine aktiviert werden und das Signal ins Zellinnere leiten. Dort
wird das Signal weitergeleitet, indem Proteinkinasen und Phosphata-
sen die Konformation ihrer Zielproteine ändern und sie so aktivieren
bzw. deaktivieren. Durch die Wechselwirkung der Proteine bilden
sich auf diese Weise komplexe Signalnetzwerke, ähnlich den Schalt-
kreisen eines Computers, die den Zellen erlauben, gezielt auf Einflüs-
se ihrer Umgebung zu reagieren.

Die Interaktion von Proteinen beeinflusst jedoch nicht nur deren
spezifische Funktion, sondern kann auch deren zeitliche und räumli-
che Organisation innerhalb der Zelle regulieren. Aufgrund von Diffu-
sion und der Fähigkeit miteinander zu interagieren sind Proteine in
der Lage, durch Selbstorganisation, räumliche Strukturen bzw. Mus-
ter zu bilden [2, 3]. Diese Strukturen bzw. Muster sind typischerwei-
se an die Funktion der Proteine gekoppelt. So bilden beispielsweise
spezielle Transmembranrezeptoren in E.Coli, Komplexe an den Zell-
polen, wodurch die Sensitivität des Bakteriums erhöht wird [4, 5].

1
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2 einleitung

Ein weiteres Beispiel für die Kopplung von Funktion und räumlicher
Verteilung der Proteine ist die Bildung von Clathrin-ummantelten
Vesikeln. Das Protein Clathrin bindet an Adapterproteine, die lokal
in der Membran akkumulieren und bildet durch die Interaktion mit
benachbarten Clathrin Molekülen eine kugelförmiges Clathrin-Gitter,
welches als Gerüst für die Bildung eines Membranvesikels dient [1,
6].

In der folgenden Doktorarbeit untersuchen wir die raumzeitlich
Verteilung der bakteriellen Proteine MinD und MinE des stäbchen-
förmigen Bakteriums E.Coli sowie der ubiquitär exprimierten Prote-
inkinase PKCα. Sowohl die Proteine des Min-Systems als auch die
Signalproteine PKCα bilden Muster bzw. Strukturen auf der Plasma-
membran, deren räumliche und zeitliche Eigenschaften in unmittel-
barer Beziehung zur Funktion der Proteine stehen.

Im Falle der Proteine des Min-Systems, die für die exakte Lokali-
sierung der Zellteilung verantwortlich sind, führt ihre intermoleku-
lare Wechselwirkung zur Bildung polarer Akkumulationen, die sich
periodisch abwechselnd an den beiden Zellpolen bilden und die Tei-
lung an den Polkappen inhibieren. Damit wird die Cytokinese auf
die Zellmitte beschränkt, womit unter anderem gewährleistet wird,
dass beide Tochterzellen einen vollständigen Satz an Erbinformatio-
nen erhalten.

PKCα bildet in ATP-stimulierten HEK-Zellen, räumlich begrenzte
Proteincluster auf der Plasmamembran. Diese Cluster bilden sich vor-
aussichtlich als Folge der lokalen Freisetzung von Ca2+-Ionen, besit-
zen jedoch eine Lebenszeit, die die Dauer bis dato bekannter lokaler
Ca2+-Freisetzungen um ein Vielfaches überschreitet [7]. Diese erhöh-
te Lebenszeit kann physiologisch deshalb relevant sein, da sie dafür
sorgt, dass das nachgeschaltete Signal von PKCα genügend stark ist.

Im Speziellen wollen wir in dieser Arbeit untersuchen, welche Pro-
teinwechselwirkungen bzw. molekulare Mechanismen der räumlichen
und zeitlichen Organisation der Proteine des Min-Systems sowie der
PKCα-Moleküle zu Grunde liegen.

Im ersten Teil untersuchen wir sowohl die Musterbildung der Min-
Proteine in vivo als auch in vitro und nutzen dazu theoretische und
experimentelle Methoden. Ziel unserer Untersuchung ist ausgehend
von neuen Erkenntnissen in der intermolekularen Wechselwirkung
der Min-Proteine, eine möglichst umfassende theoretische Beschrei-
bung der Min-Protein-Dynamik zu entwickeln. Mit dieser Beschrei-
bung untersuchen wir anschließend die Musterbildung in vivo sowie
den Einfluss der Geometrie und Oberflächentopologie der Membran
auf die Musterbildung der Proteine in in vitro Systemen.
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einleitung 3

Im zweiten Teil dieser Arbeit wenden wir uns der konventionel-
len Proteinkinase PKCα zu und versuchen herauszufinden, ob mem-
brangebundene PKCα Moleküle miteinander wechselwirken, damit
ihre Interaktion mit der Membran stabilisieren und somit die Lebens-
zeit des gesamten Signalkomplexes verlängern. Wie bei der Untersu-
chung des Min-Systems verwenden wir auch hier eine Mischung aus
experimentellen und theoretischen Methoden. Eine direkte Protein-
Protein-Wechselwirkung könnte einen Mechanismus darstellen mit
dem periphere Signalproteine ihre räumliche Verteilung und Verweil-
dauer auf der Membran regulieren.

Aufgrund ihrer funktionellen Bedeutung, spielt auch die Stabilität
der durch die Proteine gebildeten Muster und Strukturen eine wichti-
ge Rolle für das ordnungsgemäße Funktionieren der Zellen. Da viele
dieser räumlichen Strukturen und Muster oft nur durch eine geringe
Anzahl von 100 bis wenigen 1000 Proteinen gebildet werden, kann
molekulares Rauschen deren Stabilität beeinflussen. So bilden etwa
die Min-Proteine in kleinen Zellen bei einer leichten Überexpression
polare Akkumulationen, die stochastisch zwischen den Zellhälften
schalten [8, 9, 10]. Ein weiteres Beispiel für den Einfluss von mole-
kularem Rauschen auf die raumzeitliche Organisation von Proteinen,
ist das stochastische Schalten der Spo0J/Soj-Proteine zwischen zwei
Nukleoide im Bakterium Bacillus subtilis [11, 12]. Um die Stabilität
von räumlichen Proteinmustern zu untersuchen, analysieren wir im
dritten und letzten Teil dieser Arbeit, die Stabilität von Molekülclus-
tern in einer stäbchenförmigen Geometrie. Dazu verwenden wir im
Vergleich zum Min-System, ein vereinfachtes Reaktions-Diffusions-
System, welches in der Lage ist, eine polare Akkumulation von Pro-
teinen zu bilden, die aufgrund von molekularem Rauschen zwischen
den beiden Zellpolen stochastisch hin und her schalten kann. Um
ein tieferes Verständnis für das System zu erhalten, verwenden wir
einen Mean-Field-Ansatz und verfolgen die Vorgehensweise in [13],
um die entsprechende Fokker-Planck Gleichung der relevanten Mo-
den herzuleiten. Mit Hilfe der Wentzell-Freidlin Theorie werden wir
die Fokker-Planck Gleichung lösen und entsprechend der Vorgehens-
weise in [14, 15] die Schaltzeiten in Abhängigkeit der Gesamtanzahl
von Proteinen bestimmen.
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Die räumliche und zeitliche Koordination der Zellteilung ist ein ele-
mentarer Bestandteil im Lebenszyklus einer Zelle. Im stäbchenförmi-
gen Bakterium Escherichia coli erfolgt die räumliche Lokalisierung des
Zellteilungsseptums durch zwei voneinander unabhängige Mechanis-
men. Diese sind durch die „Nukleoid Okklusion“ sowie durch das
Min-System gegeben [16].

Die Nukleoid Okklusion ist ein Schutzmechanismus der Chromo-
somen, welcher verhindert, dass sie durch das sich einschnürende
Septum zerstört werden. Im Bakterium E.coli erfolgt dieser Schutz
durch das Protein SlmA [17], welches die Verhinderung der Septums-
formation in der Umgebung der Nukleoide herbeiführt. Der genaue
Wirkmechanismus von SlmA ist bis dato unklar. Die Nukleoid Ok-
klusion beschränkt damit die möglichen Orte der Zellteilung auf drei
Zellregionen. Diese liegen in der Zellmitte zwischen den beiden Chro-
mosomen und an den beiden Polkappen, siehe Abbildung 1A.

Um den Ort der Teilung auf die Zellmitte zu beschränken, wird sie
an beiden Polkappen inhibiert. Diese Aufgabe übernimmt das Min-
System, welches sich aus den Proteinen MinC, MinD und MinE zu-
sammensetzt. In lebenden E.Coli Zellen oszillieren die Min-Proteine
zwischen den beiden Zellpolen, siehe Abbildung 1B, was zu einer
stehenden Welle mit einem Knoten im Zellzentrum führt [19, 20].

Die grundlegenden molekularen Mechanismen der Oszillation sind
schematisch in Abbildung 1C dargestellt. Im ATP-gebundenen Zu-
stand bindet die ATPase MinD in der Polregion des Bakteriums an
die Zellmembran, was zur Rekrutierung von MinC und MinE führt.
MinC, der eigentliche Inhibitor der Zellteilung, verhindert im MinCD
Komplex, dass sich die Zelle in der Region teilen kann, in der der
Komplex lokalisiert ist. MinE erhöht die ATPase Aktivität von MinD
und leitet damit das Ablösen des MinCD Komplexes ein. Im Zyto-
plasma der Zelle bindet MinD wiederum ATP und bindet am gegen-
überliegenden Zellpol. MinC und MinE folgen der Verteilung von
MinD.

Die sich so bildende stehende Welle, auch Pol-Pol Oszillation ge-
nannt, bewirkt im zeitlichen Mittel einen räumlichen Gradienten der
Min-Proteine mit maximaler Proteindichte an den Polen und minima-
ler Proteindichte in der Zellmitte, siehe Abbildung 1B. Aufgrund der

5
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Abbildung 1: Nukleoid Okklusion und Pol-Pol Oszillation bestimmen die
Zellmitte des Bakteriums E.Coli. A) Die Nukleoid Okklu-
sion verhindert die Zellteilung in der Umgebung der Chro-
mosomen (rot markierte Bereiche). Die noch möglichen Or-
te der Zellteilung sind durch schwarze Ellipsen gekennzeich-
net. B) Oben: Mikroskopische Momentaufnahmen von MinD-
GFP und MinE-GFP in lebenden E.Coli Zellen. Mitte: Entspre-
chende Kymographen einer Pol-Pol Oszillation. Unten: Zeit-
lich gemitteltes Intensitätsprofil von MinD aus dem rot ge-
kennzeichneten Bereich des Kymographen. C) Schematische
Darstellung der Dynamik der Min-Proteine. MinD-ATP (blau)
bindet an die Membran was zur Rekrutierung des Inhibitors
der Zellteilung MinC (rot) führt. Zytosolisches MinE bindet an
den MinCD Komplex und löst die Proteine von der Membran.
MinD, MinE und MinC diffundieren im Zytoplasma und bin-
den nach dem Nukleotidaustausch von MinD am gegenüber-
liegenden Zellpol. Der gesamte Vorgang beginnt von vorn,
was zu einer Oszillation der Proteine von Pol zu Pol führt.
D) Die Oszillation der Min-Proteine führt zu einem Gradient
des eigentlichen Inhibitors MinC (rot) mit hoher Konzentra-
tion an den Polen und niedriger Konzentration im Zellzen-
trum. Gleichsam verhindern die Nucleoide (orange) die Bil-
dung des Zellteilungsseptums in ihrer Umgebung. Die Kom-
bination beider Mechanismen beschränkt den Ort der Zelltei-
lung auf das Zellzentrum. B) entstammt der Referenz [18].
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Abbildung 2: Stehende Wellen, gebildet von Min-Proteinen in unter-
schiedlich langen E. coli Zellen. A) Stehende Welle mit ei-
nem Knoten. B) Stehende Welle mit zwei Knoten. C) Stehen-
de Welle mit drei Knoten. Oben: DIC Aufnahmen gefolgt von
Zeitserien, die die Verteilung von MinD-GFP in lebenden Zel-
len für unterschiedliche Zelllängen zeigen. Unten: Kymogra-
phen, aufgenommen in Richtung der bakteriellen Längssache.
Der Maßstab ist 3µm.

inhibitorischen Wirkung von MinC wird dadurch die Zellteilung an
den Zellpolen verhindert.

Infolge der Nukleoid Okklusion und der Inhibierung der Zelltei-
lung an den beiden Zellpolen durch das Min-System, bleibt als ein-
ziger Ort für die Cytokinese, die Region zwischen den beiden Chro-
mosomen übrig, siehe Abbildung 1D. Auf diese Weise ist die Zelle in
der Lage, sich in zwei gleich große Tochterzellen zu teilen.

Einige Modelle gehen nun davon aus, dass bestimmte Eigenschaf-
ten der Zellpole die Musterbildung des Min-Systems beeinflussen
[21]. Andere Arbeiten fokussieren den Ansatz, dass es die alleinige
Selbstorganisation der Min-Proteine ist, welche zu deren Musterbil-
dung führt.

Einen ersten Hinweis auf die Theorie der Selbstorganisation lieferte
die Beobachtung, dass sich die Muster in Abhängigkeit der Zelllän-
ge und der Proteinkonzentration ändern. Während sich in kürzeren
Zellen stehende Wellen mit einem Knoten im Zellzentrum ausbilden,
siehe Abbildung 2A, bilden sich in längeren Zellen stehende Wellen
mit mehreren Knoten, wie sie in Abbildung 2B und Abbildung 2C zu
sehen sind. Die Erhöhung der Knotenzahl bei Variation der Zelllänge,
liefert einen starken Hinweis darauf, dass die Musterbildung der Min-
Proteine durch eine intrinsische Wellenlänge geprägt ist, was einen
starken Indiz für den selbstorganisatorischen Charakter des Systems
darstellt.
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Abbildung 3: Musterbildung der Min-Proteine in Y-förmigen E.Coli Zel-
len. Die Min-Proteine nutzen das gesamte Zellvolumen der
anormal geformten E.Coli Zellen zu ihrer Selbstorganisation.
A) In einer Zelle mit drei nahezu gleich langen Zellzweigen ak-
kumulieren die Min-Proteine nacheinander im Uhrzeigersinn
in den einzelnen Zellpolen. B) Auch in weniger symmetrisch
geformten Zellen, erfassen die Proteine das gesamte Zellvolu-
men und akkumulieren nacheinander in den jeweiligen Zell-
polen. Die einzelnen Zeitserien wurden der Referenz [22] ent-
nommen.

Ein weiteres Indiz für die Selbstorganisation der Min-Proteine lie-
fert die Musterbildung in E.Coli Zellen mit anormaler Zellform. Auch
bei anomaler Zellgeometrie, detektieren die Proteine das gesamte
Zellvolumen. Etwa in Zellen, die die Form des Buchstabens Y haben,
binden die Min-Proteine in Abhängigkeit der unterschiedlichen Arm-
längen in den entsprechenden Verzweigungen der Zelle, siehe Ab-
bildung 3 [22]. In kurzen Zellen mit einer erhöhten Konzentration
an Min-Proteinen, beobachtet man statt Oszillationen, stochastisches
Schalten der Proteine zwischen den beiden Zellhälften [23, 9]. Der
wohl wichtigste Hinweis für die Selbstorganisation der Min-Proteine
liefert die Musterbildung außerhalb der Zelle auf unterstützten Li-
piddoppelschichten. Diese in vitro Untersuchungen zeigen, dass sich
die Proteine MinD und MinE in Umgebung eine Membran spontan
in laufende Wellen organisieren können, siehe Abbildung 4A. Die
Wellen zeigen ein charakteristisches Profil, welches in Abbildung 4B
dargestellt ist. Von der Wellenfront beginnend wächst die MinD- Kon-
zentration an, geht in der Mitte der Welle in Sättigung und fällt am
Heck der Welle rapide ab. Die Dichten von MinC und MinE wach-
sen langsamer und folgen am Heck der Dichte von MinD. Das MinE
Profil zeigt kurz vor Abfall einen steilen Anstieg.

Insgesamt bestärkt die Musterbildung der Min-Proteine in den un-
terschiedlichsten in vivo und in vitro Geometrien die Vorstellung, dass
die Muster, die durch die Min-Proteine gebildet werden, alleine durch
deren intrinsische Wechselwirkungen entstehen. Im wesentlichen ist
dies das Binden von ATP gebundenem MinD an die Membran, wel-
che durch die hohe Membranaffinität des Proteins im ATP gebunde-
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Abbildung 4: Musterbildung von Min-Proteinen auf einer unterstützten
Lipiddoppelschicht. A) Spiralwelle, gebildet durch die sich
selbstorganisierenden Proteine. B) Räumlich gemitteltes Wel-
lenprofil von MinC, MinD und MinE. C) Gemessene Resi-
denzzeiten der Min-Proteine auf der Membran für die in B)
dargestellten Segmente des Wellenprofils. A) wurde der Refe-
renz [3] entnommen und B), C) entstammen der Referenz [32].

nen Zustand bedingt ist, und die Umwandlung in den nur schwach
gebundenen ADP Zustand [24] durch die durch MinE induzierte Hy-
drolyse. Diese schon sehr etablierten Prozesse sind Ausgangspunkt
einiger Modelle, die in der Lage sind Min-Oszillationen zu repro-
duzieren [25]. Der wohl beliebteste Mechanismus als Ursprung der
Musterbildung ist das kooperative Binden von MinD. In seiner ein-
fachsten Form nimmt die Binderate von zytosolischem MinD linear
mit der Dichte an membrangebundenem MinD zu [26].

In anderen Arbeiten zur Analyse des Min-Systems wurden das ko-
operative Binden von MinD auf unterschiedlichste Arten implemen-
tiert und durch weitere Randprozesse ergänzt, wodurch all diese Mo-
delle in der Lage sind, robuste Pol-Pol-Oszillationen zu erzeugen [27,
28, 29]. Andere Arbeiten verwenden statt kooperativem Binden von
MinD, kooperative Effekte zwischen schon gebundenen MinD Prote-
inen [30, 31].

In vitro Messungen der Residenzzeiten einzelner Moleküle in den
in Abbildung 4B dargestellten Segmenten der Min-Protein Wellen zei-
gen, dass die Verweildauer von MinE die Verweildauer von MinD auf
der Membran übersteigt [32], siehe Abbildung 4C. Da MinE jedoch
nur in Verbindung mit MinD an die Membran binden kann, liefert die
im Vergleich zu MinD erhöhte Residenzzeit von MinE einen Hinweis
darauf, dass MinE mehrere MinD Moleküle von der Membran lösen
kann, ohne sie selbst zu verlassen. Zusätzlich geben genetische, phy-
siologische und strukturelle Analysen des Proteins MinE [33] Hinwei-
se darauf, dass es mit Phospholipiden interagieren kann und somit
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in der Lage ist, an der Membran zu verweilen, selbst nachdem sich
MinD von ihr gelöst hat.

Beide Untersuchungsergebnisse liefern ein neue Vorstellung für die
Interaktion zwischen MinE, MinD und den Phospholipiden der Mem-
bran. Nach dieser Vorstellung könnte MinE außerhalb des MinDE-
Komplexes mit den Phospholipiden der Membran interagieren und
damit kurzzeitig im membrangebundenen Zustand verweilen. Da-
durch wäre MinE durch Diffusion in der Lage, von MinD-Molekül zu
MinD-Molekül zu gelangen und diese in Folge von der Membran zu
lösen. In Analogie zu molekularen Motoren, die nacheinander meh-
rere Schritte auf einem Filament des Zytoskeletts ausführen können,
bezeichnen wir diese Eigenschaft als MinE-Prozessivität.

In den Kapiteln 3, 4 und 5 wird die Auswirkung der Prozessivität
von MinE auf die Musterbildung des Min-Systems untersucht. In ei-
nem ersten Schritt zeigen wir hierzu, dass die Eigenschaft von MinE
mit Phospholipiden zu interagieren und dadurch mehrere benach-
barte membrangebundene MinD Moleküle zu lösen, einen Schlüssel
darstellt, alle bis heute beobachteten in vivo Muster des Min-Systems
zu reproduzieren. Zu den bis dato bekannten in vivo Mustern, konn-
ten unsere Untersuchungen neue Muster in lebenden E.Coli Zellen
voraussagen. Dazu zählen laufende Wellen in langen Zellen bei einer
leicht erhöhten Konzentration der Min-Proteine wie auch sich bewe-
gende, räumlich abgegrenzte Anhäufungen von membrangebunde-
nem MinD in dicken Zellen. Durch Fluoreszenzmikroskopie von le-
benden E. coli Zellen können wir die Existenz der neuen Min-Protein-
Muster verifizieren.

Auf in vitro Membranen, deren räumliche Ausdehnung ein vielfa-
ches der Periodizität der Wellen ist, organisieren sich die Min-Proteine
in Spiralen und laufende Wellen, die sich unbeeinflusst inmitten der
Membran ausbreiten können, siehe Abbildung 4A. Verkleinert man
nun die laterale bzw. longitudinale Ausdehnung von Membranen auf
die Größenordnung der Wellenlänge, so zeigt sich, dass die Muster-
bildung der Min-Proteine durch die Ränder der Membran beeinflusst
wird [34]. So beobachtet man etwa, dass die durch die Interaktion
der Min-Proteine gebildeten laufenden Wellen sich stets entlang der
Längsachse von Membranen ausbreiten, deren laterale Ausdehnung
in der Größenordnung der Wellenlänge liegt. Auf gekrümmten Mem-
branen führt der Einfluss der Ränder dazu, dass die Wellen ihre Lauf-
richtung ändern, um dem Kurs der Membran zu folgen. Um diese
Eigenschaft besser zu verstehen und der Frage auf den Grund zu ge-
hen, inwieweit die MinE-Prozessivität hierfür wichtig ist, vergleichen
wir in einem zweiten Schritt der Arbeit, die Musterbildung zwischen
Experiment und Theorie auf unterschiedlich geformten in vitro Mem-

[ 16. Juni 2015 at 11:12 – classicthesis version 4.1 ]



einleitung : min-system 11

branen. Wir zeigen im Verlauf dieser Arbeit, dass unsere theoreti-
sche Beschreibung alle in vitro Muster qualitativ reproduzieren kann
und dass sich mit Hilfe des transienten Bindens von MinE an die
Membran, alle charakteristischen Merkmale der Musterbildung auf
mikrostrukturierten Membranen erklären lassen.

In Kapitel 11 versuchen wir, ein tieferes Verständnis für das Phäno-
men des stochastischen Schaltens der Min-Proteine in kurzen E. coli
Zellen bei einem erhöhten Proteinexpressionslevel zu erhalten [23, 9].
Dazu untersuchen wir ein vereinfachtes Reaktions-Diffusionssystem,
was ähnlich dem Min-System in der Lage ist Proteincluster an den
Zellpolen zu bilden, die stochastisch von Zeit zu Zeit zum gegenüber-
liegenden Zellpol schalten. In einem ersten Schritt führen wir hierzu
stochastische Simulationen durch um das Schaltverhalten dieses Mo-
dellsystems zu analysieren. Um das System näher zu charakterisieren,
verwenden wir eine Mean-Field-Beschreibung und verfolgen den An-
satz in [13], um die entsprechende Fokker-Planck Gleichung der rele-
vanten Moden herzuleiten. Mit Hilfe eines WKB-Ansatzes lösen wir
die Fokker-Planck Gleichung und entsprechend der Vorgehensweise
in [14] bestimmen wir die Schaltzeiten.

In dem nun folgenden Kapitel werden die wichtigsten Wechselwir-
kungen dargestellt, welche für die in vivo und in vitro Musterbildung
der Min-Proteine in unserer Beschreibung von Bedeutung sind. Aus
den Wechselwirkungen werden die den Simulationen zugrundelie-
genden Gleichungen abgeleitet, welche mit Hilfe von deterministi-
schen als auch stochastischen Verfahren in drei Dimensionen gelöst
werden.
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D I E D Y N A M I K D E S M I N - S Y S T E M S

In diesem Kapitel betrachten wir die molekularen Wechselwirkungen
der Min-Proteine die für die in vivo und in vitro Musterbildung des
Systems von Bedeutung sind. Wir beschränken uns ausschließlich auf
die molekularen Prozesse, für die es starke experimentelle Hinweise
gibt. Sie bilden die Basis zur Herleitung der Reaktionsgleichungen
und dynamischen Mean-Field Gleichungen, die wir mit Hilfe sto-
chastischer und deterministischer Methoden lösen. Da wir nicht an
der Beschreibung jedes Charakteristikums der Protein-Muster inter-
essiert sind, halten wir an einer möglichst einfachen Formulierung
der Gleichungen fest.

3.1 die wechselwirkungen der min-proteine

Wir beginnen unsere Betrachtungen mit der ATPase MinD. Das Bin-
den von ATP an MinD führt zur Bildung einer amphipathischen He-
lix am C-Terminus des zytosolen MinD Moleküls, was die Bindeaffini-
tät von MinD zur Plasmamembran erhöht [35, 36, 37, 38, 39]. Des Wei-
teren ermöglicht die ATP Bindung des Moleküls dessen Dimerisation.
Nur in diesem dimerisierten Zustand besitzt MinD eine genügend
hohe Affinität, um an die Lipiddoppelschicht zu binden. Die Kinetik
des Bindens von MinD zeigt Abweichungen von der Langmuir Ad-
sorptionskinetik, was ein Anzeichen dafür ist, dass der Bindeprozess
kooperativ ist [37, 40, 41, 42].

Ohne auf die möglichen molekularen Mechanismen der Koope-
rativität einzugehen, lässt sich festhalten, dass membrangebundene
MinD Moleküle in der Lage sind räumlich geordnete Strukturen zu
bilden. So konnte etwa in in vitro Experimenten gezeigt werden, dass
MinD Moleküle welche an Vesikel binden, sich helikal anordnen und
damit die kugelförmigen Vesikel in Röhren verformen [43]. In in vivo
Experimenten konnte ebenfalls beobachtet werden, dass fluoreszenz-
markierte MinD Moleküle helikale Strukturen an den Zellpolen des
E.coli Bakteriums bilden [44]. Es ist jedoch unklar ob die Aggregate
von membrangebundenem MinD eine funktionale Rolle in der Mus-
terbildung der Min Proteine spielen. Andererseits zeigen Arbeiten,
welche die Bildung von MreB Helices oder Zentren der Clp Protease
in E.coli untersuchen, dass die Strukturen dieser Proteine durch Fluo-
reszenzfarbstoffe induziert werden und damit keine Eigenschaft der
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Proteine selbst sind [45, 46]. Ob und inwieweit die helikale Mem-
brananordnung von MinD durch Fluoreszenzfarbstoff induziert wird,
bleibt zu klären.

MinC und MinE werden durch membrangebundene MinD Dimere
zur Plasmamembran rekrutiert. Dort binden MinC und MinE nahe
der Kopplungstelle des MinD Dimers [47, 48, 39]. Zur gleichen Zeit
bindet MinE via amphipathischer α-Helix an die Membran [33]. Die
Bindung von MinE erhöht die ATPase Aktivität von MinD und lei-
tet damit das Ablösen von MinD von der Plasmamembran ein [36,
37]. Durch die direkte Wechselwirkung mit der Membran kann MinE
noch selbst nach dem Ablösen von MinD kurzzeitig an der Membran
verweilen und mit einem weiteren membrangebundenen MinD Di-
mer ein Bindung eingehen [32, 33]. Da die Bildung der α-Helix von
MinE von der Bildung eines Komplexes mit dessen Substrats MinD
abhängig ist, ist dieses Verhalten vergleichbar mit prozessiven Protei-
nen, welche in der Lage sind, an ihrem Substrat gebunden zu bleiben,
während sie eine große Zahl an Katalysen durchführen bevor sie sich
selbst ablösen [49].

(1) (2)
(3)

(4)

MinD MinE
(5)

(6)

Abbildung 5: Schematische Darstellung der berücksichtigten molekula-
ren Prozesse zwischen MinD, MinE und der Plasmamem-
bran. Zytosolische MinD Dimere binden mit einer erhöhten
Rate in der Umgebung von membrangebundenem MinD an
die Membran (1). Zytosolisches MinE bindet an membrange-
bundenes MinD und bildet einen MinDE Komplex (2). MinDE
Komplexe können sich auf zwei unterschiedlichen Wegen von
der Membran lösen: MinD und MinE lösen sich zeitgleich von
der Membran ab (3) oder ausschließlich MinD löst sich ab,
wogegen MinE an der Membran bleibt (4). Dort kann MinE
an einen weiteres nahegelegenes membrangebundenes MinD
Molekül binden (5) oder sich ablösen (6).
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3.2 die molekularen prozesse und die dynamischen glei-
chungen

Von den molekularen Wechselwirkungen, welche im ersten Teilab-
schnitts dieses Kapitels aufgezeigt werden, leiten wir die wichtigsten
Reaktionen ab, welche für die makroskopische Dynamik der Min-
Protein Verteilung von Bedeutung sind. Um unsere Beschreibung
möglichst einfach zu halten, betrachten wir nur MinD Dimere.

Die in unserer Analyse berücksichtigten Prozesse sind die Folgen-
den: MinD bindet mit der Rate ωD an die Membran, siehe Abbil-
dung 5. Kooperative Effekte beim Binden von MinD führen zu einer
erhöhten Binderate, wenn sich membrangebundenes MinD in direk-
ter Nähe befindet. Wir berücksichtigen diesen Effekt durch Erhöhen
der Binderate ωD um ωdD multipliziert mit der lokalen Dichte von
membrangebundenem MinD. MinE bindet an membrangebundenes
MinD und beide Moleküle bilden einen MinDE Komplex [50]. Dieser
Prozess findet mit Rate ωE multipliziert mit der lokalen Dichte von
membrangebundenem MinD statt. Der MinDE Komplex kann sich
auf zwei Wegen von der Membran lösen: Entweder lösen sich sowohl
MinD als auch MinE zeitgleich von der Membran ab oder nur MinD
löst sich ab und MinE bleibt an der Membran gebunden. Beide Pro-
zesse finden mit den Raten ωde,c bzw. ωde,m statt. MinE Moleküle im
membrangebundenen Zustand können an nahegelegenes MinD im
membrangebundenen Zustand binden. Dies geschieht mit der Rate
ωed multipliziert mit der lokalen Dichte von membrangebundenem
MinD oder sie lösen sich mit der Rate ωe von der Membran ab.

Alle Moleküle können sowohl im zytosolischen als auch im mem-
brangebundenen Zustand diffundieren. Wir ignorieren jegliche räum-
liche Inhomogenitäten, etwa hervorgerufen durch Variationen in der
Lipidzusammensetzung der Membran, durch die mögliche Bildung
von MinD Clustern auf der Membran oder durch die Verdrängung
des Zytoplasmas aufgrund des Nukleotids. Wir vermuten jedoch, dass
diese Effekte im Vergleich zu den betrachteten Prozessen nur von un-
tergeordneter Bedeutung sind. Um die Muster zu analysieren, welche
durch die betrachteten Reaktionen entstehen, verwenden wir zwei un-
terschiedliche Ansätze. Einerseits verwenden wir einen Mean Field
Ansatz, welcher ein System von partiellen Differentialgleichungen
liefert. Auf der anderen Seite nutzen wir ein teilchen-basiertes sto-
chastisches Modell. In diesem Modell entspricht jedes Molekül einem
Teilchen, welches sich sowohl im Zytoplasma als auch auf der Mem-
bran zufällig bewegt und den beschriebenen Reaktionen unterliegt,
welche sich stochastisch ereignen. Das verwendete Reaktionsschema
sieht wie folgt aus:

[ 16. Juni 2015 at 11:12 – classicthesis version 4.1 ]



16 die dynamik des min-systems

MinDcyt
ωD−→ MinDmem (1)

MinDcyt + MinDmem
ωdD−−→ 2 ·MinDmem (2)

MinEcyt + MinDmem
ωE−−→ MinDE (3)

MinDE
ωde,c−−→ MinDcyt + MinEcyt (4)

MinDE
ωde,m−−→ MinDcyt + MinEmem (5)

MinEmem + MinDmem
ωed−−→ MinDE (6)

MinEmem
ωe−−→ MinEcyt. (7)

Des Weiteren berücksichtigen wir, dass aufgrund der räumlichen
Ausdehnung der Proteins, die Dichte von membrangebundenem
MinD begrenzt ist. Die Binderate von MinD in einem bestimmten
Gebiet der Membran, wird somit proportional zur Anzahl an Bin-
dungsplätzen in diesem Gebiet.

Im Mean Field-Ansatz ist der Zustand des Systems zu einem Zeit-
punkt t durch die räumliche Verteilung der Dichten von membrange-
bundenem und zytosolischem MinD, MinE und dem MinDE-Komplex
bestimmt. Die Volumendichten cD und cE bezeichnen die zytosolen
Konzentrationen von MinD und MinE. Die Oberflächendichten cd, cde

und ce kennzeichnen die Dichten von membrangebundenem MinD,
MinE und dem MinDE-Komplex. Die zeitliche Entwicklung dieser
Dichten ist durch folgendes partielle Differentialgleichungssystem ge-
geben:

∂tcD = DD∆cD (8)

∂tcE = DE∆cE (9)

∂tcd = Dd∆‖cd + cD(ωD + ωdDcd)(cmax − cd − cde)/cmax

−ωEcEcd −ωedcecd (10)

∂tcde = Dde∆‖cde + ωEcEcd + ωedcecd

−(ωde,m + ωde,c)cde (11)

∂tce = De∆‖ce + ωde,mcde −ωedcecd −ωece . (12)

Die Dichten cd, ce und cde sind ausschließlich auf der Membrano-
berfläche definiert. In den Gleichungen (10)-(12) bezeichnet ∆‖ den
Laplace-Operator auf der Oberfläche und Dd, Dde und De die Diffusi-
onskonstanten von membrangebundenem MinD, MinDE und MinE.
Die Konstante cmax steht für die maximale Dichte von membrange-
bundenem MinD. In den Gleichung (10) und (11) werden die Dichten
cD und cE in den gleichen Punkten wie die entsprechenden Oberflä-
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3.2 die molekularen prozesse und die dynamischen gleichungen 17

chendichten ausgewertet. In Gleichung (8) und (9) steht ∆ für den
Laplace-Operator in drei Dimensionen und DD und DE für die Dif-
fusionskonstanten von zytosolischem MinD und MinE. Die dynami-
schen Gleichungen (8) und (9) werden durch Randbedingungen an
die Diffusionsströme komplementiert. Die zur Membran senkrechte
Komponente der Diffusionsströme für MinD und MinE entsprechen
der Nettobinderate des jeweiligen Proteins. Formal lassen sich die
Ströme schreiben als

−DD∇⊥cD = cD(ωD + ωdDcd)(cmax − cd − cde)/cmax (13)

−(ωde,m + ωde,c)cde

−DE∇⊥cE = ωEcEcd −ωece −ωde,ccde . (14)

In den Gleichungen (13) und (14) entspricht ∇⊥ dem nach au-
ßen gerichteten Gradienten senkrecht zur Oberfläche. Anzumerken
ist hier, dass das System aus den dynamischen Gleichungen (8)-(12)
und den Randbedingungen an die Diffusionsströme (13) und (14) die
Teilchenzahl erhält.

In den nun folgenden beiden Kapiteln wird die stochastische Dy-
namik (1)-(7) und die deterministischen Gleichungen (8)-(14) in den
entsprechenden in vivo und in vitro Geometrien gelöst. Die verwen-
deten Parameter sind in Tabelle 1 dargestellt. Da die Gesamtdichten
CD und CE von MinD und MinE in den in vivo Simulationen variie-
ren, sind sie in den entsprechenden Bildunterschriften angegeben. In
den dreidimensionalen in vitro Simulationen sind die Gesamtdichten
CD = 484 µm−3 und CE = 696 µm−3. Diese bleiben in allen 3D in vitro
Simulationen unverändert.
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18 die dynamik des min-systems

in vivo in vitro wachsende Zelle (1D)

DD 14
µm2

s 50
µm2

s 14
µm2

s

DE 14
µm2

s 50
µm2

s 14
µm2

s

Dd 0.06
µm2

s 0.3 µm2

s 0.06
µm2

s

De 0.3 µm2

s 1.8 µm2

s 0.3 µm2

s

Dde 0.06
µm2

s 0.3 µm2

s 0.06
µm2

s

cmax 5.4·103 1
µm2 2.75·104 1

µm2 5.4·103 1
µm

ωD 0.1 µm
s 5·10−4 µm

s 0.1 1
s

ωdD 8.8·10−3 µm3

s 3.18·10−3 µm3

s 8.8·10−3 µm
s

ωE 6.96·10−5 µm3

s 1.36·10−4 µm3

s 6.96·10−5 µm
s

ωed 0.139
µm2

s 4.9·10−3 µm2

s 0.139
µm

s

ωde,c 0.08
1
s 0.16

1
s 0.08

1
s

ωde,m 1.5 1
s 2.52

1
s 1.5 1

s

ωe 0.5 1
s 0.5 1

s 0.5 1
s

Tabelle 1: Parameterwerte, welche für die numerische Lösung der determi-
nistischen dynamischen Gleichungen (8)-(14) und für die Simu-
lationen der stochastischen Dynamik (1)-(7) verwendetet wurden.
Die Gesamtkonzentrationen CE und CD von MinE und MinD so-
wie die Länge der Zellgeometrie variieren zwischen den einzelnen
Simulationen und sind in der jeweiligen Bildunterschrift angege-
ben.

[ 16. Juni 2015 at 11:12 – classicthesis version 4.1 ]



4
M U S T E R B I L D U N G V O N M I N - P R O T E I N E N I N
Z E L L U L Ä R E N G E O M E T R I E N

In diesem Kapitel wird die Musterbildung der Min-Proteine in zellu-
lären Geometrien untersucht. Dazu werden sowohl die stochastischen
als auch die deterministischen dynamischen Gleichungen aus Kapi-
tel 3 in einer stäbchenförmigen Geometrie gelöst. Die in diesem Kapi-
tel verwendeten Parameter sind in Tabelle 1 angegeben. Die zytosoli-
schen Diffusionskonstanten wurden in Ref. [51] gemessen. Die Diffu-
sionskonstanten von membrangebundenem MinD, MinE und MinDE
wurde nicht direkt gemessen, sie sind jedoch gewöhnlich zwei bis
drei Größenordnungen kleiner als die Diffusionskonstanten im Zy-
toplasma [52]. Um die maximale Dichte von membrangebundenem
MinD zu bestimmen, gehen wir davon aus, dass die dichteste Pa-
ckung von membrangebundenem MinD einer Dichte von 1/(laterale
Ausdehnung eines MinD Dimers) entspricht. Dies liefert einen Wert
für cmax von etwa 4 · 104µm−2. Da auf der Membran außer MinD und
MinE auch weitere Proteine binden und somit Bindungsplätze auf
natürliche Weise besetzt sind, verwenden wir für cmax einen reduzier-
ten Wert von cmax = 5.4 · 103µm−2. Die Werte aller übrigen Parameter
wurden so gewählt, dass die dynamischen Gleichungen die experi-
mentell beobachteten Muster in ihrer Gesamtheit reproduzieren kön-
nen.

4.1 pol-pol oszillationen und stehende wellen mit meh-
reren knoten

Pol-Pol Oszillationen sind die physiologisch wichtigsten Muster, die
durch das Min-System im Bakterium E.coli gebildet werden, da sie
eine zentrale Rolle bei der Positionierung der Zellteilung überneh-
men. Entsprechen die Dichten von MinD und MinE denen in Wild-
typ E. coli Zellen, so liefern die dynamischen Gleichungen in einer
Zellgeometrie der Länge L = 3.8µm, Pol-Pol Oszillation, siehe Abbil-
dung 6A. Die Periode der Oszillationen ist etwa 50s und steht damit
in guter Übereinstimmung mit den experimentell gemessenen Peri-
oden von Pol-Pol Oszillationen. Das Muster verändert sich qualitativ
nicht, solange die Länge L des Bakterium eine kritische Länge Lkrit

von etwa 5µm nicht überschreitet. In Übereinstimmung mit vorange-
gangenen Arbeiten [53, 54] zeigen auch die stochastischen Simulatio-

19
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Abbildung 6: Stehende Wellen in bakteriellen Geometrien. A) Pol-Pol Os-
zillation für eine Zelllänge von 3.8 µm. B) Stehende Welle
mit zwei Knoten für eine Zelle der Länge von 7 µm. Der
Durchmesser der Zellgeometrie in beiden Fällen ist 0.8 µm.
Die obersten Reihen in A) und B) zeigen die Verteilung von
membrangebundenem MinD der deterministischen Simulati-
on zu verschiedenen Zeitpunkten. Die mittleren Reihen zeigen
die entsprechenden Ergebnisse der stochastischen Simulatio-
nen. In den unteren Reihen sind jeweils links die Kymogra-
phen der deterministischen Simulation und rechts die Kymo-
graphen der stochastischen Simulation dargestellt. C) Periode
der deterministischen Pol-Pol Oszillation als Funktion der Ge-
samtkonzentration von MinE mit CD = 1.15 · 103µm−3. D) Pe-
riode als Funktion der Zelllänge mit CD = 1.4 · 103µm−3 und
CE = 9.7 · 102µm−3. Die rote Linie markiert die Länge bei der
die Pol-Pol Oszillation in eine stehende Welle mit zwei Knoten
übergeht.

nen, dass Pol-Pol Oszillationen stabil gegenüber molekularem Rau-
schen sind.

Für Zelllängen größer als L = 5µm verändert sich das Muster. In
diesem Fall bilden die Min-Proteine, stehende Wellen, deren Knoten-
zahlen größer als eins sind, siehe Abbildung 6B und Abbildung 7.
Dieses Ergebnis steht im Einklang mit den experimentell beobachte-
ten Mustern in langen Zellen. Der Ursprung des Entstehens mehrerer
Knoten liegt in der charakteristischen Wellenlänge der Min-Protein-
Muster begründet. Die Eigenschaft der Muster des Min-Systems, ei-
ne charakteristische Wellenlänge zu besitzen, zeigt sich auch in der
in vitro Musterbildung [3], welche in Kapitel 5 diskutiert wird.

In Abbildung 6C und D ist die Periode der Oszillation als Funktion
der MinE-Gesamtkonzentration CE und der Zelllänge L dargestellt.
Da durch eine wachsende Gesamtkonzentration von MinE, die Mem-
brandichte von MinE und damit auch die Aktivität zunimmt mit der
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Abbildung 7: Stehende Wellen mit mehreren Knoten. Stehende Welle mit
drei (A) und vier (B) Knoten in bakteriellen Geometrien der
Länge L=10.8µm und L=12.8µm. Der Durchmesser der Zell-
geometrien ist in beiden Fällen 0.8 µm. Die Zeitserien zei-
gen die Verteilung von membrangebundenem MinD in den
deterministischen Simulationen. Darunter sind die entspre-
chenden Kymographen dargestellt. Die Gesamtkonzentratio-
nen von MinD und MinE sind CD = 1.4 · 103µm−3 und
CE = 9.7 · 102µm−3.

MinD von der Membran gelöst wird, nimmt die Periode T mit wach-
sendem CE ab. Die Abhängigkeit der Periode von der Zelllänge ist
nicht monoton und im Vergleich zur CE-Abhängigkeit nur schwach
ausgeprägt. Abbildung 6C und D machen deutlich, dass die Oszil-
lationsperiode keine robuste Eigenschaft des Min-Systems ist. Dies
steht auch im Einklang mit experimentellen Messungen der Periode
als Funktion der Zelllänge in lebenden E.coli Zellen [19, 31].

4.2 laufende wellen

Veränderungen in der Musterbildung der Min-Proteine entstehen nicht
nur durch die Variation der Zelllänge L, sie treten auch bei der Ände-
rung der Gesamtkonzentration von MinD und MinE auf. Wie in Ab-
bildung 8 zu sehen ist, finden wir laufende Wellen in Zellen der
Länge L = 4.8µm bei einer MinD-Gesamtkonzentration von CD =

2.2 · 103µm−3 und einer MinE-Gesamtkonzentration von CE = 1.5 ·
103µm−3. Diese sind im Vergleich zu den Gesamtkonzentrationen
CD = 1.4 · 103µm−3 und CE = 9.7 · 102µm−3 in Abbildung 6 und
Abbildung 7 leicht erhöht. Im Fall von laufenden Wellen, akkumu-
lieren die Min-Proteine an einem Pol der Zelle und laufen entlang
der Membran in Richtung des gegenüberliegenden Pols. Dort ange-
kommen lösen sie sich von der Membran ab und diffundieren durchs
Zytoplasma zurück zu dem Pol, von dem sie gestartet sind. Dort bin-
den sie erneut an die Membran und der Prozess beginnt von vorn. In
langen Zellen, bilden sich laufende Wellen, die sich in mehrere Wel-
lenpakete aufspalten, siehe Abbildung 9A. Dies spiegelt erneut die
inhärente Wellenlänge des Min-Systems wider. Aufgrund der Sym-
metrie des Systems, beobachtet man in den stochastischen Simula-
tionen von Zeit zu Zeit eine Änderung der Bewegungsrichtung der
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Abbildung 8: Laufende Wellen in bakteriellen Geometrien. A) Laufende
Wellen in den deterministischen (oberste Zeile) und stochas-
tischen (mittlere Zeile) Simulationen zu verschiedenen Zeit-
punkten. In der untersten Zeile werden die Kymographen
der deterministischen (links) und stochastischen Rechnung
(rechts) dargestellt. Die Gesamtkonzentrationen von MinD
und MinE sind CD = 2.2 · 103µm−3 und CE = 1.5 · 102µm−3.
Der Durchmesser der Zellgeometrie ist 0.8 µm. B) Verteilung
von MinD-GFP in einer lebenden Zelle der Länge 6 µm. C)
Kymograph von membrangebundenem MinD in einer simu-
lierten wachsenden eindimensionalen Zelle. Die Gesamtkon-
zentrationen sind CD = 8.4 · 102µm−1 und CE = 5.8 · 102µm−1.
D) Verteilung von MinD-GFP in einer lebenden wachsenden
Zelle.

laufenden Wellen, wie sie beispielsweise in den Kymographen der
stochastischen Simulation in Abbildung 8A zu sehen ist.

Um nun herauszufinden, ob wir laufende Wellen auch experimen-
tell beobachten können, verwenden wir E. coli Zellen, welche MinD-
GFP exprimieren und beobachten die Dynamik von MinD-GFP mit
Hilfe eines Fluoreszenzmikroskops. In lebenden E. coli Zellen mit ei-
ner Länge größer als 6µm, können wir laufende Wellen beobachten,
wie sie durch die dynamischen Gleichungen vorhergesagt werden,
siehe Abbildung 8B. Des Weiteren können wir in sehr langen Zellen
mit einer Länge von etwa 19µm, laufende Wellen mit zwei Wellen-
paketen beobachten, siehe Abbildung 9B. Auch dies wird durch die
dynamischen Gleichungen vorhergesagt. Erste Hinweise für laufende
Min-Wellen in vivo konnten auch schon in einer früheren Arbeit von
Shih et al. [55] gefunden werden. Shih et al. zeigten für E. coli Zellen
mit MinED45A/V49A, dass sich ein Min-Protein Band von Zeit zu Zeit
von einem Pol der Zelle zum gegenüberliegenden Pol bewegt. Lau-
fende Wellen, die sich über einen längeren Zeitraum in eine Richtung
ausbreiten, wie sie etwa in Abbildung 8B zu sehen sind, konnten in
der Arbeit von Shih et al. jedoch nicht beobachtet werden.

Um nun einen Bezug zwischen laufenden Wellen in lebenden E. coli
Zellen mit denen in in vitro Systemen, siehe Abbildung 4, herzustel-
len, vergleichen wir deren Wellengeschwindigkeiten und Wellenlän-
gen. Die experimentell gemessene in vivo Wellengeschwindigkeit ist
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Abbildung 9: Laufende Wellen mit zwei Wellenpaketen. A) Laufende Wel-
len in den deterministischen Rechnungen in langen Zellen
und entsprechende Kymographen. Die Gesamtkonzentratio-
nen von MinD und MinE sind CD = 1.7 · 103µm−3 und
CE = 1.2 · 103µm−3. Der Durchmesser der Zellgeometrie ist
0.8 µm. B) Verteilung von MinD-GFP in einer langen leben-
den E. coli Zelle. Der Maßstab ist 2 µm. Der Kymograph im
unterer Teil der Abbildung zeigt die räumliche Verteilung von
MinD-GFP als Funktion der Zeit. Die schwarze Pfeile neben
den Zeitserien in (A) und (B) kennzeichnen die Laufrichtung
der Wellen.

etwa 0.1µm/s, verglichen mit etwa 0.6µm/s in vitro. Dagegen misst
man für die Wellenlänge annähernd 6µm in vivo und 70µm in vi-
tro [3, 32]. Ein Vergleich der Verhältnisse von Wellengeschwindigkeit
zu Wellenlänge in vitro mit dem entsprechenden Verhältnis in vivo
zeigt, dass beide Verhältnisse nahezu gleich groß sind. Dies liefert
einen Hinweis darauf, dass der Ursprung der laufenden Wellen in vi-
vo mit dem Ursprung der Wellen in vitro übereinstimmt und damit
die Selbstorganisation der Min-Proteine ist.

Unsere Simulationen machen zusätzlich auf eine weitere Situation
aufmerksam, in der laufende Wellen beobachtet werden: In wachsen-
den Zellen bilden sich laufenden Wellen typischerweise bei Längen,
bei denen eine stehende Welle mit n Knoten in eine stehende Welle
mit n+1 Knoten überführt wird, siehe Abbildung 8C für den Fall n=1.
Auch diese Voraussage wird durch experimentelle Daten bestätigt. In
Langzeitmessungen der MinD-GFP Verteilung in wachsenden E. coli
Zellen, beobachtet man, dass sich beim Übergang von stehenden Wel-
len unterschiedlicher Knotenzahlen, vorübergehend laufende Wellen
bilden, siehe Abbildung 8D. Für die Simulation der wachsenden Zelle
wurden die dynamischen Gleichungen in 1D gelöst. Das genaue Vor-
gehen bei der Simulation einer wachsenden eindimensionalen Zelle
wird in Abschnitt A.1 beschrieben.

4.3 phasendiagramm

Um ein vollständiges Bild der Muster zu erhalten, die in der bak-
teriellen Geometrie gebildet werden, sind in Abbildung 10, Schnit-
te durch den Phasenraum dargestellt, welche man durch Lösen der
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Abbildung 10: Phasendiagramme. A) Muster, die das Min-System in einer
zellulären Geometrie der Länge 4.8µm und einem Durchmes-
ser von 0.8µm für unterschiedliche Gesamtkonzentrationen
von MinD und MinE bildet. B) Musterbildung in Abhängig-
keit der Zelllänge und der MinD Gesamtkonzentration bei
einem konstanten Verhältnis CE/CD=0.69. Der Zelldurchmes-
ser beträgt 0.8 µm. Die verwendeten Symbole besitzen die fol-
gende Bedeutung: Rotes Dreieck - Pol-Pol Oszillation, grüner
Kreis - laufende Welle, hellblaues Quadrat - stehende Welle
mit zwei Knoten, gelbes Fünfeck - inhomogen stationärer Zu-
stand, dunkelblaue Raute - stehende Welle mit drei Knoten,
purpurnes Dreieck - stehende Welle mit vier Knoten.

dynamischen Gleichungen (8)-(14) bei Variation der dargestellten Pa-
rameter erhält. In einem ersten Schritt diskutieren wir den Einfluss
der Gesamtkonzentrationen CD und CE auf die Musterbildung in ei-
ner Zelle der konstanten Länge L=4.8µm, siehe Abbildung 10A. Für
CE . 0.9 ist die Verteilung der Min-Proteine homogen. Für höhere
MinE-Konzentrationen bilden sich stehende Wellen. Ein weiterer An-
stieg von CE führt zu laufenden Wellen. Für CD & 1.35 · 103µm−3

bilden sich stehende Wellen mit zwei Knoten in einem begrenzten Be-
reich des Phasenraums. In Abbildung 10B ist das Phasendiagramm
als Funktion der Konzentration CD und der Zelllänge L bei festem
Verhältnis der Gesamtkonzentrationen CE/CD = 0.69 dargestellt. Für
genügend geringe Konzentrationen CD, bildet das System bevorzugt
stehende Wellen, deren Knotenzahl mit wachsender Länge zunimmt.
Stehende Wellen mit unterschiedlichen Knotenzahlen, werden durch
laufende Wellen getrennt. Mit zunehmender Konzentration CD ver-
schwinden die stehenden Wellen mit mehreren Knoten. Stattdessen
erscheint für CD & 2 · 103µm−3 und L . 2µm ein neuer Zustand.
In diesem Zustand ist der Großteil der Proteine entweder am linken
oder rechten Zellpol stationär lokalisiert. Aufgrund der Symmetrie
der Zelle, koexistieren beide spiegelsymmetrische Lösungen. Im fol-
genden Teilabschnitt soll die Stabilität dieses inhomogen stationären
Zustandes unter dem Einfluss von molekularem Rauschen untersucht
werden.
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Abbildung 11: Stationäres Muster und stochastisches Schalten in bakte-
riellen Geometrien. A) Musterbildung in einer Zelle der
Länge 1.8µm für die Gesamtdichten CD = 2.2 · 103µm−3

und CE = 1.5 · 103µm−3 in der deterministischen Simulati-
on (oberer Teil) sowie der stochastischen Simulation (mitt-
lerer Teil). Der Durchmesser der Zellen ist in beiden Simu-
lationen 0.8µm. Unterer Teil: Dazugehörige Kymographen.
B) Verteilung von MinD-GFP in einer lebenden Zelle der
Länge 2.1µm. C) Häufigkeitsverteilung der Residenzzeiten
der Min-Proteine in Zellen der Länge 1.6 µm, 1.8µm, 2.0µm,
2.2µm und 2.4µm. D) Mittlere Residenzzeiten (blaue Punkte)
und Standardabweichungen der entsprechenden Mittelwer-
te (schwarze Quadrate) als Funktion der Zelllänge. Die rote
Linien entsprechen Exponentialfunktionen mit den charakte-
ristischen Längen 1.45µm und 3.0µm.

4.4 stochastisches schalten

In den bisher diskutierten Beispielen spielten die Auswirkungen von
molekularem Rauschen auf die Musterbildung der Min-Proteine nur
eine untergeordnete Rolle. Dies steht im direkten Einklang mit voran-
gegangenen Arbeiten [53, 54, 56]. Es gibt jedoch Beispiele, in denen
die Berücksichtigung des Rauschens wichtig ist, um die Musterbil-
dung der Min-Proteine zu verstehen. In Zellen beispielsweise, denen
die negativ geladenen Lipide Phosphatidylethanolamine fehlen, bil-
det MinD fokale Cluster auf der Zellmembran, deren Erscheinungsort
als auch Lebensdauer stochastischen Gegebenheiten unterliegen [40,
54]. Ein weiteres Beispiel für die Beeinflussung der Musterbildung
durch molekulares Rauschen, zeigt sich in kurzen Zellen bei einer
leichten Überexpression der Min-Proteine. In diesen Zellen akkumu-
lieren die Proteine in einem der beiden Zellpole. Dort verweilen sie
eine unbestimmte Zeit, lösen sich danach ab und akkumulieren am
gegenüberliegenden Pol. Die Verweildauer der Proteine an den Po-
len ist stochastisch verteilt, siehe Abbildung 11B [23, 9]. Wie unsere
Analysen der dynamischen Gleichungen (8)-(14) zeigten, existieren
in kurzen Zellen symmetrische stationäre Lösungen. Diese Lösungen
sind dadurch charakterisiert, dass der überwiegende Anteil der Min-
Proteine in einem der beiden Zellpole lokalisiert ist. Während in den
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deterministischen Simulationen die Verteilung stationär ist, würde
man in einem stochastischen System erwarten, dass der Zustand des
Systems stochastisch zwischen den beiden symmetrischen Lösungen
hin und her schalten kann. Genau dieses Verhalten beobachtet man in
teilchen-basierten stochastischen Simulationen unter der Bedingung,
dass MinD und MinE unter einer erhöhten Gesamtkonzentration vor-
liegen und die Zelllänge unterhalb eines kritischen Wertes liegt Ab-
bildung 11A.

Genau wie in den Experimenten ist auch in den Simulationen, die
Dauer des Schaltvorgangs wesentlich kürzer als die Verweildauer der
Proteine an einem Pol. In Abbildung 11C ist die Häufigkeitsvertei-
lung der Residenzzeiten aus den Daten der stochastischen Simula-
tionen dargestellt. Die Steigung der Fitgeraden beträgt −2.06± 0.27.
Dieser Wert stimmt mit dem experimentellen Wert von −2.1 sehr gut
überein. In Abbildung 11D ist die Abhängigkeit der mittleren Resi-
denzzeit und deren Standardabweichung als Funktion der Zelllän-
ge dargestellt. Für Zelllängen zwischen 1.6µm und 2.4µm nimmt die
mittlere Residenzzeit mit einer charakteristischen Länge λ=1.45µm ex-
ponentiell ab. Eine weitere Vergrößerung der Zelllänge führt zu einer
exponentiellen Abnahme mit der charakteristischen Länge λ=3µm,
was zu einem Knick im Schnittpunkt der beiden Fitgeraden führt,
siehe Abbildung 11D. Vor dem Knick sind die Residenzzeiten und
deren Standardabweichungen nahezu gleich groß. Danach fällt die
Standardabweichung im Vergleich zur mittleren Residenzzeit stärker
ab. Dies lässt sich dadurch erklären, dass mit zunehmender Zelllän-
ge die Gesamtteilchenzahlen von MinE und MinD innerhalb der Zel-
le zunehmen. Folglich nimmt auch die maximale Teilchenzahl der
Proteine in den Polregionen zu, siehe Abbildung 12A. Aufgrund der
Prozessivität von MinE führt dies zu einer überproportionalen Ver-
stärkung der Ablösevorgänge von MinD an den Polkappen. Dadurch
nimmt das Verhältnis MinD/MinE der maximalen Teilchenzahlen vor
dem Übergang zur Pol-Pol Oszillation ab, siehe Abbildung 12B. In
den stochastischen Simulationen nimmt in dieser Phase die Schalt-
frequenz zu und geht schlussendlich in eine Oszillation über. Der
Verlauf der Residenzzeiten und der Standardabweichungen, welcher
in Abbildung 11D dargestellt ist, lässt sich qualitativ ähnlich in in vivo
Experimenten beobachten [23].

4.5 musterbildung in dicken zellen

Die bis hierhin vorgestellten Muster der Min-Proteine sind invariant
unter Rotation der Zellen bezüglich ihrer Längsachse. Für genügend
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Abbildung 12: Maximale Anzahl von polaren MinD und MinE Mo-
lekülen als Funktion der Zelllänge. A) Mit wachsen-
der Zelllänge nimmt die maximale Anzahl von MinD
und MinE Molekülen an den Polkappen zu. Beim Über-
gang des inhomogen stationären Zustandes zu den Pol-
Pol Oszillationen kommt es zu einem rapiden Anstieg
der maximalen Teilchenzahlen. B) Aufgrund der wach-
senden Teilchenzahl von polarem MinE mit zunehmen-
der Zelllänge, kommt es zu einer Abnahme der Steigung
von polarem MinD (siehe (A)), wodurch das Verhältnis
MinD/MinE nach anfänglichem Anstieg abnimmt. Nach
dem Übergang zur Pol-Pol Oszillation nimmt das Verhältnis
MinD/MinE stark zu. Die Daten entstammen den determi-
nistischen Simulationen. Die Parameter wurden wie in Ab-
bildung 11 gewählt.

große Durchmesser der Zellen, wird man jedoch erwarten, dass diese
Symmetrie gebrochen wird.

Es ist möglich den Zelldurchmesser lebender Zellen zu vergrößern,
indem man sie mit dem Wirkstoff A22 behandelt. Dieser interagiert
mit dem filamentbildenden Protein MreB, welches den Wachstum
der Zellwand reguliert [57]. Nach Behandlung mit A22 lässt sich ein
Cluster von membrangebundenem MinD beobachten, welches sich
entlang Zellmembran von Pol zu Pol bewegt. Bemerkenswert an die-
sem Prozess ist die spontane Änderung der Bewegungsrichtung des
MinD-Clusters in den Zellpolen, siehe Abbildung 13A. In vorange-
gangen Arbeiten wurde die Abhängigkeit der Musterbildung von der
Zellgröße in runden rodA Mutanten [58] und ∆mreB Zellen [59] unter-
sucht. Während sich in rodA Mutanten irreguläre Oszillationen bilde-
ten, konnten in ∆mreB Zellen sowohl gewöhnliche Pol-Pol Oszillatio-
nen beobachtet werden als auch Cluster von membrangebundenem
MinD, welche die Zelle umkreisen.

Löst man die deterministischen Gleichungen (8)-(14), sowie die sto-
chastischen Gleichungen (1)-(7) in einer Zellgeometrie, welcher der
Geometrie einer mit A22 behandelten E. coli Zelle entspricht, so sieht
man, dass auch hier eine Symmetriebrechung in der Musterbildung
bezüglich der Längsachse des Bakteriums stattfindet. Dies ist in Ab-
bildung 13B und Abbildung 13C zu sehen. In den Simulationen bildet
sich ein Cluster von membrangebundenem MinD in einem der bei-
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Abbildung 13: Musterbildung der Min-Proteine in dicken Zellen. A) Mo-
mentaufnahmen der Verteilung von MinD-GFP in lebenden
Zellen nach Behandlung mit dem Wirkstoff A22. B) Lösung
der deterministischen dynamischen Gleichungen. C) Lösun-
gen des stochastischen Systems. In B) und C) hat die Zell-
geometrie einen Durchmesser von 2µm und eine Länge von
2.7µm. Die Gesamtkonzentrationen von MinD und MinE
sind CD = 2.2 · 103µm−3 und CE = 1.5 · 103µm−3 in (B) und
CD = 0.8 · 103µm−3 und CE = 0.55 · 103µm−3 in (C). Die übri-
gen Parameter sind in Tabelle 1 angegeben. Der Maßstab in
A), B) und C) ist 1µm.

den Zellpole, der sich anschließend auf der Zellmembran bewegt. In
den deterministischen Rechnungen bewegt sich das Cluster entlang
eines klar definierten geschlossenen Weges, ohne die Bewegungsrich-
tung zu ändern. In den stochastischen Rechnungen hingegen, sie-
he Abbildung 13C, verändert der Cluster von Zeit zu Zeit die Be-
wegungsrichtung, wenn er einen Zellpol passiert. Diese Muster un-
terscheiden sich von den helikalen Wellen, welche in dicken Zellen
im Aggregation-Strom Modell beobachtet werden können [60].

4.6 musterbildung in y-förmigen zellen

Ein weitere Form von E. coli Zellen, welche nicht invariant unter der
Rotation bzgl. ihrer Längsachse ist, zeigen E. coli Mutanten, denen be-
stimmte Penicillin-bindenden Proteine fehlen. Diese Zellen besitzen
eine anormale Zellgestalt in der Form, dass ihre Zelldicke variiert,
sie gekrümmt sind oder verästelt und mehrere Zellpole besitzen [22].
In den letzteren soll nun die Musterbildung der Min-Proteine unter-
sucht werden. Wie in Abbildung 3 zu sehen ist, nutzen die Proteine
das gesamte Zellvolumen zur Musterbildung. In Zellen mit nahezu
gleich langen Zellzweigen, akkumulieren die Proteine in einem Zell-
pol und rotieren danach von Zellpol zu Zellpol im Uhrzeiger- bzw.
Gegenuhrzeigersinn, siehe Abbildung 3A. Um eine weitere Zellform
zu diskutieren, betrachten wir eine Zelle mit einem langen und zwei
kurzen Zellzweigen, siehe Abbildung 3B. In diesem Fall akkumulie-
ren die Proteine nacheinander in den Polen der beiden kurzen Zell-
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Abbildung 14: Musterbildung in Y-förmigen Zellen. Im linken Teil der Ab-
bildung ist die untersuchte Zellgeometrie dargestellt. In den
danebenstehenden Zeitserien sind die entsprechenden Ergeb-
nisse der deterministischen Rechnungen (oberer Teil) und
die Ergebnisse der stochastischen Rechnungen (unterer Teil)
zu sehen. A) Das Maximum der Proteinkonzentration rotiert
von Zellpol zu Zellpol im Gegenuhrzeigersinn. B) Die Protei-
ne akkumulieren nacheinander in den beiden kurzen Zellpo-
len, bevor sie dies am Pol des längeren Zellzweigs tun. Von
dort läuft das Konzentrationsmaximum in Richtung der kür-
zen Zellzweige und akkumuliert in einem der beiden Pole
von neuem. Die Gesamtkonzentrationen von MinD und Mi-
nE sind CD = 1.4 · 103µm−3 und CE = 9.7 · 102µm−3.

zweige, bevor sie dies am Pol des längeren Zellzweigs tun. Von dort
läuft das Konzentrationsmaximum in Richtung der beiden kürzen
Zweige und akkumuliert in einem der beiden Pole von neuem. Da-
nach beginnt der Verlauf von vorn. Die Ergebnisse der entsprechen-
den Simulationen sind in Abbildung 14 dargestellt. Die dynamischen
Gleichungen sind sowohl in der Lage die rotierenden Muster in Zel-
len mit nahezu gleich langen Zellzweigen (A), als auch die Muster in
Zellen mit zwei kurzen und einem langen Zellzweig (B) zu reprodu-
zieren.

Der Grund für die Rotation der Muster in eine feste Rotationsrich-
tung kann wie folgt verstanden werden: MinD akkumuliert aufgrund
seiner Kooperativität und der Wechselwirkung mit MinE in einem
der drei Zellpole. MinE folgt der Verteilung von MinD und löst es
von dort ab. Das freiwerdende MinD bindet an den nächsten, am bes-
ten zu erreichenden Zellpol und akkumuliert dort von neuem. MinE
folgt der Verteilung von MinD und löst es erneut ab. Da nun in zwei
der drei Zellpolen, MinE in leicht erhöhter Konzentration vorliegt,
bindet MinD als nächstes in dem Pol, in dem es zuvor noch nicht lo-
kalisiert war. Da sich aufgrund der Ablösedynamik, so gut wie keine
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Proteine mehr im ersten Pol befinden, beginnt danach der gesamte
Prozess von vorn.

4.7 intuitives bild zum verständnis der musterbildung

in vivo

Die Ausbreitung von Wellenfronten in vitro kann mit Hilfe folgender
Betrachtung verstanden werden. Interpretiert man die Raumkoordi-
nate in Abbildung 16B als Zeitkoordinate, so bindet zytosolisches
MinD anfänglich an die noch leerstehende Membran. Die Nichtli-
nearität im Bindeterm für MinD führt zu einer erhöhten Binderate
und somit zu einer zunehmenden Dichte von membrangebundenem
MinD. Sobald die Membrandichte von MinD anwächst, bindet auch
MinE. Sind genügend Bindestellen für MinE vorhanden, nimmt die
Dichte von MinE nahezu linear zu. Mit zunehmender Dichte von
MinE nimmt die Nettobinderate ab. Schlussendlich übersteigt die
MinE-induzierte Ablöserate, die Binderate von MinD und die Dich-
te von membrangebundenem MinD nimmt ab. Diese Dichteabnahme
geschieht aufgrund der Prozessivität von MinE schlagartig am Heck
der Welle.

Mit Hilfe des Mechanismus der Wellenausbreitung in vitro lassen
sich die Änderungen der Min-Protein Muster in vivo in Abhängigkeit
der Zelllänge erklären. Aus diesem Grund, führen wir die Diffusi-
onslänge ldiff ein, welche der Wegstrecke entspricht, die ein Molekül
im Mittel diffundiert, bevor es von neuem an die Membran bindet.
Für die Diffusionskonstante D und die Binderate ω ist ldiff gegeben
durch l2

diff = D/ω. Nun betrachten wir eine laufende Welle, die sich
in Längsrichtung einer Zelle bewegt. Die Welle wird vorangetrieben
durch das Ablösen der Proteine am Heck der Welle und durch das
Binden der Proteine an der Vorderfront. Erreicht die Welle nun den
Zellpol, können die Proteine, die am Heck der Welle abgelöst wer-
den, nicht mehr in der Vorderfront der Welle binden. Stattdessen dif-
fundieren sie vom Pol weg. Ist die Zelllänge in etwa der gleichen
Größenordnung wie die Diffusionslänge von MinD, so bindet MinD
vornehmlich am gegenüberliegenden Zellpol, siehe Abbildung 15A.
Mit einer zeitlichen Verzögerung folgt auch MinE der Verteilung von
MinD und bindet am gegenüberliegenden Zellpol, wodurch sich ei-
ne laufenden Welle bildet, deren Ausbreitungsrichtung der Ausbrei-
tungsrichtung der ursprünglichen Welle entspricht.

In Zellen deren Länge kürzer als die Diffusionslänge von MinD ist,
bindet MinD in einem Bereich der sich vom gegenüberliegenden Zell-
pol bis hin zur Zellmitte erstreckt. Das Maximum der Verteilung liegt
in unmittelbarer Umgebung des Zellzentrums. Grund hierfür ist das
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Abbildung 15: Momentaufnahmen der Verteilungen von membrangebun-
denem MinD und MinE in einem eindimensionalen Sys-
tem und entsprechende Illustrationen. A) Sind Zelllänge
und Diffusionslänge von MinD in etwa gleich lang, so bildet
sich ein Dichtemaximum von membrangebundenem MinD
am gegenüberliegenden Polende. Das Gleiche gilt für mem-
brangebundenes MinE. Dies führt zu einer laufende Welle,
die am rechten Pol beginnend zum linken Pol läuft. B) Ist die
Diffusionslänge größer als die Zelllänge, so bildet sich ein
Dichtemaximum von MinD in der Nähe des linken Pols, was
zur Absorption von MinE in Umgebung dieses Pols führt.
Es entsteht eine laufende Welle die in der Mitte beginnend
zum rechten Pol läuft, was eine Pol-Pol Oszillation zur Folge
hat. C) Ist die Zelle wesentlich kleiner als die Diffusionslän-
ge von MinD, so bindet MinD hauptsächlich am Pol hoher
MinD Konzentration, was ein stationäre Verteilung schafft.

angestiegene Verhältnis der Diffusionslänge zur Länge der Zelle. Da
die Affinität des Bindens von MinE an membrangebundenes MinD
hoch ist, bindet MinE vornehmlich in der Nähe des Maximums der
MinD-Verteilung, was zu einer laufenden Welle führt die sich genau
in entgegengesetzte Richtung der ursprünglichen Welle bewegt. Dies
hat eine Pol-Pol Oszillation zur Folge, siehe Abbildung 15B. Ist die
Länge der Zelle bedeutend kürzer als die Diffusionslänge von MinD,
so ist die Verteilung von zytosolischem MinD und MinE nahezu ho-
mogen. In diesen Zellen bindet sowohl MinD als auch MinE haupt-
sächlich im Gebiet maximaler Konzentration von membrangebunde-
nem MinD, was zu einer stationären Dichteverteilung führt, siehe Ab-
bildung 15C.
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5
M U S T E R B I L D U N G V O N M I N - P R O T E I N E N I N
O F F E N E N G E O M E T R I E N

Ein wichtiger Schritt zum Verständnis der Musterbildung der Min-
Proteine, lieferte das Studium der Min-Protein-Dynamik in offenen
Geometrien. In vitro Experimente, in denen auf unterstützte Lipid-
doppelschichten eine Lösung aus MinD, MinE sowie ATP gegeben
wurde, konnten zeigen, dass sich die Proteine auch außerhalb leben-
der Zellen, auf großen flachen Membranen spontan in laufende Wel-
len organisieren können [3, 32, 18]. Da für die Bildung dieser Wellen
keine weiteren externen Einflüsse notwendig sind, liefern diese Un-
tersuchungen einen Beweis für den selbstorganisatorischen Charakter
der Min-Proteine. Der Ursprung der Musterbildung liegt damit allei-
ne in der intermolekularen Wechselwirkung der Proteine sowie ihrer
räumlichen Verteilung via Diffusion. Daraus folgt jedoch, dass die
fundamentalen Eigenschaften der Muster unabhängig von der Geo-
metrie des Raumes sind, in dem sie gebildet werden. Lediglich die
spezifische Form der Muster wird durch die Geometrie des Raumes
bestimmt [22, 61, 62, 63].

Dies legitimiert uns die Musterbildung der Min-Proteine in spezi-
fischen in vivo Situation mit Hilfe des in vitro Systems zu untersu-
chen. Dazu zählen beispielsweise die Musterbildung der Proteine in
Umgebung von Hindernissen oder auf Membranen die gekrümmt
sind. Dazu verwenden wir in den Experimenten unterstützte Lipid-
doppelschichten verschiedener Formen und Größen, auf die eine Lö-
sung mit fluoreszenzmarkiertem MinD und MinE sowie ATP gege-
ben wird. Mit Hilfe von Fluoreszenzmikroskopie werden die sich bil-
denden raumzeitlichen Muster sichtbar gemacht. Diese Experimente
wurden von Jakob Schweizer und Martin Loose in der Arbeitsgruppe
von Prof. Dr. Petra Schwille durchgeführt.

In der theoretischen Analyse werden die deterministischen Glei-
chungen (8)-(12) in offenen dreidimensionalen Geometrien gelöst und
mit den entsprechenden experimentellen Ergebnissen in den in vitro
Systemen verglichen. Die genaue Form der Geometrie wie auch die
verwendeten Randbedingungen sind in den jeweiligen Teilabschnit-
ten beschrieben. In allen dreidimensionalen Simulationen dieses Ka-
pitels wird ausschließlich ein Satz von Parametern verwendet, wel-
cher in Tabelle 1 zu sehen ist. Der Unterschied zwischen in vivo und
in vitro Parametersätzen lässt sich durch die unterschiedlichen Umge-

33
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bungsbedingungen begründen, wie beispielsweise dem Vorhanden-
sein weitere Makromoleküle in E. coli oder unterschiedlichen Lipid-
zusammensetzungen der Membranen.

Im nun folgenden Kapitel wird die Musterbildung der Min-Proteine
in vitro untersucht. Dies erfolgt durch das Zusammenspiel von experi-
mentellen und theoretischen Methoden. Im ersten Teil dieses Kapitels
wird die Musterbildung auf unterstützten Lipiddoppelschichten un-
tersucht, deren Ausdehnung größer als die Periodizität der Wellen ist.
Dies tun wir um zu überprüfen, ob die dynamischen Gleichungen in
der Lage sind, die bis dato bekannten experimentellen Eigenschaften
der in vitro Wellen zu reproduzieren. Im zweiten Teil untersuchen
wir die Musterbildung in bestimmten in vivo Szenarien mit Hilfe des
in vitro Systems. Um dies zu tun, verwenden wir unterstützte Lipid-
doppelschichten, deren Ausdehnung in der Größenordnung der Peri-
odizität der Wellen liegt. Im dritten Teil wird die Musterbildung der
Min-Proteine auf Membranen mit Oberflächenstruktur untersucht.

5.1 musterbildung auf flachen, ausgedehnten membra-
nen

In Abbildung 16 sind die numerischen Ergebnisse der dynamischen
Gleichungen (8)-(12) auf einer quadratischen Membran mit periodi-
schen Randbedingungen zu sehen. Abbildung 16A illustriert das drei-
dimensionalen Simulationsvolumen. Im Volumen selbst werden die
dynamischen Gleichungen (8) und (9) der zytosolischen Dichten cD

und cE gelöst. An den Randflächen der Geometrie wenden wir für
die Diffusionsströme periodische Randbedingungen an. An der De-
cke gelten No-Flux-Randbedingungen. Im blau markierten Quadrat,
welches die Membran darstellt, werden die dynamischen Gleichun-
gen (10), (11) und (12) der Dichten cd, cde und ce der membrangebun-
denen Proteine gelöst. An den Rändern gelten für die Diffusionsströ-
me ebenfalls periodische Randbedingungen. Die Kopplung zwischen
den Membrandichten und den Proteindichten in der Lösung erfolgt
durch die Diffusionsströme (13) und (14).

Den experimentellen Ergebnissen entsprechend, organisieren sich
die Proteine MinD und MinE in laufenden Wellen, siehe
Abbildung 16B. Vergleicht man die Wellenprofile von MinD und Mi-
nE in Experiment und Theorie, siehe Abbildung 4B und
Abbildung 16C, so zeigen sie die gleichen charakteristischen Merk-
male. Das MinD-Profil wächst von der Wellenfront beginnend an, sät-
tigt und fällt daraufhin steil ab. Die Dichte von MinE nimmt indes
langsamer zu, zeigt an der Hinterkante der Welle einen leichten An-
stieg und fällt daraufhin stark ab. Die experimentellen Daten hinge-
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gen zeigen einen steilen Anstieg der Fluoreszenzintensität von MinE
am Heck der Welle, bevor die Intensität schlagartig abfällt. Dieser
Peak wird als MinE-Ring bezeichnet. Grund für dieses Charakteristi-
kum könnten MinE Moleküle sein, die bei hohen Dichten, Komplexe
bilden und damit ihre Membranbindung stabilisieren. Andererseits
könnte es auch die Interaktion der Fluoreszenzmoleküle von MinE
sein, welche diesen Peak verursachen. Wie im unteren Teil von Ab-
bildung 16D zu sehen ist, sind die zytosolischen Dichten cD und cE

nur unmittelbar oberhalb der Membran inhomogen. Die Höhe ab der
keine merkliche Inhomogenität mehr gesehen werden kann, liegt bei
etwa 9µm. Im Experiment liegt diese Grenzhöhe bei etwa 5µm [34].

Abbildung 17B zeigt die räumlich aufgelösten mittleren Residenz-
zeiten 〈τD〉 und 〈τE〉 von MinD und MinE auf der Membran, so-
wie deren Verhältnis 〈τE〉/〈τD〉. Die dichteabhängigen Residenzzei-
ten sind durch die Gleichungen

〈τD〉 = (ωEcE + ωedce)
−1 + (ωde,c + ωde,m)

−1 (15)

〈τE〉 =
2(ωde,m + ωedcd + ωe)

ωde,cωedcd + (ωde,c + ωde,m)ωe
. (16)

gegeben, siehe Abschnitt A.2. Abbildung 17A zeigt das für die räum-
liche Auflösung der Residenzzeiten verwendete in vitro Wellenprofil.
Wie in Abbildung 17B zu sehen ist, ist die Residenzzeit von MinE
innerhalb der Welle nahezu konstant, wogegen die Residenzzeit von
MinD zum Heck der Welle stark abnimmt. Diese Abnahme ist durch
die ansteigende Konzentration von MinE zu erklären und der damit
verbundenen erhöhten Ablösedynamik von MinD. In den Experimen-
ten hingegen ist trotz hoher MinE Konzentration, die Residenzzeit
von MinD am Heck der Welle am höchsten, siehe Abbildung 4C. Ei-
ne mögliche Erklärung könnten intermolekulare Wechselwirkungen
zwischen membrangebundenen MinD Molekülen sein, welche die
Membraninteraktion stabilisieren und damit deren Lebenszeit verlän-
gern.

5.2 musterbildung auf flachen, mikrostrukturierten mem-
branen

Um nun die charakteristischen Eigenschaften der raumzeitlichen Mus-
ter der Min-Proteine näher zu analysieren, nutzen wir in den experi-
mentellen Untersuchungen Membranen, deren Dimensionen mit der
typischen Längenskala der in-vitro Muster übereinstimmt. Um diese
Membranen experimentell zu realisieren, verwenden wie mikrostruk-
turierte Goldschichten auf Glas, wie sie in Abbildung 18A schema-
tisch dargestellt sind [64]. Da sich Membranen nur an den Orten bil-
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Abbildung 16: Numerische Lösung der deterministischen dynamischen
Gleichungen in der in vitro Geometrie. A) Geometrie
in der die dynamischen Gleichungen gelöst werden. B)
Dichteverteilung von membrangebundenem MinD und Mi-
nE unter Verwendung von periodischen Randbedingungen.
C) Dichteprofil von MinD und MinE, aufgenommen ent-
lang der Längsrichtung des weißen Rechtecks in B). D) z-
Abhängigkeit der zytosolischem Dichten von MinD und Mi-
nE. Oberer Teil: Pufferkonzentrationen entlang eines Schnit-
tes durch das System. Unterer Teil: Nahaufnahme der Puffer-
konzentrationen in diesem Schnitt unmittelbar oberhalb der
Membran. Periodische Randbedingungen wurden in x- und
y-Richtung angewandt, während No-Flux-Randbedingungen
für den Diffusionsstrom in z-Richtung verwendet wurden.
Die Gesamtdichten für MinD und MinE sind CD = 4.8 ·
102µm−3 und CE = 7.0 · 102µm−3. Die übrigen verwendeten
Parameterwerte sind in Tabelle 1 angegeben.
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Abbildung 17: Analyse der Verweildauer der Min-Proteine auf der Mem-
bran. A) Wellenprofile, aufgenommen im langen Arm der
L-förmigen Membran aus Abbildung 23A. B) Räumlich auf-
gelöste Lebenszeiten τE und τD von membrangebundenem
MinE und MinD und deren Verhältnisses τE/τD in den Simu-
lationen. Die verwendeten Parameterwerte sind in Tabelle 1

dargestellt.

[ 16. Juni 2015 at 11:12 – classicthesis version 4.1 ]



5.2 musterbildung auf flachen, mikrostrukturierten membranen 37

BA

Glas

Abbildung 18: Schematische Darstellung des experimentellen Setups und
der Modellgeometrie. A) Die Lipiddoppelschicht bildet sich
ausschließlich an den Orten, die nicht mit Gold bedeckt sind,
womit sich Membranen unterschiedlicher Formen und Grö-
ßen herstellen lassen. In der Pufferlösung in die, die Mem-
bran eingetaucht ist, befinden sich 0.8µM MinD, 0.5µM Mi-
nE und 2.5mM ATP. B) Modellgeometrie in welcher die dy-
namischen Gleichungen gelöst werden. Das blau umrande-
te Rechteck stellt exemplarisch die Membran dar. An den
Rändern der Membran werden für die Oberflächendichten
No-Flux-Randbedingungen verwendet. Auf den Goldflächen
sind keine Oberflächendichten definiert.

den, die nicht mit Gold bedeckt sind, lassen sich auf diese Weise
Membranen verschiedener Größen und Formen realisieren. Wir tau-
chen sie in Pufferlösungen die 0.8µM MinD, 0.5µM MinE und 2.5mM
ATP enthalten. Dies führt zur Bildung laufender Wellen, deren Aus-
breitungsverhalten wir in Abhängigkeit der Membrangeometrie ana-
lysieren [34].

Für die theoretischen Untersuchungen lösen wir die dynamischen
Gleichungen in einer Geometrie, wie sie schematisch in
Abbildung 18B zu sehen ist. Die dynamischen Gleichungen (8) und
(9) der zytosolischen Dichten cD und cE werden im Volumen gelöst
und unterliegen periodischen Randbedingungen an den Randflächen
der Geometrie. Die dynamischen Gleichungen (10), (11) und (12) der
Oberflächendichten cd, cde und ce werden ausschließlich auf dem Ge-
biet der Membran gelöst. Diese ist in Abbildung 18B blau umrandet.
Die Kopplung zwischen Membrandichten und Volumendichten er-
folgt im Gebiet der Membran durch die Diffusionsströme (13) und
(14). Diese verschwinden an der Deck- und den Goldflächen. Auf der
Goldoberfläche, die die Membran umgibt, sind keine Dichten defi-
niert. An der Grenze zwischen Membran und Goldoberfläche (blaue
Kanten) verwenden wir für die Oberflächendichten cd, cde und ce No-
Flux-Randbedingungen.

5.2.1 Musterbildung auf lateral beschränkten Membranen

In der stäbchenförmigen Geometrie des E.Coli Bakteriums organisie-
ren sich die Proteine MinD und MinE stets entlang der Längsach-
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se der Stäbchengeometrie. Selbst in Y-förmigen Zellgeometrien bleibt
diese Eigenschaft des Min-Systems erhalten, siehe Abbildung 14. An-
dererseits ist aufgrund der Robustheit der Min-Oszillation in leben-
den Zellen davon auszugehen, dass Hindernisse auf der Membran,
etwa durch Makromoleküle, nur einen vernachlässigbaren Einfluss
auf die Selbstorganisation haben. Um zu prüfen, ob diese Eigenschaf-
ten auch auf flachen Membranen erhalten bleiben und somit intrin-
sische Eigenschaften der Selbstorganisation der Min-Proteine sind,
analysieren wir die Musterbildung der Min-Proteine auf Membranen
verschiedener lateraler Ausdehnungen als auch auf Membranen mit
künstlichen Hindernissen.

Als erstes untersuchen wir, ob das Verkleinern der lateralen Mem-
branausdehnung und somit die Schaffung einer klaren Längsrich-
tung, eine Auswirkung auf die Musterbildung hat, siehe Abbildung 19.
Auf großen rechteckigen Membranen deren laterale Ausdehnung we-
sentlich größer als die charakteristische Länge der laufenden Wel-
len ist, bilden sich sowohl im Experiment als auch in den Simula-
tionen Spiraldefekte an den Rändern, von denen sich Wellen in un-
terschiedliche Richtungen ausbreiten. Liegt hingegen die Breite der
Membran in der Größenordnung der Wellenlängen, so werden die
Wellen von den Seitenrändern geführt und breiten sich entlang des
längsten Weges aus, siehe Abbildung 19A, B. Abbildung 19C zeigt die
Verteilung der zytosolischen Dichten cD und cE in der Modellgeome-
trie. Äquivalent zu Abbildung 16D, sind auch hier die zytosolischen
Dichten nur in unmittelbarer Nähe zur Membran, inhomogen.

Als nächstes untersuchen wir die Musterbildung der Min-Proteine
auf Membranen mit Hindernissen. Die Hindernisse sind quadrati-
schen Goldflächen unterschiedlicher Ausdehnung die schachbrettar-
tig in die Membranen eingebettet sind, siehe Abbildung 20. Ist die
Ausdehnung des Hindernisses im Vergleich zur Wellenlänge klein, so
bilden sich kohärente Wellenmuster, siehe Abbildung 20A, deren Aus-
breitung von den inerten Goldflächen nahezu unbeeinflusst bleibt.
Liegt die Dimension eines Hindernisses in der Größenordnung der
Wellenlänge, so findet teilweise eine Synchronisation von Wellenmus-
ter benachbarter Membranen statt, siehe Abbildung 20B, das kohä-
rente Wellenbild geht jedoch verloren. Für sehr große Hindernisse,
bilden sich überwiegend Spiraldefekte an den Eckpunkten und Rän-
dern der Membranen und Wellen breiten sich unabhängig voneinan-
der in verschiedene Richtungen aus, siehe Abbildung 20C.
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Abbildung 19: Einfluss der lateralen Membrangrenzen auf die Wellen-
propagation. A) Konfokale Mikroskopie von Min-Protein-
Wellen auf Membranen unterschiedlicher Breite. B) Entspre-
chende Resultate aus der Simulation. Für große Membranen
mit einer beidseitigen Ausdehnung von mehrerer Wellenlän-
gen, breiten sich die Wellen in unterschiedlichen Richtungen
aus. Auf Membranen mit einer seitlichen Ausdehnung in der
Größenordnung der Wellenlänge, breiten sich die Wellen ent-
lang der Längsrichtung der Membran aus. C) z-Abhängigkeit
der zytosolischem Dichten von MinD und MinE. Oberer Teil:
Pufferkonzentrationen entlang eines Schnittes durch das Ge-
samtsystem. Unterer Teil: Nahaufnahme der Pufferkonzen-
trationen in diesem Schnitt unmittelbar oberhalb der Mem-
bran.
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Abbildung 20: Min-Protein-Wellen auf Membranen mit Hindernissen. A)
Auf Membranen mit kleinen Hindernissen im Vergleich zur
Wellenlänge, bilden sich kohärente Wellenmuster, deren Aus-
breitung von den Hindernissen nahezu unbeeinflusst bleibt.
Mit wachsender Hindernisgröße ((B) und (C)) verlieren die
Wellenmuster ihre kohärente Struktur und breiten sich un-
abhängig voneinander aus. Um Rechenzeit zu sparen, wur-
den die theoretischen Ergebnisse dieser Abbildung mit Hil-
fe der effektiven zweidimensionalen Beschreibung aus Ab-
schnitt A.3 generiert.

5.2.2 Sensitivität der Wellenausbreitung auf rechteckigen Membranen un-
terschiedlicher Seitenverhältnisse

Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben wurde, haben Min-Protein-
Wellen unter lateraler Beschränkung, eine starke Affinität sich in Rich-
tung des längsten Weges auszubreiten. Um nun ihre Sensitivität zu
untersuchen mit der sie sich entlang dieses Weges orientieren, un-
tersuchen wir ihre Ausbreitungsrichtung auf rechteckigen Membra-
nen mit unterschiedlichen Seitenverhältnissen. Die Flächen der Mem-
branen bleiben unter Variation des Seitenverhältnisses konstant. Im
Experiment beträgt sie 2500µm2 und in den Simulationen 3600µm2.
Sowohl in den Experimenten als auch in den Simulationen bilden
sich Wellen, deren Ausbreitungsrichtung sich in Abhängigkeit des
Seitenverhältnisses ändert, siehe Abbildung 21A. Um dies näher zu
untersuchen, sind in Abbildung 21B der Ausbreitungswinkel α und
der Diagonalenwinkel β als Funktion des Seitenverhältnisses darge-
stellt. Auf langen Membranen, deren Seitenverhältnisse kleiner als
0.3 sind, propagieren die Wellen stets in Richtung der Längsachse.
Dies liegt darin begründet, dass die seitliche Ausdehnung der Mem-
bran kleiner wie die Wellenlänge ist. Der Ausbreitungswinkel α ist in
diesen Fällen 0°. Auf Membranen mit einem Seitenverhältnis größer
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Abbildung 21: Einfluss der Membrangeometrie auf die Ausbreitungsrich-
tung der Min-Protein-Wellen. A) Oberer Teil: Konfokale
Mikroskopie von Min-Protein-Wellen auf kleinen Membr-
anrechtecken mit unterschiedlichen Seitenverhältnissen und
gleichem Flächeninhalt. Unterer Teil: Entsprechende Ergeb-
nisse aus den Simulationen. B) Ausbreitungswinkel α der
Wellen (rote Punkte) und Diagonalenwinkel β des Rechtecks
(blaue Linie) als Funktion des Seitenverhältnisses der Mem-
bran. Je höher die Anzahl des gemessenen Winkels, desto
größer der Durchmesser der roten Punkte. Sowohl im Expe-
riment als auch in der Simulation, nimmt mit wachsendem
Seitenverhältnis, der Ausbreitungswinkel α der Wellen ent-
sprechend dem Diagonalwinkel β zu.

als 0.3, liegt die seitliche Ausdehnung der Membran in der Größen-
ordnung der Wellenlänge bzw. sie ist entsprechend größer. In diesen
Fällen neigen die Wellen dazu, sich entlang der Diagonalen auszu-
breiten, womit sie sich in Richtung des längsten Weges orientieren.

Abbildung 22: Ausrichtung der Wellen
auf einer kleinen rechteckigen Mem-
bran. Die Wellen breiten sich von einer
Ecke (blauer Punkt) der Geometrie begin-
nend, in Form eines Ringsegmentes auf
der Membran aus. Der Anteil der Welle,
der sich nicht in Richtung der Diagonalen
ausbreitet, trifft auf die Grenzfläche zwi-
schen Membran und inerter Goldschicht.
Dies führt zu einer Anhäufung von mem-
brangebundenem MinE in dieser Region
(grüner Kreis) und damit zu einer Neu-
ausrichtung der Welle in diesem Gebiet.

Der Ausbreitungswinkel α

entspricht in dieser Pha-
se dem Diagonalenwinkel β.
Zwei Eigenschaften der Wel-
len führen zu deren Ausrich-
tung entlang der Diagonalen.
Einerseits entstehen die Wel-
len sowohl in den Experi-
menten als auch in den Si-
mulationen, stets in einem
der Eckpunkte der Membran
und breiten sich von dort
in Form eines Ringsegmen-
tes aus. Damit sind die Wel-
len in der Lage die gesamte
Membrangeometrie zu erfas-
sen. Andererseits treffen die
Anteile der Welle, die sich nicht in Richtung der Diagonalen ausbrei-
ten, auf den Rand der Membran. Dabei kommt es zu einer Akku-
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mulation von membrangebundenem MinE (grüner Kreis) was dazu
führt, dass das MinE/MinD Verhältnis in diesem Bereich des Wel-
lenbandes zunimmt. Die Zunahme führt zu einer Erhöhung der Ge-
schwindigkeit des Wellenbandes in dieser Region und somit zu einer
Ausrichtung des Wellenbandes in Richtung der Diagonalen, siehe Ab-
bildung 22. Die hohe Sensitivität der Min-Wellen, sich entlang des
längsten Weges zu orientieren, spielt beispielsweise bei der Längsach-
senfindung in kurzen Zellen unmittelbar nach der Zellteilung eine
wichtige Rolle.

5.2.3 Musterbildung auf kurvigen Membranen

Um in einem zweiten Schritt zu untersuchen, wie sich Min-Protein-
Wellen auf kurvigen Membranen organisieren, nutzen wir zu Beginn
eine Membran, die die Form des Buchstabens L hat. Um dem längs-
ten Weg zu folgen, drehen die Wellen in der Knickregion ihre Aus-
richtung um 90◦ und sind damit in der Lage dem weiteren Verlauf
der Membran zu folgen, siehe Abbildung 23A. Sowohl im Experiment
als auch in den Simulationen erfolgt eine Verformung des Wellenban-
des in der Knickregion als Folge der unterschiedlich langen Wegstre-
cken, die der innere und äußere Teil des Bandes zurücklegen müssen,
um die Knickregion zu passieren. Infolgedessen verformt sich das
Wellenband, wodurch der äußere Teil des Bandes, dem inneren Teil

MinD

MinE

Abbildung 24: Schematische Darstellung der
Verteilung von MinD und MinE auf einer
L-förmigen Membran. Die Verformung des
Wellenbandes aufgrund der Richtungsände-
rung, führt zu einer Akkumulation von MinE
am äußeren Rand des Wellenbandes (grüner
Kreis), welche die Geschwindigkeit des Ban-
des in dieser Region erhöht. Die blauen Pfeile
geben die Laufrichtung der Wellen an.

hinterherläuft. In Abbil-
dung 23C ist hierzu die
Breite des Wellenbandes
als Funktion der Posi-
tion des Bandes darge-
stellt. Sowohl in den Ex-
perimenten als auch in
den Simulationen nimmt
sie schlagartig in der
Region des Knicks zu
und danach im Prozess
der Neuausrichtung wie-
der ab. Die Neuausrich-
tung erfolgt durch Zu-
nahme der Geschwindig-
keit des äußeren Anteils
des Wellenbandes, nach-
dem die Welle die Knick-
region passiert hat, siehe
Abbildung 23D. Während die Geschwindigkeit des Wellenbandes im
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Abbildung 23: Min-Protein-Wellen auf einer Membran, die die Form des
Buchstabens L hat. A) Experimentelle und theoretische Er-
gebnisse der Wellenausbreitung auf einer ebenen gekrümm-
ten Membran. Die Wellen drehen sich in der Umgebung der
Knickstelle um 90°, um der Membran zu folgen. Die Pfeile ge-
ben die Ausbreitungsrichtung der Wellen an. B) MinE/MinD
Verhältnis als Funktion der Strecken welche in A) markiert
sind. C) Relative Änderung der Wellenbreite als Funktion
der Wegstrecke. Der exponentielle Fit (rote Kurve) gibt die
charakteristische Wegstecke an, die die Wellfront zur Neu-
ausrichtung benötigt. D) Wellengeschwindigkeit in Abhän-
gigkeit der Strecken, welche in A) eingezeichnet sind. Die
experimentellen Daten entstammen der Referenz [63].
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inneren Pfad nahezu konstant bleibt, verdoppelt sie sich auf dem äu-
ßeren Pfad und fällt danach auf die Ausgangsgeschwindigkeit zu-
rück. Der Grund für die Zunahme der Geschwindigkeit ist in Ab-
bildung 24 schematisch dargestellt. Durch die Verformung des Wel-
lenbandes trifft der äußere Teil des Bandes nach dem Passieren der
Knickstelle auf die Grenzfläche zwischen Membran und Goldschicht.
Dies führt lokal zu einer Erhöhung des MinE/MinD Verhältnisses
(grüner Kreis), wodurch sich die Ablösedynamik von MinD am Heck
der Welle erhöht. Dadurch nimmt die Geschwindigkeit des äußeren
Teil des Wellenbandes nach dem Passieren der Knickstelle kurzzei-
tig zu. Die charakteristischen Längen der Neuausrichtung sind im
Experiment 42.45µm und in der Simulation 31.65µm und liegen so-
mit in der Größenordnung einer Wellenlänge. Dies zeigt deutlich die
sehr flexible Anpassungsfähigkeit der Min-Protein-Muster bei Varia-
tion der räumlichen Gegebenheiten.

Als nächstes untersuchen wir die Musterbildung der Min-Proteine
auf Membranen, die die Form eines Ringes und einer Serpentine ha-
ben, siehe Abbildung 25. In der Ringgeometrie bilden sich sowohl
im Experiment als auch in den Rechnungen, laufende Wellen die in
unterschiedlichen Richtungen die Geometrie durchlaufen und sich
beim Zusammenstoßen auslöschen. Im Fall der Serpentine passen
die laufenden Wellen flexibel ihre Laufrichtung dem gekrümmten
Membranverlauf an und folgen wie im Fall der L-förmigen Mem-
bran, dem längsten Weg. Sowohl in den experimentellen als auch in
den theoretischen Ergebnissen ist deutlich zu sehen, dass die laufen-
den Min-Protein-Wellen in der Lage sind, ihre Richtung entsprechend
der Membrangegebenheiten sehr flexibel anzupassen. Dies ist eine Ei-
genschaft die dem Min-System erlaubt auch komplexe Geometrien,
beispielsweise in Form von verbogenen Bakterien, zu erfassen.

5.2.4 Kopplung der Min-Protein Muster zwischen isolierten benachbarten
Membranen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, ob eine Kopplung von Min-
Protein-Wellen zwischen benachbarten, voneinander isolierten Mem-
branen möglich ist. Die Motivation für diese Untersuchung liefert
jene Phase der Zellteilung, in der das Gesamtvolumen der Mutter-
zelle durch den sich in der Mitte schließenden Z-Rings in die zwei
Teilvolumina der Tochterzellen separiert wird. Da die beiden Teilvo-
lumen bis zum Abschluss des Teilungsprozesses durch ein gemeinsa-
mes Zytoplasma verbunden bleiben, können Proteinen zwischen die-
sen diffundieren und ausgetauscht werden. In lebenden E.Coli Zellen
ermöglicht dieser Austausch eine Veränderung der klassischen Pol-
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Abbildung 25: Min-Protein-Wellen auf Membranen, die die Formen einer
Serpentine und eines Rings haben. Sowohl in den Experi-
menten (A) als auch in den Simulationen (B) folgen die Wel-
len dem Pfad der Membran. Die experimentellen Daten ent-
stammen der Referenz [63].

Pol-Oszillation hin zu einer Oszillation, in der die Proteine zwischen
den beiden Polen und dem Z-Ring oszillieren. Es bilden sich zwei
unabhängige Oszillationen. Die intrinsische Wellenlänge der Oszilla-
tion bleibt hingegen unverändert. Um nun die zytosolische Kopplung
nachzuahmen, verwenden wir im Experiment als auch in den Simu-
lationen quadratische Membraninseln, deren Seitenlänge in der Grö-
ßenordnung der charakteristischen Wellenlänge liegt und die durch
unterschiedlich breite Lücken voneinander getrennt sind, siehe Abbil-
dung 26A und Abbildung 26B.

Im ersten Schritt untersuchen wir den Einfluss des Abstandes zwi-
schen den Membraninseln auf die Kopplung der Muster. Für kleine
Abstände zwischen den Membranen kann sowohl in den Experimen-
ten als auch in den Simulationen ein synchronisiertes Verhalten der
Wellen beobachtet werden. Treffen die Wellen auf die Kante der Mem-
bran, lösen sich die Proteine von der Membran ab, gehen in Lösung
und binden an die benachbarte Membran, so dass die laufende Wel-
le die Lücke überstreicht und in ihrer ursprünglichen Richtung wei-
terläuft, siehe Abbildung 27. Übersteigt hingegen der Abstand zwi-
schen zwei benachbarten Membranen eine kritische Länge, findet kei-
ne sichtbare Kopplung statt. Die kritische Länge liegt im Experiment
bei etwa 10µm [63] und in den Simulationen bei etwa 3µm.

Da beim Einschnüren des Z-Rings, der zytosolische Austausch der
Proteine zwischen den beiden Zellhälften reduziert wird, untersu-
chen wir in einem zweiten Schritt, den Einfluss einer reduzierten zy-
tosolischen Diffusion auf die Kopplung der Muster zwischen zwei
Membraninseln. Dazu reduzieren wir die Beweglichkeit der Protei-
ne in der Pufferlösung durch Zugabe der Zuckerverbindung Ficoll.
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Abbildung 26: Kopplung von Min-Protein-Wellen zwischen isolierten be-
nachbarten Membraneninseln. A) Experimentelle Ergebnis-
se für große und kleine Abstände zwischen benachbarten
Membranen. Oben: Verteilung von membrangebundenem
MinE zu verschiedenen Zeitpunkten und für unterschiedli-
che Membranabstände. Die Kymographen zeigen die jeweili-
ge Fluoreszenzintensität entlang der breiten Linie des roten
Rechtecks als Funktion der Zeit. B) Zytosolische Verteilung
von MinD unmittelbar oberhalb der Membranen. Die schwar-
zen Pfeile kennzeichnen die Laufrichtung der Welle, die wei-
ßen Pfeile, das Bindeverhalten von MinD. C) Verteilung von
membrangebundenem MinD. Die Kymographen zeigen die
zeitliche Entwicklung von membrangebundenem MinD ent-
lang der roten Linien. Die experimentellen Daten entstam-
men der Referenz [63].

MinD
MinE

Abbildung 27: Schematische Darstellung des Proteinaustauschs zwischen
zwei dicht benachbarten Membranen. Trifft eine Welle auf
die Begrenzung zur Goldschicht, kann MinD nicht mehr in
der Wellenfront binden. Stattdessen bildet sich eine Akkumu-
lation von zytosolischem MinD oberhalb der Lücke. Proteine
von dort binden an die benachbarte Membran. Nachdem Mi-
nE, MinD von der Membran gelöst hat, löst es sich selbst
und bindet ebenfalls an die benachbarte Membran. Die Wel-
le läuft in ihrer ursprünglichen Richtung weiter.
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Abbildung 28: Einfluss einer reduzierten zytosolischen Diffusion auf die
Kopplung der Min-Protein-Wellen. A) Experimentelle Er-
gebnisse bei Reduktion der Diffusion durch Zugabe von 6%
Ficoll. Ohne Ficoll lässt sich eine Kopplung der Wellen zwi-
schen benachbarten Membranen beobachten, die bei Zugabe
von Ficoll verschwindet. Oben: Verteilung von membrange-
bundenem MinE. Mitte: Kymographen von membrangebun-
denem MinE, aufgenommen entlang der breiteren Linie des
roten Rechtecks. Unten: Schematische Darstellung des Ein-
flusses einer reduzierten Diffusion auf die Kopplung. B) Er-
gebnisse der Simulation bei normaler und reduziertes Dif-
fusionskontante. Für genügend kleine Diffusionskonstanten
(D < 20µm2/s) findet kein Kopplung benachbarter Membra-
nen statt. Die Kymographen zeigen die zeitliche Entwicklung
von membrangebundenem MinD entlang der roten Linie.
Die experimentellen Daten entstammen der Referenz [63].

Die Zugabe von 6% Ficoll verringert die zytosolische Diffusionskon-
stante von anfänglich 65µm2/s auf etwa 25µm2/s. Dies führt in den
Experimenten zu einer Verringerung der charakteristischen Wellen-
länge von etwa 65µm auf circa 56µm. Da die Wellenlänge maßgeblich
durch die Mobilität der wechselwirkenden Proteine beeinflusst wird,
ist es bemerkenswert, dass bei einer Abnahme der Diffusionskonstan-
te um circa 60%, die Wellenlänge sich nur um etwa 14% verringert.
Die genauen Abhängigkeiten der Diffusionskonstanten und der Wel-
lenlänge von der Ficoll-Konzentration findet sich in den Ergänzungen
der Arbeit von Schweizer et. al. [34]. Um nun experimentell zu unter-
suchen, wie sich eine reduzierte Diffusion der Moleküle in Lösung
auf die Kopplung der Muster auswirkt, werden Membranen verwen-
det, die in geringem Abstand zueinander angeordnet sind. Auf die-
ser Anordnung ist eine Kopplung der Wellen zwischen benachbar-
ten Membranen beobachtbar, siehe rechte Seite von Abbildung 28A.
Nun wird Ficoll zugeführt und gewartet bis sich das System in ei-
nem stationären Zustand befindet. Die Ergebnisse hierzu sind in Ab-
bildung 28A zu sehen. Um dies mit Hilfe der Simulationen zu un-
tersuchen, reduzieren wir die Diffusionskonstanten DD und DE von
50µm2/s auf 15µm2/s und vergleichen die entstehenden Muster mit

[ 16. Juni 2015 at 11:12 – classicthesis version 4.1 ]



48 musterbildung von min-proteinen in offenen geometrien

den ursprünglichen Mustern, Abbildung 28B. Sowohl im Experiment
als auch in den Simulationen sehen wir, dass durch Zugabe von Fi-
coll bzw. für reduzierte Diffusionskonstanten der Proteine in Lösung,
keine Kopplung der Wellen zwischen benachbarten Membranen zu
beobachten ist. Auf den einzelnen Membranen bilden sich Spiralde-
fekte und Wellen unterschiedlicher Ausrichtung, die entkoppelt zu
sein scheinen.

Dies entspricht dem Verhalten der Min-Proteine in E.coli Bakterien
während der Schließung des Z-Rings. Zu Beginn des Prozesses fin-
det ein Austausch von zytosolischen Proteinen zwischen den beiden
Zellhälften statt. Mit zunehmender Schließung reduziert sich dieser
Austausch sukzessiv, wodurch sich zwei voneinander unabhängige
Oszillationen bilden.

5.3 beeinflussung der musterbildung durch die oberflä-
chentopologie der membran

In den bisherigen Untersuchungen des in vitro Systems wurden aus-
schließlich flache Membranen verwendet. Die Oberflächentopologie
der Membran, kann jedoch die Kinetik von Proteinen beeinflussen.
Das Enzym ArfGAP1 beispielsweise, welches für den Abbau des
COPI-Mantels verantwortlich ist, ist auf Liposomen, die die gleiche
Größe eines realen Transportvesikels haben (Radius R ≈ 35nm) bis
zu 100 mal aktiver als auf großen Liposomen mit einem Radius von
150nm [65]. So sind etwa junge COPI-Mäntel in Zellen, welche die
Membran nur schwach krümmen vor dem Abbau durch ArfGAP1

geschützt. Ein anderes Enzym wie etwa Dynamin, welches im Pro-
zess der Abspaltung von Vesikeln einen Bund um die mit Clathrin
ummantelten Knospe bildet und deren Abspaltung durch eine Reihe
von Konformationsänderungen herbeiführt, besitzt sowohl Sensoren
für die Detektion der Krümmung als auch die Fähigkeit die Membran
aktiv zu verformen [66, 67, 65].

In E.coli ist die Membran an den Polen am stärksten gekrümmt.
Aus Kapitel 4 wissen wir jedoch, dass es keiner Abhängigkeit der
Proteinkinetik von der Morphologie der Membran bedarf, um al-
le bisher bekannten Min-Protein-Muster in lebenden Zellen zu re-
produzieren. In in vitro Experimenten, die die Musterbildung der
Min-Proteine auf Membranen untersuchen, deren Oberfläche struk-
turiert ist, konnte vor kurzem gezeigt werden, dass die Ausbreitungs-
richtung der Min-Protein-Wellen durch die Oberflächenstruktur der
Membran beeinflusst wird [68]. In den Experimenten wird dazu ein
mikrostrukturiertes PDMS-Substrat mit Furchenmuster erzeugt, wel-
ches mit einer Membran umkleidet ist und in eine Pufferlösung aus

[ 16. Juni 2015 at 11:12 – classicthesis version 4.1 ]



5.3 beeinflussung der musterbildung durch die oberflächentopologie der membran 49

A

50µm

0

1.2

0.6

10
4

   µm-21.0µm

cd+
cde

cd+
cde

0.8µm 1.2µm

2.0µm1.4µm

0

1.2

0.6

10
4

   µm-2

C 3.0

4.4

5.8
10

2
  µm-3

cD

B

15µm

cD

15
µ

m

Experiment Theorie

Theorie

200µm

Abbildung 29: Musterbildung der Min-Protein-Wellen auf Membranen
mit Vertiefungen. A) Muster der Min-Proteine auf Membra-
nen, die sich auf einem PDMS-Substrat mit parallel angeord-
neten Furchen befinden. Die Orientierung der Furchen ist
schematisch dargestellt. Die Wellenfronten neigen dazu sich
parallel zu den Furchen zu orientieren und breiten sich senk-
recht zu den Furchen aus. Die Abbildung entstammt [68]. B)
Nahaufnahme der Pufferkonzentration von MinD in einem
Schnitt durch das System. Auf der Membran ist die Vertei-
lung von membrangebundenem MinD zu sehen. Orientie-
rung der Min-Protein Wellen auf Membranen unterschied-
licher Furchentiefen zwischen 0.8µm und 2µm. Die Furchen-
breite in allen Rechnungen beträgt 2.1µm.

MinC, MinD, MinE und ATP eingetaucht wird. Die Min-Proteine
organisieren sich auf diesen Membranen in laufende Wellen, deren
Fronten sich vornehmlich parallel zu den PDMS-Furchen orientieren,
siehe Abbildung 29A. Anzumerken ist hier, dass der Abstand zwi-
schen zwei benachbarten Furchen 5µm ist und dies im Vergleich zur
Periodizität der Wellenmuster, klein ist [68].

In den Simulationen kann für genügend große Furchentiefen ein
qualitativ ähnliches Verhalten der Wellen beobachtet werden. In Ab-
bildung 29C ist hierzu die Verteilung von membrangebundenem
MinD für verschiedene Furchentiefen dargestellt. Während sich die
Wellen für Furchentiefen kleiner als 0.8µm unbeeinflusst ausbreiten,
findet mit zunehmender Tiefe eine Ausrichtung der Wellenfronten
parallel zu den Vertiefungen statt. Für Furchentiefen ab 1.4µm breiten
sich die Wellen stets senkrecht zu den Furchen aus. Der Grund dafür
ist die abnehmende Proteindichte in den Furchen mit wachsender
Vertiefung. MinD und MinE binden verstärkt in den Bereichen der
Membran, die tiefer in die Pufferlösung ragen, siehe Abbildung 30A.
Aufgrund der Kooperativität von MinD führt dies zu einer Abnahme
der Dichten in den Vertiefungen, was das Bilden geschlossener Wel-
lenfronten senkrecht zur den Furchen verhindert. Stattdessen kommt
es zu einer Akkumulation der Min-Proteine entlang der Membraner-
höhungen, wodurch sich geschlossene Wellenfronten bilden, die par-
allel zu den Furchen orientiert sind. Durch die Interaktion mit MinE,
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Abbildung 30: Verteilung von MinD auf Membranen mit parallel ange-
ordneten Vertiefungen. A) Nahaufnahme der Verteilung von
membrangebundenem MinD zu kurz aufeinanderfolgenden
Zeiten. Die Konzentrationsmaxima bilden sich vornehmlich
auf den Erhebungen der Membran. Der schwarze Pfeil kenn-
zeichnet die Laufrichtung der Welle. B) Oben: Darstellung
der Proteinverteilung auf der gesamten Membran. Unten:
Kymograph von membrangebundenem MinD, aufgenom-
men entlang der weißen Linie (oben). Die Konzentrations-
maxima bilden sich vornehmlich auf den Erhebungen der
Membran, wodurch die Oberflächentopologie der Membran
durch den Farbkode des Kymographen reflektiert wird.

wird MinD von einer Erhebung gelöst und bildet an einer benach-
barten Erhebung ein neues Maxima. Dadurch breiten sich die Wellen-
fronten senkrecht zu den Vertiefungen aus, siehe Abbildung 30B.

In den Simulationen sind weder die Eigenschaften einzelner Pro-
teine noch die Lipidverteilung der Membran von der Oberflächento-
pologie abhängig. Die theoretischen Ergebnisse zeigen, dass das cha-
rakteristische Verhalten der Wellen in Abbildung 29A, alleine in der
lokalen Beeinflussung der Musterbildung durch die Oberflächentopo-
logie der Membran liegt.
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6
Z U S A M M E N FA S S U N G U N D A U S B L I C K

Im ersten Teil dieser Arbeit wurden auf Basis experimenteller Da-
ten, theoretische Annahmen über die molekularen Prozesse der bak-
teriellen Proteine MinD und MinE gemacht. Diese Prozesse wurden
sowohl in stochastischen Simulationen implementiert als auch durch
einen Satz von partiellen Differentialgleichungen beschrieben und da-
mit die Musterbildung der Proteine in vivo und in vitro untersucht.
Ziel der Arbeit war es eine möglichst einfache theoretische Beschrei-
bung zu finden, die alle bis dato bekannten Min-Protein Muster repro-
duzieren kann. In unserer theoretischen Beschreibung beschränkten
wir uns ausschließlich auf die molekularen Prozesse, für die es starke
experimentelle Hinweise gibt. Dies ist zum einen das kooperative Bin-
den von zytosolischem MinD an die Plasmamembran [37, 40, 41, 42]
und zum anderen das durch MinE-induzierte Ablösen von membran-
gebundenen MinD Molekülen [36, 37]. Neu in unserer Beschreibung
ist die Fähigkeit von MinE, nach dem Ablösen eines MinD Moleküls
kurzzeitig an der Membran zu verweilen, an ein weiteres MinD Mole-
kül zu binden und dieses dann von der Membran zu lösen. Diese Ei-
genschaft von MinE bezeichnen wir als MinE-Prozessivität. Hinweise
dazu liefern Messungen der Residenzzeit einzelner membrangebun-
dener Min-Proteine [32] als auch biochemische Strukturanalysen der
Proteine MinE und MinD [33].

6.1 zusammenfassung der ergebnisse

6.1.1 Die Musterbildung in vivo

• Unter Berücksichtigung des transienten Bindens von MinE an
die Membran und der damit verbundenen Prozessivität, bilden
unsere dynamischen Gleichungen alle Min-Protein-Muster die
bis heute in lebenden Zellen gefunden wurden.

• Wir konnten zwei neue Muster der Min-Proteine in lebenden
E.coli Zellen entdecken, die zuvor nicht bekannt waren. Dies
sind zum einen laufende Wellen in genügend langen Zellen bei
einem erhöhten Protein-Expressionslevel als auch sich bewegen-
de räumlich begrenzte Anhäufungen von membrangebundenen
Min-Proteinen, die sich in dicken Zellen ausbilden und die Zel-

51
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le umkreisen. Beide theoretischen Voraussagen konnten experi-
mentell durch Fluoreszenzmikroskopie verifiziert werden.

• Unsere Beschreibung des Min-Systems ist in der Lage die Struk-
tur des Phasenraums der in vivo Musterbildung qualitativ zu
reproduzieren. So können wir mit einem Satz an Parametern
einerseits die Abfolge der Muster wachsender Zellen reprodu-
zieren, als auch das stochastische Schalten und die laufenden
Wellen in Zellen mit erhöhter Proteinkonzentration.

• In Übereinstimmung mit vorangegangenen Arbeiten zeigt auch
diese Arbeit, dass molekulares Rauschen nur einen geringfü-
gigen Einfluss auf die in vivo Musterbildung hat. Makroskopi-
sche Auswirkungen von molekularem Rauschen zeigen sich nur
unter bestimmten Bedingungen. In kurzen Zellen bei einer er-
höhten Proteinkonzentration schalten die Proteine stochastisch
zwischen den beiden Zellpolen und in dicken Zellen verändert
die sich bewegende, räumlich begrenzte Anhäufung von Min-
Proteinen stochastisch ihre Bewegungsrichtung.

• Als Folge der sehr einfachen Reaktionsterme, ist unsere theore-
tische Beschreibung nicht in der Lage alle experimentellen De-
tails zu reproduzieren. Beispielsweise sind die Fluktuationen in
den Kymographen von Abbildung 6A und B stärker als in den
experimentellen Kymographen in Abbildung 2. Der MinE-Ring
ist in unseren Simulationen nicht oder nur minimal ausgeprägt.
Grund für dessen Bildung in den experimentellen Systemen,
könnte eine kooperative Wechselwirkung zwischen membran-
gebundenen MinE Molekülen sein. D.h. MinE bevorzugt das
Binden in Regionen der Membran, in denen es schon in erhöh-
ter Konzentration vorliegt. Ein weiterer Grund könnte das er-
schwerte Binden von MinE in Regionen der Membran sein, die
durch membrangebundenes MinD besetzt sind. Dies würde da-
zu führen, dass MinE in einer Pol-Pol Oszillation vor allem in
dem Bereich des MinD Clusters bindet der Nahe der Zellmitte
liegt, da dort die Proteindichte geringer ist. Die

6.1.2 Die Musterbildung in vitro

• Sowohl im Experiment als auch in den Simulationen bilden sich
auf großen rechteckigen Membranen, deren räumliche Ausdeh-
nung einer Vielzahl der Periodizität der Wellen beträgt, Spiralen
von denen sich laufende Wellen chaotisch in alle Richtungen der
Membran ausbreiten. Verkleinert man nun eine Seite der Mem-
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bran auf die Größenordnung der Wellenlänge, orientieren sich
die Wellen stets in Längsrichtung der Membran.

• Sowohl im Experiment als auch in der Theorie besitzen die Wel-
len eine starke Affinität dazu, sich auf rechteckigen Membra-
nen mit unterschiedlichen Seitenverhältnissen entlang der Dia-
gonalen auszubreiten. Die Ausrichtung der Wellen entlang der
Diagonalen demonstriert die hohe Sensitivität des Min-Systems,
die Längsachse der jeweiligen Geometrie zu detektieren.

• Auf gekrümmten Membranen, passen die Wellen flexibel ih-
re Laufrichtung dem kurvigen Membranverlauf an und folgen
dem längsten Weg. Alle charakteristischen Merkmale, die Wel-
len beim Durchlaufen der L-förmigen Membran zeigen, werden
durch die Wellen aus den Simulationen qualitativ wiedergege-
ben.

• Auf Membranen die durch inerte Bereiche voneinander getrennt
sind, kann es zu einem Austausch und somit zu einem synchro-
nisierten Verhalten der Proteine benachbarter Membranen kom-
men. Diese Synchronisation erlaubt es den Wellen sich über die
inerten Bereiche hinweg auszubreiten.

• Auf Membranen mit parallel angeordneten Vertiefungen, orga-
nisieren sich die Wellenfronten parallel zu den Vertiefungen
und breiten sich senkrecht zu ihnen aus [68]. Unsere theore-
tische Beschreibung kann dieses Verhalten reproduzieren und
wir können zeigen, dass die Ausrichtung der Wellen, eine Folge
der lokalen Beeinflussung der Musterbildung durch die Ober-
flächentopologie der Membran ist.

• Die sehr einfache Beschreibung der Dynamik des Min-Systems
führt dazu, dass nicht jedes Charaktersitikum der in vitro Mus-
terbildung reproduziert werden kann. Die Wellenprofile in Ab-
bildung 16 unterscheiden sich von den experimentell bestim-
men Profilen in Abbildung 4B. Des Weiteren unterscheiden sich
die experimentellen und theoretischen Residenzzeiten von mem-
brangebundenem MinD und MinE in den unterschiedlichen Seg-
menten der Welle. In der theoretischen Beschreibung nimmt
die Residenzzeit von MinD zum Heck der Welle ab. Dies ist
durch die ansteigende Konzentration von MinE in Richtung des
Hecks zu erklären. In den Experimenten hingegen ist trotz ho-
her MinE Konzentration die Residenzzeit von MinD am Heck
der Welle am höchsten [32]. Eine mögliche Erklärung können in-
termolekulare Wechselwirkungen zwischen membrangebunde-
nen MinD Molekülen sein, welche die Membraninteraktion sta-
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bilisieren. Diese werden in unserer theoretischen Beschreibung
nicht berücksichtigt.

6.2 ausblick

Vergleicht man die Bildung stehender Wellen in vivo in unserem Mo-
dell mit dem Modell von Huang et al. [28], so zeigt sich, dass die
MinE-Prozessivität durch eine erhöhte Binderate von MinE an mem-
brangebundenes MinD substituiert werden kann. Zusätzlich benöti-
gen Huang et al. eine endliche ATP-ADP Austauschrate des zytosoli-
schen MinD Moleküls um stehende Wellen mit mehreren Knoten zu
stabilisieren. Beide theoretischen Beschreibungen liefern unterschied-
liche Mechanismen, die den Pol-Pol Oszillationen zu Grunde liegen.
Welcher der beiden Mechanismen nun in lebenden Zellen die Oszil-
lation realisiert, bleibt experimentell zu klären.

Um alle Charakteristika der Musterbildung der Min-Proteine zu re-
produzieren, benötigen wir einen tieferen Einblick in die molekularen
Details der involvierten Proteine. Weitere genetische, physiologische
und strukturelle Untersuchungen der Min-Proteine sind notwendig
um die Diskrepanzen zwischen Theorie und Experiment weiter zu
verringern.

Außerdem sind für einen quantitativen Vergleich auf der Basis ein-
zelner Zellen, präzise Messungen der Konzentrationen von MinD
und MinE notwendig. Diese könnten genutzt werden um die in vi-
vo Phasendiagramme aus Abbildung 10 experimentell zu realisieren.

Unsere Beschreibung der Dynamik des Min-Systems kann verwen-
det werden um neue in vitro Experimente zu konzipieren mit deren
Hilfe wir einen tieferen Einblick in die Wechselwirkung zwischen
Min-Protein Dynamik und der Bildung des Z-Rings in lebenden Zel-
len erlangen können. Ein Beispiel hierfür Zusätzlich können wir mit
unserer Beschreibung die Bedingungen bestimmen, bei denen Min-
Protein Mustern in Vesikeln in in vitro Systemen entstehen können.
Experimente dieser Art stellen wichtige Schritte dar, ein synthetisches
Systems zu generieren, welches in der Lage ist, sich selbstständig zu
teilen. Dies wäre der erste Schritt zur synthetischen Zelle.
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Die Wahrnehmung ihrer Umwelt ist für das Überleben von Zellen
von fundamentaler Bedeutung. Um Signale ihrer Umwelt wahrzuneh-
men, detektieren Zellen mittels spezifischer Rezeptoren externe Reize,
beispielsweise in Form von mechanischem Druck, von Licht oder che-
mischen Gradienten, und wandeln sie in zellinterne Signale um. Die
Weiterleitung des Signals ins Innere der Zelle erfolgt in Abhängigkeit
des Rezeptortyps über zwei Wege. Ein Typ von Rezeptoren leitet das
Signal weiter, indem er seine cytoplasmatische Domäne in eine An-
dockstation für zelluläre Signalproteine umwandelt, ein anderer Typ
setzt mittels Effektoren Botenstoffe wie etwa Ca2+ , DAG oder cAMP
frei, die ihrerseits wiederum Signalproteine aktivieren [1, 69]. Doch
völlig gleich welcher Weg gewählt wurde, die Aktivierung eines Re-
zeptors, führt zur Aktivierung eines intrazellulären Signalproteins,
dass an der ersten Stelle eines Signalübertragungsweges steht. Dieses
Protein kann bei dem ihm nachgeschalteten Protein eine Konformati-
onsänderung bewirken, wodurch es aktiviert bzw. inhibiert wird [69].
Auf diese Weise bildet sich eine kaskadenhafte Abfolge von Aktivie-
rungen bzw. Inhibierungen spezifischer Signalproteine, die das Signal
an den Ort der Zelle leiten, in dem die Zellantwort generiert wird.

Neben der reinen Existenz eines externen Signals nehmen Zellen
auch die räumliche Modulation von Signalen wahr. So sind Zellen
beispielsweise in der Lage, sich in der Umgebung eines Repulsivstof-
fes in die Richtung fortzubewegen, in dem die Konzentration des
Repellenten abnimmt. Zellen, die sich auf Oberflächen oder in Zell-
verbänden befinden, bilden in Abhängigkeit ihrer Kontaktstellen fo-
kale Adhäsionspunkte, um sich zu bewegen bzw. Informationen mit
Nachbarzellen auszutauschen. Um die räumliche Aspekte externer Si-
gnale zu erfassen, benötigen Zellen Mechanismen, die die räumliche
Modulation dieser Signale in eine intrazelluläre Information überfüh-
ren.

Bei dieser Überführung spielen voraussichtlich sekundäre Boten-
stoffe wie etwa Ca2+ , cAMP oder DAG aufgrund ihrer räumlichen
Diversität eine entscheidende Rolle. So breitet sich cAMP etwa in
Form von laufenden Wellen und Spiralen in vielzelligen Verbänden
von Dictyostelium aus [70]. Ca2+ erscheint innerhalb einer Zelle, so-
wohl in Form von globalen Wellen und Oszillationen als auch in Form
elementarer räumlich beschränkter Ca2+ -Freisetzungen [71, 72]. Wäh-
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rend cAMP und Ca2+ zytosolisch sind, ist DAG membrangebunden
und breitet sich vom Ort seiner Entstehung durch Diffusion aus. Da
viele Signalproteine durch einen bzw. eine Kombination mehrerer se-
kundärer Botenstoffe aktiviert werden, überträgt sich die räumliche
und zeitliche Modulation der Botenstoffe auf die Signalproteine, die
diese wiederum auf ihre Zielproteine übertragen usw.

Eine Gruppe von Signalproteinen, die in einem breiten Spektrum
von Signalkaskaden integriert ist und somit eine Vielzahl von zellu-
lären Funktionen reguliert, ist die Proteinkinase C [73, 74, 75, 76].
Als Kinasen katalysieren sie den Transfer einer Phosphatgruppe von
Nukleosidtriphosphaten auf die Seitenketten-Hydroxy-Gruppe einer
Aminosäure. Man bezeichnet diesen Prozess als Phosphorylierung.
Da die Phosphatgruppe polar ist, hat dies in der Regel eine Kon-
formationsänderung des phosphorylierten Proteins zur Folge, was
sich in einer Änderung von dessen Aktivität zeigt. Eine wichtige Un-
tergruppe der Proteinkinase C ist die Gruppe der konventionellen
Proteinkinasen C (cPKCs). Sie setzt sich aus den Proteinen PKCα,
PKCβ und PKCγ zusammen. Die Proteine dieser Gruppe werden in
einem großen Spektrum von lebenden Zellen exprimiert und durch
die beiden sekundären Botenstoffe Ca2+ und DAG aktiviert, wodurch
sie an die räumliche Modulation der beiden Bodenstoffe gekoppelt
sind und als Koinzidenzdetektor dienen können [7]. D.h. die Akti-
vierung des Proteins ist an das zeitgleiche Vorhandensein der beiden

katalytisch regulatorisch 

Abbildung 31: Schematische Dar-
stellung der Domänenstruktur von
PKCα. PKCα besteht aus einer ka-
talytische und einer regulatorischen
Domäne. Die regulatorische Domäne
setzt sich aus der C2-Domäne, den
Domänen C1a und C1b sowie dem
Pseudosubstrat zusammen. Die C2-
Domäne des Proteins bindet Ca2+-
abhängig an die Phosphatidylserine
(PS) in der Membran. Via C1-Domäne
bindet das Protein an den membran-
gebundenen sekundären Botenstoff
Diacylglycerol (DAG).

Kofaktoren an einem Ort gekop-
pelt. In dieser Arbeit beschrän-
ken wir uns auf die Analyse
der Dynamik von PKCα als Re-
präsentant dieser Gruppe. PKCα

wird ubiquitär exprimiert und
spielt in einem großen Spektrum
von zellulären Funktionen wie
beispielsweise der Zellprolifera-
tion, der Apoptose oder der Zell-
teilung eine wichtige Rolle [77].
Als Mitglied der konventionel-
len PKCs (cPKCs) wird PKCα

durch das Binden der beiden Ko-
faktoren Ca2+ und Diacylglyce-
rol (DAG) aktiviert.

Abbildung 31 zeigt die Domänenstruktur des Proteins. PKCα be-
steht aus einer N-terminalen regulatorischen und einer C-terminalen
katalytischen Region, die sich aus den vier konservierten Domänen
C1-C4 zusammensetzen [78, 79]. Die C1- Domäne beinhaltet ein Cys-
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reiches Motiv, welche die Bindestelle für DAG/Phorbolester bildet [80].
Die C1-Domäne ist unmittelbar einer autoinhibitorischen Pseudosub-
stratsequenz vorangestellt [81, 79]. Diese bindet an die katalytische
Domäne von PKCα und inhibiert die Kinaseaktivität des Proteins.
Die C2-Domäne beinhaltet die Erkennungsstelle für Lipide und die
Ca2+-Bindestelle [82]. Die Domänen C3 und C4 bilden die ATP- und
Substratbindestellen [83]. Die regulatorische und katalytische Hälften
sind durch eine Gelenkregion miteinander verbunden. Diese wird in-
stabil sobald PKCα an die Phospholipide der Membran bindet [79].

Abbildung 32 illustriert die Aktivierung von PKCα. In inaktiver
Form liegt PKCα als zytosolisches Protein vor und ist homogen

Ca
2+

DAG

PKCα

Abbildung 32: Regulation von PKCα
durch die Kofaktoren Ca2+ und Dia-
cylglycerol (DAG). 1) Im inaktiven
Zustand liegt PKCα als zytolisches
Protein vor. Das Pseudosubstrat blo-
ckiert die katalytische Domäne des
Proteins. Das Binden von Ca2+-Ionen
an die C2-Domäne führt zu einer Kon-
formationsänderung der C2-Domäne,
wodurch PKCα an die Phosphatidyl-
serine (PS) in der Membran binden
kann. 2) PKCα transloziert zur Plas-
mamembran und bindet mittels akti-
ver C2-Domäne an PS in der Mem-
bran. 3) PKCα bindet mittels C1a-
Domäne an DAG, was zur Freiset-
zung der katalytischen Domäne und
damit zur Aktivierung der Kinaseak-
tivität des Proteins führt.

verteilt. Das Binden von Ca2+-
Ionen an die C2-Domäne des
Proteins führt zu einer Konfor-
mationsänderung der Domäne,
was die Bindeaffinität der C2-
Domäne für Phospholipide er-
höht. Die Lebenszeit des Ca2+-
besetzen Zustandes von zytoso-
lischem PKCα beträgt etwa 12-
15 ms, wird jedoch durch das
Binden der C2-Domäne an die
Phospholipide der Membran um
das 5-fache vergrößert [84, 85,
7]. Im membrangebundenen Zu-
stand bindet PKCα mittels C1a-
Domäne an den sekundären Bo-
tenstoff DAG, was die Stabili-
tät der Membraninteraktion wei-
ter stabilisiert. Das simultane
Binden von zwei Ca2+-Ionen,
dem Phospholipid und DAG,
führt zur Freisetzung der kataly-
tischen Domäne durch das Pseu-
dosubstrat, was zur maximalen
Aktivierung der Kinase führt. In
dieser Konformation kann PKCα

Zielproteine phosphorylieren. Anzumerken ist hier, dass die Lebens-
zeit des Ca2+-C2 Komplexes von membrangebundenem PKCα mit
60-75 ms sehr kurz ist, wenn man berücksichtigt, dass die maxima-
le Phosphorylierungsrate etwa 6 Phosphorylierungen pro Sekunde
ist [86, 87, 7].
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C

A B

C

Abbildung 33: Räumlich eingeschränkte PKCα Translokation, induziert
durch ein räumlich beschränktes Ca2+-Signal. A) HEK-
Zelle transfiziert mit PKCα-DsRed2 und fluo-4. Die vier gelb
markierten Regionen kennzeichnen die Orte der Messung. B)
Zeitlicher Verlauf der relativen Fluoreszenz von membrange-
bundenem PKCα-DsRed2 (blau), von PKCα-DsRed2 im an-
grenzenden Zytosol (rot) und fluo-4 (grün) in den vier in
(A) gekennzeichneten Regionen. Die schwarzen horizontalen
Balken kennzeichnen die Zeitspanne der ATP-Stimulation. C)
Räumliche Verteilung von PKCα-DsRed2 (oben) und räumli-
che Verteilung von aktivem fluo-4 (unten) zu den in (B) mar-
kierten Zeitpunkten. Die Abbildung ist aus [7].

Die Lokalisation und die zeitliche Dynamik von membrangebun-
denem PKCα hängt stark von den räumlichen und zeitlichen Eigen-
schaften des zugrundeliegenden Ca2+-Signals ab. Ca2+-Signale unter-
liegen einer starken raumzeitlichen Heterogenität und reichen von lo-
kalen Ca2+- Freisetzungen, wie etwa dem Ca2+-Puff oder Ca2+-Spark
mit einer räumlichen Ausdehnung von 1-3µm und einer Dauer von ∼
1s-2s, bis hin zu globalen Ca2+-Wellen, die die gesamte Zelle durch-
ziehen und mehrere Sekunden andauern können [71, 72]. Da die
Translokation von PKCα zur Plasmamembran durch Ca2+ reguliert
wird, unterliegt auch die Verteilung von PKCα einer starken raum-
zeitlichen Heterogenität.

Abbildung 33 zeigt die Verteilung von PKCα in HEK293-Zellen
als Folge eines räumlich ausgedehnten Ca2+-Signals. Die Stimulati-
on der Zelle mit einer anfänglich geringen Konzentration von 5µM
ATP, führt zur Freisetzung von Ca2+ in einem eingeschränkten Zell-
bereich, was eine Translokation von PKCα in dieser Region zur Fol-
ge hat. Eine weitere ATP-Stimulation der Zelle mit einer erhöhten
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Abbildung 34: Kurzlebige PKCα-Cluster. Bildung kurzlebiger PKCα-
Cluster in einer mit PKCα-EYFP transfizierten COS1-Zelle
nach der Stimulation mit 25µM ATP. A) Relative Fluoreszenz
als Funktion der Zeit für die in (B,1) gekennzeichneten Punk-
te der Membran. B) Schnappschüsse der räumlichen Fluores-
zenzverteilung von PKCα-EYFP auf der Plasmamembran zu
den in (A) markierten Zeitpunkten. Schnappschuss (1) zeigt
die Orte der beiden Messpunkte. Die Abbildung entstammt
[7]. Sie wurde modifiziert.

Konzentration von 25µM führt zu einer globalen Freisetzung von
Ca2+. In allen vier Messregionen kommt es nahezu zeitgleich zu ei-
nem Anstieg der Ca2+-Konzentration, was eine globale Translokation
von PKCα zur Plasmamembran bewirkt, siehe Abbildung 33B, C. Ein
Vergleich des zeitlichen Verlaufs der Fluoreszenz von fluo-4 mit der
Fluoreszenz von PKCα-DsRed2 zeigt die unmittelbare räumliche und
zeitliche Kopplung der Signale. Die Translokation von PKCα spie-
gelt sowohl die räumlichen als auch die zeitlichen Eigenschaften des
Ca2+-Signals wider [7].

Neben globalen Translokationen von PKCα zur Plasmamembran,
lassen sich in Zellen auch räumlich stark begrenzte Translokationen
beobachten, die wir als PKCα-Cluster bezeichnen, siehe Abbildung 34

und Abbildung 35. Bzgl. ihrer Lebenszeit, lassen sie sich in zwei Po-
pulation unterteilen: Kurzlebige PKCα-Cluster mit einer Lebenszeit
zwischen 500 ms und 1500 ms und langlebige Cluster mit einer Le-
benszeit, die länger als 4s andauert [7]. Abbildung 34 zeigt das Bei-
spiel zweier kurzlebiger PKCα-Cluster. Bei deren Entstehung nimmt
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Abbildung 35: Langlebige PKCα-Cluster. Bildung langlebiger PKCα-
Cluster in einer mit PKCα-EYFP transfizierten COS1-Zelle
nach der Stimulation mit 25µM ATP. A) Relative Fluores-
zenz als Funktion der Zeit für die in (B,1) gekennzeichne-
ten Punkte der Membran. Die Fluoreszenzkurven langlebiger
PKCα-Cluster zeigen einen charakteristischen Verlauf. Die
Fluoreszenz nimmt zu, sättigt und bildet eine Plateaupha-
se. In dieser Phase sind die Proteine stabil mit der Membran
verbunden. Nach einer gewissen Zeit lösen sich die Proteine
nahezu zeitgleich von der Membran ab, wodurch die Fluo-
reszenz schlagartig abnimmt. B) Schnappschüsse der räumli-
chen Fluoreszenzverteilung von PKCα-EYFP auf der Plasma-
membran zu den in (A) markierten Zeitpunkten. Die Abbil-
dung entstammt [7].

die Fluoreszenz von membrangebundenem PKCα lokal zu und nach
Erreichen ihres Maximalwertes unmittelbar ab. Da die räumliche Aus-
dehnung (< 4µm) als auch die Lebenszeit (∼ 1s-2s) dieser Cluster
der Ausdehnung und Dauer von Ca2+-Puffs entspricht, liegt es nahe,
dass sie die direkte Folge einer lokalen und kurzzeitigen Freisetzung
von Ca2+ unmittelbar oberhalb der Membran sind [7]. Eine genaue
experimentelle Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Ca2+-
Freisetzung und lokalen PKCα-Translokationen steht aus.

Abbildung 35 zeigt die räumliche Verteilung der Fluoreszenz und
den zeitlichen Verlauf deren maximalen Intensität am Beispiel zweier
langlebiger PKCα-Cluster. Während im Fall kurzlebiger PKCα-Cluster
die Fluoreszenzintensität nach dem Erreichen ihres Maximums un-
mittelbar abnimmt, bildet sie bei langlebigen Clustern eine Plateau-

[ 16. Juni 2015 at 11:12 – classicthesis version 4.1 ]



einleitung : die proteinkinase pkcα 61

phase, die mehrere Sekunden anhält und danach schlagartig abfällt,
siehe Abbildung 35A. Auch hier gehen wir davon aus, dass die räum-
lich stark abgegrenzte Akkumulationen von PKCα, siehe
Abbildung 35B, die Folge einer lokalen Freisetzung von Ca2+ direkt
oberhalb der Membran ist. Die Lebenszeit der beiden Cluster (≈ 6s
und ≈ 4s) überschreitet die maximale Dauer elementarer Ca2+ Frei-
setzungen (≈ 1s) signifikant. Eine mögliche Ursache dieser verlänger-
ten Lebenszeit, könnte in der Interaktion von PKCα mit dem mem-
brangebundene Botenstoff DAG liegen, der die Bindung des Proteins
zur Membran stabilisiert und damit deren Lebenszeit verlängert [7].
Für die Bildung der Plateauphase und der anschließenden, schlagar-
tigen Abnahme der Fluoreszenz in Abbildung 35A liefert das Vorhan-
densein von DAG jedoch keine Erklärung. Da die Bindung zu DAG
lediglich die Lebenszeit einzelner PKCα Moleküle im membrange-
bundenen Zustand erhöht, würde unmittelbar nach dem Erreichen
der Maximalintensität in Abbildung 35, die Intensität exponentiell
abnehmen. Im Vergleich zu der Situation ohne DAG, wäre die cha-
rakteristische Zeitkonstante der Intensitätsabnahme größer, es würde
sich jedoch keine Plateauphase bilden an deren Ende die Intensität
schlagartig abnimmt.

In Abbildung 36 sind die Eigenschaften von 160 untersuchten
PCKα-Clustern zusammengefasst. Wie zu Beginn beschrieben, lassen
sich zwei Populationen von Lebenszeiten unterscheiden,
siehe Abbildung 36A. Kurzlebige Cluster mit einer Lebenszeit <2s
und langlebige Cluster mit Lebenszeiten, die größer als 4s sind. Die
Häufigkeitsverteilung der maximalen Fluoreszenzintensität ∆ f / f0,
der in den 160 Zellen untersuchten PKCα-Cluster, zeigt zwei lokale
Maxima bei etwa 0.4 und 1.2, siehe Abbildung 36B. Setzt man nun die
Lebenszeit in Beziehung mit der maximalen Fluoreszenzintensität,
siehe Abbildung 36C, so zeigt dies, dass eine notwendige Bedingung
langer Lebenszeiten, eine hohe Fluoreszenzintensität und damit ei-
ne möglichst dichte Anordnung der Proteine im PKCα-Cluster ist [7].
Abbildung 36D zeigt die Häufigkeitsverteilung der räumlichen Aus-
dehnung der 160 untersuchten PKCα-Cluster. Die Ausdehnung ele-
mentarer Ca2+ Signale liegt gewöhnlich zwischen 1µm und 6µm [88]
und liegt damit in guter Übereinstimmung mit der räumlichen Aus-
dehnung der untersuchten PKCα Cluster, was einen weiteren Hin-
weis für die direkte Kopplung zwischen lokaler Ca2+ Freisetzung
und der Bildung von PKCα-Clustern darstellt.

In den nun folgenden drei Kapiteln untersuchen wir welche Mecha-
nismen für die Bildung langlebiger PKCα Cluster verantwortlich sind.
Dazu entwickeln wir eine theoretische Beschreibung, deren zentraler
Mechanismus die intermolekulare Wechselwirkung membrangebun-
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Abbildung 36: Eigenschaften von PKCα-Clustern in COS1-Zellen. COS1-
Zellen wurden mit PKCα-EYFP bzw. PKCα-EGFP transfiziert
und mit 25µM ATP stimuliert. A) Häufigkeitsverteilung der
Lebenszeiten von PKCα-Clustern. Die Lebenszeit entspricht
dem Abstand der Zeitpunkten in denen die Fluoreszenz 50%
ihres Maximalwertes beträgt. B) Häufigkeitsverteilung der
maximalen Fluoreszenz von PKCα-Clustern. C) Maximale
Fluoreszenz als Funktion der Lebenszeit. D) Häufigkeitsver-
teilung der räumlichen Ausdehnung von PKCα-Cluster. Die
Abbildung entstammt [7]. Sie wurde modifiziert.

[ 16. Juni 2015 at 11:12 – classicthesis version 4.1 ]



einleitung : die proteinkinase pkcα 63

dener PKCα Moleküle ist. Um unsere Annahme zu überprüfen, füh-
ren wir Fluoreszenzmessungen an lebenden HEK-Zellen durch, die
sowohl YFP- als auch CFP-markierte PKCα Moleküle zeitgleich expri-
mieren und vergleichen die experimentellen Ergebnisse mit den ent-
sprechenden Ergebnissen der stochastischen Simulationen. Die Expe-
rimente wurden von Xin Hui und Lars Kaestner in der Arbeitsgruppe
von Prof. Dr. Peter Lipp durchgeführt.
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8
D I E D Y N A M I K V O N P K C α

Ausgehend von den molekularen Eigenschaften von PKCα , als auch
dessen durch Fluoreszenzmessung bestimmten Translokations- und
Bindeverhaltens, entwickeln wir in diesem Kapitel eine theoretische
Beschreibung, die es erlaubt, das charakteristische Verhalten lang-
lebiger PKCα-Cluster zu erklären. Damit ist diese Beschreibung in
der Lage, das gesamte durch Ca2+ -induzierte raumzeitliche Spek-
trum der PKCα-Dynamik qualitativ zu reproduzieren. Sie basiert so-
wohl auf einer allosterischen Regulation des Proteins als auch auf ei-
ner intermolekularen Wechselwirkung membrangebundener PKCα-
Moleküle.

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, ist PKCα höchstwahr-
scheinlich in der Lage, die komplexe raumzeitliche Dynamik von
Ca2+ -Signalen auszulesen und sie in eine Translokation zur Plas-
mamembran zu übersetzen. Während sich die Bildung kurzlebiger
Cluster und globale Translokationen von PKCα qualitativ durch die
Wechselwirkung der C2-Domäne mit den Phospholipiden der Mem-
bran bzw. der C1-Domäne mit DAG erklären lassen, sind die cha-
rakteristischen Eigenschaften langlebiger PKCα-Cluster durch diese
Interaktionen nicht zu beschreiben.

Neben der Interaktion der C2-Domäne zu PS und der C1-Domäne
zu DAG, schlagen wir dazu eine weiter Interaktion von membrange-
bundenem PKCα vor. Dies ist die intermolekulare Wechselwirkung
membrangebundener PKCα-Moleküle. Eine solche Wechselwirkung
könnte die Ca2+ - gebundene Konformation des membrangebunde-
nen PKCα Moleküls stabilisieren und damit die Lebenszeit des Prote-
ins auf der Membran verlängern. Gleichsam könnte sich durch die in-
termolekulare Wechselwirkung der Proteine Konformationsänderun-
gen im gesamten Komplex ausbreiten, die zu dessen Destabilisierung
und somit zu einem schlagartigen Ablösen der Proteine von der Mem-
bran führen. Abbildung 37 zeigt schematisch die Prozesse von PKCα ,
die wir in unserer theoretischen Beschreibung berücksichtigen.

In Abhängigkeit der Anzahl der gebundenen Ca2+-Ionen, existie-
ren drei Zustände von PKCα: Ca2+-loses PKCα sowie Proteine de-
ren C2-Domäne an ein bzw. zwei Ca2+-Ionen gebunden sind. PKCα

Moleküle, deren C2-Domäne an ein Ca2+-Ion gebunden ist, bezeich-
nen wir im Folgenden mit PKCα1Ca2+

. PKCα Moleküle mit Bindung
an zwei Ca2+-Ionen werden mit PKCα2Ca2+

bezeichnet. Die Dynamik
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Abbildung 37: Schematische Darstellung der molekularen Prozesse. Es
existieren drei Zustände von zytosolischem PKCα: Ca2+-
loses PKCα, PKCαCa2+

mit Bindung zu einem Ca2+-Ion, so-
wie PKCα2Ca2+

mit Bindung zu zwei Ca2+-Ionen. Ausschließ-
lich PKCα2Ca2+

bindet an die Membran. Stoßen im membran-
gebundenen Zustand PKCα2Ca2+

zusammen, bilden sie Kom-
plexe, wodurch die Ca2+-Bindung der Moleküle stabilisiert
wird. Im Komplex kommt es spontan zu Konformationsän-
derungen, welche sich im gesamten Komplex ausbreiten und
ihn destabilisieren. PKCα-Moleküle in der neuen Konforma-
tion verlieren die Fähigkeit neue Komplexen zu bilden.

von Ca2+ wird in unserer Beschreibung nicht explizit berücksichtigt.
Stattdessen nehmen wir die Dichte von Ca2+ im gesamten System
als homogen und konstant an und drücken die Binderaten von PKCα

zu Ca2+ als Funktion der globalen Ca2+ Dichte cCa2+ aus. Die Zu-
standsänderung von zytosolischem PKCα, die durch das Binden eines
Ca2+ Ions entsteht, erfolgt mit der Rate ω̄b,c · cCa2+ . Die Zustandsän-
derung von zytosolischem PKCα durch das Ablösen eines Ca2+-Ions
findet mit der konstanten Rate ω̄d,c statt. Ausschließlich PKCα Mo-
leküle welche an zwei Ca2+-Ionen gebunden sind, besitzen eine ge-
nügend hohe Membranaffinität und binden mit der Rate ωa an die
Membran. Dort kann PKCα2Ca2+

als frei diffusives Molekül oder in
einem Komplex vorliegen. Außerhalb eines Komplexes erfolgt das
Ablösen von Ca2+ mit der Rate ω̄d,m. Neue Ca2+-Ionen binden mit
der Rate ω̄b,m · cCa2+ . Ca2+-loses PKCα löst sich mit der Rate ω̄d von
der Membran ab. Im Komplex wird die Bindung von Ca2+ zu PKCα

durch die Interaktion benachbarter Proteine stabilisiert. Die Ablösera-
te von Ca2+ eines Moleküls mit n Nachbarmolekülen bestimmt sich
zu ω̄d,mc(n) = ω̄d,me−αn. PKCα-Moleküle im Komplex ändern spon-
tan mit der Rate ωt ihre Konformation. Moleküle in dieser Konfor-
mation erhöhen die Umwandlungsrate ihrer direkten Nachbarn von
ωt auf ωit. PKCα Moleküle in der neuen Konformation verlieren die
Fähigkeit sich in Komplexen zu organisieren und setzen Ca2+ erneut
mit hoher Rate ω̄d,m frei.

Um die Dynamik von PKCα zu analysieren, die durch die betrach-
teten Prozesse entstehen, verwenden wir eine teilchen-basiertes sto-
chastisches Modell. In diesem Modell entspricht jedes Molekül einem
Teilchen, welches sich im Zytoplasma als auch auf der Membran zu-
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fällig bewegt und den folgenden sich stochastisch ereignenden Reak-
tionen unterliegt. Das verwendete Reaktionsschema sieht wie folgt
aus:

PKCαnCa2+

cyt
ω̄b,c·cCa2+−−−−−→ PKCα

(n+1)Ca2+

cyt (17)

PKCα
(n+1)Ca2+

cyt
ω̄d,c−−−−−−→ PKCαnCa2+

cyt (18)

PKCαnCa2+

mem
ω̄b,m·cCa2+−−−−−→ PKCα

(n+1)Ca2+

mem (19)

PKCα
(n+1)Ca2+

mem
ω̄d,m−−−−−→ PKCαnCa2+

mem (20)

PKCα∗nCa2+

mem
ω̄b,m·cCa2+−−−−−→ PKCα

∗(n+1)Ca2+

mem (21)

PKCα
∗(n+1)Ca2+

mem
ω̄d,m−−−−−→ PKCα∗nCa2+

mem (22)

PKCα2Ca2+

cyt
ωb−−−−−→ PKCα2Ca2+

mem (23)

PKCα0·Ca2+

mem
ωd−−−−−→ PKCα0·Ca2+

cyt (24)

PKCα∗0·Ca2+

mem
ωd−−−−−→ PKCα∗0·Ca2+

cyt (25)

(PKCα PKCα PKCα)K
ωt−−−−−→ (PKCα PKC∗α PKCα)K (26)

(PKCα PKC∗α PKCα)K
ωit−−−−−→ (PKC∗α PKC∗α PKC∗α)K

(27)

Wir ignorieren in unseren Simulationen die räumlichen Inhomoge-
nitäten im Zytoplasma und in der Membran, die in lebenden Zellen
etwa durch Variationen in der Lipidzusammensetzung oder durch
die Verdrängung des Zytoplasmas durch Zellorganellen hervorgeru-
fen werden.

Die in den Simulationen verwendeten Parameter sind in Tabelle 2

dargestellt. Die Diffusionskonstante Dc von zytosolischem PKCα wird
durch die Kombination von experimentellen und theoretischen Me-
thoden bestimmt. Zur Bestimmung verwenden wir FLAP (Fluorescence
Localisation After Photobleaching) und simulieren die zeitliche Entwick-
lung der Fluoreszenzverteilung durch das Lösen der Diffusionsglei-
chung in den jeweiligen Zellgeometrien. Durch den Vergleich der zeit-
lichen Entwicklung der Fluoreszenzverläufe in Experiment und Theo-
rie bestimmen wir anschließend den Wert der Diffusionskonstanten.

In den Experimenten wird hierzu PKCα-Dendra2 in einer mög-
lichst kleinen Region der Zelle photoaktiviert und der zeitliche Ver-
lauf der räumlich gemittelten Fluoreszenz in der Aktivierungsregi-
on gemessen. Abbildung 38A zeigt Schnappschüsse der Fluoreszenz-
verteilung zu unterschiedlichen Zeitpunkten. Während unmittelbar
nach der Photoaktivierung ausschließlich die Proteine in der Aktivie-
rungsregion fluoreszieren, erfolgt durch Diffusion, die Verbreitung
der Fluoreszenz in der gesamten Zelle. Zusätzlich zur Diffusion, führt
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Abbildung 38: Bestimmung der Diffusionskonstanten von zytosolischem
PKCα mittels FLAP. A) Zeitserie der Verteilung von PKCα-
Dendra2 nach der Aktivierung von Dendra2 im weiß mar-
kierten Bereich. B) Lösung der Diffusionsgleichung in einer
der Zelle in (A) nachkonstruierten zweidimensionalen Geo-
metrie. C) Räumlich gemittelte Intensität im weiß umrande-
ten Gebiet in (A) als Funktion der Zeit (blaue Messpunk-
te) und entsprechender Fit aus den Simulationen (rote Kur-
ve). Der Fit-Parameter ist die Diffusionskonstante, die Rate
ωd, welche den Fluoreszenzverlust als Folge des Bleachings
beschreibt, wird direkt aus den experimentellen Daten be-
stimmt. D) Tabelle der ermittelten Diffusionskontanten und
Fluoreszenzverlustraten ωd für verschiedene Zellen (oben)
und Box-Whisker-Plot der Diffusionskontante (unten). Die
Maßstäbe sind 10µm (Experiment) und 5µm (Simulation).
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ein weiterer Prozess zu Abnahme der Fluoreszenz in der Aktivie-
rungsregion. Dies ist das Zerstören der Farbstoffe durch die Photo-
aktivierung (Photobleaching). Um das Photobleaching zu berücksichti-
gen wird die zeitliche Abnahme der Gesamtfluoreszenz exponentiell
approximiert und die Abfallrate ωd aus der Fitkurve bestimmt. Um
nun die Diffusionskonstante D von zytosolem PKCα zu bestimmen,
wird die Diffusionsgleichung

∂

∂t
c = D∇2c−ωdc (28)

in der nachkonstruierten Zellgeometrie gelöst. Abbildung 38B zeigt
die Lösung der Diffusionsgleichung zu verschiedenen Zeitpunkten
der Simulation in einer der realen Zellen in Abbildung 38A nach-
empfundenen Geometrie. Zur Bestimmung der Diffusionskonstan-
ten wird der zeitliche Verlauf der räumlich gemittelten Intensität im
schwarz umrandeten Gebiet in Abbildung 38B mit dem zeitlichen
Verlauf der räumlich gemittelten Intensität im weiß umrandeten Ge-
biet in Abbildung 38A verglichen. Durch Variation der Diffusionskon-
stanten wird so die beste Fitkurve ermittelt. Abbildung 38C zeigt die
experimentelle (blau) und gefittete Kurve (rot) für die Zelle in Ab-
bildung 38A. In Abbildung 38D sind die auf diese Weise ermittelten
Diffusionskonstanten D und Abfallraten ωd der sechs untersuchten
Zellen tabellarisch dargestellt. Der Mittelwert der Diffusionskonstan-
ten liegt bei etwa 9µm2/s. Der Wert der Rate ωd variiert von Zelle zu
Zelle. Dies könnte die Folge von unterschiedlich starken Belichtungs-
intensitäten sein, die verwendet wurden um die räumliche Verteilung
der Fluorophore sichtbar zu machen.

Die Diffusionskonstante Dc von zytosolischem PKCα wird auf Ba-
sis der experimentell ermittelten Diffusionskonstanten in den Simu-
lationen auf 10µm2/s aufgerundet. Die Diffusionskonstante Dm der
membrangebundenen Proteine wird auf 1µm2/s gesetzt und liegt da-
mit in der typischen Größenordnung von Diffusionskonstanten mem-
brangebundener Proteine. Die Lebenszeit des zytosolischen Ca2+-
PKCα-Komplexes wurde experimentell bestimmt und liegt bei etwa
12ms-15ms. Das Binden der C2-Domäne an PS verlängert die Le-
benszeit um das etwa 5-fache [84, 85, 7]. Dies führt zu einer Ca2+-
Ablöserate von ω̄d,c = 65s−1 im Zytoplasma und von ω̄d,c = 16s−1 auf
der Membran. Die Interaktion mit DAG stabilisiert den Ca2+-PKCα-
Komplex zusätzlich. Dies berücksichtigen wir in den Simulationen,
indem wir die Ca2+-Ablöserate reduzieren. Die Binderate von Ca2+-
Ionen an zytosolisches als auch membrangebundenes PKCα wird in
den Simulationen so gewählt, dass sie in der Größenordnung (106 −
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ohne DAG mit DAG

Dc 10 µm2

s 10 µm2

s

Dm 1
µm2

s 1
µm2

s

α 1.4 3.0
ω̄d,c 65 1

s 65 1
s

ω̄b,m 5 · 107 1
M·s 5 · 107 1

M·s
ω̄b,c 25 · 107 1

M·s 25 · 107 1
M·s

ω̄d,m 16 1
s 4 1

s

ωit 200 1
s 200 1

s

ωa 100 1
s 800 1

s

ωd 100 1
s 100 1

s

ωt 0.003 1
s 0.001 1

s

Tabelle 2: Parametersätze, welche für die Simulationen der stochastischen
Dynamik (17)-(27) verwendet werden. Da wir DAG nicht als
eigenständiges Teilchen simulieren, verwenden wir zwei un-
terschiedliche Parametersätze, die die Membraninteraktion von
PKCα einmal mit und einmal ohne Bindung zu DAG charakte-
risiert.

109M−1s−1) experimentell bestimmter Ca2+-Binderaten anderer Pro-
teine liegt [89]. Die übrigen Parameter wurden so gewählt, dass die Si-
mulationen die experimentellen Daten qualitativ reproduzieren kön-
nen.
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9
K O M P L E X B I L D U N G M E M B R A N G E B U N D E N E R
P K C α M O L E K Ü L E

In diesem Kapitel untersuchen wir mittels experimenteller und theo-
retischer Methoden, ob die Bildung von PKCα-Komplexen einen mög-
lichen Mechanismus darstellt, mit dessen Hilfe sich das räumliche
und zeitliche Verhalten des Proteins erklären lässt. Dazu überprü-
fen wir in einem ersten Schritt, ob die theoretische Beschreibung die
Bildung von PKCα-Clustern reproduzieren kann, die sich durch die
lokale Freisetzung von zytosolischem Ca2+ bilden können. Danach
analysieren wir die Auswirkung globaler Ca2+ -Signale auf die Trans-
lokation und Membraninteraktion von PKCα .

Der experimentellen Raum zur Untersuchung dieser Dynamik lie-
fern HEK-Zellen, die sowohl YFP- als auch CFP-markierte PKCα-
Moleküle in nahezu gleicher Konzentration simultan exprimieren. In
einem ersten Schritte untersuchen wir die Dynamik von PKCα unter
physiologischen Bedingungen und stimulieren die Zellen mit dem
natürlichen Agonisten ATP, was zur Freisetzung von Ca2+ und DAG
führt. Da wir die räumliche Verteilung von DAG und dessen Konzen-
tration experimentell nicht messen können, vereinfachen wir unsere
Untersuchungen und beschränken uns im zweiten Schritt auf die In-
teraktion zwischen Ca2+ , PKCα und der Plasmamembran. Dazu tau-
chen wir die Zellen in eine Ca2+ -Lösung und geben den Ionophor
Ionomycin hinzu, welcher Ca2+ -Ionen durch die Plasmamembran
transportiert, ohne DAG freizusetzen. Dies führt zu einem globalen
Anstieg der intrazellulären Ca2+ -Konzentration, dessen Höhe sich
durch die extrazelluläre Ca2+ -Konzentration regulieren lässt. Um
die Wechselwirkung membrangebundener PKCα Moleküle nachzu-
weisen, verwenden wir in den Experimenten FRET (Fluorescence Reso-
nance Energy Transfer).

Zur Charakterisierung der PKCα-Dynamik messen wir in den Ex-
perimenten den zeitlichen Verlauf der Fluoreszenzintensitäten von zy-
tosolischem und membrangebundenem PKCα , sowie den zeitlichen
Verlauf der berechneten FRET-Effizienz. In den Simulationen werden
die Fluoreszenzen nicht explizit modelliert. Stattdessen sind 50% der
Proteine mit dem Label „YFP“und die übrigen 50% mit dem Label
„CFP“ gekennzeichnet. Bis auf ihre Kennzeichnung sind die Proteine
in allen molekularen Eigenschaften identisch. Befindet sich nun ein
CFP-Molekül in direktem Kontakt zu einem YFP-Molekül in einem

71
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Komplex, so findet in den Simulationen ein Energietransfer zwischen
den Teilchen statt. Da wir nur an einem qualitativen Vergleich der
experimentellen und theoretischen Ergebnisse interessiert sind, nor-
mieren wir die Höhe der transferierten Energie zwischen zwei Teil-
chen auf 1. Das gesamte FRET-Signal der Moleküle auf der Membran
entspricht somit der Summe aller CFP-Moleküle in Komplexen, die
mindestens ein YFP-Molekül als direkten Nachbarn haben. Zwischen
zytosolischen bzw. frei beweglichen membrangebundenen Proteinen
wird in den Simulationen keine Wechselwirkung der Fluorophore be-
rücksichtigt.

In den Experimenten wird durch die Stimulation der HEK-Zellen
mit ATP im Gegensatz zu der Stimulierung mit Ionomycin auch DAG
freigesetzt, welches die Bindung von PKCα zur Plasmamembran wei-
ter stabilisiert. Da uns der Ort der Freisetzung, die Konzentration an
freigesetztem DAG als auch dessen Dynamik auf der Membran nicht
bekannt sind, simulieren wir DAG in unseren Simulationen nicht ex-
plizit als eigenständige Teilchen. Stattdessen verwenden wir zwei Pa-
rametersätze, die die Dynamik von PKCα mit und ohne Bindung zu
DAG beschreiben. Da DAG die Affinität des Proteins zur Membran
erhöht und die Bindung zur Membran stabilisiert, verwenden wir in
den Simulationen mit DAG eine erhöhte Binderate von PKCα zur
Plasmamembran, eine geringere Umwandlungsrate in die komplex-
zerstörende Konformation und eine geringere Ca2+-Ablöserate von
membrangebundenem PKCα.

Da wir weder die genauen Dichten von PKCα in den analysierten
Zellen kennen, noch die genauen Reaktionsraten mit denen sich die
Reaktionen zwischen PKCα, Ca2+, DAG und der Plasmamembran er-
eignen, findet der Vergleich zwischen den experimentellen und theo-
retischen Daten ausschließlich auf qualitativer Ebene statt.

9.0.1 Lokale Aktivierung von PKCα

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit der Bildung von PKCα-
Komplexen, die als Folge einer lokalen Freisetzung von zytosolischem
Ca2+ entstehen. Da wir Ca2+ in den Rechnungen nicht explizit be-
rücksichtigen, starten wir die Simulationen mit einer kugelförmigen
Akkumulation von zytosolischem PKCα2Ca2+

unmittelbar oberhalb
der Membran, siehe Abbildung 39A. Für die globale Konzentration
von Ca2+ gilt in diesen Simulationen cCa2+ = 0. Zu Beginn untersu-
chen wir den Einfluss des Abstandes der Ca2+-Quelle von der Mem-
bran. Dazu variieren wir die Distanz zwischen der zytosolischen An-
fangsverteilung von PKCα2Ca2+

und der Membran und bestimmen die
maximale Anzahl der membrangebundenen Moleküle in Abhängig-
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Abbildung 39: Aktivierung von PKCα in Abhängigkeit des Abstandes zur
Membran. A) Schnappschuss der Anfangsverteilung zytoso-
lischer PKCα-Moleküle kurz nach dem Start der Simulation.
Der Abstand zwischen dem Mittelpunkt der Verteilung und
der Membran beträgt 1µm. B) Normierte Maximalanzahl an
Proteinen im blau umrandeten Gebiet in (A) als Funktion
des Abstandes zwischen dem Mittelpunkt der zytosolischen
Anfangsverteilung und der Membran. Die verwendeten Pa-
rameter sind in Tabelle 2 (ohne DAG) angegeben.

keit des Abstandes. Mit wachsender Distanz nimmt die Teilchenzahl
rapide ab, so dass für Distanzen >1µm, so gut wie keine Proteine
mehr an die Membran binden, siehe Abbildung 39B. Da der Durch-
messer der zytosolischen Anfangsverteilung etwa 1µm beträgt, lässt
sich aus den Daten schließen, dass der Ca2+-PKCα Komplex etwa
0.5µm zurücklegen kann, bevor er zerfällt. Eine grobe Abschätzung
bestätigt das Ergebnis der Simulation. Bei einer Diffusionskonstanten
von Dc=10 µm2/s und einer mittleren Lebenszeit des zytosolischen
Ca2+-PKCα Komplexes von ω̄−1

d,c ≈ 15ms, ergibt sich für die mittlere
zurückgelegte Wegstrecke des Komplexes, bevor sich Ca2+ löst, λ ≈
0.4µm.

Abbildung 40 zeigt die räumlichen und zeitlichen Eigenschaften
eines PKCα-Clusters bei einer lokalen Aktivierung des Proteins ohne
die Interaktion mit DAG. In Abbildung 40A sind Schnappschüsse der
Proteinverteilung von PKCα in den Simulationen dargestellt. Zum
Zeitpunkt t = 0s sind die Moleküle, welche zweifach Ca2+ gebun-
den sind, halbkugelförmig oberhalb der Membran angeordnet. Die
Ausdehnung dieser Anordnung entspricht etwa 2µm und liegt da-
mit in der Größenordnung der räumlichen Ausdehnung von PKCα-
Clustern in COS1-Zellen, siehe Abbildung 36D. Der Abstand zwi-
schen Membran und unterster Proteinschicht der zytosolischen Ver-
teilung beträgt 0.12µm. Aufgrund der anfänglich lokalen Verteilung
der Proteine im Zytoplasma, bildet sich eine räumlich begrenzte Ver-
teilung der Proteine auf der Membran. Ohne die Interaktion von
PKCα mit DAG, bilden die Proteine in den Simulationen kleinere iso-
lierte Komplexe, die ihre Bindung zur Membran stabilisieren. Abbil-
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Abbildung 40: Bildung eines kurzlebigen PKCα-Clusters in den Simula-
tionen. A) Schnappschüsse zu verschiedenen Zeitpunkten
der Simulation. In (a) ist die Verteilung der zytosolischen
Proteine zu Beginn der Simulation dargestellt. In (b) und
(c) die Verteilungen der Proteine auf der Membran zu ver-
schiedenen Zeitpunkten. B) Zeitliche Entwicklung der An-
zahl von PKCα auf der Membran (blau) sowie der Anzahl
von zytosolischen PKCα (grün). Die Teilchenzahl der Ca2+-
gebundenen zytosolischen Proteine wird innerhalb des roten
Kubus, die Teilchenzahl der membrangebundenen Proteine
innerhalb der blauen Kreises gemessen. Farbcode: Ca2+-loses
PKCα (rot), einfach Ca2+-gebundenes PKCα (gelb), zweifach
Ca2+-gebundenes PKCα (grün), PKCα in komplexzerstören-
der Konformation (blau, unabhängig der Anzahl der gebun-
denen Ca2+-Ionen). Je dunkler der Grünton der Proteine im
Komplex, desto geringer ist die Ca2+-Ablöserate. Die Ge-
samtteilchenzahl ist 8000. Die verwendeten Parameter sind
in Tabelle 2 (ohne DAG) angegeben.
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dung 40B zeigt die zeitliche Entwicklung der Proteine auf der Mem-
bran innerhalb des blau markierten Kreises (blau) sowie die Anzahl
an zytosolischen Proteinen innerhalb des roten Würfels (grün). Die
starke Lokalisierung der Proteine im Zytoplasma zu Beginn der Si-
mulation nimmt aufgrund der Diffusion sehr schnell ab. Ein Teil der
Proteine bindet an die Membran, was zu einem Anstieg der Protei-
ne im blau umrandeten Gebiet führt, die nach Erreichen ihres Maxi-
mums unmittelbar abnimmt. Die Simulationsergebnisse zeigen, dass
der lokale Charakter eines Ca2+-Signals nur sehr kurzzeitig durch
PKCα konserviert werden kann, sofern keine Interaktion mit DAG
stattfindet. Wenn man berücksichtigt, dass die maximale Phosphory-
lierungsrate etwa 6 Phosphorylierungen pro Sekunde ist und es zu-
sätzlich eine gewisse Zeit benötigt, bis PKCα auf das entsprechende
Zielprotein trifft, so kann man sagen, dass kurzzeitige PKCα-Cluster
keine relevanten Signaltransmitter darstellen.

In Abbildung 41 sind die Ergebnisse der Simulation unter Ver-
wendung des Parametersatzes, der die Interaktion von PKCα mit
DAG berücksichtigt, dargestellt. Teil A zeigt die räumliche Vertei-
lung der Proteine. Die lokale Aktivierung von zytosolischem PKCα

direkt oberhalb der Membran (a) führt zur Bildung eines großen
PKCα-Komplexes (b). Jedes Protein im Komplex stabilisiert die Mem-
braninteraktion seiner direkten Nachbarmoleküle, wodurch sich die
Lebenszeiten der Proteine auf der Membran und somit auch die Le-
benszeit des gesamten Komplexes verlängern. Spontan kommt es zur
Umwandlung in die komplexzerstörende Konformation des Proteins
(c), welcher sich schnell im gesamten Komplex ausbreitet (d). In die-
sem Zustand unterliegt das Protein einer starken Ca2+- Ablösedyna-
mik, wodurch es sich mit hoher Affinität von der Membran löst (e).
Die blaue Kurve in Abbildung 41B stellt die normierte Teilchenzahl
im blau umrandeten Gebiet als Funktion der Zeit dar. Die grüne Kur-
ve zeigt entsprechend Abbildung 40 die normierte Anzahl von Ca2+-
gebundenen Molekülen direkt oberhalb der Membran. Im Gegensatz
zu den kurzzeitigen PKCα-Clustern, sättigt der zeitliche Verlauf der
Teilchenzahl von membrangebundenem PKCα nach Erreichen des
Maximums in eine Plateauphase, die etwa 4s anhält. Anschließend
nimmt die Teilchenzahl als Folge der Umwandlungsdynamik schlag-
artig ab. Dies entspricht qualitativ dem zeitlichen Verlauf der Fluores-
zenz langlebiger PKCα-Cluster in den Experimenten. Durch die Inter-
aktion mit DAG und der Fähigkeit Komplexe zu bilden, ist membran-
gebundenes PKCα in der Lage den lokalen Charakter des flüchtigen
Ca2+-Signals über längere Zeit zu konservieren. Vergleicht man die
theoretischen Verläufe mit den experimentellen Verläufen der Fluo-
reszenz aus Abbildung 34 bzw. Abbildung 35, so zeigt sich, dass die
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Abbildung 41: Bildung eines langlebigen PKCα- Cluster in den Simulatio-
nen. A) Schnappschüsse zu verschiedenen Zeitpunkten der
Simulation. a) Zytosolische Verteilung von PKCα zu Beginn
der Simulation. 8000 Proteine sind halbkugelförmig unmit-
telbar oberhalb der Membran angeordnet. Der Abstand zwi-
schen Membran und unterster zytosolischer Proteinschicht
ist 0.12µm b) Verteilung von PKCα auf der Membran. Die
Proteine bilden Komplexe (grün), wodurch ihre Bindung zur
Membran stabilisiert wird. c) Umwandlung einzelner Kom-
plexproteine in die komplexzerstörende Proteinkonfigurati-
on (blau). (d) Ausbreitung der komplexzerstörende Protein-
konfiguration im gesamten Komplex und Ablösung der Pro-
teine. e) Verteilung der Proteine nach der Umwandlungs-
dynamik. In (b), (c), (d), (e) sind die zytosolischen Protei-
ne unsichtbar. B) Zeitliche Entwicklung der Proteinanzahl
innerhalb des blau umrandeten Gebiets (blau) und zeitli-
che Entwicklung der Anzahl der Ca2+-gebundenen zytosoli-
schen Proteine (grün). Messgebiet der zytosolischen Proteine
wurde wie in Abbildung 40 gewählt. Farbcode: Ca2+-loses
PKCα (rot), einfach Ca2+-gebundenes PKCα (gelb), zweifach
Ca2+-gebundenes PKCα (grün), PKCα in komplexzerstören-
der Konformation (blau, unabhängig der Anzahl der gebun-
denen Ca2+-Ionen). Je dunkler der Grünton der Proteine im
Komplex, desto geringer ist die Ca2+-Ablöserate. Die ver-
wendeten Parameter stehen in Tabelle 2 (mit DAG).
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theoretische Beschreibung die Phänomenologie der uns bekannten lo-
kalen PKCα-Cluster reproduzieren kann.

In Abbildung 42 ist die Analyse der Lebenszeiten der PKCα- Kom-
plexe dargestellt. Teil A zeigt die Ergebnisse der Simulationen für
den Parametersatz der zu der Situation ohne DAG gehört. In Teil B
sind die entsprechenden Simulationen mit DAG dargestellt. Zur Be-
stimmung der Lebenszeit wird ein Komplex mit bekannter Anzahl
von Proteinen kreisförmig auf die Membran gesetzt, so dass es keine
Fehlstellen zwischen den Proteinen gibt. Die Lebenszeit des Komple-
xes definieren wir als die Zeit, die vergeht, bis sich 50% der Proteine
von der Membran gelöst haben.

In Simulationen ohne DAG wird die Lebenszeit von Komplexen
durch zwei unabhängige Ablösevorgänge der Proteine bestimmt. Dies
ist einerseits die Umwandlung einzelner Proteine in die komplexzer-
störende Konformation, wodurch der gesamte Komplex schlagartig
destabilisiert wird und sich ein Großteil der Proteine rapide von der
Membran löst, als auch durch das spontane Freisetzen von Ca2+-
Ionen einzelner PKCα-Moleküle, wodurch sich die Proteine sukzessiv
von der Membran lösen und der Komplex langsam abgebaut wird.
Da beide Vorgänge auf unterschiedlichen Zeitskalen ablaufen, zeigt
die Häufigkeitsverteilung der Lebenszeit in Abbildung 42A zwei loka-
le Maxima. In Simulationen mit DAG sind die Proteine im Komplex
stärker stabilisiert, wodurch das spontane Freisetzen von Ca2+-Ionen
nur äußerst selten stattfindet. Damit wird die Lebenszeit des Komple-
xes maßgeblich durch den Zeitpunkt bestimmt, zudem das erste Pro-
tein in die komplexzerstörende Konformation überführt wird. Dies
führt zu einer Häufigkeitsverteilung der Lebenszeiten die logarith-
misch normalverteilt ist, siehe Abbildung 42B.

Die mittlere Lebenszeit nimmt sowohl in den Simulationen mit
als auch ohne DAG mit wachsender Teilchenzahl ab, siehe rechte
Seite von Abbildung 42A, B. Dies liegt darin begründet, dass mit
zunehmender Molekülanzahl n im Komplex, die Wahrscheinlichkeit
pn = 1− (1− ωt∆t)n zunimmt, mit der eine Umwandlungsdynamik
im Zeitintervall ∆t initiiert wird. Für wachsende Teilchenzahlen n
nimmt damit die Wahrscheinlichkeit langlebiger PKCα-Komplexe ab
und damit auch deren mittlere Lebenszeit.

9.0.2 Globale Aktivierung von PKCα

Im vorangegangenen Abschnitt konnten wir zeigen, dass sich das
dynamische Verhalten der Proteine auf der Membran im Fall loka-
ler PKCα Translokationen, durch die Bildung von PKCα-Komplexen
erklären lässt. Um nun auch experimentell zu überprüfen, ob PKCα-
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Abbildung 42: Lebenszeit von PKCα-Komplexen. A) Lebenszeit von PKCα-
Komplexen ohne DAG. Links: Häufigkeitsverteilung der
Lebenszeiten von PKCα-Komplexen mit 1000 Molekülen.
Rechts: Mittlere Lebenszeit als Funktion der Teilchenzahl im
Komplex und deren Standardabweichung. B) Lebenszeit von
PKCα-Komplexen mit DAG. Links: Häufigkeitsverteilung
der Lebenszeit eines PKCα-Komplexes mit 1000 Teilchen.
Die rote Kurve entspricht der Log-Normalverteilung y0 +

A/(
√

2πwx)exp(−ln(x/xc)2/(2w2)) mit y0 = 5.93 ± 6.51,
xc = 1.51± 0.03, w = 0.55± 0.02 und A = 1489.14± 35.40.
Rechts: Mittlere Lebenszeit als Funktion der Teilchenzahl im
Komplex und deren Standardabweichung. Für die Statistiken
der Lebenszeiten in A) und B) wurden die Proteine in kreis-
förmiger dicht gepackter Anordnung auf die Membran ge-
setzt und die Zeit bestimmt, bis sich 50% der Proteine abge-
löst haben. Für die beiden Histogramme wurden 3000 Simu-
lationsläufe durchgeführt. Die verwendeten Parameter sind
in Tabelle 2 dargestellt.
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Abbildung 43: Durch globale Ca2+-Oszillationen hervorgerufene Oszilla-
tionen des FRET-Signals in den Experimenten. Sowohl in
Zellen mit wild-type PKCα (A) als auch in Zellen mit dem
PKCα Mutanten PKCαR77A, ruft eine Oszillation der globa-
len Ca2+-Konzentration (schwarz) eine Oszillation des FRET-
Signals (rot) der membrangebundenen Moleküle hervor. C)
Statistische Analyse der charakteristischen Abklingzeiten des
Ca2+- und FRET-Signals. Die Fehlerbalken stellen den Stan-
dardfehler des Mittelwertes dar.

Moleküle intermolekular interagieren, stimulieren wir Wildtyp HEK
Zellen mit dem natürlichen Agonisten ATP und messen den zeit-
lichen Verlauf des Energietranfers zwischen dem Donor/Akzeptor-
Paar CFP/YFP (FRET).

Die Stimulation der Zelle mit ATP, führt zu einer Oszillation der
intrazellulären Ca2+-Konzentration, siehe Abbildung 43A. Dem An-
stieg des Ca2+-Signals folgt unmittelbar ein Anstieg des FRET-Signals.
Dies illustriert deutlich die starke und unmittelbare Kopplung der
Ca2+- und PKCα-Dynamik. Nimmt die Ca2+-Konzentration ab, folgt
zeitlich leicht versetzt die Abnahme des FRET-Signals. Vergleicht man
die Abklingphasen zwischen Ca2+- und FRET-Signal, so zeigt sich,
dass beide Signale anfänglich gleich schnell abnehmen, die Abnahme
des FRET-Signals im weiteren Verlauf sich jedoch verlangsamt. Eine
mögliche Erklärung dieses Verhaltens, lässt sich durch die Bildung
langlebiger und kurzlebiger Komplexe verstehen: Durch die Stimula-
tion der Zelle mit ATP wird neben Ca2+ auch DAG freigesetzt. Auf
der Membran, bildet sich dadurch eine Mischung aus langlebigen
und kurzlebigen PKCα-Komplexen. Nimmt das Ca2+-Signal nun ab,
nimmt auch die Bildung neuer Komplexe ab und es kommt in der
ersten Phase des Abfalls zur Auflösung der kurzlebigen Komplexe,
wodurch das FRET-Signal rapide abnimmt. In der zweiten Phasen
des Abfalls lösen sich sukzessiv auch die langlebigen Komplexe ab,
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wodurch auch die Abnahme des FRET-Signals verlangsamt wird. Um
dies zu prüfen, stimulieren wir HEK Zellen, die den PKCα Mutanten
PKCαR77A exprimieren mit ATP. Die Mutation des Proteins führt da-
zu, dass die Bindung zwischen C1-Domäne und DAG blockiert wird.

Abbildung 43B zeigt den zeitlichen Verlauf des FRET- und Ca2+-
Signals im Fall des PKCα-Mutanten. Die Abklingdauer des FRET-
Signals ist im Vergleich zur Abklingdauer des Ca2+-Signals weiterhin
leicht erhöht. Der Effekt ist jedoch weniger stark ausgeprägt. In Ab-
bildung 43C ist eine quantitative Analyse des Abklingverhaltens des
Ca2+- und FRET- Signals dargestellt. Dazu wurde die Abklingphasen
der Signale exponentiell approximiert. Die charakteristische Zeitkon-
stante der Approximation entspricht der charakteristischen Abkling-
zeit τ in Abbildung 43C. Abbildung 43C zeigt deutlich, dass durch
die Interaktion von PKCα mit DAG die Abklingzeit des FRET-Signals
vergrößert wird. Das Verhältnis von τFRET zu τCa2+ liegt bei wild-type
PKCα bei etwa 1.9. Wird nun die Interaktion des Proteins mit DAG
blockiert, führt dies zu einer Annäherung des Abklingverhalten von
FRET- und Ca2+-Signal, wobei jedoch ein signifikanter Unterschied in
den charakteristischen Abklingzeiten bestehen bleibt. Das Verhältnis
von τFRET zu τCa2+ ist nun etwa 1.4. Da die Lebenszeit von PKCαR77A

alleine durch die nur sehr kurzzeitige Membraninteraktion mittels
C2-Domäne (≈ 60ms) erfolgt, liefern die experimentellen Ergebnis-
se einen Hinweis darauf, dass es einen weiteren Mechanismus gibt,
der die Interaktion des Proteins mit der Membran stabilisiert. Auf-
grund des gemessenen FRET-Signals wäre ein naheliegender Mecha-
nismus die intermolekulare Wechselwirkung membrangebundener
PKCα Moleküle.

Um dieser Vermutung weiter nachzugehen, untersuchen wir die
Dynamik von PKCα mit Hilfe von Simulationen, bei denen die globa-
le Ca2+ Konzentration, äquivalent zu den experimentellen Daten, os-
zilliert. Wir verwenden hierzu die experimentellen Verläufe der Ca2+-
Signale. Als Parametersatz verwenden wir den Parametersatz, der
die Membraninteraktion von PKCα ohne DAG beschreibt. Um die
Wirkung der PKCα-PKCα-Wechselwirkung auf das Abklingverhalten
des FRET-Signals zu analysieren, vergleichen wir die charakteristi-
schen Abklingzeiten in Simulationen mit und ohne intermolekularer
Wechselwirkung. In Abbildung 44 sind die Ergebnisse der theoreti-
schen Untersuchungen dargestellt.

Unter Berücksichtigung der intermolekularen Wechselwirkung,
führt die Oszillation des Ca2+-Signals zu einer Oszillation der Zahl
der membrangebundenen Proteine und zeitgleich zu einer Oszillati-
on des FRET-Signals, siehe Abbildung 44A. Wie in den experimen-
tellen Daten, liegen die lokalen Maxima der FRET- und Fluoreszenz-
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Abbildung 44: Durch Ca2+-Oszillationen hervorgerufene Oszillationen
des FRET-Signals in den Simulationen. Zeitlicher Ver-
lauf der globalen Ca2+-Konzentration (schwarz), der Teil-
chenzahl von membrangebundenem PKCα-YFP (grün) und
des FRET-Signals (rot) für Simulationen mit (A) und oh-
ne (B) intermolekularer Wechselwirkung membrangebunde-
ner PKCα-Moleküle. Der zeitliche Verlauf des Ca2+-Signals
entstammt aus den Experimenten. C) Statistische Analyse
der charakteristischen Abklingzeiten des Ca2+- und FRET-
Signals. D) Statistische Analyse der charakteristischen Ab-
klingzeiten des Ca2+- und PKCα-YFP- Signals. Die Fehler-
balken in (C) und (D) stellen den Standardfehler des Mittel-
werts dar. Zur statistischen Analyse in (C) und (D) wurden 18

Abklingverläufe analysiert. Die verwendeten Parameter sind
in Tabelle 2 (ohne DAG) angegeben.
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Abbildung 45: Analyse der Komplexbildung und mittlere Lebenszeit von
membrangebundenem PKCα. A) Mittlere Komplexgröße
(schwarz) und Anzahl an PKCα-Komplexen (rot) als Funk-
tion der Zeit für die in Abbildung 44A dargestellte Ca2+-
Dynamik. B) Zeitlicher Verlauf der mittlere Verweildauer von
PKCα auf der Membran. Die rote Kurve zeigt den Verlauf
mit, die blaue Kurve ohne intermolekulare Wechselwirkung.
Die schwarze Kurve stellt den zeitlichen Verlauf des Ca2+-
Signals dar. Die zeitliche Mittelung der Residenzzeiten er-
folgte in Intervallen der Länge 1s. Die verwendeten Parame-
ter sind in Tabelle 2 (ohne DAG) angegeben.

kurve zeitlich leicht versetzt hinter den entsprechenden Maxima der
Ca2+-Kurve. Abbildung 44B zeigt die entsprechenden Verläufe aus
Simulationen ohne intermolekulare Wechselwirkung. Da die Protei-
ne in diesen Simulationen keine Komplexe bilden können, ist ihre
Lebensdauer auf der Membran nur sehr kurz. Dies hat zur Folge,
dass das FRET-Signal konstant Null ist und die Ca2+- und Fluores-
zenzkurve in den Spitzen nahezu deckungsgleich sind.

Der Grund für die leicht verzögerte Abnahme des FRET-Signals,
liegt in der Bildung der PKCα-Komplexe, deren Größe und Anzahl
zeitlich mit dem Ca2+-Signal oszillieren, siehe Abbildung 45A. Die
Komplexe stabilisieren die Bindung der Proteine auf der Membran,
wodurch sich deren Residenzzeit deutlich erhöht, siehe rote Kurve
in Abbildung 45B. Damit bleiben die Proteine selbst nachdem die glo-
bale Ca2+-Konzentration abgesunken ist, kurzzeitig membrangebun-
den, was sich in der verzögerten Abnahme der Residenzzeit zeigt,
vgl. schwarze und rote Kurve in Abbildung 45B. Fehlt die stabili-
sierende Wirkung der intermolekularen Wechselwirkung, so ist die
Verweildauer der Proteine nur sehr kurz und einer Abnahme der glo-
balen Ca2+-Konzentration folgt eine unverzögerte Abnahme der Le-
benszeit, vgl. schwarze und blaue Kurve in Abbildung 45B. D.h. die
Dauer des Ca2+-Signals bestimmt maßgeblich die Dauer der PKCα-
Translokation. Ein Vergleich der charakteristischen Abklingzeiten τ

der beiden Signale macht dies deutlich, siehe Abbildung 44C. Wäh-
rend deren Verhältnis für Simulationen mit intermolekularer Wech-
selwirkung etwa 1.5 ist, ist es im Fall ohne Wechselwirkung etwa 1.
Das Verhältnis der charakteristischen Abklingzeiten τFRET/τCa2+ ist
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Abbildung 46: Räumliche Verteilung des Fluoreszenz- und des FRET-
Signals vor und nach der Ca2+ - induzierten Translokation
von PKCα. A) Obere Zeile: DIC-Aufnahme der untersuchten
Zelle gefolgt von der Verteilung von PKCα-YFP in der gelb
umrandeten Region vor (a) und nach (b) der Stimulation mit
10µ M Ionomycin. Unterer Zeile: Entsprechende räumliche
Verteilung des errechneten FRET-Signals. B) Räumlich gemit-
telte Fluoreszenz (grün) - und FRET (rot) - Signal im gelb
umrandeten Gebiet in (A) als Funktion der Zeit. Die gestri-
chelten Linien zeigen den zeitlichen Verlauf der Signale im
Zytoplasma, während die durchgezogenen Linien die zeitli-
chen Verläufe an der Membran darstellen. Die Markierungen
(a) und (b) kennzeichnen die Zeiten der Aufnahmen in (A).

in den Simulationen etwa 1.4 und liegt somit in guter Übereinstim-
mung mit dem experimentellen Wert, der ebenfalls bei etwa 1.4 liegt.
Hierzu wurden das Verhältnis der mittleren Abklingzeiten aus Abbil-
dung 44D mit dem entsprechenden Verhältnis der mittleren Abkling-
zeiten des PKCα-Mutanten PKCαR77A in Abbildung 43C verglichen.

Um die Freisetzung von DAG zu verhindern und damit dessen
Beeinflussung auf die Membraninteraktion von PKCα auszuschalten,
untersuchen wir im Folgenden die Dynamik von PKCα in HEK-Zellen,
die in eine Ca2+-Lösung eingetaucht werden und mit 10µM Iono-
mycin behandelt werden. Die Höhe der Ca2+-Konzentration inner-
halb der Zelle regulieren wir über die Konzentration der Ca2+-Ionen
in der Lösung. Im Gegensatz zu Ca2+-Signalen, die durch die Sti-
mulation der Zelle mit ATP entstehen, kann die zytosolische Ca2+-
Konzentration in den mit Ionomycin behandelten Zellen über lange
Zeiten hinweg nahezu konstant gehalten werden. Abbildung 46A
zeigt die räumliche Verteilung der Fluoreszenz und der FRET-
Effizienz von PKCα-YFP in einer HEK-Zelle, die sich in einer 1.4mM
Ca2+-Lösung befindet, vor (a) und nach (b) der Behandlung mit 10µM
Ionomycin. Während vor der Zugabe des Ionophors die Fluoreszenz
nahezu gleichverteilt ist, kommt es nach der Zugabe zu einer Verdich-
tung der Fluoreszenz in bestimmten Zellregionen. Gleichsam kommt
es in diesen Regionen zu einer Erhöhung der FRET-Effizienz. In Ab-
bildung 46B ist die Fluoreszenz und die FRET-Effizienz als Funktion
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Abbildung 47: Zeitlicher Verlauf des FRET-Signals bei geringem zytoso-
lischen Ca2+-Level. A) Zeitlicher Verlauf der intrinsischen
Ca2+-Konzentration (schwarze Kurve) und des FRET-Signals
(rote Kurve) von PKCα in einer lebenden HEK Zelle. Die Zel-
le befindet sich in einer 0.8µM Ca2+-Lösung und wird nach
10s mit 10µM Ionomycin stimuliert. B) Zeitlicher Verlauf der
YFP-markierten PKCα Moleküle und des FRET-Signals in
den Simulationen. Sowohl im Experiment als auch in den
Simulationen nimmt das FRET-Signal nach Zufuhr von Ca2+

zu, sättigt und bleibt nahezu konstant. Die zeitlichen Markie-
rungen a, b und c in B) kennzeichnen die Zeiten in denen
die Schnappschüsse in Abbildung 48 gemacht wurden. Die
verwendeten Parameter sind in Tabelle 2 (ohne DAG) ange-
geben.

der Zeit aufgetragenen. Die durchgezogenen Kurven kennzeichnen
die Größen auf der Membran, die gestrichenen Kurven die entspre-
chenden Größen im Zytoplasma dar. Nach der Zugabe von Ionomy-
cin nach etwa 15s, kommt es zu einem Anstieg der Fluoreszenz auf
der Membran, während die Fluoreszenz im Zytoplasma in gleichem
Maße abnimmt. Die FRET-Effizienz von membrangebundenem PKCα

nimmt zeitgleich mit der Membranfluoreszenz zu, während sie im
Zytoplasma über die gesamte Messung nahezu konstant bleibt.

Es zeigt sich, dass sich PKCα in denen mit Ionomycin behandelten
Zellen qualitativ ähnlich verhält, wie in Zellen, die mit ATP stimuliert
wurden: Ein Anstieg der intrazellulären Ca2+- Konzentration führt in
beiden Fällen zu einer Translokation der Proteine zur Membran. Dort
angekommen, kommt es zu einer Interaktion zwischen den Proteinen,
was sich in einem Anstieg der FRET-Effizienz zeigt. Die experimentel-
len Daten zeigen, dass zur Bildung von PKCα-Komplexen kein DAG
benötigt wird.

Um nun die Dynamik der Proteine auf der Plasmamembran in Ab-
hängigkeit der globalen Ca2+-Konzentration näher zu untersuchen,
variieren wir die Ca2+-Konzentration der Lösung und bestimmen das
FRET-Signals als Funktion der Zeit. Wir starten unsere Untersuchun-
gen mit einer Zelle, die sich in einer 0.8mM Ca2+-Lösung befindet.
Nach Zugabe von 10µM Ionomycin, kommt es zu einem Anstieg
der Ca2+-Konzentration innerhalb der Zelle auf etwa 0.7µM. Abbil-
dung 47A zeigt die FRET-Effizienz und das intrinsische Ca2+-Signal
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Abbildung 48: Schnappschüsse aus den Simulationen bei geringem zyto-
solischen Ca2+-Level. A) Verteilung der Proteine im Zyto-
plasma vor (a) und nach (b,c) der Freisetzung von Ca2+ .
B) Entsprechende Verteilung der Proteine auf der Mem-
bran. Die Aufnahmezeiten der Schnappschüsse sind in Ab-
bildung 47B gekennzeichnet. Farbcode: Ca2+-loses PKCα
(rot), einfach Ca2+-gebundenes PKCα (gelb), zweifach Ca2+-
gebundenes PKCα (grün), PKCα in komplexzerstörender
Konformation (blau, unabhängig der Anzahl der gebunde-
nen Ca2+-Ionen). Je dunkler der Grünton der Proteine im
Komplex, desto geringer ist die Ca2+-Ablöserate. Die ver-
wendeten Parameter sind in Tabelle 2 (ohne DAG) angege-
ben.

als Funktion der Zeit. Die intrinsische Ca2+- Konzentration der Zelle
nimmt unmittelbar nach Zugabe von Ionomycin zu und geht in Sät-
tigung. Nahezu zeitgleich mit der Zunahme der Ca2+-Konzentration
nimmt auch die FRET-Effizienz zu, fällt jedoch nach dem Erreichen
ihres Maximums leicht ab, stabilisiert sich und bleibt konstant.

Abbildung 47B zeigt die zeitlichen Verläufe der Fluoreszenzen und
der FRET-Effizienz in den Simulationen. Die intrinsische Ca2+- Kon-
zentration cCa2+ ist 1µM und entspricht somit in etwa der maxima-
len Ca2+- Konzentration im Experiment. Nach dem Einschalten des
Ca2+-Signals nimmt die Dichte von membrangebundenem PKCα un-
mittelbar zu und geht in Sättigung. Zeitgleich nimmt die Dichte an
zytosolischem PKCα ab. Das FRET-Signal nimmt ebenfalls zu und
sättigt. Abbildung 48 zeigt die räumliche Verteilung der Moleküle im
Zytoplasma und auf der Membran. Vor dem Einschalten des Ca2+-
Signals befinden sich alle PKCα Moleküle in zytosolischer Konfigu-
ration. Nach dem Einschalten binden die Proteine und bilden Kom-
plexe. Dies führt zu einer Zunahme der Dichte von membrangebun-
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Abbildung 49: Zeitliche Entwicklung der mittleren Größe und der An-
zahl der PKCα-Komplexe in den Simulationen. A) Mittlere
Komplexgröße und Anzahl der PKCα-Komplexe als Funkti-
on der Zeit für geringe Ca2+-Konzentrationen. Die mittlere
Komplexgröße und die Anzahl an PKCα-Komplexen bleibt
nach Erhöhung der globalen Ca2+-Konzentration auf 1µM
weitestgehend konstant. B) Mittlere Komplexgröße und An-
zahl der PKCα Komplexe als Funktion der Zeit für eine Ca2+-
Konzentration von 26µM. Sowohl die mittlere Komplexgröße
als auch die Anzahl der Komplexe nehmen nach Erreichen
ihres Maximums unmittelbar nach der Zugabe von Ca2+ mit
wachsender Zeit ab und erreichen nach etwa 40s ihren sta-
tionären Wert. Die verwendeten Parameter sind in Tabelle 2

(ohne DAG) angegeben.

denem PKCα, der Abnahme der zytosolischen Dichte und zu einem
Anstieg des FRET-Signals. Als Folge der Umwandlungsdynamik und
des spontanen Ablösens der Proteine lösen sich die Komplexe auf
und die so freiwerdenden Moleküle gehen in Lösung. Im Zytoplas-
ma angekommen binden sie erneut an die Membran und bilden neue
Komplexe. Dadurch bildet sich ein Gleichgewicht zwischen dem Auf-
lösen und dem Bilden von Komplexen, wodurch deren mittlere Größe
und Anzahl zeitlich konstant bleiben, siehe Abbildung 49A. Da das
FRET-Signal durch die Proteine in den Komplexen bestimmt wird,
bleibt es konstant. Abbildung 50A zeigt die Fluoreszenz und die
FRET-Effizienz als Funktion der Zeit für eine Zelle mit einer intra-
zellulären Ca2+-Konzentration von etwa 3.5µM. Abbildung 50B zeigt
die Abnahme des FRET-Signals bei einer maximalen Ca2+- Konzen-
tration von etwa 20µM. Während die zeitlichen Verläufe der Fluores-
zenz nach Erreichen der Sättigung konstant bleiben, nimmt die FRET-
Effizienz auf circa 50% ihres Maximalwertes ab, stabilisiert sich und
bleibt danach konstant. Würde das FRET-Signal dadurch induziert
werden, dass sich membrangebundene PKCα Moleküle als Folge der
Überfüllung der Membran sehr Nahe kämen, wäre es ebenfalls kon-
stant. Die Abnahme liefert damit einen weiteren wichtigen Hinweis
für die Interaktion der Moleküle. Ein weiterer wichtiger Punkt ist,
dass das FRET-Signal bei Konstanz aller weiteren Signale abnimmt,
wodurch die Abnahme weder durch eine Änderung der globalen
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Abbildung 50: Zeitlicher Verlauf des FRET-Signals bei hohem zytosoli-
schen Ca2+-Level. A) Fluoreszenz-Signale von PKCα-YFP
im Zytoplasma (grün) und der Membran (blau) als Funkti-
on der Zeit, sowie der zeitlicher Verlauf der zytosolischen
Ca2+-Konzentration (schwarz) und des FRET-Effizienz (rot)
von PKCα. Die Zelle befindet sich in einer 1.4 mM Ca2+-
Lösung und wird nach 10s mit 10µM Ionomycin stimuliert.
B) Zeitlicher Verlauf der zytosolischen Ca2+-Konzentration
und des FRET-Signals als Funktion der Zeit. Die Zelle befin-
det sich in einer Lösung mit 2mM Ca2+ und wird nach 30s
mit 10µM stimuliert. C) Entsprechende zeitliche Verläufe der
Fluoreszenzen und des FRET-Signals aus den Simulationen.
Die zytosolische Ca2+ Konzentration wird 5s nach Beginn
der Simulation von anfänglich 0µM auf 21µM erhöht. Die
verwendeten Parameter sind in Tabelle 2 (ohne DAG) ange-
geben.

Ca2+-Konzentration, noch durch eine Änderungen der zytosolischen
und membrangebundenen Dichten induziert wird, sondern die Folge
der Konformationsänderung membrangebundener PKCα-Moleküle
ist.

Um nun zu überprüfen, ob die Abnahme des FRET-Signals auch
in den Simulationen stattfindet, erhöhen wir die globale Ca2+- Kon-
zentration von anfänglich 1µM auf 21µM. Abbildung 50C zeigt den
zeitlichen Verlauf des FRET-Signals und der Teilchenzahlen der zyto-
solischen und membrangebundenen Moleküle. Nach Einschalten des
Ca2+-Signals nimmt die Teilchenzahl im Zytoplasma ab und die auf
der Membran zu. Das FRET-Signal nimmt hingegen nach Erreichen
seines Maximalwerts um etwa 50% ab, stabilisiert sich und bleibt da-
nach konstant. Abbildung 51 zeigt Schnappschüsse aus den Simula-
tionen zu unterschiedlichen Zeiten, welche in Abbildung 50C mar-
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Abbildung 51: Schnappschüsse aus den Simulationen mit hohem zytoso-
lischen Ca2+-Level. A) Verteilung der Proteine im Zytoplas-
ma vor (a) und nach (b,c) der Freisetzung von Ca2+. B) Ent-
sprechende Verteilung der Proteine auf der Membran. Un-
mittelbar nach dem Einschalten des Ca2+-Signals befindet
sich ein großer Teil der Proteine in Komplexen (grün). Im
Verlauf ändern die Proteine ihren Zustand (blau) womit sie
membrangebunden bleiben können, jedoch keine Komplexe
mehr bilden können. Dies führt zu einer Reduzierung des
FRET-Signals ohne eine Abnahme der membrangebundenen
PKCalpha Moleküle. Die Aufnahmezeiten der Schnappschüs-
se sind in Abbildung 50C gekennzeichnet. Farbcode: Ca2+-
loses PKCα (rot), einfach Ca2+-gebundenes PKCα (gelb),
zweifach Ca2+-gebundenes PKCα (grün), PKCα in komplex-
zerstörender Konformation (blau, unabhängig der Anzahl
der gebundenen Ca2+-Ionen). Je dunkler der Grünton der
Proteine im Komplex, desto geringer ist die Ca2+-Ablöserate.
Die verwendeten Parameter sind in Tabelle 2 (ohne DAG) an-
gegeben.
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Abbildung 52: Abfall des FRET-Signals als Funktion der inneren Ca2+-
Konzentration. A) Prozentuale Abnahme der FRET-Effizienz
als Funktion der inneren Ca2+- Konzentration in lebenden
HEK Zellen (grün). Die blaue Kurve zeigt die Abnahme
des FRET-Signals in den Simulationen. Der Korrelationsko-
effizient von Pearson ist ρ = 0.66. Die Gesamtkonzentrati-
on in den Simulationen entspricht 250µm−3. B) Prozentuale
Abnahme des FRET-Signals als Funktion der inneren Ca2+-
Konzentration aus den Simulationen für drei verschiedene
Gesamtkonzentrationen von PKCα. Die verwendeten Para-
meter sind in Tabelle 2 (ohne DAG) angegeben.

kiert sind. Vor dem Einschalten des Ca2+-Signals befinden sich alle
Proteine im Zytoplasma, die Membran ist leer. Nach dem Einschalten
translozieren die Proteine an die Membran, binden und bilden Kom-
plexe. Dies führt zu einem Anstieg des FRET-Signals. Es kommt nun
zu spontanen Zustandsänderungen einzelner Proteine in die kom-
plexzerstörende Konformation, was zu lawinenartigen Zustandsän-
derungen der Proteine in den Komplexen führt. Da die Proteine in
diesem Zustand nicht in der Lage sind, mit Proteinen zu interagieren,
lösen sich die Komplexe auf. Während bei geringen Ca2+- Konzentra-
tionen, die aus den Komplexen freiwerdenden Proteine unmittelbar
Ca2+ freisetzen und sich von der Membran lösen, binden bei hohen
Ca2+- Konzentrationen stets neue Ca2+-Ionen an die Moleküle was
die Verweildauer der Proteine auf der Membran verlängert. Um neue
Komplexe bilden zu können, müssen die Proteine die Membran ver-
lassen, da sie nur in zytosolischer Konfiguration ihre Konformation
ändern können. Je höher nun die Ca2+- Konzentration ist, desto we-
niger Proteinen gelingt dies, was zu einer Abnahme der Anzahl von
Proteinen in den Komplexen führt, siehe Abbildung 49B und somit
auch zu einer Abnahme des FRET-Signals. Abbildung 52 zeigt die
Abnahme des FRET-Signals ∆FRET als Funktion der inneren Ca2+-
Konzentration. Sowohl in den Experimenten als auch in den Simula-
tionen führt eine Zunahme der Ca2+-Konzentration zu einer stärke-
ren Abnahme des FRET-Signals. Für sehr hohe Ca2+-Konzentrationen
bleiben faktisch alle Proteine im membrangebundenen Zustand, nach-
dem sich als Folge der Umwandlungsdynamik, die Komplexe aufge-
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Abbildung 53: FRET-Signal in Simulationen mit DAG. A) FRET-Signal
membrangebundener PKCα Moleküle als Funktion der Zeit
für vier unterschiedliche Konzentrationen von globalem
Ca2+. B) Prozentuale Abnahme des FRET-Signals als Funk-
tion der globalen Ca2+-Konzentration. Die globale PKCα-
Konzentration ist 250µm−3. Die verwendeten Parameter sind
in Tabelle 2 (mit DAG) angegeben.

löst haben. Eine weitere Zunahme der Ca2+-Konzentration hat somit
keine weitere Auswirkung auf die Abnahme des FRET-Signals. Dies
zeigt sich im Sättigungsverhalten der theoretischen FRET-Kurven für
hohe Ca2+-Konzentrationen.

Um den Einfluss von DAG auf den zeitlichen Verlauf des FRET-
Signals zu untersuchen, verwenden wir für die folgenden Simulatio-
nen den Parametersatz, der die Interaktion des Proteins mit DAG
berücksichtigt, siehe Tabelle 2. In Abbildung 53A ist der zeitliche Ver-
lauf des FRET-Signals für unterschiedlich starke Ca2+ dargestellt. Wie
in den Simulationen ohne DAG, nimmt nach dem Erreichen des Ma-
ximums die Stärke des FRET-Signals ab, stabilisiert sich und bleibt
danach konstant. Je höher die globale Ca2+-Konzentration ist, desto
geringer ist das finale FRET-Signal. Aufgrund der Stabilisierung der
Komplexe durch DAG, ist die Abklingzeit des Signals tendenziell
größer als in den Simulationen ohne DAG. Abbildung 53B zeigt die
prozentuale Abnahme des FRET-Signals als Funktion der globalen
Ca2+-Konzentration. Das Sättigungsverhalten mit wachsender Ca2+-
Konzentration tritt in den Simulationen mit DAG früher ein als in
den Simulationen ohne DAG. Der Grund dafür ist die Stabilisierung
der Membraninteraktion der Proteine durch DAG. Durch diese Sta-
bilisierung sind schon geringere Konzentrationen von globalem Ca2+

ausreichend um die Proteine an der Membran zu verankern. Da das
Ablösen, das Neubinden und das Bilden neuer Komplexe damit sel-
tener stattfindet, führt eine Zunahme der Ca2+-Konzentration, vergli-
chen mit den Simulationen ohne DAG, zu einem stärkeren Anstieg
und einer schnelleren Sättigung.
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Im zweiten Teil dieser Arbeit wurde mit Hilfe von experimentellen
und theoretischen Methoden untersucht, ob PKCα-Moleküle im mem-
brangebundenen Zustand Komplexe bilden und durch die intermo-
lekulare Interaktion im Komplex ihre Bindung zur Plasmamembran
stabilisieren.

Die Membraninteraktion von PKCα erfolgt über zwei Domänen
des Proteins. Mittels C2-Domäne bindet PKCα , Ca2+ -abhängig an
die Phosphatidylserine (PS) der Membran und mittels C1-Domäne in-
teragiert es mit dem sekundären Botenstoff DAG. Nur solange PKCα

sowohl Ca2+ als auch DAG gebunden ist, ist es aktiv und kann Ziel-
proteine phosphorylieren. Die Lebenszeit des Ca2+ - besetzten Zu-
standes der C2-Domäne ist mit ≈ 6 5 m s jedoch sehr kurz [84, 85, 7],
wenn man berücksichtigt, dass nachdem der Ca2+ -PKCα-Komplex
an die Membran gebunden hat, das Protein erst DAG und danach ein
Zieprotein finden muss. Die maximale Phosphorylierungsrate von
PKCα wurde in in vitro Experimenten zu etwa 6 Phosphorylierun-
gen pro Sekunde bestimmt [86, 87, 7]. Es stellt sich somit die Frage,
ob es einen weiteren Mechanismen gibt, mit dem PKCα-Moleküle die
Lebenszeit des Ca2+ -C2-PS-Komplexes als limitierenden Faktor ihrer
Aktivierung vergrößern.

Zur experimentellen Untersuchung dieser Fragestellung wurden
HEK-Zellen verwendet, die YFP- und CFP-markierte PKCα-Moleküle
simultan exprimieren. Zur Charakterisierung der Proteindynamik
wurden die Fluoreszenzintensität von PKCα in der Membran und im
Zytoplasma, sowie der Fluoreszenz-Resonanzenergietransfer (FRET)
als Funktion der Zeit bestimmt. Zur Analyse der experimentellen Da-
ten, wurde eine teilchenbasierende stochastische Simulation verwen-
det. Die zentralen molekularen Mechanismen, die in den Simulatio-
nen berücksichtigt wurden, sind die allosterische Regulation des Pro-
teins durch Ca2+ und die intermolekulare Wechselwirkung der Mo-
leküle auf der Membran. Die intermolekulare Wechselwirkung führt
zur Bildung von Molekülkomplexen, die die Bindung zwischen Ca2+

und membrangebundenem PKCα stabilisieren. Konformationsände-
rungen können sich aufgrund der Molekülwechselwirkung innerhalb
des Komplexes ausbreiten und führen zu dessen Destabilisierung.
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10.1 zusammenfassung der ergebnisse

• Die intermolekulare Wechselwirkung membrangebundener
PKCα Molekülen stellt einen möglichen Mechanismus dar, die
Bildung, die Stabilisierung und das rapide Ablösen langlebiger
PKCα-Clustern zu erklären. Unsere theoretische Beschreibung
kann die Phänomenologie der uns bekannten lokalen PKCα Ak-
kumulationen in ihrer Gesamtheit reproduzieren.

• Die Analyse der Residenzzeit von PKCα-Molekülen auf der
Membran, nach Stimulation der Zelle mit ATP, lässt auf drei
Mechanismen schließen, die die Lebenszeit des Proteins auf der
Membran bestimmen. Neben der schon bekannten Ca2+- unab-
hängige Membraninteraktion via C1-Domäne und der Ca2+- ab-
hängigen mittels C2-Domäne, lassen sowohl die experimentel-
len als auch die theoretischen Untersuchungen auf einen dritten
Mechanismus schließen, der sich in einer direkten PKCα-PKCα-
Wechselwirkung zeigt.

• Wir konnten zeigen, dass die Bindung zwischen Ca2+ und mem-
brangebundenem PKCα, voraussichtlich durch die direkte PKCα-
PKCα-Wechselwirkung stabilisiert wird.

• Durch Umgehen der DAG-Freisetzung, konnten wir zeigen, dass
die Bildung von PKCα-Komplexen, ein rein Ca2+- getriebener
Prozess ist. Für die Bildung von PKCα- Komplexen benötigt es
keine Bindung der C1a- Domäne zu DAG. Die Bindung des Pro-
teins zu DAG wirkt lediglich stabilisierend und erhöht damit
die Lebenszeit der Komplexe.

• Die Kombination von theoretischen und experimentellen Unter-
suchungen konnte zeigen, dass die Bildung von PKCα- Komple-
xen, einen möglichen Mechanismus darstellt, den lokalen Cha-
rakter von elementaren Ca2+-Signalen sowohl zeitlich als auch
räumlich zu konservieren.

10.2 ausblick

In dieser Arbeit wurde ausschließlich die Dynamik von PKCα unter-
sucht. Wie wir in unseren Analysen gesehen haben, spielen die Do-
mänen des Proteins, eine wesentliche Rolle in der Bildung und den
Eigenschaften der PKCα-Komplexe. Aufgrund ihrer Eigenschaft mit
den sekundären Botenstoffen Ca2+ und DAG zu interagieren, sind
diese Domänen jedoch Bestandteil einer Vielzahl weiterer Signalmo-
leküle. Ob sich unsere Ergebnisse auf andere Proteine der Protein-
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kinase C Familie bzw. auf weitere Proteine mit ähnlicher Domänen-
struktur übertragen lassen, stellt ein Untersuchungsfeld für zukünfti-
ge Arbeiten dar.

Um die Musterbildung von PKCα auf der Membran in in vivo
besser zu verstehen, wird es wichtig sein, eine quantitative Bezie-
hung zwischen Ca2+, DAG und PKCα herzustellen. Damit kämen
wir von der qualitativen Beschreibung unseres Modells weg, hin zu
einer quantitativen Beschreibung, mit dessen Hilfe wir zukünftige ex-
perimentelle Untersuchungen weiter optimieren können.

Unsere Untersuchungen konnten zeigen, dass ein möglicher Me-
chanismus zur Stabilisierung lokaler PKCα- Cluster die Interaktion
der Proteine mit dem sekundären Botenstoff DAG ist. Um dies nä-
her zu untersuchen, ist ein entscheidender Schritt die kontrollierte
Erzeugung lokaler PKCα-Komplexe in lebenden Zellen bzw. in ent-
sprechenden in vitro Systemen. Durch die gezielte Erzeugung der
Komplexe in lebenden Zellen wäre es zusätzlich möglich die funk-
tionalen Aspekte der Komplexbildung von Signalproteinen näher zu
analysieren.
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B I S TA B I L E P R O T E I N V E RT E I L U N G E N I N
S TÄ B C H E N F Ö R M I G E N B A K T E R I E N

Wie wir am Beispiel der Min-Proteine und der Proteinkinase PKCα

sehen konnten, sind Proteine in der Lage durch Diffusions- und Re-
aktionsprozesse, räumliche Muster bzw. Strukturen zu bilden, die un-
mittelbar an die Funktion der Proteine gekoppelt sind. So bilden die
Min-Proteine polare Akkumulationen, die von Zellpol zu Zellpol os-
zillieren und damit die Cytokinese auf die Zellmitte beschränken. Im
Fall des Signalproteins PKCα bilden sich Protein-Komplexe auf der
Plasmamembran, die die Membraninteraktion der einzelnen Protei-
ne stabilisieren und damit für eine sichere Weiterleitung des Signals
sorgen. Da bei der Bildung dieser räumlichen Muster bzw. Struktu-
ren oft nur eine geringe Anzahl an Proteinen beteiligt sind, könnten
sie durch molekulares Rauschen zerstört werden, wodurch das ord-
nungsgemäße Funktionieren von Zellen beeinträchtigt würde.

In einigen Fällen scheint molekulares Rauschen keinen großen Ein-
fluss auf die Musterbildung zu haben. Zum Beispiel zeigen unsere
theoretische Untersuchungen in Kapitel 4 und vorausgehende Unter-
suchungen der Min-Protein Dynamik in vivo, dass die physiologisch
relevanten Muster der Min-Proteine, robust gegenüber molekularem
Rauschen sind [53, 54, 56]. Ein weiteres Beispiel zeigen die Proteine
Spo0J/Soj des Bakteriums B.subtilis. Diese schalten stochastisch zwi-
schen den zwei Kernäquivalenten, ohne die Funktionsfähigkeit des
Bakteriums zu beeinträchtigen [11, 12].

Der Einfluss von molekularem Rauschen auf bakterielle Prozesse
wurde intensiv in den letzten Jahren untersucht [90]. In diesem Zu-
sammenhang wurde die Aufmerksamkeit speziell auf bistabile Sys-
teme gelenkt [91]. Räumlich ausgedehnte bistabile Systeme wurden
hingegen weitestgehend vernachlässigt. Beispiele hierfür sind etwa
das oben genannte Spo0J/Soj System [11, 12, 92], als auch das Min-
System in E.coli. Wie wir in Abschnitt 4.4 sehen konnten, bilden die
Min-Proteine in kurzen Zellen bei einem leicht erhöhten Expressions-
level, polare Akkumulationen, die stochastisch zwischen den beiden
Zellhälften schalten.

In diesem Kapitel untersuchen wir die Stabilität räumlicher Muster
in räumlich ausgedehnten Systemen. Dazu verwenden wir ein einfa-
ches Reaktions-Diffusions-System, welches in der Lage ist, ähnlich
dem Min-System in E.coli, polare Akkumulationen von Proteinen zu
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bilden, die stochastisch zwischen den beiden Zellpolen schalten. Der
zentrale Mechanismus dieses Modellsystems ist ähnlich dem in dieser
Arbeit diskutierten Min-Systems, das kooperative Binden von Prote-
inen an die Membran. Der molekulare Ursprung des kooperativen
Bindens ist weitgehend unverstanden, konnte jedoch zur Schaffung
inhomogener Verteilungen in Untersuchungen zur Spo0J/Soj Dyna-
mik [92] als auch der Dynamik des Min-Systems erfolgreich einge-
setzt werden [28, 10].

Um die Stabilität der Muster unter dem Einfluss von molekularem
Rauschen zu analysieren, untersuchen wir das Schalten der polaren
Akkumulationen von Zellpol zu Zellpol im Grenzfall von schwachem
Rauschen. Für das in dieser Arbeit untersuchte Reaktions-Diffusions-
System lässt sich kein Potential definieren, mit dessen Hilfe sich das
System vollständig beschreiben lässt. Damit kann auch die Ratentheo-
rie von Kramers nicht angewendet werden. Stattdessen verwenden
wir eine verallgemeinerte Kramers Theorie. Im biologischen Kontext
wurde diese Theorie sowohl zur Untersuchung bistabiler genetischer
Schalter verwendet [93, 94], als auch zur Analyse des bidirektionalen
Transports von molekularen Motoren [95, 96].

Im nun folgenden Kapitel werden wir zu Beginn das zu untersu-
chende Modellsystem definieren, welches danach mit Hilfe stochas-
tischer Simulationen untersucht wird. Um ein tieferes Verständnis
für das System zu erhalten, werden wir einen Mean-Field-Ansatz
durchführen und den Ansatz in [13] verfolgen, um die entsprechen-
de Fokker-Planck Gleichung der relevanten Moden herzuleiten. Mit
Hilfe der Wentzell-Freidlin Theorie werden wir die Fokker-Planck
Gleichung lösen und entsprechend der Vorgehensweise in [14, 15]
die Schaltzeiten in Abhängigkeit der Gesamtanzahl von Proteinen be-
stimmen.

11.1 stochastische dynamik zur bildung von clustern

auf der membran

11.1.1 Die chemische Mastergleichung

Inspiriert durch die Dynamik des Min-Systems in Kapitel 3, entwi-
ckeln wir in diesem Abschnitt ein vereinfachtes Reaktions-Diffusions-
System, welches in der Lage ist polare Cluster auf der Membran zu
bilden. In diesem System existiert im Gegensatz zum Min-System
nur eine Molekülart. Die Moleküle können zytosolisch, als auch im
membrangebundenen Zustand vorliegen. Sie diffundieren in beiden
Zuständen und unterliegen den folgenden Reaktionen, siehe Abbil-
dung 54A. Zytosolische Moleküle können spontan an die Membran
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binden (a), bevorzugen jedoch das Binden in Regionen, in denen Mo-
leküle schon gebunden sind (b). Da wir in diesem System zur Verein-
fachung, keinen Antagonisten berücksichtigen, die die Moleküle von
der Membran ablösen, gehen wir von einem spontanen Ablösen der
membrangebundenen Molekülen aus (c).

Zur weiteren Vereinfachung untersuchen wir die Dynamik unse-
res Systems in einer eindimensionalen Geometrie, die in ihrer Längs-
richtung in Kompartimente der Länge l unterteilt ist, siehe Abbil-
dung 54B. Die Kompartimentgröße l ist so gewählt, dass die Teil-
chen als gut durchmischt angesehen werden können. Mit der Wahl
der Geometrie, beschränken wir unsere Aufmerksamkeit auf Vertei-
lungen der Moleküle, welche rotationssymmetrisch bzgl. der Zylin-
derachse eines stäbchenförmigen Bakteriums sind. Die hier unter-
suchte eindimensionale Geometrie besitzt die Gesamtlänge L und
beinhaltet Ω Teilchen. An den Rändern der Geometrie werden No-
Flux-Randbedingungen angewendet. Geht man davon aus, dass die
Teilchendichte in einem stäbchenförmigen Bakterium homogen bzgl.
dessen Längsachse ist und setzt man die gleiche Dichte in azimuta-
ler als auch longitudinaler Richtung voraus, so lässt sich eine Bezie-
hung zwischen der Teilchenzahl Ω in der eindimensionalen Geome-
trie und der Teilchenzahl Ntot der stäbchenförmigen dreidimensio-
nalen Geometrie zu Ntot ≈ (Ω/L)2πdL herstellen. Für ein Bakteri-
um mit einem Durchmesser d von 0.5µm, einer Gesamtlänge L von
4µm und einer Moleküldichte von 2000µm−3, ergibt sich Ω ≈ 63. Im
weiteren Verlauf werden Ω und L in einer Simulation konstant ge-
halten. Die spontane Binderate von zytosolischen Proteinen an die
Membran wird im Folgenden mit ωa bezeichnet. Die spontane Ab-
löserate von membrangebundenen Proteinen bezeichnen wir mit ωd.
Die Rate für das kooperative Binden im Kompartiment i ist durch
ωcnm,i(nm,i − 1)/(Ω2`2) gegeben. In diesem Ausdruck ist nm,i die
Anzahl an membrangebundenen Molekülen im Kompartiment i. Die
entsprechende Anzahl an zytosolischen Molekülen im Kompartiment
i bezeichnen wir mit nc,i. Wir skalieren den Term für das kooperative
Binden mit der Kompartimentgröße l und der Gesamtteilchenzahl Ω,
da wir später den Grenzübergang für große Molekülzahlen Ω → ∞
und den Kontinuumslimes `→ 0 durchführen werden. Anzumerken
ist hier, dass wir zum Vergleich von Systemen gleicher Dichte bei
unterschiedlichen Längen im Limes Ω → ∞, in den Abschnitt 11.2
und Abschnitt 11.3, ωc mit L2 skalieren werden. Die entsprechende
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Abbildung 54: Schematische Darstellung der molekularen Prozesse und
der in den Simulationen verwendeten eindimensionalen
Geometrie. A) Schematische Darstellung der molekularen
Prozesse der theoretischen Beschreibung. Dazu zählen das
spontane und kooperative Binden zytosolischer Proteine an
die Membran und das spontane Ablösen der Proteine von
der Membran. B) Illustration der verwendeten eindimensio-
nalen Geometrie. Die Geometrie ist in Kompartimente der
Länge l unterteilt und setzt sich aus Membran und Zytoplas-
ma zusammen. Die Moleküle können diffundieren, an die
Membran binden und sich ablösen, wodurch sich die Teil-
chenzahl und somit auch die Konfiguration der entsprechen-
den Kompartimente ändert.

chemische Mastergleichung für die Entwicklung der Wahrscheinlich-
keit P({nc,i}i=1,...,N , {nm,i}i=1,...,N ; t) lautet:

dP
dt

= ωa ∑
i

(
E+

c,iE
−
m,i − 1

)
nc,iP + ωd ∑

i

(
E−c,iE

+
m,i − 1

)
nm,iP

+
ωc

Ω2`2 ∑
i

(
E+

c,iE
−
m,i − 1

)
nc,inm,i(nm,i − 1)P

+
Dc

`2 ∑
i

E−c,iE
+
c,i+1nc,i+1P +

Dc

`2 ∑
i

E−c,iE
+
c,i−1nc,i−1P (29)

− 2
Dc

`2 ∑
i

nc,iP +
Dm

`2 ∑
i

E−m,iE
+
m,i+1nm,i+1P

+
Dm

`2 ∑
i

E−m,iE
+
m,i−1nm,i+1P− 2

Dm

`2 ∑
i

nm,iP

In diesem Ausdruck steht E±c,i für den Erzeugungs- bzw. Vernich-
tungsoperators eines Teilchens im Kompartiment i, so dass etwa
E+

c,i f ({nc,j}j=1,...,N , {nm,j}j=1,...,N) = f (. . . , nc,i + 1, . . . , {nm,j}j=1,...,N)

gilt. Die entsprechenden Operatoren für die Kompartimente der Mem-
bran werden mit E±m,i bezeichnet. Anzumerken ist hier, dass die Ope-
ratoren auf das gesamte Produkt wirken, welches rechts von ihnen
steht.
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11.1.2 Numerische Lösung der chemischen Mastergleichung

Wir lösen die chemische Mastergleichung numerisch mit Hilfe einer
Kombination des Gillespie Algorithmus und der Next-Subvolume-
Methode [97]. Die Gesamtkonfiguration des Systems zum Zeitpunkt t
wird durch die Gesamtheit aller Konfigurationen der einzelnen Kom-
partimente zu diesem Zeitpunkt bestimmt, wobei die Konfiguration
eines einzelnen Kompartiments durch die Teilchenzahlen der enthal-
tenen zytosolischen und membrangebundenen Molekülen definiert
wird. Zum Lösen der chemischen Mastergleichung bestimmen wir
nun in einem gegebenen Zustand des Systems, für jedes Komparti-
ment j, die Gesamtrate mit der sich die Teilchenzahl der gebundenen
und ungebundenen Moleküle ändert. Danach berechnen wir mit Hil-
fe des Gillespie Algorithmus für jedes Kompartiment, die Zeit, in der
das nächste Ereignis stattfinden wird. In dem Kompartiment jmin mit
der geringsten Wartezeit wird durch ziehen einer zweiten Zufalls-
zahl die durchzuführende Reaktion bestimmt und ausgeführt. Da-
nach werden die Gesamtraten in allen Kompartimente neu berechnet
und somit die Konfiguration des gesamten Systems aktualisiert. Da-
nach beginnen die Berechnungen von vorn.

In Abbildung 55 sind die Ergebnisse der stochastischen Simula-
tionen für ein System der Länge L = 5.2µm dargestellt. Der Kymo-
graph in Abbildung 55A zeigt, dass die Teilchen an den Rändern der
Geometrie akkumulieren, was in einer stäbchenförmigen Geometrie
der Bildung polarer Cluster entsprechen würde. Diese Akkumulatio-
nen schalten stochastisch von einer Zellhälfte zum gegenüberliegen-
den Zellhälfte. Dieses Verhalten entspricht dem Verhalten des Min-
Systems in kleinen Zellen bei einem erhöhten Protein Expressions
Level, siehe Abbildung 11. Die Verteilung der Schaltzeiten hat einen
Mittelwert von 〈τ〉 = 4965s und ist mit einer Standardabweichung
von στ = 5487s breit verteilt, siehe Abbildung 55C. Im Vergleich zu
den Schaltzeiten der Min-Proteine sind die Schaltzeiten der Molekü-
le im vereinfachten System wesentlich höher. Gründe dafür sind das
quadratische Eingehen der Teichenzahl nm in die Rate der koopera-
tiven Wechselwirkung und das Fehlen eines Antagonisten, der das
Ablösen der membrangebundenen Moleküle bewirkt.

In Abbildung 55B ist ein Vergleich der Proteinverteilung zwischen
stochastischer und deterministischer Simulation dargestellt. Zum Be-
stimmen der stochastischen Proteinverteilung wird ein Zeitintervall
gewählt in dem sich die Proteine konstant in einer Zellhälfte befin-
den. Über dieses Intervall wird zeitlich gemittelt. Das Profil der de-
terministischen Simulation wird durch das Lösen der dynamischen
Gleichungen (41) und (42) bestimmt, die in Abschnitt 11.2.1 hergelei-
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Abbildung 55: Bildung polarer Molekül-Cluster auf der Membran. A) Ky-
mograph aus Simulationsdaten, der die räumliche Verteilung
der Moleküle als Funktion der Zeit zeigt. B) Vergleich eines
durch zeitliche Mittelung erhaltenen Profils aus der stochas-
tischen Simulation (rot) mit dem entsprechenden Profil der
Mean-Field-Beschreibung (41)-(42) (schwarz). Die zeitliche
Mittelung erfolgt in einem Zeitintervall, in dem die Teilchen
fest in einer Hälfte der Geometrie lokalisiert sind. C) Häufig-
keitsverteilung der Residenzzeiten. Die verwendeten Parame-
ter sind Dc=10µm2/s, Dm=0.1µm2/s, ωa=0.1s−1, ωd=0.1s−1,
ωcL−2=1s−1, L=5.2µm, l=0.2µm, Ω=187.

tet und in Abschnitt 11.2.2 diskutiert werden. Wichtig zu erwähnen
ist in diesem Zusammenhang, dass die Übereinstimmung zwischen
den Ergebnissen der Mean-Field Theorie und den stochastischen Si-
mulationen stark von der Wahl der Kompartimentgröße l abhängig
ist. Jedes Kompartiment sollte im Mittel eine genügend große Anzahl
an Molekülen beinhalten, so dass ein Kontinuumsansatz verwendet
werden kann. Zur gleichen Zeit sollte l klein gegenüber der räumli-
chen Eigenschaften der Proteinverteilung sein.

11.2 die funktionale fokker-planck gleichung

Um ein tieferes Verständnis für die Dynamik des Systems zu erhalten,
werden wir in diesem Abschnitt die funktionale Fokker-Planck Glei-
chung aus der chemischen Mastergleichung (30) ableiten. Dazu entwi-
ckeln wir in einem ersten Schritt die Operatoren E±c,i bzw. E±m,i, in der
inversen Molekülanzahl 1/Ω und ersetzen sie entsprechend ihrer Ent-
wicklungen in der chemischen Mastergleichung (30). Dies entspricht
formal einer Systemgrößenentwicklung nach van Kampen. Die dar-
aus resultierende Fokker-Planck Gleichung liegt in einer diskreten
Form vor. Um sie in eine Kontinuumsbeschreibung zu überführen,
betrachten wir in einem zweiten Schritt den Grenzübergang l → 0.
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Die so erhaltene Fokker-Planck Gleichung untersuchen wir zuerst im
deterministischen Limes Ω → ∞ und anschließend führen wir zur
Analyse des molekularen Rauschens eine Galerkin-Approximation
durch.

11.2.1 Van Kampen Expansion und Kontinuumslimes

Für Ω � 1 und hohen Besetzungszahlen, nc,i � 1 und nm,i � 1,
entwickeln wir den Erzeugungs- und Vernichtungsoperator der zy-
tosolischen und membrangebundenen Molekülen, E±c,i und E±m,i ent-
sprechend

E±c,i ≈ 1± ∂

∂nc,i
+

1
2

∂2

∂n2
c,i

(30)

E±m,i ≈ 1± ∂

∂nm,i
+

1
2

∂2

∂n2
m,i

. (31)

Dies entspricht formal einer Entwicklung in 1/Ω bis zur zweiten
Ordnung. Aufgrund der inhomogenen Verteilungen der Moleküle im
System, können trotz sehr großer Werte von Ω, die Approximationen
der Operatoren zu ungenau für alle Kompartimente zu allen Zeiten
sein, wodurch höhere Ordnungen der Entwicklungen in Betracht ge-
zogen werden müssten. Wir sehen jedoch im Verlauf, dass die Ent-
wicklungen bis zur zweiten Ordnung ausreichen um die wichtigsten
Charakteristika des untersuchten Systems zu beschreiben. Als wei-
tere Vereinfachung, ersetzen wir den Term (nm,i − 1) im Ausdruck

∑i
(
E+

c,iE
−
m,i − 1

)
nc,inm,i(nm,i − 1)P der Mastergleichung (30) durch

nm,i. Damit erhalten wir aus der chemischen Mastergleichung (30)
die folgende Fokker-Planck Gleichung

dP
dt

=−∑
i

∂

∂nc,i

{
Dc∂2

xnc,j −ωanc,i +
ωc

Ω2`2 nc,in2
m,i −ωdnm,i

}
P

−∑
i

∂

∂nm,i

{
Dm∂2

xnm,i + ωanc,i +
ωc

Ω2`2 nc,in2
m,i −ωdnm,i

}
P

+ ∑
i

∂2

∂n2
c,i

{
Dc∂2

xnc,j + ωanc,i +
ωc

Ω2`2 nc,in2
m,i + ωdnm,i

}
P

+ ∑
i

∂2

∂n2
m,i

{
Dm∂2

xnm,j + ωanc,i +
ωc

Ω2`2 nc,in2
m,i + ωdnm,i

}
P

−∑
i

∂2

∂nc,i∂nm,i

{
ωanc,i +

ωc

Ω2`2 nc,in2
m,i + ωdnm,i

}
P .

(32)
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Um die diskrete Fokker-Planck Gleichung nun in eine kontinuierli-
che Formulierung zu überführen, werden wir den Kontinuumslimes
` → 0 ausführen. Dazu führen wir die Dichten ci = nc,i/(Ω`) und
mi = nm,i/(Ω`) für i = 1, . . . , N ein. Sie geben den Bruchteil aller Mo-
leküle an, welche sich im zytosolischen oder membrangebundenen
Zustand im Kompartiment i befinden, so dass ∑N

i=1 (ci + mi) ` = 1
gilt.

Im Grenzübergang ` → 0 werden die diskreten Dichten ci und
mi durch die kontinuierlichen Funktionen c und m mit c(i`) = ci

and m(i`) = mi ausgedrückt. Entsprechend werden die Summen in
Gleichung (32) durch Integrale ∑N

i=1 ` fi →
∫ L

0 dx f (x) ersetzt, sowie
die partiellen Ableitungen durch Funktionalableitungen

∂ f
∂nc,i

=
1

Ω`

∂ f
∂ci
→ 1

Ω
δ f

δc(i`)
(33)

∂2 f
∂nc,i∂nc,i

=
1

Ω2`2
∂2 f

∂ci∂cj
→ 1

Ω2
δ2 f

δc(i`)δc(j`)
. (34)

Die übrigen partiellen Ableitungen werden äquivalent ersetzt.
Die resultierende funktionale Fokker-Planck Gleichung für das Wahr-

scheinlichkeitsfunktional P[c(x), m(x), t] lautet:

∂P
∂t

=−
∫ L

0
dx
{

δ

δc(x)
Ac +

δ

δm(x)
Am

}
P

+
1

2Ω

∫ L

0
dx
∫ L

0
dy
{

δ2

δc(x)δc(y)
Bcc (35)

+2
δ2

δc(x)δm(y)
Bcm +

δ2

δm(x)δm(y)
Bmm

}
P

mit

Ac = Dc∂2
xc(x)−ωac−ωccm2 + ωdm (36)

Am = Dm∂2
xm(x) + ωac + ωccm2 −ωdm (37)

Bcc =
{

Dc∂x∂yc(x) + ωac + ωccm2 + ωdm
}

δ(x− y) (38)

Bmm =
{

Dm∂x∂ym(x) + ωac + ωccm2 + ωdm
}

δ(x− y) (39)

Bcm = −2
{

ωac + ωccm2 + ωdm
}

δ(x− y), (40)

Die Terme in Ac und Am beschreiben den deterministischen Anteil,
während die Terme in Bcc, Bcm, Bmc, und Bmm den Einfluss des Rau-
schens beschreiben. Wichtig anzumerken ist hier, dass die Terme die
das Rauschen beschreiben proportional zur inversen Molekülanzahl
1/Ω sind. Im Grenzübergang Ω → ∞, werden diese vernachlässig-
bar klein und wir erhalten P[c(x), m(x), t] = P0[c(x, t), m(x, t)] mit
P0[c(x), m(x)] = P[c(x), m(x), t = 0], wobei wir mit c(x, t) und m(x, t)
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die deterministischen Gleichungen ∂tc = Ac und ∂tm = Am definie-
ren.

11.2.2 Der deterministische Limes

Die dynamischen Gleichungen für die Teilchendichten c und m lauten
im deterministischen Limes der Fokker-Planck Gleichung

∂tc = Dc∂2
xc− (ωa + ωcm2)c + ωdm (41)

∂tm = Dm∂2
xm + (ωa + ωcm2)c−ωdm . (42)

Sie werden ergänzt durch No-Flux Randbedingungen der Diffusi-
onsströme −Dc∂xc = 0 und −Dm∂xm = 0 an den Rändern bei x = 0
und x = L.

Durch die Einführung der dimensionslosen Zeit t′ = tωa und der
dimensionslosen Länge x′ = x/λ mit λ2 = Dc/ωa sowie den di-
mensionslosen Dichten c′ und m′ durch c = c′/

√
ωc/ωa und m =

m′/
√

ωc/ωa, lassen sich die dynamischen Gleichungen in der folgen-
den Form

∂tc = ∂2
xc− (1 + m2)c + km (43)

∂tm = D∂2
xm + (1 + m2)c− km , (44)

schreiben, wobei wir die Striche, die die dimensionslosen Größen
markieren, zur Vereinfachung der Notation ausblenden.

Die dimensionslose Diffusionskonstante ist D = Dm/Dc und die
dimensionslose Ablöserate ist k = ωd/ωa. Anzumerken ist hier, dass
die Systemlänge L im Folgenden in den Einheiten von λ angegeben
wird.

Die deterministischen Gleichungen besitzen für den in dieser Ar-
beit verwendeten Parametersatz eine reelle stationäre homogene Lö-
sung c = C0 = const und m = M0 = const, welche durch die Glei-
chungen C0 + M0 =

√
ω̄c/ωa und

M3
0 −

√
ω̄c/ωa M2

0 + (1 + k)M0 +
√

ω̄c/ωa = 0 (45)

mit ωc = ω̄cL2 bestimmt werden. Für eine lineare Stabilitätsanalyse
der homogenen stationären Lösung entwickeln wir die Dichten ent-
sprechend
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Abbildung 56: Verhalten des Systems im deterministischen Limes. A) Pha-
sendiagramm als Funktion der dimensionslosen Systemlän-
ge L und der dimensionslosen Ablöserate k. B) Inhomogene
stationäre Lösung der dynamischen Gleichungen (43) und
(44). C) Dichteverteilung, erhalten durch das Einsetzen der
stationären Lösung der Gleichungen (88)-(93) in die Entwick-
lungen 46-47 mit Cn, Mn = 0 ∀n > 2. Zur Bestimmung
der stationären Lösung der Gleichungen (88)-(93) werden die
Moden C0, C1, C2 und M0 adiabatisch eliminiert. Die Parame-
terwerte für k und L in (B) und (C) sind durch die entspre-
chenden Symbole in (A) gekennzeichnet. Die übrigen Para-
meterwerte sind D = 0.01 und ω̄c/ωa = 10.

c(x, t) =
∞

∑
n=0

Cn(t) cos(nπx/L) (46)

m(x, t) =
∞

∑
n=0

Mn(t) cos(nπx/L) (47)

und berücksichtigen ausschließlich die linearen Terme Cn und Mn,
n = 1, 2, . . . in den dynamischen Gleichungen

d
dt

 Cn

Mn

 =

 −q2
n − 1−M2

0 −2C0M0 + k

1 + M2
0 −Dq2

n + 2C0M0 − k

 Cn

Mn

 ,

(48)

mit qn = nπ/L und n = 1, 2, . . .
Der homogene Zustand ist für L > Lc,1 instabil, falls kc,1(L) ≥

k ≥ kc,2(L) mit den kritischen Werten kc,1(L) und kc,2(L), siehe Abbil-
dung 56. Die erste Mode die instabil wird, ist diejenige mit n = 1, was
einer Verteilung entspricht, in der die Moleküle an einem Pol akku-
muliert sind. Da die Systemlänge invariant unter der Transformation
x → L− x ist, koexistieren zwei spiegelsymmetrische Lösungen. Ei-
ne der beiden Lösungen wird spontan durch Symmetriebrechung ge-
wählt, siehe oberer Teil von Abbildung 56B. Oberhalb der kritischen
Länge Lc,1, existiert eine zweite Bifurkation für L > Lc,2. Hier bilden
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Abbildung 57: Flusslinien der Moden M1 und M2 im deterministischen
Limes. Flusslinien der Moden M1 und M2 im deterministi-
schen Limes für Lc,1 ≤ L ≤ Lc,2 (A) und Lc,2 ≤ L (B). Die
roten Punkte symbolisieren sowohl die stabilen als auch die
instabilen Fixpunkte, während die schwarzen Kreuze, die hy-
perbolischen Fixpunkte kennzeichnen. Die Parameterwerte
wurden wie in Abbildung 56 gewählt, mit k=1 und den Sys-
temlängen L = 0.52 (A) und L = 1.2 (B).

sich zwei neue Lösungen des Systems für kc,3(L) ≤ k ≤ kc,4(L) mit
kc,3(L) > kc,2(L) und kc,4(L) < kc,1(L), in denen die Moleküle entwe-
der im Zentrum der eindimensionalen Zelle, siehe unterer Teil von
Abbildung 56B, oder gleichzeitig an den beiden gegenüberliegenden
Zellenden akkumuliert sind. Die numerische Lösung der determinis-
tischen Gleichungen (43) und (44) zeigt jedoch, dass nur der Zustand
stabil ist, in dem die Proteine im Zellzentrum gebunden sind.

Wir machen nun einen Garlekin-Ansatz und brechen die Reihen
(46) und (47) bei einem endlichen Wert für n ab. Die daraus resul-
tierenden Gleichungen sind im Anhang A.4 dargestellt. Es zeigt sich,
dass für L . Lc,2 die Entwicklungen bis zu einer Ordnung n = 2
ausreichen, um die Systemdynamik genügend genau zu beschreiben.
Vergleiche hierzu Abbildung 56B und Abbildung 56C.

Des Weiteren relaxieren die Moden C0, C1, C2, und M0 auf kürzeren
Zeitskalen als die Moden M1 und M2, so dass wir eine adiabatische
Näherung durchführen können. Diese erlaubt uns die Moden C0, C1,
C2, und M0 durch die Moden M1 und M2 auszudrücken, wodurch
die dynamischen Gleichungen nur noch von M1 und M2 abhängen.

In Abbildung 57 zeigen wir das Flussfeld der dynamischen Glei-
chungen für M1 und M2, nachdem wir C0, C1, C2 und M0 adiaba-
tisch eliminiert haben. Für Lc,1 ≤ L ≤ Lc,2 hat das System zwei
symmetrische stabile und einen hyperbolischen Fixpunkt, siehe Ab-
bildung 57A. Der hyperbolische Fixpunkt liegt bei (0, 0, 0, 0) und ent-
spricht dem homogenen Zustand. Für die symmetrischen Fixpunkte
gilt |M2| � |M1|, so dass sie den Zuständen des Systems entspre-
chen, in denen die Proteine an einem der beiden Pole akkumuliert
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sind. Sobald Lc,2 ≤ L ist, entstehen zwei neue Fixpunkte. Sie sind
hyperbolisch und liegen bei M1 = 0, womit sie die symmetrischen
Proteinverteilungen kennzeichnen, bei denen die Proteine entweder
in der Zellmitte oder an den beiden Zellrändern lokalisiert sind. Eine
weitere Vergrößerung von L führt zu zwei neuen hyperbolischen Fix-
punkte. Zur gleichen Zeit werden die Fixpunkte mit M1 < 0 stabil.
Die zwei neuen hyperbolischen Fixpunkte sind mit den stabilen Fix-
punkten durch heterokline Orbits verbunden, siehe Abbildung 57B.

11.2.3 Garlekin-Näherung der Fokker-Planck Gleichung

In diesem Abschnitt approximieren wir die Fokker-Planck Gleichung
(35) mit Hilfe der Garlekin-Methode. Mit dieser Methode und den
Entwicklungen (46) und (47), können wir das Funktional
P[c(x), m(x); t] in eine Funktion der Koeffizienten Cn und Mn trans-
formieren. Ausgangspunkt der Garlekin-Approximation ist die funk-
tionale Fokker-Planck Gleichung (35). Die darin enthaltenen funktio-
nalen Ableitungen nach c(x) und m(x), werden durch die entspre-
chenden partiellen Ableitungen nach Cn und Mn für n = 0, 1, 2, . . .
ausgedrückt.

Betrachte man das Funktional F[c(x), m(x)], welches durch die Ent-
wicklungen (46) und (47), auch eine Funktion F̄(Cn, Mn) der Moden
ist und berücksichtigt man, dass die Variation δCn der n-ten Mo-
de der zytosolen Moleküle, zu einer Änderung der Dichte gemäß
δc(x) = δCn cos(nπx/L) führt, so folgt

∂F̄
∂Cn

=
∫ L

0
dx

δF
δc(x)

cos
(nπx

L

)
. (49)

Ein analoger Ausdruck erhält man für die Ableitungen ∂F̄/∂Mn. An-
zumerken ist hier, dass die Variationen von C0 und M0 nicht unab-
hängig voneinander sind. Durch das Einsetzen der Fourierentwick-
lung von δF/δc(x) bzw. δF/δm(x) in die Gleichung für ∂F̄/∂Cn bzw.
∂F̄/∂Mn, erhalten wir durch Koeffizientenvergleich die folgenden Ent-
wicklungen für die Funktionalableitungen

δF
δc(x)

=
2
L

√
ωc

ωa

∞

∑
n=0

∂F̄
∂Cn

cos
(nπx

L

)
(50)

δF
δm(x)

=
2
L

√
ωc

ωa

∞

∑
n=0

∂F̄
∂Mn

cos
(nπx

L

)
(51)
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und in ähnlicher Weise

δ2F
δc(x)δc(y)

=
4ωc

ωaL2

∞

∑
n,m=0

∂2F̄
∂Cn∂Cm

cos
(nπx

L

)
cos

(mπx
L

)
(52)

δ2F
δc(x)δm(y)

=
4ωc

ωaL2

∞

∑
n,m=0

∂2F̄
∂Cn∂Mm

cos
(nπx

L

)
cos

(mπx
L

)
(53)

δ2F
δm(x)δm(y)

=
4ωc

ωaL2

∞

∑
n,m=0

∂2F̄
∂Mn∂Mm

cos
(nπx

L

)
cos

(mπx
L

)
.

(54)

Indem wir die Entwicklungen (46) und (47) in Gleichung (35) ein-
setzen, die Ausdrücke für die funktionalen Ableitungen (50)-(54) nut-
zen und die Integrale ausführen, erhalten wir eine Fokker-Planck
Gleichung der Wahrscheinlichkeitsdichte P({Cn}n=0,1,..., {Mn}n=0,1,...; t)
mit C0 + M0 = const.. Sie lautet

∂P
∂t

=−
∞

∑
n=0

{
∂

∂Cn
Āc,n +

∂

∂Mn
Ām,n

}
P

+
1

2Ω

∞

∑
n,m=0

{
∂2

∂Cn∂Cm
B̄cc,nm (55)

+2
∂2

∂Cn∂Mm
B̄cm,nm +

∂2

∂Mn∂Mm
B̄mm,nm

}
P .

nun verwenden wir die Garlekin-Näherung und beenden die Ent-
wicklungen bei n, m = 2. Des Weiteren werden wir eine adiabatische
Näherung durchführen und C0, C1, C2 und M0 in Termen von M1

und M2 ausdrücken, indem wir die deterministischen Gleichungen
(88)-(91) im stationären Zustand nutzen. Schlussendlich erhalten wir

∂tP = −∂kukP +
1

2ΩL′
∂k∂l Dkl P , (56)

wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung P ≡ P(M1, M2; t) nur noch
von M1 and M2 mit ∂k ≡ ∂/∂Mk für k = 1, 2 abhängig ist. Des Wei-
teren ist L′ = L

√
Dc/ωc. Die Ausdrücke für die Driftgeschwindigkeit

uk = Ṁk sind diejenigen, welche im deterministischen Limes den
Gleichungen (92) und (93) entsprechen. Die Elemente der Diffusions-
matrix D sind im Anhang A.4 angegeben.

Im nächsten Abschnitt werden wir die soeben hergeleitete Fokker-
Planck Gleichung verwenden, um die mittlere Schaltzeiten der Prote-
incluster zu bestimmen.
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11.3 bestimmung der schaltzeit im grenzfall von schwa-
chem rauschen

Die Residenzzeit der Moleküle in einer Zellhälfte kann als die mittlere
First-Passage Zeit (MFPT) eines multidimensionalen Fluchtproblems
interpretiert werden. Aufgrund der Struktur der deterministischen
Gleichungen (43)-(44) lässt sich auf klassische Weise kein Potential
finden, welches die Dynamik des Systems bestimmt, womit die Ra-
tentheorie von Kramers (Eyring) nicht verwendet werden kann. Statt-
dessen bestimmen wir mit Hilfe der Wentzell-Freidlin Theorie [98,
15] ein effektives Potential und mit dessen Hilfe die Schaltzeiten. Am
Ende dieses Abschnitts vergleichen wir die theoretisch ermittelten Re-
sidenzzeiten mit den Residenzzeiten, die wir mit den Simulationen
bestimmt haben.

11.3.1 Wahrscheinlichkeitsstrom durch die Separatrix

Wie wir gesehen haben, existiert im deterministischen Fall ein Bereich
im Parameterraum, in dem zwei stabile spiegelsymmetrische Vertei-
lungen koexistieren. Die zwei Einzugsgebiete der Attraktoren sind
durch eine Seperatrix entlang der Achse M1 = 0 getrennt. Die Achse
enthält einen weiteren Fixpunkt bei M1 = M2 = 0, welcher den ho-
mogenen Zustand des Systems beschreibt. Dies ist ein hyperbolischer
Fixpunkt dessen stabile Mannigfaltigkeit mit der Seperatrix überein-
stimmt. Das Ziel ist nun die MFPT τ im Grenzfall von schwachem
Rauschen zu berechnen. Darum verwenden wir die Fokker-Planck
Gleichung (56) mit absorbierenden Randbedingungen entlang der Se-
paratrix. Wir werden den Gesamtwahrscheinlichkeitsstrom durch die
Separatrix berechnen, welcher an die am schnellsten abnehmende Ei-
genfunktion P1 des Fokker-Planck Operators gebunden ist. Die Nor-
malisierung des Stromes mit der Gesamtwahrscheinlichkeit ein Teil-
chen auf einer Seite der Separatrix zu finden ergibt

τ =
−
∫ ∞
−∞

1
2ΩL′ ∂kD1kP(0, M2)dM2∫ ∞

0

∫ ∞
−∞ P(M1, M2)dM2dM1

, (57)

wobei die Summation über den Index k läuft. Anzumerken ist hier,
dass τ gerade die charakteristische Zeit darstellt, in welcher die Eigen-
funktion P1 relaxiert. Diese entspricht gerade dem Inversen des ent-
sprechenden Eigenwerts des Fokker-Planck Operators. In der kleins-
ten Ordnung in 1/Ω kann die Eigenfunktion P1 durch die Lösung PS

der stationären Fokker-Planck Gleichung ersetzt werden. Der statio-
näre Zustand von Gleichung (56) kann nicht exakt berechnet werden.
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Stattdessen werden wir einen Wentzel-Kramers-Brillouin Ansatz ma-
chen und die stationäre Wahrscheinlichkeitsverteilung als

P1(M1, M2) = K(M1, M2) exp{−ΩL′S(M1, M2)} (58)

mit der klassischen Wirkung S beschreiben. Die Gleichung der Wir-
kung wird bestimmt, indem wir den WKB-Ansatz in Gleichung (56)
einsetzen und ausschließlich die Terme erster Ordnung in 1/Ω be-
rücksichtigen. Damit erhalten wir eine Gleichung, welche der Form
einer Hamilton-Jacobi Gleichung H(M1, M2, ∂1S, ∂2S) = 0 mit dem
Hamiltonian

H = uk pk +
1
2

Dkl pk pl , (59)

entspricht. Hier entspricht pk = ∂kS dem Moment, welches Mk mit
k = 1, 2 zugeordnet ist. Die Wirkung S bestimmen wir, indem wir als
erstes die kanonischen dynamischen Gleichungen

Ṁk = uk + Dkl pl (60)

ṗk = −(∂kul)pl −
1
2
(∂kDlm)pl pm, (61)

und anschließend die dynamische Gleichung

Ṡ = Dkl pk pl + uk pk (62)

lösen. Nun benötigen wir nur noch den Vorfaktor K in
Gleichung (58), den wir aus den Termen nullter Ordnung in 1/Ω
aus Gleichung (56) erhalten können. Dies führt zu

K̇ = −
[

∂k(Dkl pl + uk) +
1
2

Wkl Dkl

]
K . (63)

In diesem Ausdruck bezeichnet W die Hesse-Matrix der Wirkung S,
die sich aus Wkl = ∂k∂lS bestimmen lässt. Sie kann jedoch auch ohne
Kenntnis der Wirkung S bestimmt werden, indem man die dynami-
sche Gleichung der Hesse-Matrix löst, welcher der verallgemeinerten
Riccati-Gleichung

Ẇkl =−WkmDmnWnl − (∂k(Dmn pm + un))Wnl (64)

− (∂l(Dmn pm + un))Wnk − ∂k∂l (Dmn pm pn + um pm)

entspricht.
In Abbildung 58 zeigen wir die stationäre Wahrscheinlichkeitsver-

teilung für unterschiedliche Systemlängen L. Die Wahrscheinlichkeit
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Abbildung 58: Stationäre Wahrscheinlichkeitsverteilung für unterschiedli-
che Systemlängen L in der WKB-Näherung. Die beiden lo-
kalen Maxima der Wahrscheinlichkeit PS, kennzeichnen die
Zustände des Systems, in denen die Proteine in einer der
beiden Zellhälfte lokalisiert sind. Sie liegen unmittelbar auf
den stabilen Fixpunkten des deterministischen Systems. Mit
zunehmender Systemlänge L nimmt der Abstand zwischen
den beiden Maxima zu und die Wahrscheinlichkeit zwischen
ihnen, ab. Die gelben Kurven stellen die heteroklinen Orbits
zwischen den stabilen Fixpunkten dar. Sie durchqueren die
hyperbolischen Fixpunkte bei M1 = M2 = p1 = p2 = 0. Die
verwendeten Parameter sind D = 0.01, k = 1 und Ω = 150
für L=0.5.

in der Umgebung der stabilen Fixpunkte ist maximal. Im hyperboli-
schen Fixpunkt (0,0,0,0) hat die Wahrscheinlichkeitsverteilung einen
Sattelpunkt und der heterokline Orbit, hier als gelbe Linie dargestellt,
liegt auf dem Höhenrücken der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Wir können nun die Form der Wahrscheinlichkeitsverteilung aus-
nutzen um Gleichung (57) weiter zu vereinfachen. Der Integrand im
Nenner von Gleichung (57) wird offensichtlich durch das Gebiet um
den stabilen Fixpunkt bestimmt, während der Intergrand im Zähler
durch das Gebiet um den hyperbolischen Fixpunkt M1 = M2 =

p1 = p2 = 0 bestimmt wird. In diesen Gebieten lässt sich eine Gauß-
sche Näherung der Wahrscheinlichkeitsdichte durchführen. Äquiva-
lent dazu ist eine quadratische Näherung des Hamiltonians (59), ge-
mäß

H = λkl Mk pl +
1
2

Dkl pk pl , (65)

mit λkl ≡ ∂kul . Die Koeffizienten des Hamiltonian werden im hy-
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perbolischen oder stabilen Fixpunkt von Gleichung (92) bzw. Glei-
chung (93) ausgewertet. Mit diesen Näherungen lässt sich die Schalt-
zeit bestimmen zu

τ =
π

λ
hyp
11 Khyp

√
|det Whyp|

det Wst exp{ΩL′Shyp} . (66)

In der Gleichung für τ symbolisiert ein hochgestelltes ’hyp’ die
Auswertung der Größe im hyperbolischen Fixpunkt, während ein tief-
gestelltes ’st’ die Auswertung der Größe im stabilen Fixpunkt sym-
bolisiert. Es ist anzumerken, dass durch die Skalierung von ωc mit
L2, der Vorfaktor von Shyp im Exponenten der e-Funktion, unabhän-
gig von L wird. Schließlich werden die Ausdrücke für detWst und
detWhyp durch die Gleichung (64) gegeben, indem man die Zeitablei-
tung sowie die beiden Impulse p1 und p2 zu Null setzt. Dies führt zu
der Gleichung

WkmDmnWnl + (∂lun)Wnk + (∂kun)Wnl = 0. (67)

Die Elemente Dmn und die partiellen Ableitungen ∂mun müssen
in den entsprechenden Fixpunkten ausgewertet werden. Damit sind
uns alle Größen bekannt, die notwendig sind, um die Schaltzeit τ zu
bestimmen.

11.3.2 Vergleich der abgeschätzten Schaltzeiten mit den Schaltzeiten der
stochastischen Simulationen

Gemäß Gleichung (57) benötigen wir zur Bestimmung der Schaltzei-
ten, einige Größen in den Fixpunkten der Gleichung (92) und (93). Im
hyperbolischen Fixpunkt lässt sich der angenäherte Hamiltonian (65)
analytisch bestimmen. Die Matrizen λ und D besitzen Diagonalge-
stalt mit den nichtverschwindenden Elementen

λ
hyp
11 =

π2

L2

(
2C0M0 − k

1 + M2
0 +

π2

L2

− D

)
(68)

λ
hyp
22 =

4π2

L2

(
2C0M0 − k

1 + M2
0 +

4π2

L2

− D

)
(69)

Dhyp
11 = Dhyp

22 = 4kM0. (70)
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Abbildung 59: Vergleich der Schaltzeiten aus der Theorie und den Simula-
tionen. Vergleich der theoretisch bestimmten Schaltzeit (aus-
gefüllter Kreis) mit der Schaltzeit der stochastischen Simula-
tionen (offener Kreis mit Punkt) als Funktion der Molekül-
zahl Ω (A) und der dimensionslosen Systemlänge L (B). Die
Ablöserate k=1 und die übrigen Parameter wurden wie in
Abbildung 56 gewählt.

Damit erhalten wir für die Determinante der Hesse-Matrix im hyper-
bolischen Fixpunkt

detWhyp =
λ

hyp
11 λ

hyp
22

4k2M2
0

. (71)

Die entsprechenden Ausdrücke für den stabilen Fixpunkt, müssen
numerisch berechnet werden. Die Werte von Khyp und Shyp in Glei-
chung (66) müssen durch Integration der dynamischen Gleichungen
entlang des heteroklinen Orbits berechnet werden, welcher die sta-
bilen und die hyperbolischen Fixpunkte miteinander verbindet. Zur
Bestimmung des heteroklinen Orbits wählen wir die Anfangsbedin-
gungen so, dass M1 und M2 im stabilen Fixpunkt von Gleichung (92)
und Gleichung (93) liegen. Die Energie des Systems wird auf Null
gesetzt. Diese Bedingungen führen dazu, dass einer der beiden Im-
pulse p1 oder p2 unbestimmt sind. Sein Wert wird durch die Mini-
mierung des Abstandes der entsprechende Trajektorie zum hyperbo-
lischen Fixpunkt im Ursprung ermittelt.

In Abbildung 59 stellen wir die Ergebnisse unserer Rechnungen
für unterschiedliche Zelllängen dar. Die Übereinstimmung zwischen
den Ergebnissen der Simulation und der Näherung der Schaltzeit (57)
ist bemerkenswert gut, wenn man die hohe Anzahl an Näherung be-
rücksichtigt, die wir verwendet haben. Die Schaltzeit τ nimmt mit
zunehmender Molekülzahl Ω exponentiell zu. Die Abhängigkeit der
Schaltzeit von der Zelllänge ist im wesentlichen auch exponentiell.
Dieses Ergebnis stimmt mit der Beobachtung überein, dass intrazel-
luläre Fluktuationen mit wachsender Zelllänge abnehmen [23].
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11.3.3 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel haben wir den Einfluss von molekularem Rauschen
auf die Selbstorganisation polar lokalisierter Proteine in stäbchenför-
migen Bakterien untersucht. Wir fanden heraus, dass das kooperati-
ve Binden von Proteinen an die Zellmembran eine wesentliche Vor-
aussetzung für die Bildung von asymmetrischen Proteinverteilungen
entlang der Längsachse des Bakteriums ist. Unter Verwendung von
stochastischen Simulationen und der Untersuchung des Systems im
Grenzfall von schwachem Rauschen fanden wir heraus, dass Fluk-
tuationen in der Proteinverteilung zum Schalten zwischen zwei spie-
gelsymmetrischen Lösungen führen kann. Die Schaltfrequenz nimmt
exponentiell mit der Zelllänge ab. Diese Erkenntnis stimmt mit den
experimentellen Beobachtungen überein, die man bei Untersuchun-
gen des Min-Systems im Bakterium E. coli macht [23]. Daraus lässt
sich schließen, dass die Stabilität der räumlichen Muster stärker von
der Anzahl der Proteine im Bakterium als von der Proteindichte ab-
hängig ist.

In unserer Untersuchung haben wir die Aufmerksamkeit auf den
Grenzfall von schwachem Rauschen gelenkt, was der Verwendung
einer Fokker-Planck Gleichung innewohnt. In zukünftigen Untersu-
chungen könnte es interessant sein zu sehen, ob unser Ansatz er-
weiterbar für die Untersuchung von stärkerem Rauschen ist. Zum
Beispiel könnte man den Ansatz von Wu & Wang [99] verwenden, um
die Stabilität der heterogenen Zustände als Funktion der Gesamtan-
zahl an Proteinen zu untersuchen um damit die Minimalzahl an Pro-
teinen zu bestimmen, die gebraucht wird um eine polare Lokalisation
zu erzielen.

Der Mechanismus der Selbstorganisation den wir untersucht ha-
ben, basiert auf dem kooperativem Binden der Moleküle an eine
Membran und dem spontanen Ablösen dieser Moleküle. Dieses sehr
einfache Modell könnte durch andere molekulare Mechanismen er-
weitert werden. Zum Beispiel könnten membrangebundene Moleküle
in zwei Zuständen existieren. Die Proteine würden so kooperativ im
ersten Zustand an die Membran binden und sich auf der Membran
in den zweiten Zustand umwandeln. In diesem Zustand würden sie
sich dann von der Membran ablösen. Unter zellulären Gesichtspunk-
ten könnte die Umwandlung in den zweiten Zustand an die Hydro-
lyse von ATP gebunden sein. Wenn nun die Umwandlung in den
zweiten Zustand spontan abläuft, ändert sich das Verhalten des Sys-
tems im Gegensatz zu dem in diesem Kapitel diskutierten Modell
nur geringfügig. Wenn hingegen die Moleküle im zweiten Zustand
das Ablösen der Proteine im ersten Zustand induzieren, nimmt die
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Schaltzeit mit zunehmender Proteinzahl bzw. zunehmender System-
länge ab. Dieses Verhalten ähnelt dem Verhalten des Min-Systems,
siehe Abbildung 11 [23, 10]. Falls die Proteine im zweiten Zustand
die Umwandlung der Proteine vom ersten in den zweiten Zustand
katalysieren, kann das System spontan oszillieren.

Eine mögliche biologische Bedeutung unserer Erkenntnisse könn-
te sein, dass Proteinmuster weniger sensitiv gegenüber molekularem
Rauschen sind, wenn die Zelle mit zunehmendem Alter mehr Teil-
chen beinhaltet. Wenn die Zelle wächst nimmt sowohl die Anzahl an
Molekülen wie auch die Stabilität der Cluster zu. Ähnlich werden
auch die Min-Oszillationen weniger verrauscht, wenn die Zelllänge
zunimmt [23, 10].
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a.1 eindimensionale version der dynamischen gleichun-
gen und musterbildung der min-proteine in wach-
senden zellen

Die wichtigsten Merkmale der Musterbildung der Min-Proteine in
zellulären Geometrien, können durch das Studium einer eindimen-
sionalen Version der dynamischen Gleichungen erhalten werden. Wie
sich mathematisch exakt die eindimensionale Version aus der dreidi-
mensionalen Version ableiten lässt, ist bis dato nicht ersichtlich. Ei-
ne eindimensionale Version der Gleichungen, die alle Prozesse der
vollen Gleichungen berücksichtigt, kann jedoch intuitiv geschrieben
werden als

∂tcD = DD∂2
xcD − cD(ωD + ωdDcd)(cmax − cd − cde)/cmax

+(ωde,m + ωde,c)cde (72)

∂tcE = DE∂2
xcE −ωEcEcd + ωece + ωde,ccde (73)

∂tcd = Dd∂2
xcd + cD(ωD + ωdDcd)(cmax − cd − cde)/cmax

−ωEcEcd −ωedcecd (74)

∂tcde = Dde∂
2
xcde + ωEcEcd + ωedcecd

−(ωde,m + ωde,c)cde (75)

∂tce = De∂
2
xce + ωde,mcde −ωedcecd −ωece . (76)

Die Liniendichten cD and cE beschreiben die zytosolische Vertei-
lung der Proteine MinD und MinE, entlang der Längsachse des Bak-
teriums. Die Liniendichten cd, cde und ce entsprechen den Dichten von
membrangebundenem MinD, der MinDE-Komplexe bzw. von MinE.

Zum Lösen der Gleichungen (72)-(76) in wachsenden Zellen, ver-
wenden wir an den Rändern der eindimensionalen Geometrie No-
Flux Randbedingungen. Die Länge der Zelle bzw. des Intervalls wird
durch das Einfügen diskrete Elemente an zufällig ausgewählten Or-
ten vergrößert, wodurch das Wachstum der Zelle simuliert wird. Die
Wachstumsrate wurde in Abbildung 8 auf 2 · 10−3 µm

s gesetzt. In den
eingefügten Elementen werden die zytosolischen Dichten von MinD
und MinE mit den Werten CD=8.4 · 102µm−1 und CE=5.8 · 102µm−1 in-
itialisiert, wobei die Dichten der membrangebundenen Proteine auf
Null gesetzt werden.

117
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a.2 bestimmung der mittleren lebenszeit von membran-
gebundenem mind und mine

Der Ablöseprozess eines membrangebundenen MinD-Moleküls be-
ginnt mit der Bildung eines MinDE-Komplexes. Da MinE sowohl im
zytosolischen als auch im membrangebundenen Zustand an freies
MinD binden kann, erfolgt das Binden von MinE an membrangebun-
denes MinD mit der Gesamtrate ωEcE + ωedce. Danach erfolgt die
Hydrolyse von MinD mit der Gesamtrate ωde,c + ωde,m. Die mittlere
Lebenszeit eines membrangebundenen MinD Moleküls ergibt sich so-
mit zu

〈τD〉 = (ωEcE + ωedce)
−1 + (ωde,c + ωde,m)

−1 . (77)

Zur Bestimmung der Lebenszeit von MinE auf der Membran, be-
trachten wir MinE im MinDE-Komplex. Von dort verlässt MinE mit
der Wahrscheinlichkeit f1 = ωde,c/(ωde,c + ωde,m) die Membran oder
bleibt mit der Wahrscheinlichkeit 1− f1 als freies Molekül im mem-
brangebundenen Zustand zurück, nachdem sich MinD gelöst hat.
Das Ablösen von MinE ins Zytoplasma erfolgt mit der Rate ωde,c,
während das Ablösen mit anschließendem Binden an die Membran
mit der Rate ωde,m erfolgt. Die mittlere Lebenszeit lässt sich somit
schreiben als

〈τE〉 = f1ω−1
de,c + (1− f1)(ω

−1
de,m + 〈τE,M〉), (78)

wobei 〈τE,M〉 die mittlere Lebenszeit eines freien MinE-Moleküls auf
der Membran ist. Als freies Molekül verlässt MinE mit der Wahr-
scheinlichkeit f2 = ωe/(ωe +ωedcd) die Membran oder bindet mit der
Wahrscheinlichkeit 1− f2 an ein neues membrangebundenes MinD-
Molekül. Die Rate mit der ein freies MinE-Molekül die Membran ver-
lässt, beträgt ωe, während sich das Binden von MinE an ein neues
MinD-Molekül mit der Rate ωedcd ereignet. Für 〈τE,M〉 gilt somit

〈τE,M〉 = f2ω−1
e + (1− f2)((ωedcd)

−1 + 〈τE〉) (79)

Durch das Einsetzen der Gleichung (79) in Gleichung (78) und dem
anschließenden Auflösen nach 〈τE〉, erhalten wir für die mittlere Le-
benszeit von MinE auf der Membran

〈τE〉 =
2(ωde,m + ωedcd + ωe)

ωde,cωedcd + (ωde,c + ωde,m)ωe
. (80)
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a.3 effektive zweidimensionale beschreibung des invitro-
systems

Entsprechend der eindimensionalen Beschreibung in Abschnitt A.1,
lässt sich auch eine effektive zweidimensionale Beschreibung der vol-
len dynamischen Gleichungen ableiten, mit deren Hilfe die Musterbil-
dung des in vitro Systems reproduziert werden kann. Entsprechend
der vollen Gleichungen, bezeichnen cD und cE die Dichten von zy-
tosolischem MinD und MinE, sowie cd, cde und ce die Dichte von
membrangebundenem MinD, des MinDE-Komplexes bzw. von MinE.
In der effektiven zweidimensionalen Beschreibung sind alle Dichten,
Oberflächendichten. Die Dichten cd, cde und ce sind in den Simula-
tionen auf die Regionen der Membran beschränkt. Die Regionen der
inerten Goldschicht sind ausschließlich für zytosolisches MinD und
MinE zugänglich. Die Gleichungen lauten

∂tcD = DD∆cD − cD(ωD + ωdDcd)(cmax − cd − cde)/cmax

+ (ωde,m + ωde,c)cde (81)

∂tcE = DE∆cE −ωEcEcd + ωde,ccde + ωece (82)

∂tcd = Dd∆cd + cD(ωD + ωdDcd)(cmax − cd − cde)/cmax

−ωEcEcd −ωedcecd (83)

∂tcde = Dde∆cde + ωEcEcd + ωedcecd − (ωde,m + ωde,c)cde (84)

∂tce = De∆ce + ωde,mcde −ωedcecd −ωece . (85)

Für die Diffusionsströme von zytosolischem MinD und MinE, ver-
wenden wir periodische Randbedingungen an den Außenrändern
des Systems. Zusätzlich verwenden wir No-Flux Randbedingungen
für die Ströme der membrangebundenen Proteine an den Grenzen
zwischen der inerten Goldschicht und der Membran. Die Bezeichnun-
gen der Konstanten entspricht den Bezeichnungen der Konstanten
des vollen Systems. Ihre Werte sind in der folgenden Tabelle darge-
stellt.

DD DE Dd De Dde

50 µm2

s 50 µm2

s 0.24 µm2

s 0.48 µm2

s 0.24 µm2

s

cmax ωD ωe CD0 CE0

2.0 · 104 1
µm2 0.045

1
s 0.08

1
s 2900

1
µm2 1300

1
µm2

ωdD ωE ωed ωde,c ωde,m

9 · 10−4 µm2

s 5 · 10−4 µm2

s 2.5 · 10−3 µm2

s 0.08
1
s 0.8 1

s

Tabelle 3: Parameterwerte, welche in Abbildung 20 verwendet wurden.
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a.4 deterministische gleichungen in der galerkin nä-
herung

Wie wir im Haupttext gesehen haben, können wir in der Garlekin-
Näherung die Entwicklungen (46) und (47) für n=2 abbrechen

c(x, t) = C0(t) + C1(t) cos(πx/L) + C2(t) cos(2πx/L) (86)

m(x, t) = M0(t) + M1(t) cos(πx/L) + M2(t) cos(2πx/L), (87)

womit wir eine Beschreibung erhalten, die die wesentlichen Eigen-
schaften unser Systems bewahrt. Setzt man die Entwicklungen nun
in die Gleichungen (43)- (44) ein und integriert über x, so erhält man

Ċ0 = −
(

1 + M2
0 +

1
2

M2
1 +

1
2

M2
2

)
C0 −

(
M0M1 +

1
2

M1M2

)
C1

−
(

M0M2 +
1
4

M2
1

)
C2 + kM0 (88)

Ċ1 = −
(π

L

)2
C1 − (2M0M1 + M1M2)C0

−
(

1 + M2
0 + M0M2 +

3
4

M2
1 +

1
2

M2
2

)
C1

− (M0M1 + M1M2)C2 + kM1 (89)

Ċ2 = −
(

2π

L

)2

C2 −
(

2M0M2 +
1
2

M2
1

)
C0

− (M0M1 + M1M2)C1

−
(

1 + M2
0 +

1
2

M2
1 +

3
4

M2
2

)
C2 + kM2 (90)

Ṁ0 =

(
1 + M2

0 +
1
2

M2
1 +

1
2

M2
2

)
C0 +

(
M0M1 +

1
2

M1M2

)
C1

+

(
M0M2 +

1
4

M2
1

)
C2 − kM0 (91)

Ṁ1 = −D
(π

L

)2
M1 + (2M0M1 + M1M2)C0

+

(
1 + M2

0 + M0M2 +
3
4

M2
1 +

1
2

M2
2

)
C1

+ (M0M1 + M1M2)C2 − kM1 (92)
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Ṁ2 = −D
(

2π

L

)2

M2 +

(
2M0M2 +

1
2

M2
1

)
C0

+ (M0M1 + M1M2)C1 +

(
1 + M2

0 +
1
2

M2
1 +

3
4

M2
2

)
C2 − kM2.

(93)

Die Koeffizienten der Diffusionsmatrix D in Gl. (56) lauten in der
Garlekin-Näherung

D11 =

(
2 + 2M2

0 +
3
2

M2
1 + M2

2 + 2M0M2

)
C0

+ (3M0M1 + 2M1M2)C1

+

(
1 + M2

0 + M2
1 +

3
4

M2
2 + 2M0M2

)
C2

+ 2kM0 +

(
k− 4

π2

L2 D
)

M2 (94)

D12 = D21 = (2M0M1 + 2M1M2)C0

+

(
1 + M2

0 + M2
1 +

3
4

M2
2 + 2M0M2

)
C1

+

(
2M0M1 +

3
2

M1M2

)
C2 +

(
k− 4

π2

L2 D
)

M1

(95)

D22 =

(
2 + 2M2

0 + M2
1 +

3
2

M2
2

)
C0

+

(
2M0M1 +

3
2

M1M2

)
C1

+

(
3
4

M2
1 + 3M0M2

)
C2 + 2kM0. (96)
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