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?@��O � ��1 ���/� �n�  �n� 	 K6� ������1 1 �&��� ��/� �n� 	�������1��/� �n� 5 � +]\ ���LK 2���	�+/� �P� O[Z0��1 �� � � 1 � ��	��J; FH13)5O�OR=H� � 	
; F M�OVO>= ���>2�� K ��\�\�+ � ���������� ��2�� �h��� ���G� -,���\�� O K ��2�� O � � � 	�� � E �n�&� ���G���� � � +0	���+�� � ��/�
��2�� 2�����+��&+0132 K � � ��	 K6� �&�G��1 01�� � �&+/� � � 9j� +>��2�� O4�&0��1\����0�/�IY��/��� \ � �\� � �/��+-\ ��� ����� �n� /132������
��U��0��	 � � B � 	 �/2�� + �D� �� � 5 /��E � ��	 	���-�3� � 1�� 5A� � 1��/� �n�  OC��� ,]��� � � ��+0�/��1���[� � 	 5 �&1��� � +
OY� � ,���� � ��	�E����� 9j� +(1���+ � ��	 � O[Z0��1 ��\�L���� �~� �\1 � ���&+�2 � , � � 	��CB � � �/2���0� /��E � ��	:	���0��� � 1�����
= � ; S���I !��:= ��� �� \�+ � \ � 0��	 � � ��0�W� � � � ����+ � � � �&+0����2���� ����1GO4�&0��	 ��\�\�+ � �&132 � � 132���13) ��2��
O � � � 	�� � E �n��� ���G��(5 � +(1 ����� ��0� �n� �(= � ��24�*� \���O � ��1������ �n� IC� �  � ��2�� O4�&/��1 ����0�/ ��+/� \C��+-5 � +/�G��	
��/� � E � � ����+ � � � �&+0���/2���� ����1&�
�>2���+/� �&+/� � �  � ��2�� � +0������1 � � +0��0� � �/.5 � + ��2�� 	 K6� �&�G��1\1 ����� ��/� �n� 	�� ����1���� �n� \�+ � O � ��� 5 � +>� , �

��+/��� � E�� � ���/��	 \ ���MK 2���	�+��>,.���/2 �>� � �3� � � 5 n ��+0� � � E � ���� = � ; M�132�O�'S=;��� �� 02 � , � ��2���� ��2��@1 �&��� ��/� �n�
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�/��-�>1 � � OY� \Y��+05 � +0����	^� � �������
O(log

�
n)

��5 O � �/23\ ���MK 2���	�+�� �&+/�N1 �n� � �� � � 	^��2�����+ � � ��� �h� 
��+/���/+�� �  � �*��� �h� �� =85 �n���LK �n� � \ ���LK 2���	�+ �n� �� 1 �n� � �� ��� �� /2 � , � �/24��� �[+/� � � � � E ������� � 5
O(n log n)

�� \ � //��O � ��� = � ; M � O D&�>=(�L�^,��&3\�+ � � � � �/24��� 5 � + � , ���~�n� 781 �n� � �� \ ���MK 2���	�+��
� +/� � � � � E ������� � 5 O(n �
	 � ?� ) � � ��2��G1 �&0� � 5]��+/� �  � ����� �n� � � � � �/� �n�  � � 	 O(n �
	 � ?� ) � � �/2��
1��&/� � 5\+ � �3���/� �n� � � � � ��� �h�  �� \ � 0/��O � ��� 9j� + �/2��[1��&/� ��24������2�� � � ��� �n� ���	���/1�+/��OY��	 O K\ ���LKD� � ����� � �/+��TZ0��1�� � +/����H���H,��& /2 � , � � � ;"M�� OVE =4��2���� 0��� ��� � 0��O�7 � �4��	�+����/��1.+/� �~� � � E �/���G� � 5
o(n

�
)
1 � � OY� � O��3�&� � ��	 � = � ; M�M T O DA=4��2��.O��L�]1 � � \ � ����L� K>� 5Y��2��.1 ����� ��/� �n� 	�� ����1���� �n� \�+ � O � ���

5 � + \ ���MK 2���	�+�� , ��\� � � �LK R���	 � �>2���������� \ � +-�3� � ����5 �n� � , � � �/(� � ��/� ����&1����&+/�L��2��G���/��1�� =8�
,��&>02 � , � �/24��� 5 � + ��2��\1��&/���/24���.� ��� � � \����>	4����� �&+/�\E&� � � � O K L

7 O��L� � ��� OY��+/ ��2��\1 ����� ��0� �n�
�/��-�(1�� � OY� \C��+05 � +/�G��	 ��/� � EG���.� � 0� 14L + 22

O�������

�G�����"� ���! � "�$#
�$�&%L'�)+��)N�O���$�&%�.:�10*��� 0��N),9���� 0B.:�8�-),#
�>2���+/�.��H� �  � \�+0� � � � �� , � +0) 	���� � � � E(,.�L��2 ��2��>0�3�*����1�1 ����� ��0� �n� 	�� ����1 ��� �n� \�+ � O � ��� 5 � + 1���+ � ��	
� O[Z0��1 �� � +(��2��G1 � � \����3�*��� �h� � 5]� � ����+//��1��/� �n� \OC��� ,]��� � 0��132 � O Z0��1��/�� 9j� +�\��&+��&�G���/+/��1 /��+ 7
5 ��1��� �/2���+0�U�&+0�3\���O � ��1������ �n�  �&O � ��� 0��OY	�� � ��0� �n� �G���/2 � 	� � ��� E��3;"M � K O$��I � � )[O$#>= � � �>2���/�
, � +0) O K +/��1���+0/� � � �LK /��OY	�� � ��	�� � E ��2�� \��&+��&�G���/��+�	 � �^��� �  � 5]� , � /��+-5 �&1�� \4�*��132����� �>2���/�
�G���/2 � 	� �&+0�(� � �/+/� � /��1 � ���MK ��\�\�+ � ����^���/�(� � 	 ��5Y��2�� K ��+/�(��/��	�5 � +�2���E�2 \�+/��1���0� �n� ��2�� K 0�0MY��+
5A+ � � 	4����� \�+ ��� �L5A��+��*��� �h� � � 	 �&+0�G�/2���+0��5 � +0���/���G�G1 �n� 0����� � E�� �>2���+/�U�&+0�^� �  � /��OC	�� � ��/� �n�
�G���/2 � 	� 5 � + ��2��U	 K6� �&�G��1 1 ����� ��/� �n� 	�������1��/� �n� OC��� ,]��� � ������� 	���\C� � 	�� � � \��&+��&�G���/+/��1 /��+ 7
5 ��1��� � ; � �(_ > O�! I M T 9 ? OVF = � � = � ;"Z I2O��:=]� � 	 ; � Z O�#>=]� �G���/2 � 	 O4�&0��	 �n� 1 � � \����3���/� �n� 
,.�L��2 O�� � �&+/�������\�����/+/� �\ ���LK6�~� �G� � � >24�&(OC��� � \���O � ��02���	W5 � +��/2�� � � ����+0/��1���� �n� OC��� ,]��� � � , �
E&� � ��+�� � \4�&+/�&��� ��+0��1\/��+05 �&1�����>` � ��� \ � ��1�����5 � +/� � 5 �n� � � 5 �/2���0� /��+05 �&1���(��.+/��\�+/��0� � ����	 �&
�/2�� 	����/��+/�G� � � � � � 5H� �^�*��+/� Y� �>2��$\��&+��&�G���/��+0��R �*��� �h��� 5 �/2�� � ��2���+./��+-5 �&1�� ��>� � /��+0����	[� � � �
�/2���\�����/+/� Y� = � � ��+�1��&/� ,]� ) �~� , \4�&+/�&�G����+0��1 �&�,�� ��� ��\��� \ � ��1�����+0��\�+0��/� � �3���/� �n�  � 5 �/2��
0��+05 ��1����� �N� � 1��&I ,��N	 �?� � ��2�� � �N� � \C��+05 � +/� ��2���/���������>1 �n� /����� � E ������+0�  1 � � \���������� �n� ��
= � ; B Z O DA= � � E���O�+��&��1>/��+-5 �&1��� �&+0���/��-����	�5 � +]� � ����+0/��1���� �n� O KG�t�6� );� � E 5 � + +0� � � + �D� �/ � 5 �  K -7
�/��� � 5 �/2�+/��� � � �4���/� �n� \� � 5 � ��+\� � ) �~� , � �� ` 1 �n� B4E���+����/� �n�  \4�&1����7\�\�+ � �&132:� � 1 � � \����/�
�/2�� � � �/��+/0��1 ��� �h� \OY� � ,���� � �^� � +0��\� � 	 � ������+�� � � ���&	�+/��1�\24���OY��� � \���O � ��02���	:� � ; �\��� OVH = �
T � � �  � ��/�\��2������\�\�+ � �&132 � ��� ��+�-�3���/��1\1 ����� ��/� �n� 	�������1��/� �n� � � E � +/�L��2�� �

�G������� '�57%C�FH���-# � ��F��G $�������!%
= � ��2��	B�� � 	 � 5 	 K6� �&�G��1�U/��� � � ���/� �n� ���2���+/� �&+0� � , � 5A� � 	4�&�G� � ��� � ��\�\�+ � �&132����I � �&��� �MK
�/2�� ��� \�� � /� O4��/��	V�7\�\�+ � �&132 � � 	 ��2��W1 �n� -��+/�&� � � O��&/��	V��\�\�+ � �&132 � �>2��[��� \�� � /� O4�&0��	
�G���/2 � 	 1 � � \����/�����2�� 1 ����� ��0� �n� +0� �&1 ��� �h� (O K ��\�\ �LK � � E ��2�� � � ,. � 5H��� \��&1��N� � ��2�� 1 �n� �3��1��\ � � � �/��\?H��O � ��1������ �n� �	�� � � � � EG,.�L��2[�/2���(��\�\�+ � �&132:� � 1 � ��	��J; Z�I2O D>= I�; ZW��+-OVE&O = � � 	3; B � � !�! = �
` � ����&� \ � �U5 � + ��2�� 1 �n� -��+���� � �GO4�&/��	 �G���/2 � 	 �� ��2�� 1 � � \����3���/� �n�0� 5N � 781 � ��� ��	 1 �n� �3��1��
5 � +/1����� �>2���0�:�&+0�W��2��W5 � +01���G��24�*� �&1 �^� � �/2��[1 ����� ��/� �n� \ � � � ���� � 	 \�+/� � � � �U�/2�� � O[Z0��1 ��
5A+ � � � � �/��+-\C� � ����+/����� � E��>= � ; M�� B OVH>= �/2���0� �&+/� � � 	�� ��� ��	 �&( \�+/� � E�5 � +/1�����.` 	��NMY��+0� � �(,�� K
� � 1 � � \������^�/2���� �� O K 5 � +0� � � �*��� � E E&� � �G���/+/��1G1 �h� 0�/+��&� � �/ � � ��2���1 �n� �3��1�� \ � � � �/�� �>2���
�G���/2 � 	 E � �� O4�&13)(� � ; _ ��+)O&'>=;� � 	\,��& +/��B � ��	 O K\� ���/��+C, � +0); � � 1 � ��	�� � E�; _ M�OVH>=$� � 	 ; T �&+-OVO = �
�>2��]\���O � ��1������ �n� ; M � O D�O = I
;"M�M5OVH =Y� � 	 ;"M����4!VF =C�� �/� � 	 �/2��(�7\�\�+ � �&132 O K � � 1 � ��	�� � E\5A+/��1���� �n� �
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9 � � � ���MK I ,]� ,�� � � � � �G� � ��� �n�  � 56� ,��&+0� \��&13)*�&E��� ��2���� 24� � � OC��� � 	�� � � � � \C��	 � � ��2��3B�� � 	
� 5�1 ����� ��/� �n� 	�� ����1 ��� �n� � � 	 	 K6� �&�G��1��0��� � � ���/� �n� 5 � + \ ���MK 2���	�+�� � � O[Z0��1 ���� ?H��+/� 1 �&��� ��/� �n�
	����/��1��/� �n� \4�&13)*�&E&�� � � 1 � ��	��G= 7 I Q B B = ��F>I ,.2���132 �� \�+/��/� � �/��	 � � ;GI B Z[? O D =@� � 	 S.`�?H= � I
,.2���132:��(O4�&0��	 �n� ��2�� +0��0� � �/�\�+/��/� � �/��	 � � ; X B Z OVE = � �>2�� \��&13)*�&E�� M TV= 9 ���	� ,.2���132:��
O4�&/��	 �n� ; F B !��:= �� � �  � �&O � �H� � 1 � � \������ 1 � � /��0� 5A� ���/��+/���I&��\�\�+ � ����^���/� � � 	 ����&1�� 	���-�3� � 1���
� � 	 1 � � \Y��+05 � +0� � ��� ��+/� � 1�� � ��+/�LB41 �*��� �h� �I4� � ���]	���1���	�� ,.2�����2���+.� , ��� O[Z0��1 ��(�&+/� 1 � � /��+>��24� �
��E�� � � � � ��� ��+/� � 1���� �>2��>= X Q\S  K -����� �A/��� ; M�132�O�'S= � ��H�\ K 0�/��� 5 � +@��//��� O �LK \ � � �~� � � E\� � 	
/��� � � ���/� �n� � =8� 1 � � �&/0��0� � � � � E�� � ����+ � � 	�� � � �t� \ ��0132����G� 5 � + �/2��@132�+ �h�~���t� E���1�� � � � 	 -\��&1���� �
1 �6� +/	�� � ���/� �n� � 5 � � �&0/��� O �MK \�+ � 1���0��@_ ��/��	 �n� �/2����I;�/2��N\�+��&1 ����1 �&O�� � �L� K>� 5 � � + � O � �]�&��	���	
�
�&/0��� O �LK \�+ � 1���/ 1�� � OC� \�+ �W� � � O K �[0��� � � ����� �n� �GTV2���+0� �& �/2���  K -����� 1 �h� /��	���+0 �n���LK
��2�� E�� � ��� ��+ K � � 	 );� � ���^���/��1��I ��2�� ���&� � 5 � 1��� � 5 ��2�� M�� B Q�= ` � ��O�+/�&+ K � /��� ; �(� B ? OVO = ����
��2���+0� � � 78�/���G��0��� � � ���/� �n�]� 5 ��2���	 K6� �&�G��1NOY��24� � � � ��+ � 5 1 ����� ��	�� � E +/��E���	 � O[Z0��1����� 9 � � � ���MK I�,��
��� � �/� �n� �/2�� � ��+0�/�4� � +0� � � ��� K \ � ���05 � +/� � 5 ��2�� ���&��� � ��+)I�2�+ K  � ��+ 1 � +-\ � +/����� �n� ,.2���132 ��>1�� ��� ��	
��_]Q�= F T �4=8�.1 �n� �3�&� � >� +/��� � 7 �����G��1 ����� ��0� �n� 	�� ����1 ��� �n� � /��� ; FH13)[OVOR= ��� � 	 � � � 	�� � �(5 � +]��2��
1 � � \���������� �n�%� 5�1 �n� �3�&1 � 5 � +/1��� �A/����; _���1�OVO = � � � 	 ,��& ��0��	 � � \C��+-5 � +/� ��2��U/��� � � ���/� �n� 
/2 � , � � � B4E���+0� �����&�
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• T �J\�+/��0� � �\�GE�� � ��+/��1 � � E � +/���/2�� 5 � +>��2�� 0��������1 1 ����� ��0� �n� 	�������1��/� �n� \�+ � O � ��� 5 � +.+/��E���	
� O[Z0��1����,.���/2[1���+ � ��	:O � � � 	4�&+0������>T � 	���01�+0��OC� -\C��1�� � � ��R������ �n�  � 5 �/2���N� � E � +/�L��2�� 5 � +
1���+0�3��� � 1 � �&/0�� � 5 � O[Z0��1 ���� T � +/��	���1���� ��� 1 � � \����3���/� �n� �� � ��2�� \�+ � O � ��� � 5 B � 	�� � E
��2�� + �D� �� � 5 \ ���MK6�~� ����� � .� � �h� � � �&+/���&O � � � � 		\�+ � � � ��\�\C��+ O � � � 	��5 � +(��2�� 	���E�+0����
� 5@��2���/� \ ���MK6�~� �G� � � ��\= � \4��+0����1�� � �&+N,]� \�+ �W� � �/24�����/2���0� 	���E�+0���� ��+/� ���\� � -�\5 � ��+
� � �/2�� 1 �&0��.��24���.�/2�� O � � � 	4�&+0���� � 5 �/2�� � O[Z0��1 ���1 �n� /��-� � 5
� \4���/132��� � 5 � �4�&	�+0��1��� � 	W0��E��G� � �� � 5 1 �n� ��1�.� � 	
� \4���/132��� � 5 \ � � � ���I4 \�2���+/��N1���+/1�� � �&+>1 �n� ���IK1���+01�� � �&+ 1 K�� � � 	���+/�� � 	W� � +/� � � 	W0��E�7

�G� � �� � 5 0�/+��&��E�2$� � � � ��.� � 	 1���+/1 � ����

�>2��� ����� �  ��24��� ��2���+/� �����0� 1 � � /��	 5 � +/�  ��� ���/� �n�  5 � + ��2���+ �6� �� � � 	 2�� � 1��&I ��2�� K
1 � � OC��1 � � \�������	 � ��+ K ��@�1���� � � �MK � � 	 �&1�1���+/����� �MK �GT ����� \ � ���G� � �/��	 � ��+ ��\�\�+ � �&132\�+ � � � � K \���1 � ���MK 5 � + �/2��  � 1 � ��� ��	 � ���/��+�� ��� ���&	�+��*����1U1 � � \ � ������� �>2���0�[�&+0� � O[Z0��1���
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���&132 /2�� ��� 	��CB � �� � � � � �/��+0� � +(� � 	 � � �� ����+/� � +\+/��E�� �n� � � R
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(S � ∪ I � ).
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⋃ ���� � S
� ⇔ S � ⊂ I � � ),1(��+-+ i 6= j

�

� 13)")&� � B ��� O OC� 1 �n�~� ��1�����	 � � 	 i 6= j
� B ���(5A��+0�/2���+0� � +0� p

OC� � \ � � � � �h� S � � � 	 q
OC� �

\ � � � � �n� S �
�HF � ��+ K�� ����E�2;O � ��+/2 �6� 	 � 5 q

1 �n� �3�&� � >� \ � � � � r ∈ O ∩ I �
�H`( O ���1 �n�~� ��1��/��	 I

�/2���+0� ��.� \4����2 5A+ � � r
� � p

,.�L��2�� � O � �>2���+/� 5 � +/��I p ∈ I �
�

I �n� � ��+//� �MK I � � � S � ⊂ I �
5 � +�� ��� i 6= j

�]T �JB4+00� \�+ �W� � ��2���� ∂O ��>��2�� � � � �n��� 5H� ��� /2�� ��� ��
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�
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B � � p ∈ ∂O � =85
p
�� � � �~�n� � � 5Y�/2�� S � I��/2�� � ��� � ��0� OC�>� � ⋂ �� � � I � I�,.2���132G�� � � � \Y� � /��O�0���

� 5 O �:_]��� ��2�� � p 6∈ ∂O � � 	 ,]�U24� � � �[1 �n� ��+���	���1 ��� �h� � =85 �n� �/2�� � �/2���+ 24� � 	 p ∈ S � I
�/2�� � � � ��+ K � ����E�2;O � ��+/2 �6� 	 � 5 p

1 �n� �3��� �  ��\ � � � ���/24��� �� �~� � 1 �h� ���&� � ��	 � � S � ∪ I � ⊃ O �
�>2���+/� 5 � +/� p ∈ ∂O � � � \�+ �W� �^�/24��� O �� 1 �h�~� ��1 ����	 I ,]�3\���13) � , � \ � � � �/ p, q ∈ O � T �
1 �n� -��+/��1�� � \4����2 P 5A+ � � p

� � q
� � O �&�5 ����� � ,.�� T � 5 �����t� , �/2�� -��+/�&��E�2$� � � � �\5A+ � � p

� �
q
� � ��� � ,]� +0� �&132U�/2��]B4+00� \ � � � � r �

,.2���+/���/2��� � � � � � ��� � ��.� 0��� S � ∪ I � � B ��� r� OC�(��2�� � �&-�\ � � � �\,.2���+/�G��2�� � � � � +0� 7 � � ����+0 �/2��� 0��� � T �G5 �����t� , � \�����2 5A+ � � r �
� � r � �n� S � � M���132 �

\�����2������-�� OY��1 �&��0� S � ��H1 �n� � ��1 ����	 � = � ��2���H, � K ,��N\�+ � 1�����	�� � ��� � ,]� B � � ���MK +0� �&132
q
�

`>1�1 � +0	�� � EG� � �/2��� � ���G�^� ,]� �&	�	W� ����-�.��24����132���13);N��2��� \�+ � \Y��+0� K 5 � +.� ��� \��&��+0 � 5 02�� ��� ��
TV2�������>�G��/0� � E ��.� ����-�.,.2����/2���+ O ��>O � � � 	���	 � + �~� ���
� ����� � � �$��� � %�� O ��% ��!�+ )"�"% 8 3  Q< ��/&� � ),+ 8 � �-�-# ��),56/ 8 ��1 : ��/ 8 + %�� ∂O ��% ��),5 / 8 % 8 ��/ 8 )&�
��),56/ 8 % 8 
 ��1 ��������),/ � � %�� B ��%(� �$��+-+I� #0����%�/ !�+ )"�"%$� ∂O ��/ 8 + %�� p 6∈ B ��% � �&),�-/&� �

O � � ��),5 / 8 % 8 ⇔ p 6∈ O.

� 13)")&� � T � \�+ �W� � 	 O O � � � 	���	 ⇒ p 6∈ O 	 � � 	 	 O � � O � � � 	���	 ⇒ p ∈ O 	 ��� ��2��G/�&�G�
�/���G�&� B ��� O OC� O � � � 	���	��A� � O � � � 	���	 ��� � 	W0��\�\ � /� ��24�*� p ∈ O �

p 6∈ O � � �>2�� � ��2���+/� ��
�$\ � � � � q 6∈ B ,.���/2

q 6∈ O �
q ∈ O � � � 	U� \4���/2 P 5A+ � � p

� � q
,.�L��2 P ∩B = ∅ I�� � 	^��2;��

P ∩ ∂O = ∅ �(M � I P 1 �n�~� ��1��/\� \ � � � �N� � 0��	�� O ,.���/2 � \ � � � � � ����/��	�� O ,.�L��2 � ���(1�+ � 0/� � E
�/2�� O � � � 	4�&+ K � �>2������.� 1 �n� ��+/�&	���1���� �n� �
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� � � 	 1 �n� /��	���+ �W+�� K 5A+ � �
p

� � � � B � ��� K �/24���G� � ����+/0��1��/��/2��[O � � � 	��&+ K0� 5 O � I � � \������ ��2�� \ � � � �/ � 5�� � �/��+/0��1 ��� �h�
OY� � ,���� � �/2����+�� K � � 	 ∂O � B ��� q

OC����2�� � �&-�>/��132 \ � � � � �6,.����2U+0�� \Y��1��.� � ��2��\	���+0��1��/� �n��� 5
��2���+/� K � �@�(��\C� � 	�� � E �h� ��2���0��E ��� 5 ��2���	 � �)\�+ � 	���1��>OC��� ,]��� � �/2���	���+/��1���� �n�$� 5 �/2���+/� K � � 	
��2�� �~� +0�^� �Q� 5 ∂O � � q

,]� 1 � � 	���1���	�� ,.2�� ��2���+N�/2�� +/� K � � ����+/ � + � � � � �� O �*�N�/24���N\ � � � � �
B ������� ���GH ��� ���  ����/24��� O ��.O � � � 	���	 ��5 � � 	 �n���MK �L5 ��2�� +�� KU� � � � �� O ���

q
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��2�+ � ��E�2 �/2�� � � \ ��� � E���1 -��+/��1�����+/� � 5]� � � O Z0��1����R@G1���� � � �LK � � � �/2����� � 	 I ,]� �&	�	 O4��13);,��&+0	
\ � � � ����+0 � � ��2�� +0��\�+0��0� � �3���/� �n� �

• ` � ��+0�/�� \ � � � �� � �]�h� � � 5 �/2�� ��	�E&��>��24�*�N2��&.���.�&.-�3�&+-�07 � +>� � 	�7 � ��+-����Y�

• ` � ��	�E�� 24�&�� \ � � � ����+ � � �n� � � 5 ���� � , � 1 � ��	�E�����

• ` 1 � ��	�E�� 2��&�� \ � � � �/��+�� � �L�� � 8 �R�6!$%�/&� 1 � ��	�E��&IY� � �&����2�� � ��2���+(1 � ��	�E�� ��2�����OC� � �n� E�
� � ��2�� /�&�G�\��	�E����]Z � +/� �W� ��+�IK���.24�&�� \ � � � ����+ � � ��2�� � �D� \U���.OC� �t�h� E� � � �

• ` �t�6� \�\ � � � �/ � � ���� 5 ��1��&�

• 9 � � � ���LK I � 5 �&1��\24��N� \ � � � ����+ � � ���/>/2�� ��� �
T � 1 � � /�]��2��� /��1��/� �n� ,.�L��2 �NO�+/����5K	���/1�+0� \��/� �n�?� 5K2 � , � � +0��\�+0��/� � � �/2�� E�� � �G����+0��1 1 � � \ � 7

� � � ��H1���+ � �.� � 	 0��+05 ��1��&� I���+ � ��@�&+0� +/��\�+/��/� � �/��	GO K �]\4��+��&�G���/��+/��R ���/� �n� � = � 0��1 ��� �h� ���GFN,��
,.� ��� \�+0��/� � �]\4��+��&�G���/��+/��R ���/� �n�  � 5 1 �h� ��1�.� � 	 � 5 E�� � ��+�� � � ���&	�+/��1�� � �/��+/0��1 ��� �h� 1���+ � ���� �>2��
+/��\�+/��0� � �3�*��� �h� � 5@�^1 �n� ��1 � �  � 1 �n� �3�&� � N�/2�� \ � � � � � � ,.2���132 ��2�� 1 �n� ��1 � ����(� � �n� EG,.����2W��2��
��� \ � ��1���� 5 � +/� � 54��2�� 1 �n� ��1�� � �/24��� \ � � � ��� = � �/2�� 1 ��/� � 5KE�� � ��+/� � � ���&	�+/��1 � � �/��+/0��1 ��� �h� 1���+ � ��
��2���+/��\�+/��/� � ������� �n� � �  � 1 �n� ���&� � H�/2���� , � � �4��	�+/��1�@��24���]� � �/��+/0��1 ��� � �/24��� 1���+ � ��� =85 � � ��	�E��
E ��H+0��\�+0��0� � ����	UO K �\1���+ � �N,.���/2 \4�&+������ ����+0��R������ �n� c(t)

� � 	GO K � ��+-����1��� a
� � 	 b

I$��2�� � ,]�
� � ,�� K  ��//����� �/24����,]� ) �~� , �3\4�&+/�&�G������+�� � �/��+ � � � [u, v]

0��132 �/24���
a = c(u), b = c(v)� � 	 E = { c(t) | t ∈ [u, v] }

�
` � � � E���O�+�����1./��+-5 �&1��\��]+0��\�+0��0� � ����	WO K �L�� ��� \ � ��1��L�H5 � +/� � = � 0��1��/� �n� ���PF ,���,.� ��� \�+/��/� � �

��� \ � ��1����@5 � +0�� � 5 ��2�� � � E���O�+/�&��1N/��+-5 �&1���.��/��	W� � ��2��� ��2���/���I � �&�G� �LK �/2�� � �4�&	�+0��1�N� � 	U��2��
� � +0����

D���D��"� '�)�� % �Q�����!% � .*� G)N�N�$�G 	��
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= � �/2��� 0��O�/��1��/� �n� ,��U,.� ��� 	��CB � �U��2�� 1 � �&0/�� � 5 � O Z0��1��/G�/24��� ,.� ��� OC� 1 �n� /��	���+/��	 � � ��2��
5 ����� � ,.� � E\1324��\�����+0��HT ��,.� ��� 	���0��� � E�����/2 ��2���/�N1 � ��//���O K ��2���/��+-5 �&1��(� � 	�1���+ � �(� K \C��]�/24���
��2�����+ O � � � 	4�&+/���� ,.� ��� 1 �n� /��-� � 5 � �>2���/� /��+05 �&1��� � � 	 1���+ � �� ,.� ��� OC� 	���/1�+/��OC��	 � � � � +/�
	������&� � � � ���GF
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�[�[� ��,L����� ; -�����	 � ������� ` ��� O[Z0��1 �>���� X�^ I � � �L5 ���/
5 ��1���G�&+0� ��� OY��	�	���	 �n�0� ���/��+�� ��� �4�&	�+0��1� � � 	 ��2�� � � +/�� � � 	 ���/ ��	�E&��G�&+/�^0��+/�&��E&2;� � � � �
0��E��G� � �/\� � 	 1���+01 � � /��E��G� � ���� X(���/��+�� � � �4��	�+/��1����+/� \ � � � ���IY-\�2���+/���I 1���+/1�� � ��+N1 �n� ���� � 	
1���+01�� � �&+>1 K � � � 	���+/��
� ����= ���%@.0' �2;>� �+,P�
�[� � ��,L��� � 9 � � � ��� � 9 ��� �>2���U1 � ��/ �� ��2��:O �D�&� � � � 1 � � /��+0� � 5
�/2��^1 � �&0 � 5 ^ I(� �>2��^O � � � 	��&+ K � 5>� ^ I � ^�= I 1 �n� 0��-�� � 5 5 �&1��� ��24��� �&+0����� OY��	�	���	 �n�
� �4��	�+/��1�\� � 	 � 5@��	�E���(�/24�����&+/� ��� OC��	�	���	 �n� � �4��	�+/��1 � � �/��+/0��1 ��� �h� 1���+ � �� �<^�= I�� � I �n� ��1�
��+/� � -\C��1���� � 1 ��/� � 5 ^\= I(�

� ���  � � � ��� 	 � � � � ��� 	 �����
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D&������� � �C�89&0 ���-#
` � ���&	�+/��1 ����^/��+-5 �&1�� ,.2 � /� ��� \ � ��1����>5 � +0� ���� � �4�&	�+/������1 5 � +0�WIY� � �&� � � � � �4���/� �n� � 5H�/2��
5 � +/�

x � Ax + 2x � a + a � = 0,
� ���L� �

,.2���+/�
A ∈ R

� × � ��  K �G�G����+0��1 � � 	 a ∈ R
� � Q(56��� � I�,]�],.+0���/�@�/2��� � � �4�*��� �h� � � 2 � � � E�� � � � ��

1 �D� +/	�� � ������.�&
x � A � x = 0,

,.2���+/�

A � =

[

A a

a � a �
]

,

� ���"� �

A ∈ R
� × �  K �G��� ��+0��1

,

a ∈ R
�
.

T � ,.� ��� � � ,�� K ���/� ��2�� � � 	��� H
� � � � 	���1������ 2 � � � E�� � � � ��N�����/+/��1������=85 ,]� 24� � � � 2 � � � 7

E&� � � � ����^���/+/� 
M �

I���2�� � M
� � , � K .	�� �~� ����.��2�� ��\�\Y��+-7 � ��56� (3 × 3)

7 0��O�������+0� Y�
�>2��@1 �6� +/	�� � ���/�H K 0�/��� 1�� � OC�H+ � �3���/��	 � � 	 ��+/� �  � ������	 � � /��132 � , � K �/24��� A �� �>	�� ��E �n� � �

�����/+/�  � � 	 Aa = 0
���>2���\��\	 �n� � O K B4+00� ��\�\ �MK � � E �Y\�+/� � 1�� \ � � � ������+�� � 05 � +0�^�*��� �h� � �



� � ��� �,����!$�

X � +/��� � 5 � +/�
�
a > 0, b > 0, c > 0

�
XN�&�G� � 5 �/2�� � �4�&	�+0��1

ax
�
� + bx

�� + cx
�� = 1

F ��� �M\� � ��	
ax
�
� + bx

�� − cx
�� = 1

Q � � 7 02���� ��2 K \C��+0O ��� � ��	
ax
�
� + bx

�� − cx
�� = 0

� � ��O � �\1 �n� �
−ax

�
� − bx

�� + cx
�� = 1

� , � 7 02���� �(2 K \C��+/O ��� � ��	
ax
�
� + bx

�� − 2cx � = 0
F ��� �M\�����1 \4��+��&O ���t� ��	

ax
�
� − bx

�� − 2cx � = 0
� K \Y��+/O ��� ��1�\4�&+/�&O ���t� ��	

ax
�
� + bx

�� = 1
F ��� �M\�����1N1 K�� � � 	���+

ax
�
� − bx

�� = 1
� K \Y��+/O ��� ��1�1 K � � � 	���+

ax
�
� − bx

�� = 0
� , � � � ����+0/��1���� � E \ � � � ��

bx
�� − 2x � = 0

? �&+/�&O �&� ��1N1 K � � � 	���+
ax
�
� = 1

� , � \��&+�� ��� � � \ � � � ��
x
�
� = 0

� � ��O � � \ � � � �

� �&O � � �����&��X � +0�^� � 5 � +0�� � 5 � �4�&	�+0��1�

A
I ,.2���132 K ��� � 	�\�/2���+ � �3�*��� �h� �����/+/� Y�G= � �/2���\,�� K I A

�� +/��\ � �&1���	 O K � 	�� �&E �n� � � �����/+/� 
Ã =

	�� ��E
(λ � , λ

� , λ � ) � �>2�� � ,]� �/+�� �  � �*���(�/2�� 1 �6� +/	�� � ���/�\ K 0�/��� O K +/��\ � �&1�� � E x
O K x + c

I
,.2���+0�

c
��>	��CB � ��	 �&

c � =

{
− �

�
� �

��5
λ � 6= 0,

0 � �/2���+-,.��/� .
�>2���]	 � �� �~� ��1324� � E�� Ã

O������/2�� � ��1�� � + a
��]+0��\ � �&1���	 O K ã = Ãc+a

� =8� �� � �� K � � � ��+0��5 K
��24���

Ãã = 0
� = � �/2��\1 ��/� � 5 !$%�/&�O1D��+ ��5 1"�R�6!$%$� I�� � ��� detA 6= 0

I�,]� � O��3��� � ã = 0
�H=85

a � 6= 0,�� � � � �/� \ �LK �/2�� � ���&	�+��*����1\5 � +0� O K −1/a � � = � �/2���., � K ,]� 1�� � �&0/���G� ��24���
a � ��������/2���+R���+ � � + �G� � �� �n� �&� _ K 5A��+-��2���+ + � ������� �n�  �&+ � � � 	 ��2��^1 �6� +/	�� � ���/� � ����I@��5 � ��1���0��&+ K I@,��

� O��3��� � ��2�� / ),1�< ��+ � ),1 < � /2 � , � � � �3��O � �G���L��� �(��+/� � E � ��+\1 � � \����3���/� �n� (,�� ,.� ��� � � ,�� K 
)&����\ � �/+�� � -5 � +/�����/� �n� �����/+/� 

T � ∈ R� ×� 0��132 �/24���
T � � A � T � ��\� � � � +/��� � 5 � +/� � �>2��

��� \ � ��1����N5 � +/�G � 5 ��2��^� � �/��+/0��1 ��� � E \ � � � ���I �/2�� \4��+�� ��� � � \ � � � �� � � 	 �/2��^	 � ��O � � \ � � � ���&+/�
�n���MK E�� � � � 5 � + �/2�� ��&)�� � 5 1 � � \ � ���/� � ��/��@T ��,.� ��� � � ,�� K .��0�\��2�� � � � � ��+ ��� \ � ��1��L�]5 � +0�

n � x − n � = 0

� �>� +0	���+ � � 	���B � ����\ � � � �&I&,.2���+/� n
�� ��2�� �~� +/��� ��� ��1�� � +�� T �>��/�4� ���MK �&0/���G� ��2����

|n| = 1
�
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? �&+������ ����+0��R������ �n� x(u, v)�
a > 0, b > 0, c > 0

�
X(�&�G� � 5 ��2�� � �4�&	�+0��1

[ �√
�
cos u cos v, �√ � cos u sin v, �√ � sin u

] � F ��� �M\� � ��	
[ �√

�
(cos u + v sin u), �√ � (sin u − v cos u), �√ � v

] � Q � � 7 02���� �(2 K \C��+/O ��� � ��	
[ �√

�
v cos u, �√ � v sin u, �√ � v

] � � � ��O � � 1 �n� �
[ �√

�
sinh u cos v, �√ � sinh u sin v,± �√ � cosh u

] � � , � 7 02���� �0782 K \C��+0O ��� � ��	
[ �√

�
v cos u, �√ � v sin u, �� � v

� ]� F ��� �M\�����1]\4�&+/�&O ���t� ��	
[ �√

�
(u + v), �√ � (u − v),

�
� uv
] � � K \Y��+/O ��� ��1 \4�&+/�&O �&�t� ��	

[ �√
�
cos u, �√ � sin u, v

]� F ��� �M\�����1(1 K � � � 	���+
[

± �√
�
cosh u, �√ � sinh u, v

]� � K \Y��+/O ��� ��1\1 K � � � 	���+
[ �� u

�
, �√ � u, v

] � ? �&+/�&O �&� ��1(1 K � � � 	���+

� �&O � � ���"���K? ��+��&�G���/��+/��R ���/� �n�  � 5 �~�n� 7�\ � � � �&+ � �4�&	�+0��1�
= � �/2���5 �����t� ,.� � E�I�� � �4�&	�+0��1 Q ,.� ���`� 56��� � OC�\1 � ��� ��	 � /;����5 1D��+ $ 50� 8 1 ��! �L5 ���.��.� \ � � � � � �&

� -\C��1�� � � 1 �&0� � IC� -\�2���+0�&IC� 1���+01�� � �&+ 1 �n� � � +.� 1���+01�� � �&+ 1 K�� � � 	���+��
T � ,.� ��� � �  ��� ����	 \4�&+������ ����+0��R������ �n�  � 5 � �4��	�+/��1��� � �&O � � � �%�U/2 � ,. \��&+��&�G���/+/��1 5 � +/�G

5 � + ��2�� �~�n� 76\ � � � �&+ � �4�&	�+/��1��I@,.2���+0� �/2�� 1 � �R@G1���� � �� a, b
� � 	 c

1 � +0+/��-\ �n� 	 � � ��2 � /� � �
���&O � � � �����
F �1���\�� 5 � + �/2�� � , � 78/2������[2 K \C��+0O ��� � ��	 � � 	 ��2�� 2 K \Y��+/O ��� ��1 1 K � � � 	���+�I���2���/�\��&+��&�G���/��+0��R �*��� �h�  �&+/� �n� � 78� � 7 �n� �]� � 	 �n� � � �L5 �n� ��+/��0�/+/��1 �� ��2�� \4�&+������ ����+ +�� � E��]�& 5 �����t� ,.��

� ��� � \� � ��	 u ∈ [−
� � , � � ), v ∈ [−π, π)��7 02���� ��2 K \C��+0O ��� � ��	 I�1 �h� �&I

� ��� � \�����1 \4�&+/�&O �&�t� ��	 I�� ��� � \��/��1�1 K � � � 	���+ u ∈ [−π, π), v ∈ R

��7 02���� ��2 K \C��+0O ��� � ��	 u ∈ R, v ∈ [−π, π)2 K \C��+0O �&� ��1 \��&+��&O ��� � ��	 I
2 K \C��+0O �&� ��1\1 K � � � 	���+�I�\4�&+/�&O �&� ��1N1 K � � � 	���+ u, v ∈ R

=85>,]�^132 �D� 0� �n���LK ��2�� \ � �� 0��E ��� + �h���MK �/2��^�G� � �� /��E � � � ��2�� \4�&+/�&�G������+/��R ���/� �n� � 5 �/2��
� , � 78/2������W2 K \C��+0O ��� � ��	V� � 	 �/2�� 2 K \C��+0O �&� ��1[1 K � � � 	���+�IN�/2�� � ,.���/2V�/2���0� +0��-��+/��1��/� �n� �I��/2��\��&+��&�G���/��+0��R �*��� �h� �� �n� � 78� � 7 �n� �\� � 	 �n� � � 5 � + �n� � 1 �n�~� ��1��/��	[1 � � \ �n� � � � � 5 �/2�� /��+-5 �&1����



� � ��� �,����!$�

D������"D � �10 �8#
�>2�� ��� \ � ��1��L�>5 � +/� � 5]��� � +/��\����3\ ���MK6�~� ����� ��� 5 	���E&+/��� 5 � ��+�� B ��� r

� � 	 R
OC� ��2�� ��� �~� +

� � 	 ���TZ � + +/�&	���� � 5���2���� � +/���I +/��-\C��1 ��� � � �LK I � � 	 � ��� ��2��G� � �L� � ��1 � � + n
OC� ��2�� �~� +/��� ��� 5

����(�^�&� � \ � � � ��� 9 ��+-��2���+/� � +/��I � � � c
OY� �/2�� 1�� � ����+ � 5@�/2�� �^��� � 1���+01 � ��� �>2�� � ��2�� � � +/��\��

	���B � ��	[O K �/2�� ��� \ � ��1��L�]5 � +0�
(

(x − c)
�
+ R

�
− r

�
)

�
− 4R

�
(

(x − c) × n
)

�
= 0.

� ���GF �
T � 	 � �~� � 1 �n� 0��	���+ � � +/�],.����2 0� � 5 78� � ����+/0��1��/� �n� ����>2���+/� 5 � +/��I],]�[� � , � K  �&0/���G�

r < R
�

9X� +\� � K \ � � � � p �n� � � � +/�� T ��2���+/�G�&+/� 5 � ��+\1���+01 � �� \4�&0/� � EU��2�+ � ��E�2 p
���>2���0�^��+/� ��2��

1�+ � /-78/��1���� �n� � � 1���+/1 � �
CSC (T , p)

I �/2��3\�+ � B � �^1���+/1 � �
PFC (T , p)

� � 	 ��2��^� , � Q(� ��� �&+01�� ���
1���+01 � ���� I�+ � 0-7 0��1 ��� �h� � � 1���+/1 � ���I \�+ � B � � 1���+/1 � �� � � 	 Q�� ��� �&+01����&� 1���+/1 � �� ��+/� ��2�� �h���MK 1 �n� ��1�
��24����1 � � OC� ��� OC��	�	���	 �n� �^� � +0���� B ��� p � = p − n � (p − c) · n OC� ��2�� \�+ � Z0��1��/� �n� � 5 p�n� � � ��2�� ���&� � \ � � � � � 5 T � �>2�� � ��2��G1�+ � 0-78/��1 ��� �n� � � 1���+01 � � ��2�+ � ��E�2 p

���	���B � ��	 O K ��2��
�~� +/��� � (p − c) × n � 5 �/2�� \ � � � �\1 �n� ���&� � � � E ����I��L��>1�� � ����+ R(p � − c)/

√

(p � − c)
� � � 	W�L��

+��&	�����
r
� �>2�� � � +/��� �X� 5 ��2���\ � � � �(1 �n� �3�&� � � � E ��2���\�+ � B � ��1���+/1 � �N�/2�+ � ��E�2 p

��
n
I ���/�1�� � ����+

��
c + n � (p − c) · n � � 	 ��2�� +���	�����>��>E�� � � � O K √(p � − c)

� �HQ�� ��� �&+01����&�U1���+/1 � �� �n� T �&+/�
� O��3��� � ��	GO K � � �/��+0/��1 ��� � E T ,.���/2�� \ � � � � P ��2�+ � ��E�2 c

,.�L��2G� � �L� �~� +/��� � � ��1 � � + nP
I;,.2���+/�

nP
���132 � /� � � � 0��132 � ,�� K �/24���

n � nP =
√

R
�
− r

�
/R

�HF@�&132 0��132 � � ����+/0��1��/� �n� 1 �n� /��-�� � 5
� , � Q�� ��� �&+/1�� �&� 1���+01 � ���� T �.	 ���~� �@	���/1�+/��OY�>2 � , � � B � 	 ��2�� � , � Q�� ��� ��+/1����&� 1���+/1 � �� ��2�+ � ��E�2
� E&� � � � \ � � � � p

0� � 1��.,]�>,.� ��� �~� �@��/�>��2���/�.1���+/1 � ��H� � ��2��� ��2���/���I � � �/2 � ��E&2 ��2�� K �^� K?� 1�1���+
�&.��	�E��� � 5 5 ��1��� �n� � � +/� �
`N � � �/2��U1 �&0� � 5 � �4�&	�+0��1��IH,��UE&� � � � \4�&+/�&��� ����+/��R������ �n�%� 5>��2�� � � +/���� �>2���+0��5 � +0�&IH,��

�&/0����� ��2����.��2�� �^�&� � \ � � � � ��>��2�� (x � , x
� ) 7�\ � � � � � � 	W�/2�� 1�� � �/��+(��>��2�� � +/��E�� � �]=8�N��.� �� K

� � � ��+/��5 K ��24���>�/2��\� � +0��.1 � � OC� \4�&+������ ����+0��R���	 O K

x(u, v) =





(R + r cos u) cos v

(R + r cos u) sin v

r sin u



 .
� ��� ' �

=85 ,���+/��0��+0��1 � ��2�� \4��+��&�G���/��+ +�� � E&��O K u, v ∈ [−π, π)
I �/2�� � ��2��� ����\�\�� � E �� �n� � 78� � 7 �n� �

� � 	 �n� � � �
D������"� ���&% �I�-#
` 1 �n� ��1���]� � � � ����+//��1��/� �n� 1���+ � ��OC��� ,]��� � � � �4�&	�+0��1N� � 	U�J\ � � � �&� B � � � � ���&	�+/��1N� � E�� � ��+/� �\ � 0���/� �n� � � 	 � +0��� � ������� �n� OC� 	���B � ��	 O K � � �4�*��� �h� � ���L� � � T � +/� ,.+/�L��� �/2����� � �4����� �n� � � ��2��
5 � +/�

[

x̃

x �
]� [ Ã b̃

b̃ � b �
]

[

x̃

x �
]

+ 2

[

x̃

x �
] � [ ã

c

]

+ a � ,
,.2���+0�

Ã ∈ R
� × � � � 	 � ����� ��1 � � +0 ,.���/2 ��� � 	��� �&+0�^� , � 7 	������ � /� �n� � � �[=85.,��U� � ����+0/��1�� ��2���

� ���&	�+/��1 ,.�L��2 ��2�� \ � � � � 	��CB � ��	:O K x � = 0
IK��2�� � ,]� � O����&� � ��2�� 5 ����� � ,.� � E � �4�&	�+/������1 5 � +/�

� � ��2��
(x � , x

� ) 76\ � � � � �6,�� � �G������2��\��� � 	��� � �

x � Ax + 2x � a + a � = 0,
� ���PD �
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X � +0�^� � 5 � +0�
�
a > 0, b > 0

�
XN�&��� � 5 �/2�� 1 �n� ��1

��� �

�
� +

���
�� � = 1

F ��� � \�/�
��� �

�
� −

���
�� � = 1

� K \Y��+/O ��� �
ax
�
� − bx

�� = 0
� , � � � �/��+0/��1 ��� � E � � � ��

ax
�
� − x � = 0

? �&+���O ��� �
x
�
� = 0

� � ��O � � � � � �
ax
�
� = 1

� , � \4��+�� ��� � �Y� � � ��

� �&O � � � �PF��4X � +/��� � 5 � +/�G � 5 1 �n� ��1�
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x, a ∈ R
� � � 	 A ∈ R

� × �  K �G��� ��+/��1&�G`( � � ��2���1��&/� � 5 � �4��	�+/��1��I ,]�^1 � � + � �3���/�
� � 	 ��+/� �  � �����.��2���1 �6� +/	�� � ���/�( K -�����
� � 	^� � � �/� \ �LK ��2�� � �4�&	�+/������1N5 � +0� ,.�L��2U� /1 � � �&+ /��132
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A
�� 	����&E �n� � � I Aa = 0

� � 	 a � = −1
�H= � ��2����, � K ,�� � O����&� � ��2�� �~� +/��� �

5 � +/�G /2 � , � � � ���&O � �\���PF�� T �\�G� � �/� �n� ��	 ��2��\� � ����+0/��1���� � E�I�\��&+�� ��� � � � � 	U	 � ��O � � � � � �� �n���MK
5 � + ��2��>/�&)&� � 5C1 � � \ � ����� � ��0�� T � ,.� ��� � � , � K @1 �n� 0��	���+ � � � �� �/24���@1�� � OY�.��� \ � ��1��L� �LK 	��CB � ��	
O K � � � � ���&+.� � �4���/� �n��� 5H��2�� 5 � +/� n � x − n � = 0

IC,.2���+/�
n

�� \C��+ \Y� � 	���1�� � ��+�� � ��2�� � � � � � �
�/2��

(x � , x
� ) 76\ � � � ��� Q�O � � � �� �MK I ,]� 1 � � \4�&+������ ����+0��R��G�/2��^� ��� �M\�/��I �/2��^2 K \Y��+/O ��� �W� � 	 �/2��

\��&+��&O ��� � � � ��2��
(x � , x

� ) 76\ � � � �\��.5 �&���t� ,.��
� ��� �M\�/� : x(ϕ) = [a cos(ϕ + ∆), b sin(ϕ + ∆), 0] �2 K \C��+/O ��� � : x(λ) = [±a cosh λ, b sinhλ, 0] �\4��+��&O ��� � : x(λ) = [λ, aλ

�
, 0] � .

� ���GE �

�>2�� +/���& �n� ,.2 K ,]� � � �/+ � 	���1���	 �/2�� \4��/�^02���56�
∆

� � ��2�� \4�&+/�&��� ����+/��R������ �n� � 5��/2��^� ��� � \�0�
,.� ��� OC��1 � �G��1 � � ��+ OC� � � , I ,.2�� � ,]��02 � , 2 � , � � B � 	 � +/����� �n� � � \4�&+������ ����+0��R������ �n� � �>2��
-��+/�&��E�2$� � � � �\1 � � OC� \4�&+������ ����+0��R���	W�&

x(λ) = [λ, 0, 0] � . 9 + � �
� \4�&+/�&�G������+/��R ���/� �n� x(λ) =

[x � (λ), x � (λ), 0] � � 5C�(1���+ � �>� � ��2�� (x � , x
� ) 7�\ � � � � ,]�>1 � � � O��3�&� � �]\��&+��&�G���/��+0��R �*��� �h� x(λ) =

c + x � (λ)u + x � (λ)v
� � 3

7  \4�&1��GO K 132 �D� 0� � E � ��1�� � +/ c, u
� � 	 v

,.�L��2
|u| = |v| = 1

� � 	
u � v = 0

� = � � +/	���+�� � +0��\�+0��0� � � �U1 �n� ��1�I ,�� -� � +0� ��2�� � ��1�� � +/ c, u
� � 	 v

�&�,�� ��� �����2��
5A� � 1��/� �n�  x �

� � 	 x � � T �W� �  � 0� � +/� ��2�� ��� \ � ��1���� 5 � +/� � ���0D � � 5(�/2��W1 �n� ��1 � � �/2��Y\ � � � �
	���B � ��	[O K (u × v) � (x − c) = 0

�
_ K 0��O�-�����/����� � E ϕ = 2 arctan t

,�� 1�� � \4�&+������ ����+0��R�� ��2��
cos

� � 	 sin
5A� � 1 ��� �h� \+����/� � 7

� � ���LK � T � 24� � �
cos ϕ =

1 − t
�

1 + t
� , � � 	 sin ϕ =

2t

1 + t
� . � ���"# �

J�/� � EG�/2���.� � 	U��2�� ��	�� � ���L������
cos(ϕ + ∆) = cos ϕ cos ∆ − sin ϕ sin ∆

� � 	
sin(ϕ + ∆) = sin ϕ cos∆ + cos ϕ sin ∆
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� � 	^O K /��O�0���L�����/� � E γ = cos ∆
� � 	 δ = sin ∆

I �/2��]\��&+��&�G���/��+0��R �*��� �h�]� 5 ��2��N� ��� � \�0�.� � � ���GE �
OY��1 � �G��

x(t) =

[

a
γ(1 − t

�
) − 2δt

1 + t
� , b

δ(1 − t
�
) + 2γt

1 + t
� , 0

]�
.

� ���GH �
�N� � 1��&I;,]�(1 � � �&0/���G���/24��� � ��� �M\�/��@�&+/�N� � ,�� K ]E�� � � � O K +����/� �n� � � \4��+��&�G���/��+/��R ���/� �n� �� X � ,
,��@1 � � 0���H,.2 K ,�� � � ��+ � 	���1���	 �/2�� \�24�&0�@/2��L56� ∆

� =854� � � ��� � \�0� C ��>\��&+��&�G���/��+0��R���	 +����/� �n� � ���MK
O K � ���PH � IK��2�� � ��2���+/� ���� � ,�� K (� \ � � � � p ∈ C 5 � +�,.2���132[��2���+/� �� �~��� � � ��� 5 � + t

0��132 ��24�*�
p = x(t)

� �>2���3\ � � � ��24�&^�/2�� 1 �D� +0	�� � ������ p = lim ��� ± � x(t) = [−aγ, −bδ, 0] � � � 	
1 � +0+/�� \ �h� 	�.� � ��2�� � � E � � ϕ = π

� � � ���PE � �@=85H� � ��	�E�� E ��2�������>��� OY��	�	���	 �n� C �� �~� �.��2��
,.2 ��� �\� ��� � \�0�&I��/2�� � ,]� 1�� � 132 �D� 0� ∆

� � /��132 � , � K �/24���
p 6∈ E �_ K /��O�-���L�����/� � E λ = 2

�&+01���� � 2 t
,]� 1 � � � �  � \4�&+/�&�G������+/��R��(�/2��

cosh
� � 	 sinh

5A� � 1 ��� �h� 
+����/� �n� � ���MK � T � � O����&� �

cosh λ =
1 + t

�

1 − t
� , � � 	 sinh λ =

2t

1 − t
� � ���GO �

5 � + −1 < t < 1
� �N� � 1���I�,]� 1 � � �&/0���G�[��24�*�^2 K \Y��+/O ��� �� �&+0�:� �  � E�� � � � O K +/����� �n� � �\4�&+������ ����+0��R������ �n� ��

D�������� � �C�89&0 ����� %���) 0/# ),�O�����&% � � 0 �,),#��
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X � , ,]� ,�� � � � � 	���+0� � � � \4�&+������ ����+0��R������ �n� 5 � + ��2�� � � �/��+0/��1 ��� �n� 1���+ � � OC��� ,]��� � � , �
� ���&	�+/��1� A � � 	 B 	��CB � ��	 O K ��2�� � �4��	�+����/��1 5 � +0��

x � A � x = 0
� � 	 x � B � x = 0

� T �
,.� ��� ��/�\�/2�� �~� �3�*��� �h� � � ��+ � 	���1���	 � � � ���%� � �
� ����	�� 
 � ��	 ��� � � � % ! ��+-+ � $ 50� 8 1 ��! A 8 %�� / % 8 � : � #&%
#&),<9) 76%�/ %$),54� < ���O1 �	� A � ��/ �  
$ 5 � 8 1 ��! !�� �C),/ % )&���-#&% %�� 76%�/ 
 ��+.5&%$�C)&� A � ���,%�13) ��/ 8 �-#&% �;1$) 8 5&!�� )&���-#&%
13%�< ���-/&�-/67?� � )
%�� 76%�/ 
 ��+.5 %$� � � ≤ 0
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 ��� � ����� T � ��0� �/2��\����+/� B 7 � �4�&	�+/��1 OC��1��&��/� ��2�� 5 �����t� ,.� � E ��2�� � +/��� ��.	���� � � B�� B � � � �
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` � ��1�� \�+ � \C��+-� K�� 5 B 7 � �4�&	�+/��1�]�� �/24���@��2�� K �&+/� 1 5 + % 8&I � � �&� ��2�� K 2�� � ���J\4�&+������ ����+0��R������ �n�

x(t, λ)
��24��� �� � � � ���&+U� � ��2�� \4��+��&�G���/��+

λ
� �N� � 1�� ��2�� � � �/��+/0��1 ��� �h� 1���+ � � OY� � ,���� � � �

B 7 � �4�&	�+0��1 � � 	 � � �&+/O�����+/�&+ K � �4�&	�+/��1[1 � � OC��\4�&+/�&�G������+/��R���	V��^5 ����� � ,.�� T �:� � 0��+0�^��2��
\4�&+������ ����+0��R������ �n� � 5>��2�� B 7 � �4�&	�+0��1G� � � � ��2�� � �4�&	�+/������1�5 � +0� � 5>��2�� � ��2���+ � �4��	�+/��1&� �>2���
� � ��	��� � � \ ���LKD� � ����� � f(t, λ)

��24���N�� � �4�&	�+/������1 � � λ
�.T � 1 � �  ���¢� � f(t, λ) = 0

5 � + λ
� � 	

� � 0��+0� ��2��N+0��/� � ��� � E ��5\�+/��/0� �n� � � � � ��2��N\4�&+/�&��� ����+/��R������ �n� � 5 �/2�� B 7 � �4�&	�+0��1&� �>2��N+0��0� � �/� � E
5A� � 1��/� �n� x(t)

��.� \��&+��&�G���/��+0��R �*��� �h� 5 � + ��2��\� � ����+0/��1���� �n� 1���+ � �&�
��� ��� � ��� � � ��� ��� #&%��-/&�P%�13�"%$!�����),/ !�561 
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9 ��E���+0� ���GF�� B 7 � �4�&	�+/��1N��24����� � �/��+0/��1 ��N� � � ��� � \� � ��	U� � 	 � -\�2���+/� � � ��2��\��&�G� 1���+ � �

M � I �L5],]�G�&+/� � � �/��+0��0�/��	 � � ��2��G� � ����+0/��1���� �n� 1���+ � �GOY� � ,���� � A � � 	 B ��2������2�� � +0��� � � 7
0��+/��^��2������/2���+0�[��^� � B 7 � �4�&	�+0��1 C ��24����1 �h� ���&� � G�/2���G1���+ � ��� =85\,]�[) � � , C ,]�[1 � � � 	
+0��\ � �&1�� A � + B O K C � � 	:�/2�� � ,]� 1 � � � 	:��/� �/2�� �&O � � � 0��������	 �7\�\�+ � �&132:� � 	�� ����+0��� � � �
\��&+��&�G���/��+0��R �*��� �h�%� 5.��2�� � � ����+/0��1��/� �n� 1���+ � �&� 9 ��E���+/�^���PF 02 � ,.G� -\�2���+/�U� � �/��+0/��1 ��� � E � �
� ��� � \� � ��	 IC� � 	 �^2 K \C��+0O �&� ��1 1 K � � � 	���+N�/24���\� � �/��+0/��1 ���O � �/2 � 5H��2���� � � ��2�� ������ 1���+ � �&�\= �
�/2��.5 ����� � ,.� � E�I&,]�N,.� ��� \�+ �W� ����2�� � +/��� ����� ! � � 	G�/2�� � 	���/1�+/��OY��2 � , � � �RMY��1 ��� � � �LK 	����/��+0��� � �
� \4�&+/�&��� ����+/��R������ �n��� 5 �/2�� � � �/��+0/��1 ��� �n� 1���+ � � OY� � ,���� � A � � 	 B �.` � ����+ � �*��� � � �LK I4,�� 1 � � � 	��/� ��2�� +0��0� � �/�\�+/��/� � �/��	 � � ; � B�B ?@!VF>= � �>2��G��\�\�+ � �&132 \�+0��0� � ����	 ��2���+/� ���� �  � �G� /� � /�
0���G� � �&+(� � ��2�� �n� �G	���01�+0��OC��	 2���+/��I O���� ��2�� K �^�&)��^ � ���G��� \�+ � � ���G� � �� ��2���� +0��	���1����/2��
� ��� OY��+ � 5 � ��0�/��	 +��&	���1 � � �� � ��2��\1 � ��@�1���� � �/ � 5 ��2�� \4��+��&�G���/��+/��R ���/� �n� � � � ���&+ � \��/����� � �L� K �
�>2���.�� \4��+0����1�� � �&+ �LK ��� \ � +-�3� � �>�L5 �n� �\, � � �/�� � ��/� ����&1 �(��+/���/2��G������1&�
_���5 � +/�U,�� \�+ �W� � �/2�� � +0��� ���L� ! ,�� � ����	 � � ���&)&�  � ��� � O�0��+ � �*��� �h� G� � 	 0�3�*���  � �G�

� ���G�^����
9 ��+00��I�,]�@E�� � �@� �~� �/2���+ 1324��+��&1 ����+0��R������ �n�9� 5 B 7 � �4�&	�+0��1��� �>2���+/� 5 � +/��I�,]�@�^�&)��H��2��H5 �����t� ,.� � E

� O�/��+ � ����� �n� � �>2�� 1324�&+/�&1��/��+0��0�/��1 \ ���MK6�~� ����� �`� 5 � ������+0� 
M ∈ R

� × � ��>E�� � � � O K

χ
M

(µ) = −µ
�
+ µ

�
· �/+ (M) − µ · ��+ ( �&	�Z M) + det M.

� � ��� ! �

� ����� � ��� � � � � $ 5 � 8 1 ��! C 8 %�� / % 8 � : � #&%�#&),<9) 76%�/ %$),5 �(< ����1 �	� C � � �*��/ �  $ 50� 8 1 ��! � �

det C = 0 ��/ 8 �/+
(
�&	�Z

C) ≤ 0
�

� 13)")&� � B ��� µ � , µ
� � � 	 µ � OY�(�/2��\����E�� � � � � ���� � 5 C

� TV�L��2 � ��� �t� / � 5 E�� � ��+/� � �L� K ,�� �&0/���G�
�/24���

µ � µ
� ≤ 0

� � 	 µ � = 0
�@_ K � � �4���/� �n� � � ��� ! �]��2���>����� � >��24�*� detC = 0

� � 	

χ
C
(µ) = −µ(µ

�
− µ · ��+ (C) +

��+
(
�&	�Z

C))

= −µ
(

µ
�
− (µ � + µ � )µ + µ � µ

� )

� � 	 �/2;����/+
(
�&	TZ

C) = µ � µ
� � �>2�� � ��2���+.	���+0��1��/� �n� , � +0) N� � � �t� E � �� �LK �
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T � ���&)&� �h� �^� � +/� � O�0��+ � ���/� �n� � B ��� C �
	��CB � � � � �4�&	�+/��1^� � 	 � ��� T � ∈ R� × � OC� �

+/��E&� � �&+��^���/+/�  � �>2�� � IKO K M K �¢� ��-����+ �  B � , � 5 = � ��+-������I
C �

	���B � ��(� � B 7 � ���&	�+/��1 ⇔ C ′� = T � � C � T � 	���B � ��(� � B 7 � �4�&	�+0��1 .
= � \4��+0����1�� � �&+]�/2���.�G� � �  ��24���.�L5 det C = 0

I��/2�� � /��E � ( �/+ ( �&	TZ C ′)) =
/��E � ( ��+ ( �&	�Z C))

�

� ����	�� 
 � ��	 ��� � ��� � %�� � � ) $ 5 � 8 1 ��!$� A ��/ 8 B ��% 8 %�� / % 8 � : � #&% #&),<9) 76%�/ %$),5 � < ����1���!$%$�

A � ��/ 8
B � � � % ! ��+-+I�-#&% �"%���)&� $ 50� 8 1 ��!$� QA �B

8 %�� / % 8 � : �-#&%(< ���O1 ��!$%$�

QA �B � � (λ) = A � + λB � , λ ∈ R

� #&% �&%�/ !��-+ 76%�/ %�1D���Q% 8 � : A ��/ 8 B !�),1 � 1 ��%�� : �-#&% �&%�/ !��-+�)&� A ��/ 8 B �
I � � ��+ �MK I � ���K� �4�&	�+0��1� � � ��2���\C� � 1�� �N� 5 A � � 	 B � � ����+0/��1��>� � ��2�����&�G�(1���+ � �&� �>2��(5 �&���t� ,.� � E
� ���G��� /2 � ,..,.24���.��2�� 	�������+/�G� � � � � � 5 QA �B(λ) � �D� ); � ��)&���
� ����� � ��� � � � � %�� A,B ∈ R

� × � ��%���1 � �-�O1D��1 : < ����1 ��!$%$� � � #&%�/

det(A + λB) = λ
� · detB + λ

�
· �/+ (A · �&	�Z B) + λ · �/+ (B · �&	�Z A) + detA.

� 13)")&� �

det(A + λB) = det
(

(−AB � � − λE) · (−B)
)

= − det(−AB � � − λE) · detB

= −χ �
AB

� � (λ) · detB

=
(

λ
�
+ λ

�
· ��+
(

AB � � )+ λ · ��+
( �&	TZ

(AB � � ))+ det(AB � � )) · detB

= λ
� · detB + λ

�
· �/+ (A · �&	�Z B) + λ · �/+ (B · �&	�Z A) + detA.

�>2���>1 � � \����3���/� �n� +0� � ����+/��.��2���� B
��>+/��E�� � ��+�� � �]�W� ��+/1 � �G� �/2����I�,�� �&0/���G�\��24�*�

A = (A � � � ) �� � � � � , B = (B � � � ) �� � � � � ∈ R(A � � � , . . . , A � � � , B � � � , . . . , B � � � )
� × �

�&+/�\ K � O ��� ��1������/+/��1����� Q � ��+>�/2���2B4� � 	 I B ��.� +0��E�� � �&+ �����/+/� Y� ` �>�/2�� � � 	 � 5 ��2�� 1 � � \���7
�3���/� �n� ,]�N+0��\ � �&1�� �/2�� � �&+/���&O � �� O K +/��� �~� � � ������ `(@��2���H��@�\2 � � � � � +-\�2���/� � � � � R

I;� � 	��&
O � �/2 /��	��� � 5 �/2�� B � � � � � �4����� �n� 1 � � OC��1 � � \�������	���/� � E �h���MK �&	�	��L��� �h� � � 	G� � � �/� \ � ��1������ �n� I
��2���>� � �4���/� �n� 0�/� ��� 2 ��� 	����56����+>+/��\ � �&1�� � E �/2�� � �&+/���&O � ����
� 13)")&� )&� �-#&%$),13%�< � � ��� � =85 A � + B � � +/� ��	 K ��]� ��B 7 � ���&	�+/��1&I;��2�� � ��2���+/�N�� �~� �/2�� � E � � /2 � , �
M � I ,]�G�&/0����� �/24��� � �����/2���+ A � � + B ���� �?B 7 � �4�&	�+0��1&�\T � /2 � , ��24��� QA �B

1 �n� �3�&� � \� �
B 7 � �4�&	�+0��1&� 9 ��+00� ,���1 �n� 0��	���+]��2���1 �&0�(��2���� det(QA �B(λ))

���1 �h� 0��� � � �MK R���+ � � B � � T �
OC���

+ � ������� �n� �^�*��+/�  0��132W�/24���
T � � BT � =

	�� �&E
(µ � , µ

� , 0)
I�� � 	W0���

T � =
	����&E

(

1
√

|µ � |
,

1
√

|µ � |
, 1

)

.
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T � 	��CB � � T = T � T
� � � 	 0���

B̃ = σ·T � BT
� � 	 Ã = σ·T � AT

,.�L��2
σ =

0��E � (µ � )
� �>2�� � I

B̃ =
	����&E

(1, 1, 0)
� � 	 f(λ) :=

�/+
(
�&	�Z

(Q
Ã � B̃(λ)))

24�� ��2��\/�&���(/��E � �& ��+
(
�&	�Z

(QA �B(λ)))
�

T +/�L��� � E f(λ)
� � 1 � � \ �n� � � �� � 5 Ã

� � 	 B̃
,�� E����

f(λ) =
(

Ã �&� (Ã � � + λ) − Ã
�� � )+

(

Ã �&� (Ã � � + λ) − Ã
�
� �
)

+
(

(Ã � � + λ)(Ã � � + λ) − Ã
�
�
� ),

,.2���+/����2��N�&	�	�� � 	�]� � \4�&+0� � ��2���/��>�&+0���/2��.	�� �&E �n� � � � � ����� � �/ � 5 �&	�Z (Q
Ã � B̃(λ))

� 9 + � � ��2���
,]� 1 � � \����/����2�� 	���/1�+0���G� � � � � � 5 f(λ)

��

1

4
(Ã � � − Ã � � )

�
+ Ã

�
�
� + Ã

�
� � + Ã

�� � + Ã
��&� ≥ 0,

 � ��2����^,]�[1�� � B � 	 � + �6� � λ � � 5 f
� _ K � ������� � ����� ,��W) �~� , �/24���

QA �B � � (λ � ) ���� �
B 7 � ���&	�+/��1&�
X � , � ���H��]��//����� �/24���

det(QA �B(λ))
�� �~� �@1 �n� 0��� � � �LK R���+ � � �>2�� � ,���1 � � B � 	^� � � � ���

λ̃ 6= 0
/��132 �/24���

det(QA �B(λ̃)) 6= 0
� B � � B̃ � = A � + λ̃B �

�H=85 ,]� �~� ,V1 � � B � 	 � � � � ���.5 � +
λ
/��132���24���

A � +λB̃ �
	��CB � �� � �9B 7 � ���&	�+/��1&I$��2�� � λ 6= −1

OC��1 ����/����2���@, � � � 	���� \ �MK �/24���
B �

� � +0� �&	 K 	���B � ���� �CB 7 � �4�&	�+0��1��>_����N� � ��2���N1��&/�
A � + λB̃ �

	��CB � ��N��2�� ��&�G� � ���&	�+/��1
��

QA �B � �
(

λλ̃

1 + λ

)

� � 	^,]�\�&+/��	 �n� �&� M�� � 1�� det(B̃) 6= 0
I;��2�� \ �&�MK6�~� �G� � � det(Q

A � B̃(λ � )) 2��&�	���E�+/���N�/2�+/���\� � 	�/2;��\24�&\��+/� � � + �D� � λ � � B � � µ � , µ
� � � 	 0

OC� ��2�� ����E�� � � � � ���� � 5 Q
A � B̃(λ � ) �N=85 µ � µ

� ≤ 0
I

�/2�� � ,��\��+/��	 �n� ��� Q��/2���+-,.��0� � � � P � � � = Q
A � B̃ � � (λ � ) � � 	 � ��� T �

OY�(� +/��E�� � �&+]�����/+/�  /��132
�/24���

P � = T � � P � T � =
	����&E

(µ � , µ
� , 0).

T � /� �
T � � � =

	�� �&E
(T � , 1)

� � 	 P � � � = T � � � � P � � � T � � �
�@_ K /� �/��� � E σ =

/��E � (µ � )
� � 	

P � � � = σ · T �� � � P � � � T � � � ,
,.2���+/�

T � � � =
	����&E

(

1
√

|µ � |
,

1
√

|µ � |
, 1, 1

)

,

,]� �&132���� � � P � =
	����&E

(1, 1, 0)
� B ��� Q � = T �� � � T � � � � B̃T � � � T

� � �
� =85

Q � � = 0
,]� 0���

T � � � = E
� Q(��2���+0,.��0�\,�� 	���B � � �/2��\��+/� � 05 � +/������� �n�

T � � � =
	�� �&E

(

1
√

Q
�
� � + Q

�� �
[

Q � � Q � �
−Q � � Q � �

]

, 1, 1

)

.

T � 0���
P � � � = T �� � � P � � � T � � � � � 	 R � = T �� � � Q � T � � � � T � 0��� �/24���

P � = P � � � 	 � ��+/�L5 K�/24���

R =





R � � R �
� 0

R �
� R � � R � �

0 R � � R �&�



 .

T � �~� , 	���0�/� � E�����/2U�/2�� 1 �&0��
R � � = 0

� � 	 R � � 6= 0
�



� � ��� �,����!$�

���
R � � = 0

� T � /� �
P � � � = R � − R � � P � � �

� �>2�� � ,]� 2�� � �

P � =





0 a 0

a b c

0 c 0





� � 	 1 � �&��� �/24���
P � � �

	��CB � ��N� � B 7 � �4�&	�+/��1��@_������& det(P � ) = 0
I���2��� 5 ����� � ,. ���G��� 7

	�� �*��� �LK 5A+ � � � ������� �����&����5 �n� � � O�0��+ � ��>��2������/+ ( �&	�Z P � ) = −c
�
− a

�
≤ 0

�H=85 ,]�\/���

T � = T � � � T
� � � T � � � I�,�� � O����&� �

P � � � = −σR � � T � � QA � B̃ � � (λ � )T � ,
,.2���+0�

λ � = λ � −
1

σR � �
.

T � ) �~� , ��24�*�
R � � 6= 0

OC��1��&��/� � ��2���+0,.��/� ��2�� �^���/+/� 
R �

, � � � 	 � � +/� ��	 K 	���B � � � �
B 7 � �4�&	�+0��1�I4� � 	U��2;��

B̃ �
, � � � 	 	���B � � � � B 7 � �4��	�+/��1&I4�&>,]� ��� �

���
R � � 6= 0

� = � ��2���.1 �&0� ,]� 0���
S � = ������ R � � T � 	�� ����+0��� � � � � � � ��� α ∈ R

/��132W��24���

det(S − αP � ) = 0
� �>2��� � � � ���\�� ��2��  ��� ����� �h��� 5 � � �4�&	�+/������1\� � �4���/� �n� �

β = S � � − S
�� � ,

γ =

√

(S � � − β)
�
+ 4S

�
�
� ,

α =
1

2
(S � � + β ± γ).

� ���L��� �

M�� � 1�����2��\	���01�+/����� � � � � (S � � − β)
�
+ 4S

�
�
� ≥ 0

I�/��132 � � α
1 � � � � ,�� K >OY��5 � � � 	 �HT �

) �~� , ��2����
α 6= 0

OC��1 ����/� � ��2���+0,.��/�\��2�� 	�������+/�G� � � � � � 5 B̃
, � � � 	 OY�\R���+ � IK,.2���132 ��

�G1 �n� ��+/�&	���1 ��� �n� � ��� ��+N132 � ��1�� � 5 B̃
� X � , ,]� 	��CB � � P � � � = S � − αP� � �

��=85 ,�� 1 � �
/2 � , ��24���.�/2���>������+0� ^	���B � ��N� � B 7 � �4�&	�+0��1�I�,�� 24� � �

P � � � = −ασT � � QA �B � � (λ � )T � ,
,.2���+0�

λ � = λ � −
1

ασR � � ,
� � 	 ,�� �&+0� 	 �n� ��� = � � +/	���+:� � /2 � , �/24���

P � � �
	��CB � �� � � B 7 � �4�&	�+0��1&I ,�� ��/�

� ������� ���L�����

�/+
(
�&	TZ

(P � )) = S � � + S � � − S
�
�
� − S

�� � − 2α + (S � � − α)(S � � − α)

= S � � + S � � − S
�� � + S

�� � S � � − 2α − S
�� � α.

�>2�� � �&-� � � �4� � ��� K 2 ��� 	� OC��1��&��0� det(P � ) = (S � � −α)(S � � −α)−S
�� � (S � � −α)−S

�
�
� = 0

�
JN0� � E � � �4�*��� �h� � ���L��� �],]� � O��3�&� �

��+
(
��	�Z

(P � )) =
1

2
S
�� � (S �� � + S � � − S � � ) ∓ (1 +

1

2
S
�� � )γ.
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_ K 5A��+-��2���+.�/+�� � 05 � +0�^���/� �n� �,�� 02 � ,
(

(1 +
1

2
S
�� � )γ

)

�
−

(

1

2
S
�� � (S �� � + S � � − S � � )

)

�
= γ

�
(1 + S

�� � ) + S
�
�
� S � � � ≥ 0.

�>2���]� � 0��+/�����24�*����+ ( �&	�Z (P � )) ≤ 0
2 ��� 	��I5\�+ �W� ��	���	^��24�*�],]��132 �6� /����2�� \ � ��-7 0��E � � �

� � �4���/� �n� � � ����� � �
= � 5 �&1��^,��:24� � � \�+ �W� � � �/2��[5 �����t� ,.� � E 0�/+ �n� E���+ � ��+0/� �h�{� 5 ��2�� � +/��� ���L� !�� =85

f(λ) =

det(QA �B(λ))
�� � � � 1 �n� 0��� � � �LK R���+ � I��/2�� � �/2���+0� �� �N+0� � � + �D� � λ � � 5 f 0��132 ��24�*�

QA �B � � (λ � )	���B � �� � � B 7 � �4�&	�+/��1�� =85
f
�� 1 �n� -�3� � � �LK R���+ � IN��2�� � 5 � +U���&132 +0� � � + �D� � λ � � 5 g(λ) =�/+

(
�&	�Z

(QA �B(λ)))
��2�� ������+0� 

QA �B � � (λ � ) 	���B � ��\� � B 7 � �4�&	�+/��1�� �>2���NE&� � ��N��(� ��� ��2 � 	
� � �RMY��1��/� � � �MK 1 � � \����/� � � B 7 � �4�&	�+/��1U1 �n� �3�&� � � � E[��2��U� � ����+0/��1���� �n� 1���+ � � OC��� ,]��� � A � � 	
B � 9 ��+00�G1 � � \����/� �/2�� �*�^� � 0�G1���O���1 \ ���MK6�~� �G� � � f

� =85 ��� � � ��0� �n� � � 5��L��G1 � �R@G1���� � ��
�� �~�h� 7 R���+ � I ��2�� � �/2���+0� �� ��� � � ��0� �h� �^+0� � � + �6� ��� 9j� + � ��� �/2���0� + �6� �/ λ � 132���13) ,.2�����2���+
�/+

(
�&	�Z

(QA �B(λ � ))) ≤ 0
� =85@ � IY��2�� � ,]� 24� � � 5 � � � 	 � � B 7 � ���&	�+/��1&�\=85]� ��� 1 � ��@�1���� � �/ � 5 f��+/� R���+ � I ��2�� � 1 � � \������ ��2�� � �4��	�+����/��1 \ ���MK6�~� �G� � � g

� �>2���+/�G�� � +/��� � + �6� � λ � � 5 g
I � � 	

�/2���.+ �D� � � � ��	�.��>� � � � B 7 � �4�&	�+0��1��
= � �/2���5 �&���t� ,.� � E�I&,]��,.� ��� 	���/1�+/��OC��� � 	������&� � 2 � , � � 	�������+/�G� � �N� \4�&+������ ����+0��R������ �n� � 5 �/2��

� � ����+0/��1���� �n� 1���+ � � OY� � ,���� � � � �&+0O����/+��&+ K � �4�&	�+0��1 A � � 	 � � B 7 � �4�&	�+0��1 B � 9 ��+/0��I�,]� 132���13),.2�����2���+
B = 0

�H= � ��2���>1 ��/� B 2��&>��2�� � � �4�*��� �h� b � x + b � = 0
�@=85

b = 0
I���2�� � �/2���+0� �&+/�

� , � \ � 0/��O�� � ���������� =85 b � = 0
I���2�� � �/2��\� � �/��+/0��1 ��� �h� OY� � ,���� � A � � 	 B ����/2���,.2 ��� � � �4�&	�+0��1

A � =85
b � 6= 0

I��/2�� � A � � 	 B 	 �]�~� ��� � �/��+/0��1 �����N� ��� �H=85 b 6= 0
I���2�� � B ���� \ � � � � � � 	 ��2��

� � ����+0/��1���� �n� 1���+ � � ��(� 1 �n� ��1&��= � ��2���.1 �&0� ,]� 0���
n = b/|b|

� � 	W132 �D� /� � ��1 � � +0 u
� � 	 v,.�L��2

|u| = |v| = 1
� � 	 u � v = 0

� _ K /���0��� � E T � � � =
	�� �&E

([u, v, n], 1)
,]� � O��3�&� �

C � = T � � � � B � T � � � =









0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 c �
0 0 c � c �









,

,.2���132 	���B � ���� \ � � � � \4��+�� ��� � � � � ��2�� (x, y)
76\ � � � ��� TV���/2 �/2��\��+/� �  � ����� �n� ������+0� 

T � � � =

[

E v

0 � 1

]

, v =





0

0

−
���� � �



 ,

T �� � � C � T � � �
�� � � �4� � � � �/2�� (x, y)

76\ � � � � � � 	 1 � � OC�S\��&+��&�G���/��+0��R���	 O K x(λ, µ) = [λ, µ, 0] � �T � 	��CB � � ��2�� �/+�� � 05 � +0�^���/� �n� T � = T � � � T
� � �

� � 	 �/+�� � 05 � +0� ��2�� � ���&	�+/��1 A O K /� �/��� � E
Q � = T � � A � T � � =85 ,�� 24� � � � \4�&+/�&��� ����+/��R������ �n� x(µ) � 5 �/2�� � � ����+0/��1���� �n� 1���+ � � OC��� ,]��� �
�/2�� � �4�&	�+0��1�	���B � ��	 O K Q �

� � 	 ��2��
(x, y)

7�\ � � � �&I;��2�� � c(µ) = T � (x(µ) + v)
�� � \4�&+/�&�G� 7

�/��+0��R �*��� �h��� 5 ��2�� � � �/��+/0��1 ��� �h� 1���+ � � OY� � ,���� � A � � 	 B �@T � � O����&� � x(µ)
��.5 �&���t� ,.�� 9 ��+00��I

,]� � � 0��+-����2�� \4�&+������ ����+0��R������ �n� � 5@�/2�� (x, y)
7�\ � � � � � � � � ��2�� � ���&	�+��*����1 5 � +/� 	��CB � � � E ��2��

� ��2���+ � �4��	�+/��1 � � 	 � O��3��� �
[λ, µ]

[

Q � � Q �
�

Q �
� Q � �

] [

λ

µ

]

+ 2[λ, µ]

[

q �
q �
]

+ q � = 0.
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T � 24� � � � � +/� ��	 K 0��� � � � ��2��J\��&+��&E&+���\�2 �&O � ����1 �n� ��1�.2 � , � � \4��+��&�G���/��+/��R�� � 1 �n� ��1\E�� � � �
� � ��2��� 5 � +/� �
X � , ,]� 1 �n� /��	���+ ��2��^/�L���4�*��� �h� ,.2�� � B 6= 0

� = � �/24��� 1 �&0�^,]�^	�� ����+0��� � ��� ��+/� � -5 � +-7
�^���/� �n� ������+0� 

T �
0��132 ��24���

T � � B � T � �� � 5 � 5 � +/� ��24�*�U� ���t� ,.���^� � B � 	V� /��� \ � �\4�&+������ ����+0��R������ �n� x(t, λ)
� � 2 � � � E�� � � � �� 1 �D� +0	�� � ������ � 5���2�� B 7 � �4��	�+/��1�	��CB � ��	 O K ��24���

�^���/+/�  � �>2��� \4��+��&�G���/��+/��R ���/� �n� ,.� ��� 24� � � ��2��\5 � +0�
x(t, λ) = p(t) + λr(t),

,.2���+0�
p
� � 	 r

��+/� \ ���MK6�~� �G� � �N� ��1�� � +/���*����-5 K � � E ��2�� 1 �n� 	��L��� �n�
deg(p) + deg(r) ≤ 2.

� ���L��� �

�>2�� � ,�� �/+�� � -5 � +/� ��2�� � �4�&	�+/��1 A ,.���/2 ��2�� �/+�� � -5 � +/�����/� �n� T �
O K 	���B � � � E Q � =

T � � A � T � � X � , ,]� 	����/��+/�G� � � � \4�&+/�&�G������+/��R ���/� �n� c(t)
� � 2 � � � E&� � � � �� 1 �6� +/	�� � ���/��

� 5��/2���� � ����+0/��1���� �n� 1���+ � �^OC��� ,]��� � ��2�� ��+/� � 05 � +/�G��	 � ���&	�+/��1��� �>2��^� � ����+0/��1���� �n� 1���+ � � � 5
��2�� � +0��E�� � � � � �4�&	�+0��1� A � � 	 B 1 � � �/2�� � OC� \4�&+/�&��� ����+/��R���	:O K T � c(t)

� = � � +/	���+�� � B � 	
��2�� \4�&+/�&��� ����+/��R������ �n� c(t)

I ,���� � 0��+0� x(t, λ)
� � � � ��2�� � �4�&	�+����/��1 5 � +/� Q �

� � 	 � O��3�&� � �
\ ���LK6�~� �G� � �

f(t, λ) = α(t)λ
�
+ β(t)λ + γ(t) = 0,

,.2���+/�

α(t) = r(t) � Q � r(t),

β(t) = 2p(t) � Q � r(t) � � 	
γ(t) = p(t) � Q � p(t).

=85]�/2�� \ �&�MK6�~� �G� � �  α
� � 	 β

�&+/� �~� � O � �/2 1 �n� -�3� � � �MK R���+ � I ��2�� � ,]� 1 � �  �&� � � �/2����5 � + λ� � 	 � O����&� � � 5A� � 1���� �n� λ(t)
� �>2�� � ,�� 24� � � c(t) = x(t, λ(t))

� =85
α
�� � � �>1 �h� 0��� � � �MK R���+ � I

��2�� � �/2��� 5A� � 1���� �n� 24�&>��2�� 5 � +/�

λ(t) =
−β(t) ±

√

D(t)

2α(t)
,

� ���L�&F �

,.2���+0�
D(t) = β(t)

�
− 4α(t)γ(t)

��N�/2�� 	���/1�+/���G� � � � � � 5 f
,.�L��2 +0�� \Y��1���� � λ

�\_���1 �&��/� � 5
1 �n� 	������ �n� � � ����� � I�,]� 24� � � deg(D) ≤ 4

�H= � ��2�� 1 ��/�
α ≡ 0

� � 	 β 6≡ 0
I�,]� 24� � �

λ(t) = −
γ(t)

β(t)
.

� ���L� ' �

=85
α ≡ β ≡ 0

I��/2�� � f
	 � �� �~� �N	���\C� � 	 �n� λ

�H= � �/2���>1��&/� ��2���+/� �&+0�\��2�+0��� \ � //��O�� � ���/������
���

f ≡ 0
� �>2�� � �/2�� � ���&	�+/��1 A � � 	 B ��+/� ��	�� � ����1�� � �

���
f(t) 6= 0

5 � +.� ��� t
� �>2�� � A � � 	 B 	 �]�~� �.� � �/��+0/��1 � �

F�� Q(��2���+0,.��0�&I 5 � +�� �&132 � 5@+ �D� � t � � 5 f(t) = 0
,]� 24� � � � 0�/+��&��E�2$� � � � � c(λ) = x(t � , λ)

�
�>2�� � � ����+/0��1��/� �n� 1���+ � � �� �/2�� � � � �n��� 5 �/2���0� � � � ����
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X � , ,�� 	���/1�+/��OC� 2 � , � � 	�� ����+/�G� � � ��2�� �/+�� � -5 � +/�����/� �n� �^���/+/� 
T �

� � 	:,.24���(��2�� \��*7
+/�&�G������+/��R ���/� �n�  x(t, λ) � 5 �/2�� � �4��	�+/��1�	���B � ��	 O K T � � B � T � �t�6� ) � ��)&��� �(��+/� � E � ��+ 5A��+-��2���+
1 � � \����3�*��� �h�  ,��\,.� ��� � � , � K .)&����\W�/2�� �^�*��+/� 

T �
�& ,]� ��� �&.���/>� � � ��+//� ��\ � � 	4���/�&�

9 ��+00��I ,��Y\C��+-5 � +/� ��\�+/� � 1��M\ � �^� ��� �/+�� � 05 � +0�^���/� �n��� 5 B
� T � 	�������+/�G� � � � �^���/+/� 

U0��132 �/24���
U � BU =

	�� �&E
(µ � , µ

� , 0)
� � 	 |µ � | ≥ |µ � | � =85

µ � < 0
��2�� � ,]� � � � �/� \ �LK B �O K −1

� �>2��� 	 � �� � � � 132�� � E��^�/2�� B 7 � ���&	�+/��1^� � 	 ,]� 1 � � �&/0���G�^� � ��2���5 �����t� ,.� � EU�/24���
µ � ≥ 0

�.T � /���
U � =

	�� �&E
(U, 1)

� � 	 P � � � = U � � B � U � �NT � 	���0�/� � E&����02W��2�� � , � 1 �&0��
µ � > 0, µ � = 0

� � 	 µ � > 0, µ � < 0
�

�S����� !��
µ � > 0, µ � = 0�>2�� � P � � �
	���B � ��^�/2��W��� \�� K 0����I.� 	 � ��O � � \ � � � �&I�� , � \��&+�� ��� � � \ � � � �� � +^��\4�&+/�&O �&� ��1

1 K � � � 	���+�� P � � �
2��&>��2��\5 � +0�









µ 0 0 p �
0 0 0 p �
0 0 0 p �
p � p � p � p �









.

T � 	���-��� � E�����/2 � , � 1 ��/����

�&�
p � = p � = 0

� = � �/2��� 1 �&0� P � � �
	���B � ��H��2��>��� \�� K 0����I��N	 � ��O � �2\ � � � � � + � , � \4�&+/� ��� � �\ � � � ����HT � 	���B � � � ��+/� �  � ���/� �n� O K

T � � � =

[

E v

0 � 1

]

, v =

[

−
p �
µ

, 0, 0

]�

,.2���132 K ��� � 	� P � � � = T � � � � P � � � T � � � =
	�� ��E

(µ, 0, 0, q � ) � T � ���&)�� �n� � � � +/� �/+�� �  7
5 � +/������� �n� O K /� �/�/� � E T � � � =

	����&E
( �√ � , 1, 1, s)

� � 	 P � � � = T �� � � P � � � T � � �
,.���/2

s =

{ �√ � � � �
��5

q � 6= 0,

1 � �/2���+-,.��0� .
�>2�� � ,]� 24� � � P � � � =

	����&E
(1, 0, 0, t)

,.���/2
t ∈ {±1, 0}

� �>2�� ��+�� � 05 � +0�^�*��� �h� �����/+/� 
��.E�� � � � O K T � = U � T � � � T

� � �
� =85

t = 1
I4�/2�� � P � � � 	��CB � �����2�� ��� \�� K 0���\� � 	 �/2��

� , � � �4��	�+/��1�(	 �$�~� �N� � �/��+/0��1 � �>= � �/2�� 1��&/�
t = 0

,�� 24� � � �G	 � ��O � �J\ � � � � �/24���N1 � �
OY� \4�&+/�&�G������+/��R���	U,.�L��2

x(λ, µ) = [0, λ, µ, 1] � �H=85 t = −1
I��/2�� � ,]� 2�� � � � , � \��&+�� ��� � �\ � � � �� x(λ, µ) = [±1, λ, µ, 1] � �

� �
p � 6= 0 � + p � 6= 0

�]T � � � � � E�� ,]� �&0/���G� �/24���
p � 6= 0

� � 	 	���B � � ��2�� ��+/� � 05 � +/������� �n�
�^���/+/� 

T � � �
[

T � v

0 1

]

, T � =





1 0 0

0 R � R �
0 −R � R �



 , v =





v �
v �
0





,.����2



� � ��� �,����!$�

R � =
p �

√

p
�� + p

�� , R � =
p �

√

p
�� + p

�� ,

v � = −
p �
µ

, v � =
p
�
� − p � µ
2p � µ .

TV���/2 �/2���>	���B � �L��� �n� ��2�� ������+0� 
P � � � = T � � � � P � � � T � � �

2��&>��2��\5 � +0�

P � � � =
	�� �&E (

1, 0,

[

0 1

1 0

])

.

T � B � � ���LK 01 � � ��,.����2 ��2��\�^���/+/� 

T � � � =
	�� �&E (

1, 1,
1√
2
,

1√
2

) � � 	 � O����&� �

T � � � = T �� � � P � � � T � � � =
	����&E (

1, 1,

[

0 ��
�� 0

])

.

�>2��� 	���B � �� �]\4��+��&O ��� ��1]1 K � � � 	���+ ,.����2 ��2��2\��&+��&�G���/��+0��R �*��� �h� x(t, λ) = [t, λ, −t
�
, 1] � �

T � = U � T � � � T
� � � T � � � .

�2������8 �
µ � > 0, µ � < 0= � �/2���>1��&/�

P � � � =









µ � 0 0 p �
0 µ � 0 p �
0 0 0 p �
p � p � p � p �









	���B � �� �[2 K \Y��+/O ��� ��1 \��&+��&O ��� � ��	 I �[2 K \Y��+/O ��� ��1�1 K � � � 	���+ � + � , � � � ����+/0��1��/� � E \ � � � ����WT �
	���-��� � E�����02 � , � 1 ��/����

���
p � 6= 0

� 9 ��+/-�>,�� 	��CB � � � �/+�� �  � �*��� �h�
T � � � =

[

E v

0 � 1

]

, v = [v � , v
� , v � ] � ,.���/2

v � = −
p �
µ �

, v � = −
p �
µ � , v � = −

p � v � + p � v � + p �
2p � .

T � 0���
P � � � = − �� � T � � � � P � � � T � � �

� � 	 � O��3��� �

P � � � =
	�� �&E ([ ν � 0

0 ν �
]

,

[

0 −1

−1 0

])

,.���/2
ν � < 0

� � 	 ν � > 0
� M�1�� � � � E ,.���/2 �/2�� �^�*��+/� 

T � � � =
	����&E

(

1
√

|ν � |
,

1
√

|ν � |
, 1, 1

)

� � ��	� � �

P � � � = T �� � � P � � � T � � � =
	����&E ([ −1 0

0 1

]

,

[

0 −1

−1 0

])

.



� ��� � ���-#&%�< ���O��! ��+ � 13%�+.�-<*�-/;��1 ��%$� � �

T � B � � ���MK 	��CB � � ��2�� + � �3���/� �n�

T � � � =
	�� �&E

([

�√� − �√ �
�√� �√ �

]

, 1, 1

)

� � 	 � O����&� �

P� � � = T �� � � P � � � T � � � =
	����&E ([ 0 1

1 0

]

,

[

0 −1

−1 0

])

.

�>2��� 	���B � �� � 2 K \C��+0O ��� ��1 \4�&+���O ��� � ��	 ,.���/2 ��2�� \4�&+������ ����+0��R������ �n� x(t, λ) =

[t, λ, tλ, 1] � � �>2�� ��+/� � -5 � +/������� �n� ������+0� ^��>E�� � � � O K T � = U � T � � � T
� � � T � � � �

� �
p � = 0

� T � 	��CB � � ��2��\�/+�� �  � ���/� �n�
T � � � =

[

E v

0 � 1

] ,.�L��2
v =

[

−
p �
µ �

, −
p �
µ � , 0

]

� � 	 � O��3�&� � P � � � = T � � � � P � � � T � � � =
	�� ��E

(µ � , µ
� , 0, d � ) � T ��	���-��� � E�����/2 � , � /��O�7

1 �&0����

� �
d � 6= 0

�H=85
d � < 0

I���2�� � ,�� /� �
T � � � = E

� Q(��2���+0,.��0� 	���B � �

T � � � =
	����&E ([ 0 1

1 0

]

, 1, 1

)

.

T � /� �
P � � � = − �� � T �� � � P � � � T � � � =

	�� �&E
(ρ � , ρ

� , 0, −1)
,.����2

ρ � > 0
� � 	 ρ � <

0
� 9 � � � ���LK I;,�� /1�� � �\,.�L��2U��2�� ������+0� 

T � � � =
	�� ��E ( 1√

ρ �
,

1√
−ρ � , 1, 1

) � � 	 � O��3�&� �
P � � � = T �� � � P � � � T � � � =

	�� �&E
(1, −1, 0, −1),

,.2���132 	���B � ��N� 2 K \C��+0O ��� ��1\1 K�� � � 	���+ ,.���/2U��2�� \4�&+/�&�G������+/��R ���/� �n�
x(t, λ) = [±(1 + t

�
), 2t, λ, 1 − t

�
] � .

�>2��\��+�� � 05 � +0�^�*��� �h� �^���/+/�  ��
T � = U � T � � � T

� � � T � � � �O
�
d � = 0

� �>2�� � /1 � � � � E � � 	 + � ������� � E ,.���/2

T � � � =
	����&E ( 1√

µ �
,

1√
−µ � , 1, 1

)

· 	�� ��E
([

�√� �√ �
− �√ � �√ �

]

, 1, 1

)

� ���&	� � �

P � � � = T �� � � P � � � T � � � =
	�� �&E ([ 0 1

1 0

]

, 0, 0

)

.

�>2���.	��CB � ��.� , � � � �/��+0/��1 ��� � E \ � � � ��>,.���/2 �/2�� \4�&+/�&��� ����+/��R������ �n� 
x � (t, λ) = [t, 0, λ, 1] � � � 	
x � (t, λ) = [0, t, λ, 1] � ,

� � 	 ��2����/+�� � -5 � +/�����/� �n� ������+0� ^��
T � = U � T � � � T

� � �
�
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 � 	 !�� ��� 	 !# �� 	�� ��� � �  �  ��	 �  ����
= � ��2����0��1 ��� �h� ,��W,.� ��� E�� � �W � �G�W�����/2�����������1 � � O��&13);E�+ � � � 	 ��24�*��,.� ��� OY�W��/��	 � � ��2��
5 ����� � ,.� � E 1324��\�����+0��>T � -�3�&+-�(O K E�� � � � EG�GO�+0��� 5 � � �/+ � 	���1��/� �n� � � � � �/��+ � � � �&+0���/2���� ����1&� �>2���
,.� ��� OC�^��/��	 � ������+ � � �/2��� /��1��/� �n� ,.2�� � ,]�^	���/1�+0��OC� �G����2 � 	� 5 � + B � 	�� � E[+ �D� �� � 5 \ �&�MK 7
�~� �G� � � �I �� ,]� ��� �& � � F��L���L� ,.2���+0�G�L�\,.� ��� OC� ��\�\ � ����	 � � ��2�� 	 K6� �&�G��1 1 ����� ��0� �n� 	����/��1��/� �n�
5 � +�O � � � 	�� � E �n��� ���G���� XN�����I ,�� ,.� ��� � � �/+ � 	���1�� ��2�� �~� �/� �n� � 5]+0��0� � ��� � ���I ,.2���132:,�� ,.� ���
��/� 5 � +(�/2�� � � ���G� � ���/� �n��� 5 � �&+/���&O � ���� �  K 0�/���G � 5S\ ���MK6�~� ����� � � � �4���/� �n� �� �>2�� � I ,�� ,.� ���
	���+0� � � � ��1���0��&+ K 1 �h� 	����/� �n�  5 � + ��2��������-��� � 1�� � 5>�3� � E&� � ����� � � � ����+//��1��/� �n� \ � � � �/ OC��� ,]��� �
� , � � �4�&	�+0��1� � +�� , � 1 �n� ��1��� `N56����+���24�*� I ,�� ,.� ��� 	���/1�+/��OY� � , � 1 �n� 1���\��� 5 � +\+0��\�+0��/� � ��� � E
+ � ������� �n� �I � �&�G� �MK ��2��G+ � �3�*��� �h� �^�*��+/��1���\� � 	 ��2�� � �4�*����+ � � �h� �� T � 1 � � /� �/2���\0��1��/� �n� O K\�+/��/� � �/� � EG � �G�\�G����2 � 	�>5 � +2B � 	�� � E �/2�� + �6� �� � 5 \ ���MK6�~� ����� � ��

D�� � ��� ��%���) 0��N�  ��P0>�$� 6GF )+�����
= � ��2���@/��1���� �n� ,��NE�� � �N� � ��+ K O�+0����5 � � ��+ � 	���1��/� �n� � � � � �/��+ � � � ��+/���/2��G������1&� ` E �D� 	 � � ��+ � 	���1 7
��� �h� � � ��2��� B4� � 	 1�� � OY��5 � � � 	W� � ;"M � K O$� = �
�>2��[E�� � ��+�� � ��	���� �� � � 1 � � 1�� � ����� ,.���/2 � � ����+ � � �  � 5 +0� � �x� ��� OC��+/^� � -��� ��	 � 5��/2�� +/��� �

� ��� OY��+/ ��2�����0� � � ���� � � ���&)&� ��2��� � � +0� \�+0��1���/��I � � � IR = {[a, b] ⊂ R | a ≤ b}
	�� � � ���

��2�� /� � � 5 �~�n� 78��� \�� K � � ����+ � � � �� �>2�� � IK5 � +�� � K 5A� � 1��/� �n� f : R → R
� � �-/ !�+.54����),/ � 5 / !�����),/

f̃ : IR→ IR
��.�&/ � 1�� ���/��	 I40��132W�/24���>5 � +.� � � � ����+ � � � I ∈ IR

���.2 ��� 	� ��2����

x ∈ I⇒ f(x) ∈ f̃(I).

�>2��� 	���B � ���/� �n� �� E�� � ��+�� � ��R���	 1 � � \ �h� � � � ,.��0��� � 5A� � 1 ��� �n�  f : R � → R � � JN/��� ���LK I ��� ��
1 � ���&+ 5A+ � � ��2�� 1 �h� �/�� ��,.2����/2���+���2�� �&+0E����G� � ������G+0� � ��� ��� OY��+ � +N� � � � �/��+ � � � � �>2;���IK,��
��/� ��2�� ��&�G�  K � O �&� 5 � +NO � ��2 ��2�� +/��� � 5A� � 1��/� �n� � � 	 ��2�� � � 1 � ��0� �n� 5A� � 1 ��� �h� �>= 	�� � ���MK I4��2��
� � 1 � ��0� �n� 5A� � 1 ��� �n� O � � � 	�������1�� �LK ��2���5A� � 1 ��� �h� +/� � E��.5 � +@� � ��+ K � � �/��+ � � � � _���� � 56�/� � I;��2���/�
�&+/�>� �6� 	��N@G1�� � � � � 1 � � \�������� T � � � , \�+/��/� � �]� � 1 � ��0� �n� 5A� � 1��/� �n� H5 � + �/2�� B4� � 	 � \Y��+����/� �n� �I
��2��.�&O� ��� ����� � � � ����5A� � 1 ��� �n� I���2��> � �4�&+0�N+ �D� ��I&��2��>/� � �.� � 	G1 � 0� � � 5A� � 1���� �n� @� � 	 �/2�� \ � ,]��+
5A� � 1��/� �n� (,.���/2 � ������+/� � ��5\ �n� � � ���� B � � a, b, c, d ∈ R

,.�L��2
a ≤ b

� � 	 c ≤ d
���>2�� � ,��

	���B � �

[a, b] + [c, d] = [a + c, b + d],

[a, b] − [c, d] = [a − d, b − c],

[a, b] · [c, d] = [min{ac, ad, bc, bd}, max{ac, ad, bc, bd}],

1/[a, b] = [1/b, 1/a]
5 � + a > 0 � + b < 0,

[a, b]/[c, d] = [a, b] · (1/[c, d])
5 � + c > 0 � + d < 0,

|[a, b]| =

{
[0, max{|a|, |b|}]

��5
0 ∈ [a, b]

[min{|a|, |b|}, max{|a|, |b|}] � �/2���+-,.��0� .
√

[a, b] = [
√

a,
√

b]
5 � + a ≥ 0.



� ��� � ���-#&%�< ���O��! ��+ � 13%�+.�-<*�-/;��1 ��%$� � �

9j� + ��2��]/� � ��5A� � 1 ��� �n�?�n� ��2�� � � ����+ � � � [a, b]
,.����2

a ≤ b
,]�SB4+00� 	���B � � ��2�� � � � ���� â = 2a/π� � 	 b̂ = 2b/π

� �>2�� � ,]� 1�� � 	���B � �
sin[a, b] = [c, d]

,.�L��2

c =

{
−1

��5 ∃n ∈ Z
/��132 ��24�*�

4n + 3 ∈ [â, b̂],

min{sin a, sinb} � �/2���+-,.��/� ,

d =

{
1

�L5 ∃n ∈ Z
/��132 ��24�*�

4n + 1 ∈ [â, b̂],

max{sin a, sinb} � ��2���+0,.��0� .
�>2�� 1 � /� � � 1 � � OC� 	���B � ��	 �&

cos[a, b] = sin
(

[a, b] +
[π

2
,
π

2

])

.

9j� +���2�� \ � ,]��+(5A� � 1���� �n�  x �
,.����2 � ���/��+�� � ��5\ �n� � � ��,]� � O�0��+ � � ��2����(5 � + � 	�	 � � � ���� � 5 n�/2�� K �&+0� � � 1�+0� �&0� � E 5 � +�� ��� x
� � 	W5 � +�� � � � � � � ���� � 5 n

��2�� K �&+/� 	���1�+0� �&0� � E^5 � + x ≤ 0
� � 	

� � 1�+0� �&0� � E 5 � + x > 0
� ��� � 1��&I4,�� 	��CB � �

[a, b] � =






[a� , b� ]
��5

0 < a � + n � 	�	 ,
[0, max{|a|, |b|} � ]

��5
0 ∈ [a, b]

� � 	 n
� � � � ,

[b � , a� ]
��5

b < 0
� � 	 n

� � � � .
�>2��.5 �&���t� ,.� � E(0��� \ � � ����&� \ � � 02 � ,.@�/24���@�L�H�^��)&��H0� � 0��� � 	���B � �>��2��.� � 1 � ��/� �h� 5A� � 1 ��� �h� 
5 � +��/2�� \ � ,���+N5A� � 1 ��� �n� �� � ��2����,�� K +/����2���+.��24� � ��5\�+/��/0� � E^�/2���� �&�/��1�1���/0� � � � � � �/� \ � �L7
1������ �n� �� T � , � � �N� � 1 � � \����/� �/2��  � �4�&+/� � 5 �/2�� � � ����+ � � � [−1, 2]

��=85 ,]� ��/� �/2�� � � 1 � ��0� �n�
5A� � 1��/� �n� 5 � + ��2�� � � � �/� \ � ��1 �*��� �h� I ,�� � O��3�&� � [−1, 2] · [−1, 2] = [−2, 4]

� JN0� � E[�/2�� �&O �W� �
	���B � �L��� �n� 5 � + ��2���\ � ,]��+ 5A� � 1 ��� �h� IH,�� E�� �

[−1, 2]
�

= [0, 4]
I ,.2���132 �� � O � � � �� �LK � � ��132

�/��E�2$�/��+>+�� � E��&�
D&� � �"D � ),# �  Q���G%C��#
S.��0� � ��� � �� �&+0�]�>-��+ �h� E�� �D�&� � � � � ���G� � �*��� � �&+0� �&O � ��Y5A+ � � �> K -����� � 5�\ ���MK6�~� ����� � � � �4����� �n� ��
�>2�� K ,.� ��� OY���� �/� � 0� � � �MK ��0��	 � � �/2��.5 ����� � ,.� � E\1324��\�����+0��HT �.,.� ��� B4+00�]	���B � ���/2���� 5 � +@�/2��
1��&/� � 5H�G/� � E � � � �&+0� �&O � � � � 	 ��2�� � �� �/� � 	[�/2�� �~� ��� �n� � � � � � �/� � �&+0� ���/��\ �&�MK6�~� �G� � � �� Z � +/�
	����3��� � .��O � ���>��2���>/��O[Z0��1��N1 � � OC� 5 � � � 	 � � ;GI B Q O$#A= �
= � �/2��(� � � � �&+/�������.1��&/��I���2��N+0��/� � �3� � �]OC��� ,]��� � � , � \ ���MK6�~� �G� � �  f, g ∈ C[x]

��]� � � � ����E���+\ ���LKD� � ����� � � � ��2�� 1 � �R@G1���� � �� � 5 f
� � 	 g

��M�� � 1��\��2���/� 1 � �R@G1���� � ��N�&+0� 1 � � \ � �� � ��� OC��+/�I
�/2�� +/��0� � ��� � ����.� 1 � � \ � �� � ��� OC��+�IK�&>,�� ��� � =8�.,.� ��� OC� R���+ � ��5 � � 	 �n���MK ��5

f
� � 	 g

24� � � �
1 � �G� �n� + �D� � � ��� � 1��&IK+/��/� � �3� � ��>1�� � OY�\��0��	 � � 	���1���	���,.2����/2���+>� , � \ ���MK6�~� ����� �  24� � � �
1 � �G� �n� 5 �&1�� � + ,.����2 � ��� 1 � � \����/� � E���2�����+ E�+/��������0�H1 � ��� �n� 	�� � �� � +�� �>2���O4�&/��1 � O�/��+ � ����� �n�
�� ��2��\5 �����t� ,.� � E � ���������
� ����� � ��� ��� � � %�� k ��%�� ��%�+ 8 ��/ 8 + %�� f, g ∈ k[x] ��% �&),+ : / ),<*����+ ��)&� �&)"���-��� 
 % 8 %�7�13%$%$� l
��/ 8

m !=13%$� �&%$!��O� 
 %�+ : � � #&%�/ f ��/ 8
g #0� 
 % � !$),<*<9),/ �R�6!��Q),1�)&�
�&)"���-�O� 
 % 8 %�7�13%$% �-/ k[x] � �

��/ 8 ),/&+ : � � �-#&%�13% ��1$% �&),+ : / ),<*����+ � A, B ∈ k[x] ��5 !$#
�-#0���



� � ��� �,����!$�

���
A ��/ 8

B ��13% / ),� ��),�-# �,%�13) �

� �
deg(A) ≤ m − 1 ! deg(B) ≤ l − 1

�

� �
Af + Bg = 0

�

� 13)")&� � B � �^�� B4+00�U��//����� ��24�*�
f
� � 	 g

24� � � � 1 � �G� �n� 5 ��1�� � + h � 5 \ � /���/� � � 	���E�+0���&�
�>2 ���IY,]� 1�� � ,.+0���/�

f = hf �
� � 	 g = hg �

I4,.2���+0�
deg(f � ) ≤ l − 1

� � 	 deg(g � ) ≤ m − 1
�

Q\O � � � �� �LK I g � f = f � g
� � 	 2�� � 1���IC�/2�� \ �&�MK6�~� �G� � �  A = g �

� � 	 B = −f �
24� � � ��2�� 	���/��+/��	

\�+ � \C��+-��������
I �n� � ��+/0� �LK I � ��� �� �&/0����� �/24��� \ ���LKD� � ����� �  A

� � 	 B
,.�L��2 �&O �W� �>��2�+/��� \�+ � \C��+-������H�����-� �

_ K ��2�� B4+00�J\�+ � \Y��+0� K I ,]����� K �&0/���G�G,.�L��2 � ��� �t� 0 � 5 E�� � ��+/� � �L� K �/24���
B 6= 0

�^M���\�\ � 0�
��24���(��2�� 1 � �&��� 	 � �� �~� �\2 �&� 	 I � � ��� gcd(f, g) = 1

���>2�� � ��2���+/� �&+0� \ �&�MK6�~� �G� � �  Ã
� � 	 B̃/��132 ��24�*�

Ãf + B̃g = 1
� =85 ,]�G� � � �/� \ �LK ��2����O K B

� � 	:��0� �/2�� 5 �&1 �\��24���
Bg = −Af

,��
� O��3��� � (ÃB − AB̃)f = B

� M�� � 1�� B
�� � �n� 7 R���+ � I4��2�� 	���E�+/��� � 5 B

� ��0��OY� ��� � � �&-� l
I4,.2���132

��.� 1 �n� �/+��&	���1��/� �n� � � �/2�� /��1 �n� 	 \�+ � \Y��+0� K �
= � ��2�� /� � ��� � I ,]��132 �D� 0� k = C

� �>2�� � � , � \ ���MK6�~� ����� �  f, g ∈ C[x]
24� � ��� 1 � �G� �h�

5 �&1�� � + �L5.� � 	 �n���MK ��5>�/2�� K 24� � � � 1 � ��� �n� + �6� � � ��� � 1��&I � �������W������' E�� � �� � � ��1���//�&+ K
1 �n� 	������ �n� 5 � + � , � � � � � �&+0� ���/�2\ �&�MK6�~� �G� � �  � � 2�� � �(� 1 � ��� �n� 1 � � \ � �� + �6� � � T �.��0� � � � ���&+
� � E���O�+�� � � 	���1���	��\��2�� �����0�/� � 1�� � 5 �/2�� \ ���LK6�~� �G� � �  A

� � 	 B
� �>2���+/� 5 � +/� ,]� ,.+0�����

f(x) =

�

∑

��� � a � x
�
, g(x) =

�

∑

��� � b � x
�
,

� ���L�TD �

A(x) =

�

� �∑
� � � c � x

�
, B(x) =

�

� �∑
��� � d � x

�
.

Z � +/� �W� ��+�I4,��\,.+/�L���
A(x)f(x) + B(x)g(x) =

� ? �

� �∑

� � � e � x
�
.

T ��	���B � ���/2�� � ��1�� � +/ e = [e � ? �

� � , . . . , e � ] �
� � 	 c = [c �

� � , . . . , c � , d �

� � , . . . , d � ] �
� �>2���0�

� , ��� ��1�� � +/ ��+/� � � � ���&+ �LK +/� � ���/��	:O K e = Sc
I ,.2���+/� ��2��

(l + m) × (l + m)
7 ������+0� 

S
24�&

��2��\5 � +0�

S =
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�
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� � �

b �

�
� b �

� �
� � �

��� � � �
a �

��� � � �
b ����
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���

b �

� �
a � b �
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���
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���

� � � � � �
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� ��� � ���-#&%�< ���O��! ��+ � 13%�+.�-<*�-/;��1 ��%$� � �

�>2��G��� \�� K  \4�&1��� �&+/� B ��� ��	 O K R���+ � �� _ K[� ���G�^�^������'�I ��2�� \ �&�MK6�~� �G� � �  f
� � 	 g

24� � � �
1 � �G� �n� 5 �&1�� � + �L5.� � 	 �n���MK ��5 �/2���+0�U�� � �~�n� 78R���+ � � ��1�� � + c

/��132 �/24���
Sc = 0

� �>2��� ��
� � ��� � � � � � �.� � detS = 0

� T � �^�&)��\��2��\5 �����t� ,.� � E 	���B � ���/� �n� �
� ����	�� 
 � � 	 ��� ��� � � %�� �-#&% / ),/� !$),/0������/&���&),+ : / ),<*����+ � f, g ∈ C[x] ��% � 1 �-�O�Q%�/ �-/ �-#&%
� ),1 < � � � ��� � ��/ 8 + %���� #&% < ����1 �	� S ��% 8 %�� / % 8 �,�=� ��) 
 % � � % ! ��+-+&�-#&% < ���O1 �	� Syl� (f, g) = S �
�-#&% M K � � ��0�/��+.�^�*��+/�  )&� f ��/ 8

g � �-�-#�13%$� �&%$!�� �P) x
� � #&% +0��/� � �3� � � )&� f ��/ 8

g � �-�-#
13%$� �&%$!��
�Q) x � � � #&% 8 %��Q%�1 <*�-/;��/&��)&� � #&% � : + 
 %$���P%�1 < ����1 �	� � � #65 � !

+/��
� (f, g) = det(Syl � (f, g)).

�>2��\�&O �W� �(�&+/E������ � ������� �n� � � 	^��2��(	��CB � ���/� �n��� 5 �/2���	�� ����+0��� � � � � � 5 � ������+0�  \�+ �W� �(�/2��
5 �&���t� ,.� � E � ���������

� ����� � ��� � ��� � %�� f, g ∈ C[x] #0� 
 % �&)"���-�O� 
 % 8 %�7�13%$%$� ��� #&% 13%$��56+.� ��/&� +/�� � (f, g) � ����/ �-/&�Q%�76%�1
�&),+ : / ),<*����+A�-/ �-#&%
!$)"%"$ !���%�/&�-��)&� f ��/ 8

g
� � ),13%$) 
 %�1 ! f ��/ 8

g #0� 
 % �?!$),<*<9),/ !$),<��;+ % �
13)"),� � ����/ 8 ),/&+ : � � +/�� � (f, g) = 0

�

TV���/2 �/2��>+/��/� � �3� � �/@,]�.24� � �N��� �6��� � � 	���1���	��>,.2����/2���+@� , � \ ���MK6�~� ����� �  24� � ���\1 � �G� �n�
+ �D� � ,.�L��2 � ��� 1 � � \����/� � EU��2�����+ X I � � T � ,�� � � � � ����/� � 	 ��2��� � � ��� �n� � � \ ���LK6�~� �G� � �  � 5
� � � �/� \ � � � �&+/���&O � ����

B ��� �~� , f, g ∈ C[x � , . . . , x � ]
OY� � � � ��� � �&+0� ���/��\ ���MK6�~� �G� � � �,.�L��2 \ � 0����� � � 	���E�+/������ � x �

�
T �^,.+0�����

f
� � 	 g

� � ��2��^5 � +/� � �����&D �\,.�L��2
x �

� � -�����&	 � 5 x
I ,.2���+/� �~� , ��2��^1 � �R@G1���� � ��

a � � � 	 b �
�&+/� \ �&�MK6�~� �G� � �  � � C[x � , . . . , x� ]

� T �W	���B � �[��2�� M K � � ��0�/��+ �����/+/�  � � 	 �/2��
+0��0� � ��� � � � 5 f

� � 	 g
,.����2 +0��-\C��1 � � � x �

� � ��2��G/�&�G� , � K �& � � �/2�� � � � � ��+/� �*��� 1��&/����_ K
� ���G�^� ���L�&E�I �/2���+0��0� � ��� � � �� � � , � \ ���MK6�~� ����� � � � C[x � , . . . , x � ]

� �>2��G5 �����t� ,.� � E � ���G���
02 � ,.���24�*�\� � ��2�� +0��0� � ��� � � � 5H� , � \ �&�MK6�~� �G� � �  f

� � 	 g
,.�L��2 +0�� \Y��1��\� � x �

��2�� � �&+/���&O � �
x �

���� � ���G� � ������	W� � ��2�� 0� � 0� ��24���(��2�� \�+ � Z0��1 ��� �n�  � 5@�/2�� 1 � ��� �n� + �D� �/ � 5 f
� � 	 g

� � � �
�/2��

(x � , . . . , x� )
7 /��O�-\4��1�� �&+/� � �  � + �6� �/ � 5 �/2�� +/��/� � �3� � � �

� ����� � ��� � � � � %�� f, g ∈ C[x � , . . . , x � ]
��% �&),+ : / ),<*����+ � � �-�-# �&)"���-�O� 
 % 8 %�7�13%$%$� �-/ x �

��/ 8 + %��

(c � , . . . , c� ) ∈ C �
� � � f(c � , . . . , c � ) = g(c � , . . . , c � ) = 0 ! � #&%�/ +0��

� � (f, g)(c � , . . . , c � ) = 0
�

� 13)")&� � � � �^��)&�(�/2���\�+ �D� 5 ���&/����+�,]�\� � �/+ � 	���1��( � �G� �~� �3���/� �n� � T �(,.+0���/�
c = (c � , . . . , c � )� � 	 f

� � 	 g
�&.� � � ���L�TD � � Z � +/� �W� ��+.,]� 	��CB � � f̃(x � ) = f(x � , c)

� � 	 g̃(x � ) = g(x � , c)
�@T �

B�+/0� � � ����1��(�/24���>+0�� � � (f, g)(c) = det
(

Syl� � (f, g)(c)
) I�� � ��� ����	 � �� �~� � �^���0����+],.2�� ��2���+.,]�

B�+/0���3�&)��(��2��(	����/��+/�G� � � � � � 5 Syl � � (f, g)
� � 	���2�� � � � � � ����������2��� ��� c � + B4+00�>� � � � �4�*���.��2�������/+/�  � � 	W�/2�� � 1 � � \����/� �/2�� 	�������+/�G� � � � ���>=85 a � (c) = b � (c) = 0

I4�/2�� � �/2�� B4+/-��+ � , � 5
Syl � � (f, g)(c)

���R���+ � ���N� � 1���I ��2�� +0��0� � ��� � ����NR���+ � I ��(,�� ��� ��= � ��2�� 1 �&0� ��24���
a � (c)

� � 	
b � (c)

�&+/��O � �/2 �~�h� 7 R���+ � I ��� �� � O � � � �� �MK �/+/���G��24�*�
Syl� � (f, g)(c) = Syl � � (f̃, g̃)

�WM�� � 1��
f̃(c � ) = g̃(c � ) = 0

I��/2�� 1 � ����� 5 ����� � ,.�O K � ���G��� �����@E��
M � I � � ������&0/���G� ��24���

a � (c) = 0
� � 	 b � (c) 6= 0

� =85
a �

� � (c) 6= 0
IK�/2�� � ��5\4� � 	�� � EG��2��

	�������+/�G� � � � � � 5 Syl � � (f, g)(c)
O K 1 � 5 �&1�� � +/ � 5 ��2���B�+/0�N1 �&� ��� �3K ��� � 	�

+/��
� � (f, g)(c) = ±b � (c) · det

(

Syl � � (f̃, g̃)
)

= ±b � (c) · +0�� � � (f̃, g̃),



� � ��� �,����!$�

� � 	 ��2���1 � �&��� 5 �����t� ,. �&E��&� � O K^� ���G��� � �����@E � �H=85
a �

� �
���� �  � R���+ � � � 	 a �

�
� 6= 0

I���2�� � ��2��
��&�G� �&+/E&����� � � K ��� � 	�

+/��
� � (f, g)(c) = ±b � (c)

�
· +0�� � � (f̃, g̃) = 0.

= � ��2��� ,�� K I ,�� � O��3�&� � +0��
� � (f, g)(c) = ±b � (c) � · +0�� � � (f̃, g̃)

5 � +  � �G�
k
�L5 ��2���+/� �� � �

i ≥ 1
0��132^�/24���

a � (c) 6= 0
� Q(��2���+0,.��/��I 5A+ � � f̃(c � ) = 0

�L� 5 �&���t� ,. �/24��� a � (c)
� ��0�]OY��R���+ � I

�&>,�� ��� � �>2 ���I4��2�� B4+00��+ � , � 5 Syl � � (f, g)(c)
��>R���+ � I�,.2���132W1 � � \ � � ����>�/2�� \�+ �6� 5 �

�>2�� � �� � � ������� /2 � ,.(�/24�������&132 + �6� � � 5H��2�� +/��/� � �3� � � � 5 f
� � 	 g

������2���+(1��&��0���O � ��2
1 � �R@G1���� � �� a �

� � 	 b �
� � � � � ��/2 � +>1�� � OC� �� ��� � 	���	W� � � 1 � �G� �n� + �6� � � 5 f

� � 	 g
�

� ����� � ��� � ��� � %�� f, g ∈ C[x � , . . . , x � ]
��% �&),+ : / ),<*����+ � � �-�-# �&)"���-�O� 
 % 8 %�7�13%$%$���-/ x �

7�� 
 %�/
�-/ � #&% � ),1 < � � � ��� � ! ��/ 8 + %�� (c � , . . . c� ) ∈ C � � � � � � +/�� � � (f, g)(c � , . . . c � ) = 0 ! �-#&%�/ %��-� #&%�1

���
a � (c � , . . . , c � ) = b � (c � , . . . c� ) = 0 ),1

� � � #&%�13% � � � c � ∈ C ��5&!$#
�-#0��� f(c � , . . . c� ) = g(c � , . . . c� ) = 0
�

� 13)")&� � T � ��/� �/2�� �~� ������� �n� � � ��+ � 	���1���	:� �[� ������� � ����# � B ��� b � (c) 6= 0
�(T � � ��0�(/2 � ,

��24���.�/2���+0� ����
c � ∈ C

/��132[�/24���
f̃(c � ) = g̃(c � ) = 0

� `(N� � ��2��J\�+ �6� 5 � 5 � ������� ���L��#�I �n� �
/2 � ,..��24���.�L5 �/2���+0� ��.� � i ≥ 1

,.���/2
a � (c) 6= 0

��2�� � �/2���+0� ��> � �G�
k
0��132W�/24���

+/��
� � (f, g)(c) = ±b � (c) � · det

(

Syl � � (f̃, g̃)
)

� � 	 �/2���1 � �&��� 5 �����t� ,. O K � �����������L�&E�� = � ��2��]1 �&0����2���� a � (c) = . . . = a � (c) = 0
,]� B � 	 O K

/��1�1���0/� � �����\�� � /� �n� O K 1 � 5 �&1 � � +0 � 5Y�/2��NB�+/0� + � , ��24���@+0��
� � (f, g)(c) = ±a � (c)

� ·b � (c)
� �

M�� � 1�� b � (c) 6= 0
O K �&0/��� \���� �n� I ,��\1 �n� 1 � ��	��(�/24��� a � (c) = 0

� � 	 ��2;���I
f̃ ≡ 0

� _����./� � 1��
g̃
�� �~� �.1 �n� -�3� � ��IK�/2�� 1 � �&��� 5 ����� � ,.��
�>2�� 5 �&���t� ,.� � E � ���G�^� E�� � �� � � ��\�\C��+ O � � � 	 �n� ��2��[	���E�+0��� � 5\��2��:+0��/� � �3� � � � 5 � , �\ ���LK6�~� �G� � � ��

� ����� � ��� � � � � %�� f, g ∈ C[x � , . . . x � ]
��% �&),+ : / ),<*����+ � � � %�� l > 0 ��%(� #&% 8 %�7�13%$% )&� f �-/ x ���/ 8 + %�� m > 0 ��% �-#&% 8 %�7�13%$%()&� g �-/ x �
� � %�� d

8 %�/ ),�Q%=� #&% �P),����+ 8 %�7�13%$%()&� f ��/ 8
e � #&% �P),����+

8 %�7�1$%$% )&� g
� � #&%�/ ! � #&% �Q),����+ 8 %�7�13%$% )&� +/�� � � (f, g) � ����� <9)"��� el + dm − lm

�

� 13)")&� � `( ��/��� � I ,]�@,.+0���/� f
� � 	 g

� � ��2��H5 � +0� � ���L�TD � � 9 ��+/0��I ,�� �~� ����1�� ��24�*� ��2��H� � �3� � 	���E&+/���
� 5 a � �� ���>� � -� d − i

� � 	 ��2���� � ��� � 	���E�+/��� � 5 b � �� �*�>� � 0� e − i
� B � � (s � � � ) = Syl� � (f, g)OY�\��2�� M K � � ��0�/��+(�����/+/� Y� T � � O�0��+ � � �/24���

s � � � =

{
a � ? �

� �
�L5

i ≤ m

b �
� �

�L5
i > m



� ��� � ���-#&%�< ���O��! ��+ � 13%�+.�-<*�-/;��1 ��%$� � �

� � 	 �/2;���I45 � + �/2��\� � ��� � 	���E�+/��� �L�.2 ��� 	�

deg(s � � � ) ≤
{

d − l + j − i
�L5

i ≤ m

e + j − i
�L5

i > m.

�>2���+/��/� � �3� � � ��]�/2���	�� ����+0��� � � � � � 5 ��2��N�^�*��+/� 
(s � � � )

� � 	 1�� � ��2���+/� 5 � +/�(OY��,.+/���0��� � �&]�/2��
0��� � 5 \�+ � 	���1 �� � 5 ��2��\5 � +0�

P � = ±
� ? �

∏

���
�
c ��� ��� � � = ±

∏

��� ��� ≤ �

c ��� ��� � � ·
∏

��� ����� �

c ��� ��� � � ,

,.2���+/�
σ
���� \C��+/� ���3���/� �n�$� 5 ��2��(/��� {1, . . . , l + m}

�H= ��� +/	���+�� � O � � � 	 ��2��(	���E�+0����,]�\1 � �
��//��������24���

σ
��]132 � /� � � � 0��132 �\, � K ��24��� �~�n� � � 5 ��2�� c ��� ��� � �

�� R���+ � � �>2�� � I�5 � + �/2���� � �3� �
	���E�+0��� � 5 P �

���.2 ��� 	�

deg(P � ) =
∑

��� ��� ≤ �

deg(c ��� ��� � � ) +
∑

��� ����� �

deg(c ��� ��� � � )

≤
∑

��� ��� ≤ �

d − l + i − σ(i) +
∑

��� ����� �

e + i − σ(i)

= m(d − l) + le +

� ? �

∑

���
�
i −

� ? �

∑

���
�
σ(i)

= el + dm − lm.

= � �/2�� ��� \ � +-�3� � �U \Y��1�� � � 1��&/� ��2���� ��2�� � � ��� � 	���E�+/���� � 5 f
� � 	 g

�&+/� � � �4� � � � �/2��
� � 	�� � ��	��4� � 	���E&+/����N� � x �

I��/2���>O � � � 	 /��� \ � �MB���]� � lm
�

Q(56��� � I �n� � � O��3�&� � \� OC���/�/��+�O � � � 	 �h� ��2�� 	���E�+/��� � 5@��2�� +/��0� � ��� � � O K 1 �h� /��	���+0� � E^�/2��
	���E�+0��� �^���/+/�  � 5 ��2�� M K��¢� ��0����+N�����/+/� YI ,.2���132 ,�� 	��CB � � �&>5 ����� � ,.��
� ����	�� 
 � � 	 � � � � � � %�� (s � � � ) = Syl � � (f, g) ��% � #&% � : + 
 %$���Q%�1*< ���O1 �	� )&�*� � ) �&),+ : / ),<*����+ � f
��/ 8

g � �-�-# 13%$� �&%$!����P) x �
� � %9! ��+-+ � #&% < ���O1 �	� (deg(s � � � )) � #&% 8 %�7�13%$% < ����1 �	� )&� (s � � � )

� � %
8 %�� / % � #&% 8 %�7�13%$% )&� �-#&%��,%�13)
 ��&),+ : / ),<*����+I�,� −∞

�

B ��� D = (d � � � )
OY�>�/2��.	���E�+0�����^�*��+/�  � 5Y�/2��NM K � � ��0�/��+ �^���/+/�  � 5 f

� � 	 g
� B ��� D � �

	�� �~� ���
�/2�� /��O������/+/�  � 5 D

�/24������ � O��3�&� � ��	 O K 	�� � ���/� � E ��2��
i
��2 + � , � � 	 �/2��

j
�/2W1 ��� ��� � � �>2�� �

,]� 	���B � � ��2�� � � � ��� δD

+0��1���+/0� � � �MK �&.5 ����� � ,.�� 9X� +N� (1 × 1)
78�^���/+/� 

(d)
,]� /� �

δ � � � = d
�

Q(�/2���+-,.��/��I4,�� 132 �6� /� � � K � � 	��� i = 1, . . . , l + m
� � 	 	���B � �

δD = max{d � � � + δD ��	 | 1 ≤ j ≤ l + m}.

�>2��� 	��CB � ���/� �n� �� 0���G� � ��+ � � ��2�� ��5\4� � 0� �n�0� 5.��2��U	����/��+/�G� � � � � O K 1 � 5 �&1�� � +/ � 5.�/2�� i
��2

+ � , ���>2�� 	��NMY��+0� � 1�� �����24�*��� � � ���M\ � ��1 ���/� �n� ��(+/��\ � ��1���	[O K /���G������� �n� � � 	:/���G������� �n� ��



� � ��� �,����!$�

+/��\ � �&1���	 O K �3�&);� � E �/2�� �^� ���� ��� � �N� � 1���I�� , � �/2�� � E& �&+/� � O � � � ���� 9 ��+00� �MK IH5A+ � � ��2���
	���B � ����� �n� ��� �� 1 � � ��+ ��24��� deg(

+0��
� � (f, g)) ≤ δD

�]M���1 �n� 	 �LK I δD

���,]� ��� 	���B � ��	 IK� � �&�H�L�>	 � ��
� ���L��2���+�	���\C� � 	 �h� ��2�� 132 � ��1�� � 5 ��2�� � � 	��� i �~� + �h� ��2�� 5 �&1 �.��24����,]� �L����+/����� � � �n� EG��+ � ,
� 5 D

� � -�����&	 � 5 � 1 �&� ��� � �
=8� �� � 56��� � ��2���1 �&0�^��2���� �/2��^+0��0� � ��� � � � 5 � , � \ ���MK6�~� �G� � � ��� � \�+ � 	���1�� � 5 � , � \ �&�MK 7

�~� �G� � �  � 5 0�^� ��� ��+ 	���E�+0������ TV�L��2 ��2��G5 ����� � ,.� � E � ������� ,�����	�� � ����5 K 0��132 � /���/�4���/� �n� � �
,.2���132 ��2��G+/��/� � �3� � � 1 � � OC� 5 ��1�� � +/��R���	 � � � ,]� � ��+�I ��� 	 � �� �~� �J\�+ � � ��	��G� �G���/2 � 	 � � B � 	
��2�� �~�n� 78��+0� � � � �`�n� � � 5 �/2��\� , � 5 �&1�� � +/��
� ����� � ��� � ���	� %�� f � , f

� ∈ C[x � , . . . , x � , y] ��% �&),+ : / ),<*����+ ���-#0��� ! ��/ ��% � 1 �-�O�Q%�/ �-/ �-#&%
� ),1�<

f � (x, y) = (x � − ξ) � · r � (x, y) +

�

∏

� � �
(y − ζ � ) · s � (x, y)

� ���L�&E �

� ),1 i = 1, 2 � �-�-# k, l ∈ N, ξ, ζ � ∈ C, r � , s � ∈ C[x � , . . . , x � , y] ��/ 8
x = (x � , . . . , x� )

� � #&%�/
� #&%�13%*% � � ���-��� �&),+ : / ),<*����+ h ∈ R[x � , . . . , x� ]

��5&!$# � #0���

+/����
(f � , f

� )(x) = (x � − ξ) � �

· h(x).

� 13)")&� � 9 ��+00� I ,]� �&0/���G�^��2���� ��2��
ζ �

�&+/�3\��&��+-,.��/��	��NMY��+0� � �G� � 	 \�+ �W� � �/2��U1 � �&��� O K � � 7
	���1��/� �n���n� k

� B ��� k = 1
�VT �W/2����&+��/2�� 1 �D� +0	�� � �����  K -����� � � /��132V� , � K ��24������2��

x �
781 �6� +/	�� � ���/�� � 5 �/2�� + �6� �� (ξ, ζ � ) � 5 f �

� � 	 f � OY��1 � �G� \4�&��+-,.��0� 	��NMY��+/� � � � 9j� +0�^� ���MK ��2���
����� � \��24�*� ,]��	���B � �G��2�� \ ���MK6�~� �G� � �  f � � � (x, y) = f � (x � − εy, x � , . . . , x� , y)

5 � + ε ∈ R
�

=85�,]�^/� �
ξ � � � = ξ + εζ �

I �/2�� � OY��1 �&��0�G�/2��
ζ �

�&+0� \��&��+-,.��/� 	�� M ��+/� � ��I 5 � + ε 6= 0
,]�^2�� � �

ξ � � � 6= ξ � � �
5 � + i 6= j

� � 	:� � +0� �W� ��+ f � � � (ξ � � � , x � , . . . , x� , ζ � ) = 0
5 � +�� ��� j = 1, . . . , l

���>2;���I
���>� �  � 2 ��� 	�]��2����>+/���� (f � � � , f � � � )(ξ � � � , x � , . . . , x � ) = 0

5 � +�� ��� j � M � I�5 � + ε 6= 0
��2���+/�\�����0�/>�

\ ���LK6�~� �G� � � h � /��132 �/24���\+0����
(f � � � , f

� � � )(x) = (x � − ξ � � � ) · · · (x � − ξ � � � ) · h � (x)
� �>2 ���I ,]�

24� � �
+/����

(f � , f
� )(x) = lim� −� �

+0����
(f � � � , f

� � � )(x)

= (x � − ξ)
�

· h(x)

,.����2
h = h � � X � , �&0/���G�\��24�*���/2�� 1 � �&��� ��>��+0���\5 � + k ∈ N

� = ��� +/	���+.� � \�+ �W� � ��2�� 1 � �&���
5 � + k + 1

,�� 	���B � �

f̃ � (x, y) = (x − ξ) � (x − ξ̃) · r � (x, y) +

�

∏

� � �
(y − ζ � ) · s � (x, y)

5 � + i = 1, 2
� �>2�� � I���2���+/� �&+/� \ ���LKD� � ����� �  h �

� � 	 h � /��132 ��24�*�

+0����
(f̃ � , f̃

� )(x) = (x � − ξ) � �

· h � (x)
O K � � 	���1 ��� �n� 2 K \ � �/2���0��

= (x � − ξ̃)
�

· h � (x)
O K �/2�� 1 �&0�

k = 1.



� ��� � ���-#&%�< ���O��! ��+ � 13%�+.�-<*�-/;��1 ��%$� � �

=85
ξ̃ 6= ξ

I;��2�� � gcd
(

(x � − ξ̃)
�

, (x � −ξ) � � )

= 1
I�� � 	^�/2;�����2���+/�N��]� \ ���MK6�~� �G� � � h /��132 �/24���

h � (x) = (x � − ξ̃)
�

· h(x)
� �>2���+/� 5 � +/��IK,]� 24� � �
+/�� �

(f � , f
� )(x) = lim�̃ −� �

+/����
(f̃ � , f̃

� )(x)

= (x � − ξ)
� � ? � � �

· h(x).

X � , I ,��W1 �n� 0��	���+G�/2�� 1 �&0�W��2������/2��
ζ �

�&+0� �~� � \4����+0,.��/� 	�� M ��+/� � ��� B � � r � , ϕ � ∈ R
OC�

132 � /� � � � 0��132 �:, � K �/24���
ζ � = r � e

��� 	 � T � ��/� ��2�� 1 �7\������ � � � �/�/��+ I =
√

−1
� � � �h� ��	

1 �n� 5A��0� �n� ,.���/2 �/2�� � � 	��� i
�]T � � � � � E�� ,]� ��//����� ��24�*�

r � ≤ . . . ≤ r �
� 9j� + ε > 0

,]� 	��CB � �
ζ � � � = r � � � e

��� 	 ,.���/2
r � � � = r � + jε

�@= � �/2���>,�� K ,�� E�� �

r � � � ≤ r � ? � + jε < r � ? � + (j + 1)ε = r � ? � � � ,
� � 	 2�� � 1�����2�� ζ � � �

�&+0� \��&��+-,.��/��	�� M ��+/� � ��� T ��	��CB � �(�/2�� \ ���LKD� � ����� �  f � � �
O K +/��\ � ��1�� � E �/2��

ζ �
� � � � �4���/� �n� � ���L�&E � O K ζ � � �

� �>2�� � I�O K ��2��]�&O �W� � ��+/E����G� � ������� �n� �/2���+0�������0�/ � \ ���LK6�~� �G� � �
h � 5 � +>� �&132 ε > 0

/��132 ��2����.+/�� �
(f � � � , f

� � � )(x) = (x � − ξ) � �

· h � (x)
� 9 � � � ���MK I ,]� 24� � �

+0����
(f � , f

� )(x) = lim� −� �
+/����

(f � � � , f
� � � )(x)

= (x � − ξ) � �

· h(x)

,.�L��2
h = h � �

D&� � �"� � �G%��7)7%������  � %���)80:# )N�O�����!%8# 
J)+����),) % � �C� 9&0>�I�-# �10 �J�!%G���-#
�>2�� 5 ����� � ,.� � E � , � �/2�� � +0���G \�+ � � ��	��U� � ��1���/���+ K 1 �n� 	��L��� �h� 5 � + � , �:� �4�&	�+/��1� � � 24� � � �
��� � E�� � ��� � � � � ����+//��1��/� �n� \ � � � � ��` ����2�� � � 	 � 5 ��2�� /��1���� �n� ,]� 5 � +/� � � ����� �G/����� � �&+ ��2�� � +/���
�/24���N\�+ � � ��	����� � ��1���0��&+ K 1 �n� 	��L��� �n� 5 � + � , � 1 �n� ��1�>� � � � ����+/0��1����3� � E�� � �/� � ���MK �
T � B4+00��	��CB � � ��2�� �~� �/� �n��� 5 �/2�� 1324�&+���1�����+/��0����1 \ �&�MK6�~� �G� � �N� 5 � , �G� �4�&	�+0��1���

� ����	�� 
 � � 	 ��� � ��� � %���� � ) $ 50� 8 1 ��!$� A ��/ 8 B ��% 7�� 
 %�/ � : � #&% (4 × 4)− < ���O1 ��!$%$� A � ��/ 8

B � !�13%$� �&%$!���� 
 %�+ : � � % 8 %�� / %��-#&% !$#0��1D�6!��P%�1 � ������! �&),+ : / ),<*����+ )&� A ��/ 8 B �,���-#&% 8 %��Q%�1�<*�-/;��/&�
)&� �-#&% �&%�/ !��-+�)&� A ��/ 8 B ! � � % � χ

A �B(λ) = detQA �B � � (λ)
�

�>2�� B4+/-���/2�� � +/��� �� \�+ �W� � � � � ; T T � !��:= �@=8�NE&� � �� � ��1���//�&+ K � � 	 /� @�1���� � �N1 �h� 	����/� �n� 
5 � + � , � � ��� � \� � ��	�]� � OC� /��\��&+����/� � + � � ��132�� � E��
� � � � � ��� ��� � ��� � %���� � ) %�+-+.� �&�"),� 8 � ��% 7�� 
 %�/ � : �-#&% < ����1 ��!$%$� A � ��/ 8

B � !L��5&!$#C� #0��� � ),1
�-#&%��-1 !$%�/&�Q%�13� a � ��/ 8

b � �-� #&),+ 8 ��� #0��� a � � A � a � < 0 ��/ 8
b � � B � b � < 0

� � #&% %�+-+.� �&�"),� 8 �
8 )�/ ),���-/&�Q%�1$�"%$!�� �P��/ 8 / %��-�-#&%�1 ),/ % !$),/&� ���-/0� � #&% ),� #&%�1 � � � ��/ 8 ),/&+ : � � �-#&%��-1 !$#0��1D�6!��Q%�1�� ������!
�&),+ : / ),<*����+ #0�,� � � ) �&)"���-��� 
 % 13)"),� � � � ),13%$) 
 %�1 !

��� � #&% : ��13% �"% �0��1 ���Q% � ����/ 8 ),/&+ : � � �-#&%(� � ) �&)"���-��� 
 % 13)"),�-� ��1$% 8 � �����-/ !��"!L��/ 8



� � ��� �,����!$�

� � � #&% : % � �Q%�1 /;��+-+ : �Q),5 !$# % �6!$# ),�-#&%�1 � �*��/ 8 ),/&+ : � � � #&% � � ) �&)"���-��� 
 % 13)"),�-� ��13% � 8 ),5 � + %
13)"),� �

= � ; 9 X�Q HVOA= ��� �� -�3���/��	V��24���W� � K � , � � �4��	�+/��1� 24� � � � 	���E�� � ��+��*��� � � ����+//��1��/� �n� � �\�+ � Z0��1��/� � �(-\4�&1�� �W� ��+���2��N1 � � \ � �� � ��� OC��+/]��5 � � 	 �n���LK ��5 �/2�����+]1324��+��&1 ����+0��-����1 \ �&�MK6�~� �G� � �
24�& �W	 � ��O � � � +0� � ��� + 1 � � \ � �� ��+ �6� � �GT �G, � � � � � \�+ �W� � � � ��1���//�&+ K 1 �n� 	����/� �n� 5 � + � , �
� ���&	�+/��1�(� � 24� � � ��+/� � � ��� � E�� � �/� � � � � �/��+/0��1 ��� �h� ��`(N,�� 	 �$�~� �\1 �n� /��	���+�5 �&1���\1 �n� ���&� � � � E
/� � E�� � ��+ \ � � � ���I&,]��1�� � ���1 � ��	��>�/2��>1 �&0� � 5C/��132 \ � � � �� OY��� � E\� ���h��� � ��	 � � ��2��>� � �/��+0/��1 ��� �n� �
��� ��� � ��� ��� � � � � %���� � ) $ 50� 8 1 ��!$����%L7�� 
 %�/ � : � #&% < ����1 ��!$%$� A � ��/ 8

B � ��5&!$# � #0��� χ
A �B 6≡

0
� � ���-#&%�1$%�� � � 13% ��+ �&),�-/&� p � ��/ 8

λ � ∈ R ��5 !$# �-#0��� p � � A � p � = p � � B � p � = 0 ��/ 8

A � p � = −λ � B � p � 6= 0 ! �-#&%�/ λ � � � �9<*56+.�O� �;+ % 13)"),��)&� χ
A �B

�

�>2�� ���1 � ��0� �n� � 5@�/2�� /� � E�� � �&+]\ � � � �/\��\�&132���� � ��	 O K 	������ � 	�� � E �/24�����/2�� E�+���	���� � �/\� �
p �

�&+0� �~�n� 78R���+ � � = �]� +/	���+ � � \�+ � � � ��2��� ��2�� � +0��� ,]�>+/��1 � ��� �(,]� ��� ) � � , � +0��/� � �H5A+ � � � � � ���&+
� � E���O�+���I � �&�G� �LK �/2�� B � +/	4� ��� � +/��� � 5 � +0� 5 � +>+0� � �  � �4�&+/� ������+0��1�����

� ����	�� 
 � ��	 ��� � ��� � %�� A ��/ 8
B ��%(� � ) � $ 50��13%(< ���O1 ��!$%$� )&� � #&% � ��<9% 8 �-<9%�/0����),/ � � % � � :

� #0��� A � � ���-<*�-+ ��1 �Q) B ) 
 %�1=�-#&% 13% ��+ /&56< ��%�13� � � �-#&%�1$%=� � � 13%�7�56+ ��1 13% ��+ < ����1 �	� S ��5&!$#��-#0���

B = S � � AS
� � %�� � : �-#0��� A � � !$),/67�1 5&%�/&���P) B ) 
 %�1��-#&% 1$% ��+&/&56< ��%�13� � ��� #&%�13% � � � 13%�7�56+ ��1

1$% ��+ < ���O1 �	� S ��5 !$# �-#0��� B = S � AS
�

� ����	�� 
 � ��	 ��� � ��� � < ����1 �	� M ∈ R � × � � ),1 k ≥ 1 � �*! ��+-+ % 8 ���&),1 8 ��/ � + )"!$2�)&� � : �&%�� � � �-�
#0�,� � #&% � ),1 <

J(λ, k) :=















λ 1 0

· ·
· ·

· 1

0 λ















� ),1 k ≥ 2 ��/ 8

J(λ, 1) := [λ]

� ),1 λ ∈ R
� � �L� � ! ��+-+ % 8 ��� ),1 8 ��/ � + )"!$29)&� � : �&% � � � �-� #0�,� �-#&% � ),1�<

J(a, b, k) :=















J(a, b, 2) E � 0

· ·
· ·

· E �
0 J(a, b, 2)















� ),1 k ≥ 4 ��/ 8

J(a, b, 2) :=

[

a −b

b a

]

� ),1 a, b ∈ R � #&%�13% E � � �(�-#&% (2 × 2)− � 8 %�/&�O�-� : < ���O1 �	� �



� ��� � ���-#&%�< ���O��! ��+ � 13%�+.�-<*�-/;��1 ��%$� � �

` \�+ �6� 5H5 � +N��2�� 5 �����t� ,.� � E�,]� ��� ) �~� , � �/2�� � +0��� 5A+ � � � � � � �&+(� � E���O�+���1 � � �&� E�� OY� 5 � � � 	
� � ; � � ,N#7O = �
� � � � � ��� ��� � ����� ����� ��	 	 � � � ���	� � � ��
 �� 
 %�1 : 13% ��+�� $ 50��1$% < ���O1 �	� A � � ���-<*�-+ ��1 ) 
 %�1
�-#&%(13% ��+J/&5 < ��%�13� �Q)9�9< ����1��	� J =

	����&E
(J � , . . . ,J � )

! � #&%�13% % �6!$# J � � � %��-� #&%�1 )&� �-#&% � ),1 <

���
J(λ, k) � ),1�� 13% ��+ %�� 76%�/ 
 ��+.5 % λ )&� A ),1

� �
J(a, b, k) � ),1(� �0���-1 )&� !$),/ � 5�74���P% !$),<��;+ % �
%�� 76%�/ 
 ��+.5 %$� a ± ib )&� A

�

J � � ! ��+-+ % 8 � #&% 1$% ��+ �&),1 8 ��/ / ),1 < ��+ � ),1 < )&� A
� � � � � 56/&� $ 5&%�+ :98 %��Q%�1 <*�-/ % 8 � : A % � !$% �;� � ),1

�-#&%*),1 8 %�1 )&� � #&% �&),1 8 ��/ � + )"!$2"� �

X � , IH,��U-�3���/�U�[��2�� � +0��� \�+ �W� � � � � ; J�2 � #7E>=�,.2���132 B � � ���MK � � �&O � �� �� � � \�+ �W� � ��2�� � 7
+0��� � �%��'��

� � � � � ��� � � � ���	� %�� A ��/ 8
B ��% � � )?13% ��+ � : <*<9%���1 ��! < ���O1 ��!$%$� � �-�-# detB 6= 0

� � %��

B � � A #0� 
 % �-#&% 1$% ��+ �&),1 8 ��/ / ),1 < ��+ � ),1 < 	����&E
(J � , . . . ,J � ,J � ? � ,J � )

! � #&%�13% J � , . . .J �
��13%

�&),1 8 ��/ � + )"!$2"� )&� � : �&% � ��/ 8
J � ? � , . . . ,J �

��13% � ),1 8 ��/ � + )"!$2"� )&� � : �&% � � � #&%�/ A ��/ 8
B ��13%

���-<*56+.����/ %$),5 ��+ : !$),/67�1 5 %�/&��) 
 %�1 � #&% 1$% ��+J/&56< ��%�13� �Q)

	����&E
(ε � D � J � , . . . , ε � D � J � ,D � ? � J � ? � , . . . ,D � J � ),

��/ 8
	�� �&E

(ε � D � , . . . , ε � D � ,D � ? � , . . . ,D � )
13%$� �&%$!���� 
 %�+ : ! � #&%�1$% ε � = ±1 ��/ 8

D � 8 %�/ ),�Q%$� �-#&%(< ���O1 �	�





0 1� � �

1 0





)&� �-#&% � ��<9% ��� �,%��,� J � � ),1 i = 1 . . . s
�

� 13)")&� )&� �-#&%$),13%�< � ���7� � =8�\���1 � � �&+(�/24��� λ � ��\� + �6� � � 5 χ
A �B

OC��1 ����/� �/2���+0� ��\�3\ � � � � p �� � 2 � � � E&� � � � ��^1 �D� +/	�� � ������ �A� � \4�&+0�/��1�� � �&+�I ��� � ���&0� �n� �W1 �6� +/	�� � ���/� �� �~�h� 7 R���+ � � ,.�L��2
(A � + λ � B � )p � = 0

�HT � 	���0�/� � E�����/2 �/2�+/��� 1 �&0����

���
B �

��>+0��E�� � �&+�I

���
A �

��>+0��E�� � �&+>� � 	 B �
��>0� � E�� � �&+>� � 	

F��.O � �/2 A �
� � 	 B �

�&+/� /� � E�� � �&+��
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9 ��+00� I ,��U0��\�\ � /� ,]� 24� � � � � +0� �&	 K \�+ �W� � � �/2��^1 � �&��� 5 � + �/2�� B4+00� 1��&/� � � 	 ��/����2��� � �
\�+ �W� � ����5 � + ��2�� 0��1 �h� 	 � � 	 �/2���+0	 1 �&0�&�

B ��� A �
OC� +0��E�� � �&+�� � 	 B �

0� � E�� � �&+�� _���1 �&��0� � 5 λ � 6= 0
,]� 1 � � 	���B � � µ � = 1/λ � � � 	24� � � B � p � = −µ � A � p � � �>2;���IYO K �/2�� B4+/-�(1��&/�\,]� ) �~� , �/24���

µ � ��.�G� � � �/� \ � �(+ �6� � � 5
χ

B �A(µ) = det(BH + µA � )
� 9j� +.� ��� µ 6= 0

,]� 24� � � �/2�� ��	�� � �/��� K χ
B �A(µ) = µ � χ

A �B(1/µ)
�

`(
µ � �� �U� � � ���M\ � � + �6� � � 5 ��2��� \ ���MK6�~� �G� � � �L� �� �U+ �6� � � 5]���/\	���+0� � ���/� � � ,.2���132 ��\E�� � � �

O K 4µ
�
χ

A �B(1/µ) − µ
�
χ ′

A �B(1/µ)
� 9 + � � µ � 6= 0

� � 	 χ
A �B(1/µ � ) = χ

A �B(λ � ) = 0
�L��5 �����t� ,.

��24���
χ ′

A �B(λ � ) = 0
� �>2��� \�+ �W� ��N��2��\1 � ����� 5 � + ��2�� /��1 �n� 	W1��&/���

X � , I � � � O � ��2 A �
� � 	 B �

OY� 0� � E&� � �&+�� M�� � 1�� χ
A �B 6≡ 0

��2���+/�:�� � � α ∈ R
0��132

��24���
χ

A �B(α) = det(A � + αB � ) 6= 0
�NI � ���&+ �LK I α 6= λ � � B ��� A ′� = A � + αB �

� T � 24� � �
χ

A ′ �B 6≡ 0
� � 	 p � � A ′� p � = 0

� Z � +0� �W� ��+�I A ′� p � = A � p � +αB � p � = (α−λ � )B � p � 6= 0
�

�N� � 1��&IHO K 1 ��/�^� , � ,]� ) �~� , �/24���
λ � − α

�� � � � � �/� \ � � + �6� � � 5 χ
A ′ �B

�[_ K �/2��^��	�� � ���L� K
χ

A ′ �B(µ) = χ
A �B(α + µ)

�L� 5 �����t� ,. ��24�*� λ � ���� � � � ���M\ � �N+ �6� � � 5 χ
A �B

�
=8��+/���^�&� �  � � \�+ � � � �/2�� 1 � ����� 5 � + ��2��YB4+/-�^1��&/��� B ���G��2���+/� 5 � +/� B �

OC� +/��E�� � ��+�� _ K
��2�� � +/��� ���"��H�I

A �
� � 	 B �

�&+0�\/��� � � ��� � � � �� �LK 1 �n� E&+/��� � � �W� ��+>��2��\+0� � �Q� ��� OY��+/ � � O �t� 13)
�^���/+/��1���

C �
� � 	 D �

I�+0�� \Y��1���� � � �MK � B ��� S
OC�(�/2��(��+/� � -5 � +/������� �n� �^���/+/�  /��132U�/24���

C � =

S � A � S � � 	 D � = S � B � S � �>2�� � I χ
C �D = (detS)

�
χ

A �B 6≡ 0
� T �G	��CB � � q � = S � � p � �T � 24� � � q � � C � q � = q � � D � q � = 0

� � 	 C � q � = −λ � D � q � 6= 0
�]=85 ,�� /2 � , ��24���

λ � ��� � � � �/� \ � �(+ �6� � � 5 χ
C �D

,]� ��+/�\	 �n� �&�HT � 	 � �/2���>O K 1 �n� ��+���	���1 ��� �h� �@M � I � ��� λ � OC� � 0� � E � �
+ �6� � � 5 χ

C �D
� �>2�� � I4��2���+/� �&+/�\� , � 1��&/����

��� �>2���+0�G�&+/� �/2�+/��� � � +0� /� � E � � +/��� � + �6� �/ λ � , λ
� � � 	 λ � � = � �/2���\1��&/� ,]� 24� � � C � =	�� ��E

(−ε � λ � , . . . , −ε � λ � ) � � 	 D � =
	�� �&E

(ε � , . . . , ε � ) � �>2�� � I�5A+ � � (C � +λ � D � )q � =

0
�L�>5 ����� � ,. ��24���>�/2�� � �&-�>��2�+0��� 1 �6� +/	�� � ���/�� � 5 q �

�&+/� R���+ � �]_]���.��2���.� � E�� ��2���+.,.�L��2
q � � D � q � = 0

��� \ � �������2���� � �  � ��2�� B4+00� 1 �6� +/	�� � ���/� � 5 q �
��UR���+ � IN,.2���132V�� �

1 �n� �/+��&	���1��/� �n� �
��� �>2���+0�N�� �n� ��� � +0�>/� � E � �.+0� � � + �D� � λ �

� � 	^�J\4����+ � 5 1 �n� Z0��E$�����.1 � � \ � �� + �6� �� a± ib
�

= � �/24���.1��&/�\,]� 24� � �

C � =
	�� �&E (

−ε � λ � , −ε � λ � ,
[

−b −a

−a b

]) � � 	

D � =
	�� �&E (

ε � , ε � ,
[

0 1

1 0

])

.

�>2�� 1 �n� 	����/� �n�
(C � + λ � D � )q � =

	����&E (
0, ε � (λ � − λ � ),

[

−b λ � − a

λ � − a b

]

︸ ︷︷ ︸���
M

)

q � = 0

��� \ � ������/24��� �/2�� � �&0� ��2�+/���^1 �6� +/	�� � ���/�� � 5 q �
��+/�^R���+ � � �>2��� �� OC��1 ����/�

λ � 6= λ �� � 	 detM = −b
�

− (λ � − a)
�

< 0
� `N�� � �/2��YB4+/-�^1��&/��I���2��� ��� \ � ���� � � E����/2���+
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,.����2
q � � D � q � = 0

��24�*�>��2�� B4+00�.1 �6� +0	�� � �*��� � 5 q �
��>R���+ � IK�& ,]� ��� � �>2���>��>�&E$��� � �

1 �n� ��+/�&	���1���� �n� �
M�� � 1��(�/2�� �~� +0�^� � �� � ��2�� \ � � � �/ � 5 � � �4�&	�+0��1�	���B � � � � � � ����+/� � + � � 	 � � �� ����+0� � +�+/��E&� �n� I

,]� �� K ��24�*�G� , � � �4��	�+/��1� � � ��132 �� �/��+ � � ���LK ��5���2�����+ � � +/��� �  � � ��2��U� � ��132�� � E \ � � � �G�&+0�
	���+/��1��/��	 � � , ��+/	��� �&132 � �/2���+��
� � � � � � � ��� � � � � � � %�� A � ��/ 8

B �
8 %�� / % � � ) $ 50� 8 1 ��!$� ��5&!$# �-#0��� χ

A �B 6≡ 0
� � �
� #&%$�"%

$ 50� 8 1 ��!$� �Q),5 !$# % � �Q%�1 /;��+-+ : �-/ � 13% ��+ �&),�-/&� � #6��!$#�� � / ),�L� ���-/67�5 + ��1 �&),�-/&��)&��%��-� #&%�1 )&�=� #&%�< !
�-#&%�/ �-#&%��-1*!$#0��1D�6!��Q%�1 � ���O��! �&),+ : / ),<*����+;#0�,� � �&)"���-�O� 
 %(<*56+.�O� �;+ % 1$)"),� �

� 13)")&� � �>2�� � +/��� ���"��':/� K  ��2����
λ � �� � � � � �/� \ � ��+ �D� � � 5.��2��^1324�&+���1�����+/��0����13\ ���MK6�~� �G� � � I

,.2���+/�
−λ � �� ��2���5 �&1�� � + ,.�L��2 ,.2���132 ��2�� �~� +/��� �6� 54��2��>/��1 �n� 	 � �4�&	�+0��1]24�& � � OY� � � � �/� \ � ����	

� ��� O��3��� � ��2�� � � +/��� �c� 5]�/2�� B4+/-� � ���&	�+/��1&� =85 ��2���/� �~� +/��� � \��+/� � \�\ � 0����� 	���+/��1��/��	 I �/2�� �
λ � � ��-��OY� \ � /�L��� � �&�
T ��0�3�*���>� � � ��2���+ ��2�� � +0��� ,.2���132 E�� � �� � � ��1���//�&+ K 1 �n� 	������ �n� 5 � + � , � 1 �n� ��1� � � ��2�����&�G�

\ � � � � � � 24� � � � ��� � E�� � ��� � � � � ����+//��1��/� �n� � �>2���.��2�� � +/��� ��./����� � �&+ � � ��2�� � +/��� � �%��'�I�,.2���132
� �  � 2 �&� 	� 5 � +>�L�� \�+ �D� 5 I�,.2���132 ,]� � �G���]5 � + ��2���>+/���& �h� �
� � � � � ��� ��� � � � � %��L� � )�!$),/&��!$� ��%=7�� 
 %�/ � : �-#&% (3 × 3)  Q< ���O1 ��!$%$� A � ��/ 8

B � ��5 !$# �-#0���

χ
A �B 6≡ 0

� � � �-#&%�13% � � � 13% ��+ �&),�-/&� p � ��/ 8
λ � ∈ R ��5&!$# �-#0��� p � � A � p � = p � � B � p � = 0

��/ 8
A � p � = −λ � B � p � 6= 0 ! �-#&%�/ λ � � � � <*56+.�O� �;+ %(13)"),��)&� χ

A �B
�

�>2���	��CB � �L��� �h�$� 5 χ
A �B

5 � + (3× 3)
7 ������+0��1���@�� � � � �t� E � ��H� � ��2��N	���B � ����� �n� � � �/2��(1��&/� � 5

(4 × 4)
7 ������+0��1�����

D&� � ��� � �7���������&%�� ����0 ���-),# �%89 � �C����) 0 %G�$�&%C#
S � ������� �n� �^�*��+/��1���H�&+/�.� � ��+ K 1 � �G� �n� , � K � � 	���/1�+/��OC�>+ � �3���/� �n�  O K � 1���+-�3�&� � � � E � � �&O � ���
� 1���+0���&� � � �����G` � �/��+ � ����� � � �LK I �n� �G1�� � ��/� ��2��G � 7 1 � ��� ��	 � �4������+ � � �n� �� M�� � 1�� ,]�G,.� ��� ��/�
� �4�*����+ � � �h� �� � 1324�7\�����+�' � � 	^� � 0��1 ��� �h� ���PD�I;,��.,.� ��� 	���B � �N��2���� 2���+0�(� � 	^02 � ,V2 � , ��2�� K
��+/� +/� � ���/��	U� � + � �3���/� �n� ������+0��1�����
S � �3���/� �n� ������+0��1��� 1�� � OC� 	���B � ��	[�& 5 ����� � ,.��

� ����	�� 
 � � 	 ����� ��� � %*! ��+-+J�9< ���O1 �	� R ∈ R
� × � �91$),��������),/ < ���O1 �	� ! � �

���
RR � = E ��/ 8

� �
detR = 1

�

�>2��������� � ��/24��� �/2���+ � ,..�&],�� ��� �����2��\1 ��� ��� � ��&+/�]\4�&��+-,.��0� � +-��2 � E �n� � � � � �L� � ��1�� � +/
�/24���\5 � +0� � +0��E�2$�07824� � 	���	: K -����� � ` \ � � � � p ∈ R

� ��(+ � ��������	 ,.�L��2 �/2�� + � ������� �n� ������+0� 
R

O K � � � ���M\ � ��1 ���/� �n� 5A+ � � ��2�� � ��56��I � � �&� ��2�� + � �3�*����	 \ � � � �^24�� 1 �6� +/	�� � ���/�� Rp
� =8�^��

,]� ��� ) �~� , � 5A+ � � � � E���O�+�� ��2����N�/+�� � 05 � +0�^���/� �n� .,.�L��2:�G+ � ������� �n� �^���/+/� Y\�+/��/��+ � � � � � E���2��I
� +/��� � �3���/� �n�  � � 	 � � E � ���� B � � λ

OY�U� +0� � � ����E&� � � � � ��� � 5.��2�� + � �3�*��� �h� �^�*��+/� 
R

� � 	 � � �
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a

a ′

ϕ

v

w

0

u

9 ��E&��+/� ��� '��4S � ������� �n��� 5 � \ � � � � a
�&O � ����� � � ���

u
O K �/2�� � � E � � ϕ

�

u
OY� �:� � ��� ����E�� ��� ��1 � � + ,.���/2 +/�� \Y��1�� � � λ

� _ K �/2�� 	���B � ����� �n��� 5 R
��� 2 ��� 	� ��24��� 1 =

u
�

= (Ru)
�

= λ
� � � 	 2�� � 1���I |λ| = 1

� �>2�� 1324�&+���1�����+/��0����1$\ ���LKD� � ����� ��� 5 R
24�&���2�� 5 � +/�

χ
R
(λ) = −λ

�
+ . . . + 1

�	Q�O � � � �� �LK I χ
R
(0) = 1

� � 	 lim � � � χ
R
(λ) = −∞

� �>2���+/� 5 � +/��I
λ = 1

� ��0� OC�.� � ����E�� � � � � ��� � 5 R � �>2��.� � �L�@����E�� � � ��1�� � + u
,.���/2G+0�� \Y��1��@� � ��2�������E�� � � � � ���

1
����/2�� � ��� � 5 + � ������� �n� � _���1 �&��/� � 5\��2�� \�+/��/��+ � ����� �n�{� 5 � � E � ���IN� � ��+ K�� ��1�� � + ,.2���132

��3\C��+ \Y� � 	���1�� � ��+ � � u
��U+ � ��������	 O K R

�&O � ��� u
O K ��2��:/�&�G� � � E � � ϕ

� Q � � , � K � �
	����/��+/�G� � � ϕ

�� ��2�� 5 ����� � ,.� � E���I�2 �6� 0� � � �&+/O�����+/�&+ K � � �L� � ��1�� � + v
\Y��+-\C� � 	���1�� � �&+ � � u

�
�>2�� � I cos ϕ = v � Rv

� � 	 sin ϕ = u � (v × (Rv))
�

I � � �&+ �MK I>�/2�� ������+0�  ��24�*�U	���01�+0��OC�� � + � �3���/� �n� �&O � ��� u
O K ��2�� � � E � � ϕ

��^� � � � ��� �MK
	����/��+/�G� � ��	 O K u

� � 	 ϕ
���>2���+0��5 � +0�&IK,�� 	�� � � ��� ��2���������/+/�  O K R � � �

� T � ,.� �����~� , 02 � ,
2 � , R� � �

1 � � OC�(1 � � \�������	 ��5
u
� � 	 ϕ

�&+/�NE�� � � � � B � � ��2���+/� 5 � +/� a
OY�(� � �&+0O����/+��&+ K \ � � � � �

TV����2
a ′ ,���	�� �~� �/�N�/2��]\ � � � �@��2������� � O��3�&� � ��	�O K + � �3�*��� � E a

�&O � ��� u
O K �/2���� � E � � ϕ

�H`(
/)&� ��132���	:� � B4E���+0� � � '�I

a
� � 	 a ′ � ��� �n� �G1���+01�� � �&+.1 �n� � ,.2 � 0� � ���.��.E�� � � � O K �/2�� � ��1 � � +

u
���>2�� � ��1�� � +/ v

� � 	 w
�&+/� 	��CB � ��	 �&

v = u × a
� � 	 w = u × v

� T � � O�/��+ � �G�/24���
a ′ = a + (1 − cos ϕ)w + sin ϕv

� T �\,.+/�L������2���.� � �/2��\5 � +/�
a ′ = a + (1 − cos ϕ)

(

u × (u × a)
)

+ sin ϕ(u × a)

=
(

E + (1 − cos ϕ)(uu � − E) + sin ϕu×)a.

M�� � 1�� a
,��&N132 � /� � �&+0O����/+��&+0� �MK I$,�� 1 �n� 1 � ��	��\��24���

R � � � = cos ϕE + (1 − cos ϕ)uu � + sin ϕu×.

�>2���]� � �4���/� �n� �� ) � � , � �� � ) 8 1 � 7�5 %$��� � ),1 <*5 + � �HM �3�&+-��� � E ,.�L��2^�/2���@5 � +0� � � ��I�,���02 � , 2 � ,
��2��G� ���

u
� � 	 ��2��G� � E � � ϕ

1 � � OC�G1 � � \�������	 �L5
R� � �

��\E&� � � � � T � �����G��	�������� �MK�� ��+/�L5 K
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�/24���

cos ϕ =

��+
(R) − 1

2
.

9 ��+-��2���+/� � +/��I ,]� � O�0��+ � �^��2����
R − R � = 2 sin ϕu× I ,.2���132 ,]�^,.+/�L��� ��

r×
� T �^�^�&)��

�U1��&/�G	���-��� � 1��/� �n� ,.2�����2���+
r
�����2��GR���+ ��� ��1 � � +��G=85

r 6= 0
I ��2�� � ,]� /� �

u = r/|r|
,.2���132

��� \ � ���� sin ϕ = |r|/2
��=85

r = 0
IC�/2�� � sin ϕ = 0

�>=85
cos ϕ = 1

I4��2�� � ��2�� � � E � � � 5H+ � �3���/� �n�
�� R���+ � � � 	 ,���1 � � 132 �6� /� u

��+/O��L��+���+/� �LK �G=85
cos ϕ = −1

I ��2�� � uu � = �� (R + E)
� �>2���

	�������+/�G� � �� u
��\ � � ��2�� 0��E � �@_]����/� � 1�� ϕ = π

I���2�� 0��E ��� 5 u
	 � �� �~� �������/�/��+��

X � , I4,�� � � �/+ � 	���1��\�/2�� � �4�*����+ � � �h� �� � 	[02 � , 2 � , �/2�� K 1�� � OC� ��/��	W� � 	���/1�+0��OC� + � �3��7
�/� �n� ��
� ����	�� 
 � � 	 ����� ��� � %�� p � , q � ∈ R ��/ 8

p, q ∈ R
� ��/ 8 �"%�� p = [p � , p � ] � ��/ 8

q = [q � , q� ] � �
� %*! ��+-+ � #&%*) �&%�1D������),/ 8 %�� / % 8 ),/ R� � :

p · q =

[

p � q � − p � q
p � q + q � p + p × q

]

�-#&% $ 5 ���Q%�1 /&��),/��;13) 8 5 !�� � � #&% �"%�� R� �Q) 76%��-#&%�1 � �-�-#�� #&%�!$),<��&),/ %�/&�  � � �"%A��56< ��/ 8 � #&% $ 50���P%�1  
/&��),/ �;13) 8 5 !���� � ! ��+-+ % 8 �-#&%(�"%��=)&� $ 50���P%�1 /&��),/0� � � #&% $ 50���P%�1 /&��),/ q∗ = [q � , −q � ] � � �9! ��+-+ % 8
�-#&%*!$),/ � 5�74���P%*)&� q

� � #&% + %�/67�� # )&� � $ 5 ���Q%�1 /&��),/ � �(�-� �(+ %�/67��-# �,� � 
 %$!��Q),1 �-/ R� �
=8���� � � ��2��&+/	G� � � ��+0��5 K ��24�*�]�/2�� � �4���/��+ � � �n�  5 � +0� � 	�� � ��/� �n� +/� � E ,.�L��2��/2�� �n� � 78� � ���G� � �

[1, 0, 0, 0] � � �>2��\� � � �/� \ � ��1������ � �.� � � ��+/0� � 5 q
��

q∗/|q|
� T �\1�� ��� � � �4������+ � � �n��� 5 � � � E&�/2 �n� �

�W� � ��� � �4���/��+ � � �n� � 9j� + � � ��1�� � + a ∈ R
� ,]�^,.+/�L���

a = [0, a� ] � � �>2��^5 �&���t� ,.� � E � ���G���
02 � ,.(2 � , � ��������+ � � �n� >1 � � OC� ��/��	W� � 	���/1�+/��OC� + � ������� �n� ��
� ����� � ��� � ��� � %�� a ∈ R

� ��% � �&),�-/&����/ 8 + %�� u ∈ R
� ��% � 5 /&�-� 
 %$!��Q),1 ��� 5 1 �-#&%�1 ! + %�� ϕ ∈ R

��% ��/ ��/67�+ % � � %�� / % �-#&%(5 /&�-� $ 50���P%�1 /&��),/ q � : q � = cos
� � ��/ 8

q = sin
� � u � � #&%�/ !

qaq∗ =

[

0

R� � � a

]

.

� 13)")&� � B ��� a ′ = qaq∗ � _ K �7\�\ �MK � � E^��2�� 	���B � ���/� �n��� 5H��2�� � �4�*����+ � � �h� \�+ � 	���1 ��� ,.��1��&I ,]�
B � 	 a ′� = 0

� � 	
a ′ = (q

� � − q
�
)a + 2qq � a + 2q � (q × a)

=
(

cos
� ϕ

2
− sin

� ϕ

2

)

︸ ︷︷ ︸
cos

�

a + 2 sin
� ϕ

2︸ ︷︷ ︸
� � cos

�

uu � a + 2 sin
ϕ

2
cos

ϕ

2︸ ︷︷ ︸
sin

�

(u × a)

= R� � � a

O K S � 	�+/��E&���� ��5 � +/� � � ���
= � ��2���(, � K I � � ��+ K + � �3���/� �n� 1�� � OC� ��5\�+/��/0��	 O K �U� � ��� � �4���/��+ � � �n� � I �n� � ��+/0� �LK I � �&132

� � ��� � �4���/��+ � � �n� 	��CB � ��N� + � ������� �n� I ,.2���132 ,�� � �  � 0������� �&�� � ���������
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� ����� � ��� � � � � %�� q ��%=�*56/&�-� $ 50���Q%�1�/&��),/ � � #&%�/�� #&%�13% � � ��/ ��� � � u ��/ 8 ��/ ��/67�+ % ϕ ��5&!$#
� #0��� � ),1 % �6!$# �&),�-/&� a �-� #&),+ 8 � �-#0���

qaq∗ =

[

0

R � � � a

]

.

� 13)")&� � M���� ϕ = 2 arccosq � � � 	

u =

{ �
� � � �L5

|q| 6= 0

0 � ��2���+0,.��0�&�
Q\O � � � �� �LK I q � = cos

� � � � 	 q = sin
� � u � �N� � 1���I4��2�� 1 � �&��� 5 �����t� ,. O K � ������� ���GFVF��

D�� � ��� �!�! �7��% � 24�! Q51%C�&FH�$�  ���� �C�C���$�&%C#
= � 1324��\��/��+ FW,]�^,.� ��� +/��	���1�� � � ��� OC��+ � 5 \�+ � O � ���G ��+/��0� � EW� � ��2�� -�3���/��1��& ,]� ��� �& ��2��
	 K6� �&�G��1 1 ����� ��/� �n� 	�� ����1���� �n� � � \ ���MK6�~� �G� � � � � ������� �n� �� �>2���/� � � �4�*��� �h�  ,.� ��� � � , � K  OY�
E�� � � � � ���n� � � 5 ��2�� 5 �&���t� ,.� � E � , � 5 � +0����

���.= � �/2��]\ � ,���+ +/��\�+/��/� � ������� �n� I��/2��(1 � ��@G1���� � �� � 5 ��2�� \ �&�MK6�~� �G� � � �&+/�NE�� � � � ��5\ � ��1���� �MK I
� � �&� �/2�� � � �4���/� �n� 24�&>�/2��\5 � +/�

p(x) =

�

∑

��� � a � x
�
= 0.

� ���L��# �

���.= � ��2�� ������+0�  +/��\�+/��0� � �3�*��� �h� I(��2���\ ���LKD� � ����� � ��UE�� � � � �&U��2�� 	�������+/�G� � � � � � 5 �
�^�*��+/� �\ ���MK6�~� ����� � I�� � �&� ��2���+/� ��N�������/+/� 

M(x) ∈ R[x] � × �
0��132[�/24������2�� � � �4���/� �n�

24�&>��2�� 5 � +/�
p(x) = detM(x) = 0.

F � ��� � � � � � � �MK I��/2���.1 � � OC� ��5\�+0��/0��	 � � ��2��\5 � +0�

det

( �

∑

��� � M � x
�
)

= 0,
� ���L�&H �

,.2���+0�
M � ∈ R� × �

5 � + i = 0, . . . , d
�

�>2�� 0��1 �n� 	W5 � +/� � 56��� � �&+0��/��.��5 ��2�� 1 � �R@G1���� � �/ � 5 ��2�� +0��0� � ��� � � � 5 � , � O�� � �&+/��������\ ���LKD� � 7
����� � H��+/�>� �6� 1 � � \ � �� � � OC�N1 � � \�������	� K � O ��� ��1�� ���LK � �>2�� � I���2��N������+0�  \ �&�MK6�~� �G� � � M(x)��?Z0��-�>��2�� M K��¢� ��0����+.�^���/+/�  � 5 �/2���� , � \ ���MK6�~� ����� � H,.���/2U+/��-\C��1��.� � �n� � � �&+/���&O � �&� = � ��2���
/��1 ��� �n� I�,]� ,.� ��� 	���01�+/��OY� �G���/2 � 	�.� �  ���¢� � /��132 � ��)�� � � �4���/� �n� .��@�1���� � � �MK �
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x

p(x)

x �x � ? �x � ? �

9 ��E���+0� ���PD�� �>2�� XN� ,>� �n� 7 S���\�2� �n� ��� ��2 � 	�B � 	�\�/2�� � �� � ��0�����^�*��� � 5@�/2�� + �6� �\O K � � �/��+ 7
/��1��/� � E ��2�� � � 1�� � ��� � E�� � � � � � �(,.�L��2U��2��

x
7 � �����

�?;>, ����;>� .P��,G� .M� � ;����� �� ��<�[������% ��%@.P;>�
B � ���/2��Y\ ���LK6�~� �G� � � p(x)

OY� E�� � � � �& � � � ���L��# � � =85(��2��W	���E�+/���
d

�� � ��/ ��2�� ��� +G� � �4� �
� � 5 � ��+�I@��2�� � ��2��U+ �D� �/ 1 � � OC�U1 � � \����/��	 � � 1 � � /��	 5 � +/� � 9j� + d = 1

� � 	 d = 2
�/2���

�� � O � � � �� � � 	 5 � + d = 3
� � 	 d = 4

,]�U��/� I ��+/	4� � � �  � � 	 9 ��+0+��&+0� �  5 � +0� � � ���&� M�� � 1��
�L�\����^,�� ��� 78) �~� , � +0��0� � ��5A+ � � � � E���O�+��^�/24�����/2���+0� �� � � E&� � ��+�� � 5 � +/� � � �G5 � +N��2�� + �D� �/ � 5\ ���LKD� � ����� �  � 5]	���E�+0���GE�+/��������+���24� � 5 � ��+�I ,]�^�&+0� 5 � +/1���	 � � ��/� � ���G��+/��1 � � ��� ��2 � 	��� T �
	���/1�+/��OY� � � 1�� � ��� ��2 � 	� /��132G�& ��2�� X���,>� �n� 7 S���\�2� �n� �G���/2 � 	 � � 	 B �&E&����+0+/� �  �G���/2 � 	 � � 	
2 � , ��2�� K 1 � � OY� ��0��	W� � B � 	 � ��� + �6� �/ � 5 p(x)

��0� � EG	��R�4����� �n� �A/��� � �  � ; ? � Q 9 O&'R= � � 9j� +
�/2��3X���,>� �n� 7 S���\�2� �n� �G���/2 � 	 ,]� �&	�	������ �n� � ���MK 	���01�+/��OY��2 � , � � ����+ � � � �&+0����2���� ����1 1�� � OC�
��/��	 � � ��132���� � �(E �t� O4� � 1 �n� � ��+/E�� � 1���� Z � +/� � � ��+�I�,]�(	���/1�+0��OC�N�/2��N����E�� � � � � ������� ��2 � 	 ,.2���132
��.�GE �t� O4� ���MK 1 �n� � ��+/E�� � ����\�\�+ � �&132 � � B � 	W� ��� + �6� ��.� � 	 1 � � � �  � OY�\5 � � � 	 � � ; ? � Q 9 O&'R= �
� *�� 	 ���J% ;>����� ����*���;>�	�	� %&*�; = �>2���N��� ��2 � 	 , � +0) ��&�5 �&���t� ,.�� X � � � � ��E&����0

x � 5 � +
� + �6� � � 5 p

I���2�� ��� � E�� � � � � � ��� � �/2�� \ � � � � [x � , p(x � )] � ��.� � ����+/0��1��/��	 ,.����2 ��2��
x
7 � ����� �>2��

� �� � E&����0
x � ? �

����/2���\� � �/��+0/��1 ��� �n� � � � �������>2���\��\� ��� ��0�/+����/��	 � � B4E���+0�^� �0D���� � OY�G�UO��L�
� � +0�(5 � +/��� � I;,]�\1 �h� /��	���+ �/2�� � � K � � + /��+/����>��5\4� � /� �n� � � �/2�� � ����E�2;O � ��+/2 �D� 	 � 5 ��2�� \ � � � �
x � I�,.2���132 ,]� ,.+0���/� �&

p(x � + δ) = p(x � ) + δp ′(x � ) + δ
� p ′′(x � )

2
+ . . . .

9j� + � ��+ K 0�^� ���c� � � ���� � 5 δ
I ��2�� ����+/�G � � �n���¢� � � E δ � 5 � + k ≥ 2

�&+/� � � ��� \ � +-�3� � � � ��� � 1��&I
p(x � + δ) = 0

��� \ � ���� δ = −p(x � )/p ′(x � )
� �>2;���I4�/2�� \ � � � � x � ? �

��>	���B � ��	 �&

x � ? � = x � −
p(x � )
p ′(x � )

.
� � ���&O �
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x

p(x)

x �x � ? �

x
x � ? �

x �

p(x)

9 ��E���+0� ���GE�� � , � /���/�4���/� �n� ],.2���+0� �/2��JXN��,>� �n� 7 SN��\�2� �n� �G����2 � 	 +/� � .� � � � \�+ � O � ������

�>2�� ��� ��2 � 	 0�3��+0��>,.�L��2 � � � � �L��� � � E&����0 x � � � 	W��� \�+ �W� �� �/2��� � � � ���\� � ���&132[�L����+/����� �n� O K
�3�&);� � EG�/2�� X���,>� �n� -����\ � ���L�&O � � �>2���N���+0��\C� ���/��	W� � ��� � �/2�� � � � ��� |x � − x � ? � |

5 � ��� >OY� �t� , �
E�� � � � ��2�+0��02 ��� 	 � �>2�� � �/2�� � � � ��� x � ? �

��>+0���/��+ � ��	 �Q � � � ��1�� 5 �&1 �@�&O � ���H��2��� �G���/2 � 	 �� ��24�*�@���H1 �n� � ��+0E��� � �4�&	�+/������1 � ���MK I�\�+ � � ��	���	 ��2��>� � ���/� � �
E�����0 ��]/�0@G1���� � � �MK 1 �t� /�(� � � + �6� ��� ^��4�&	�+/������1(1 �h��� ��+0E�� � 1�� ����� � ]�/24���]��2���	���0��� � 1�� ε � ? �OY� � ,���� � �/2��H��-�����^���/�

x � ? �
� � 	\��2��H	���/��+/��	 + �D� � x̃

�� �.1 �n� -�3� � � ��������
ε
�
� � �>24��� ��2�� XN��,>� �n� 7SN��\�2� �n� ��� ��2 � 	[2��&N�/2���N\�+ � \Y��+0� K 1 � � OY� /��� � �&�5 ����� � ,.���T � 	��CB � � ε � = x � − x̃

�.=85
ε �

�� � ��+ K 0�^� ��� I p(x � )
� � 	 p ′(x � )

�&+0� ��\�\�+ � ����^���/� �LK

p(x̃ + ε � ) ≈ ε � p ′(x̃) + ε
�
� p ′′(x̃)

2
,

p ′(x̃ + ε � ) ≈ p ′(x̃) + ε � p ′′(x̃).

9 + � � � ���L�&O �]5 �����t� ,.���2����
ε � ? � = ε � −

p(x � )
p ′(x � )

.

= � /��+0��� � E ��2�� �&O �W� � � , � ��5\�+0��0/� �h� �5 � + p(x � )
� � 	 p ′(x � )

I�,�� � O����&� �
ε � ? � ≈

1

2
ε
�
� p ′′(x̃)

p ′(x̃) + ε � p ′′(x̃)
≈ ε

�
� p ′′(x̃)

2p ′(x̃)
.

�>2��� ����� �  ��24��� ��2�� � ��� OC��+ � 54/��E � �MB�1 � � � 	���E��L�� ��\�\�+ � ���������� �MK 	 � ��O � �� � � � �&132 ������+����/� �n� �
` 5 �&1��N,.2���132:�� �~� �( ��� ��1�� ��N�/24��� �n� � 1 � � +0� � � � � � \�+ � O � ����N��5H�/2�� � � ������� � E�����/\�� / ),�
/�0@G1���� � � �LK 1 � � /�@� � ��+ �D� ��� 9 ��E���+0�]���PE./2 � ,. � , � /��132 0���/�4����� �n� �� = � ��2�� � � 56�07 2�� � 	J\���1 ����+0�&I
��2��G���/��+��*��� �h� +0� �&132��� � � �� ��+0����� � \ � � � � � M�� � 1�� ��2��G��� � E�� � � � � � � � � ��2���$\ � � � � 	 � �� �~� �
� � ����+//��1��]��2�� x

7 � ����I;��2��(�G����2 � 	G,.� ��� 5 �&� � � � �/2��� /�L���4�*��� �h� � = � �/2���+0��E�2$�07824� � 	 \���1�����+/�&I ��2��
��� ��2 � 	U,.� ��� +/� � � � � � � � � � B � �L��� � �D� \ I�/� � 1�� x � ? � = x � �
�>2�� XN� ,>� �n� 7 SN�7\�2� �h� ��� ��2 � 	[�� � ��+ K E �D� 	W�L5 �n� � ) �~� ,.�E �6� 	[��\�\�+ � ���������� �n�  � 5 ��2��

+ �6� �� � � �&	 � � � 1��&� �>2���+0��5 � +0�&I �L� 1 � � OC�G��/��	 � � 	C\ ��� ��02 ��\ 	G��2��^+/��/� � �� E�� � � � O K � �/2���+
��� ��2 � 	���
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���� >���4 ����0� � � %&*�;>= �>2��� �G���/2 � 	 OY��24� � �� � ��+ K ,]� ��� � � \�+��&1 ����1��&IH� � ��2 � ��E�2 �~� � � ��132
��\��2�� � +/� ����1�� ���LK \�+ �W� ��	 �&O � ��� �L�� 1 �n� � ��+/E&� � 1���5 � + \ ���MK6�~� ����� � ���24��� 24� � ��+0� � � �&\,]� ��� �&
1 � � \ � �� + �D� �/�� 9j� + \ ���LK6�~� �G� � � @,.�L��2 �n���MK +/� � � + �6� ��]���>�� E��4��+�� � ������	U� � 1 �n� � ��+/E��\� � �h� �
� 5 ��2���� 5A+ � � � � K -�3�&+-��� � E \ � � � � �H_������ � � � � � ��2��N\�+/��/� � 1�� � 5 1 � � \ � �� + �D� ��@��5\C��+/����� � ��
0��E�E���0����24�*�.���>��>�� ��+0���G� �MK � � ��/�4� � ��24���>�/2�� ��� ��2 � 	 	 � �� �~� �.1 �n� � ��+0E��&� =85 ���.1 �h��� ��+0E���
� � ��/� � E � �]1 � � \ � �� + �D� � ��� �� ) �~� , � �/24��� ���� 1 �n� � ��+/E&� � 1����� �/2���+0	 � +/	���+�I�,.2���132 �G� � �  ��2����
�/2�� � ��� OC��+ � 5 /��E � �MB41�� � � 	���E����/��7\�\�+ � ��������/� �MK �/+/� \ � ��]� � ���&132U���/��+/����� �n� � = � �/2���5 �����t� ,.� � E
,]� ,�� � �(� � � � ��� � �����\2 � , �/2�����G����2 � 	 , � +/);�� �>2���N� � ��� � ����� �n� ��>�3��)&� � 5A+ � � ; ? � Q 9 O&' =
� � 	W�� �~� �>� � OC���3�&)�� � �&�� 	���+/� � ����� �n��� 5 ��2�� ��\�\�+ � �&132 �
=85 ,]� 	�� �~� ���\��2�� d

+ �6� �� � 5 � ��+ \ ���LKD� � ����� � p
O K ξ � , . . . ξ �

I��/2�� � ,�� 1�� � ,.+0���/�

p(x) = a �

�

∏

� �
�
(x − ξ � )

� � 	 2�� � 1��

ln |p(x)| = ln |a � | +

�

∑

� �
�
ln |x − ξ � |.

=85 ,�� 	���+/� � �*���\��2�� 0��1 �h� 	 � 5 �/2���0� � � ������� �n� >� ,.��1�� ,.�L��2 +/��-\C��1 �N� � x
,�� E�� �

G(x) =
d ln |p(x)|

dx
=

�

∑

���
�

1

x − ξ � =
p ′(x)

p(x)

� � 	 � � �%�&! �

H(x) = −
d
�
ln |p(x)|

dx
� =

�

∑

���
�

1

(x − ξ � )
� =

(

p ′(x)

p(x)

)

�
−

p ′′(x)

p(x)
.

� � �%��� �

X � , I ��0��� � 5 � ��+ K +0��E � + � ��N�&/0��� \���� �n� (��N���&	����NT � �&0/���G� �/24������2�� + �D� � ξ �
�/24���(,]�

��+/� �t�6� );� � E 5 � + �� �t� 1 ���/��	 ��� 	���0�3� � 1�� a
5A+ � � � ��+ ��0�����^�*���

x � I � � ��� x � − ξ � = a
� � 	 � ���

� ��2���+�+ �D� �� ξ � , . . . ξ �
��+/� �t� 1 �*����	 ���.	���0��� � 1�� b

5A+ � � x � I4� � �&� x � − ξ � = b
5 � + j = 2, . . . , d

�
�>2�� � G(x � )

� � 	 H(x � )
�&+/�

G(x � ) =
1

a
+

d − 1

b

� � 	

H(x � ) =
1

a
� +

d − 1

b
� .

=85 ,��  ���¢� � ��2�� B4+/-��� � ������� �n� 5 � + b
IC� � /��+0����2�� +/��/� � �(� � � � ��2�� /��1 �n� 	[� � �4���/� �n� � � 	  ���¢� �

�/2���>5 � + a
I��/2�� � ,]� � O��3�&� � ��56����+> � �G�\��+�� � 05 � +0�^�*��� �h� 

a =
d

G(x � ) ±
√

(d − 1)(dH(x � ) − G(x � )
�
)
.

� � �%��� �

�>2��\��� ��2 � 	^, � +/);.�&�5 �&���t� ,.�� 9j� + � E&����0
x � I�1 � � \����/� G(x � )

� � 	 H(x � )
��0� � E ��2���+0��E�2$�-7

� � -�.��5\�+/��/0� �n� .� � � ���"�&! ��� � 	 � ���"��� � � �>2�� � 1 � � \������
a
O K 5 � +/� � � � � ���"��� � � 9j� +�0�3��O�� � ��� K

+0� �& �n� �I ��2��G0��E � � � �/2���\5 � +0� � � � 02 � � � 	 OY�G132 � 0� � 0��132 �/24���\��2��^�&O� ��� ����� � � � ��� � 5]�/2��
	�� �~� �G� � ��� � + �� ��� ����G��R���	 � �>2�� � �� � ��0�/��������� �� 1 � � \�������	 �&

x � ? � = x � − a
� �>2��� ��
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+/��\C� �*����	 � � �/� � �/2��\	���0�3� � 1��\OC��� ,]��� � � , � 0��1�1���0/� � � ��0�/���������� 5 � ��� ]OC� � � , � E�� � � � �/2�+/��/2�7
��� 	 � M�� � 1�� �/2�� ����+/� � � /��	��]�/2��> � �4��+/�.+ �6� � 1�� � OY� � ��E$���/� � �&I���2��� �G���/2 � 	 +0� � ����+/��H1 � � \ � ��
�&+/�L��2��G���/��1(� � � � ,.2�� � 1 �h��� ��+0E�� � E � � ,��&+/	�N� +/��� � + �D� ���
_ � ��2 ��2�� XN� ,>� �n� 7 S���\�2� �n� ��� ��2 � 	:� � 	 B �&E�����+/+/� � (��� ��2 � 	 B � 	 �h���MK��n� � + �6� � � 5H��2��\ ���LK6�~� �G� � � p

� _���� E&� � ��+�� ���MK I ,]� �&+0� � � ����+/��-����	 � � ��+-+ + �D� ���� �>2���+0��5 � +0�&I ,�� 8 %������Q% ��2��
\ ���LK6�~� �G� � � ,.2�� � � � ��+�,]� 2�� � � 1 � � \�������	 ��+ �6� � ξ

� �>2���N����� � .,�� 5 ��1�� � + � ���N�/2�� � � � ���&+
5 �&1�� � + x − ξ

� � ��2��^1 �&0� �/24���
ξ
�� +/��� � � � 	 (x − ξ)(x − ξ)

�L5
ξ
�� 1 � � \ � �� � `�56����+ ��2��

	��R�K�*��� �h� ,]�^1 � � \������ ��2�� � �� � + �6� � �^T �G0� � \ �&  �6�n� �& ��2���+0��/� � � � 5 ��2���	����K���/� �n� ��
1 �n� -�3� � ���H=85 ,��\��0�(��2���XN� ,>� �n� 7 S���\�2� �n� ��� ��2 � 	^,]��� ��-� �~� � 132 �6� /�N��2���� � ���/� � � E�����0/��
�n� ��2�� +/��� � � ����I�/� � 1��\�/2�� ��� ��2 � 	U, � � � 	 � � � ��+NE���� � M � 5 �/24���N� �����
=85 ,�� ��/� ��2���>0�/+����/��E K ,.����2
� � �*��� � E \ � � � ���&+/�L��2��G���/��1&I ,�� � ��-��OY� 1 ��+/��5A� � � M�� � 1�� � ��132

+ �6� � �� 1 � � \�������	 �n���MK B � ����� �MK �&1�1���+����/�&I]��+/+ � +/��&1�1���� � � ���/�U� � ��2�� 	����K����� �n� \�+ � 1���/0����
�>2 ���I �*� ��2�� � � 	 � 5.�/2�� 1 � � \���������� �n� I ��2�� + �D� �� � ��-� OY� 	C\ ��� ��02���	 	*���>2��� �G� � �  ,��
1 �n� 0��	���+(��2�� � � � ����(��24�*��,�� 2�� � � 1 � � \����/��	 �n���MK �&�E �6� 	[E�����0/�� 5 � +(��2�� + �6� ��\� � 	:��/�
��2���� �&@0���&+0�/� � E � � � ���� 5 � + ��2�� X���,>� �n� 7 S���\�2� �n�]� + B �&E�����+/+0� � @��� ��2 � 	 ,.����2 �/2�� � +0��E�� � � � I
�~�n� 78	��R�K�*����	 \ ���MK6�~� �G� � � �

	N��� % ; ����� ���+*���;>� � .G%&* 9:��% ����[��, "J .G%&*���� %@.0' X � , ,]�U/2 � , 2 � , � � ����+ � � � ��+/���/2��G������1
1 � � OC� ��0��	 � � � � �&O � �]��2�� XN��,>� �n� 7 SN��\�2� �n� �G���/2 � 	 � � B � 	 � ��� +/��� � + �D� �/ � 5C��\ ���MK6�~� ����� � �
= � 5 �&1���I���� 1 � � B � 	 � ��� +0� � � + �6� �/ � 5C� � K 1 �n� �/� � � � �� �MK 	�� M ��+/� � �/� �&O � � 5A� � 1��/� �n� f(x)

� � �(E&� � � �
� � ����+ � � � �L5 �/2�� 	���+0� � ���/� � � � 5 f

��>) � � , � � �>2���>��� ��2 � 	 1 � � �&� E��@OC��5 � � � 	 � � ; � �(� SNO DA= �
�>2�� 1�+0��1���� � ��	�� � �� �/2��\5 ����� � ,.� � E � ���G�^���

� ����� � ��� � ��� � %�� f : R→ R ��% !$),/&���-/ ),54��+ :�8 � � %�13%�/&����� � + %���/ 8 + %�� I = [a, b] ⊂ R ��% ��/
�-/&�P%�1 
 ��+ � � ),1$%$) 
 %�1 ! �,�$��5 <9%*� #0��� 0 6∈ f ′(I)

� � %�� m = (a + b)/2 ��% �-#&% <*� 8 �&),�-/&� )&� I �� #&%�/ ! � � �-#&%�1$%(� � � 
 ��+.5 % x∗ ∈ I ��5&!$#
�-#0��� f(x∗) = 0 ! �-#&%�/ x∗ ∈ N(I) ! � #&%�1$%

N(I) = m −
f(m)

f ′(I)
.

� ���"��F �

� 13)")&� � =85 x∗ = m
I���2�� � N(I) = [m, m]

� � 	 ,]���&+/�>	 �n� �&� �N� � 1��&I$,]���&/0�����>�/24���
x∗ 6= m

�
�>2�� � IKO K �/2�� ����� ��� � � �����/2�� � +0��� I���2���+/� ��.� � � � ��� ξ

OC��� ,]��� � x∗ � � 	 m
0��132W�/24���

f(m) − f(x∗) = f ′(ξ)(m − x∗).

M�� � 1�� x∗ ��.� + �6� � � 5 f
�/2���>��>1 � � OY�\�/+�� � -5 � +/�G��	 � � � �

x∗ = m −
f(m)

f ′(ξ)
∈ N(I).

` /��� \ � ��1 � + ����� �&+ K$� 5 �/2���>�� ��2��\5 �����t� ,.� � E��
� � � � � � � ��� ����� ��� � � N(I) ∩ I = ∅ ! � #&%�/ f #0�,� / ) 13)"),� �-/ I �



� ��� � ���-#&%�< ���O��! ��+ � 13%�+.�-<*�-/;��1 ��%$� � �

f(x)

x
ba d

c

m

9 ��E���+0� ���"#���` � �L����+����/� �n� 0�/��\ � � �/2�� X���,>� �h� 7 S���\�2� �n� �G����2 � 	[,.�L��2 � � ����+ � � � ��+/���/2��G������1&I
��5

0 6∈ f ′(I)
� I = [a, b]

� � 	 N(I) = [c, d]
�

X � � � � � � � � ����+ � � � I � � ,.2���132U,]� ,�� � �.� � B � 	 ��2��\+ �6� ���I���2�� �G���/2 � 	 , � +0) N�& 5 �����t� ,.��
=85

0 6∈ f ′(I)
,]�\	��CB � � Ĩ = N(I)∩ I �H=85 Ĩ ( I I���2�� � ��2�� � �� �.���/��+��*��� �h� 0�/��\ �����\�\ � ����	^� �

Ĩ � �>2���N��.� ��� ��0�/+����/��	 � � B4E���+/� ���%# � =85 ������2���+
0 ∈ f ′(I) � + Ĩ = I IK,��J\Y��+05 � +0� �GO���/��1��/� �n�

-����\ � B ��� m
OC���/2��.����	�\ � � � � � 5 I = [a, b]

� �>2�� � ��2�� � ����]���/��+/����� �n� 0�/��\^� ��0�]OY����\�\ � ����	
� � ��2��^� , � � � ����+ � � �  [a, m]

� � 	 [m, b]
�W=85.�/2��^,.��	���2 � 5�� � � � ����+ � � � 5 � ���  OY� �t� , �[E�� � � �

�/2�+/��/2 �&� 	[�/2�� � �L�������	�\ � � � �.���+/� ����+ � ��	 �&��G+ �6� � �>=85@	���+/� � EG�/2�� �L����+/����� �n� � � � � �/��+ � � � J� 1�1���+/�I /��132:�/24���
0 6∈ f ′(J )

I ��2�� � O K ; � �N� SNO D = ��2�� ��� ��2 � 	 ��(E��4��+�� � ������	:� � 1 �n� � ��+/E��
� �4��	�+����/��1�� ���LK �n� ��2���\� � ����+ � � � ��_]��� �L5]�/2���+0�������0� � � � ���M\ � � + �6� ��\�L� 1�� � 	���E�� � ��+/����� � � �
O���/��1��/� �n� �G����2 � 	 �
` �(�/2�� OC��E�� �~� � � E � 5 ��2���N\4�&+���E�+���\�2W,]� 0��������	[��24�*�N5 � +N� \ ���LKD� � ����� � �/2������� ��2 � 	[1�� �

OC�(��/��	�� � B � 	 � ��� +/��� � + �6� ���� T �N24� � � �n���MK 0��� �  � 5 �&+ �/24���]��� �� �&O � �.� � 1 � � \������N� ��� +/� � �
+ �D� ��(� � ��E�� � � � � � ����+ � � � I � �>2���N���/�0@G1���� � �(� �  � �G� 1 ��/����(= � 0��1 ��� �h� F��GF�,]� �&+0� � 56�/� �
�h���MK � � �/��+/��0�/��	 � � ��2�� + �6� �/ �MK � � E�� � �/2�� � � �/��+ � � � [0, 1]

�>=85H,]� ,�� � �(� � 	����/��+0��� � � � ��� +/��� �
+ �D� ���I��/2�� � ,]� 1�� � ��/� ��2��\5 �����t� ,.� � E � ��������I ,.2���132 �� \�+ �W� � � � � ; ZW��E O�� = �6��2�� � +/���
'��"� � �
� ����� � ��� � � �  � � 
 � ����	 � ��
 � � %�� �-#&% �&),+ : / ),<*����+ p ��% 7�� 
 %�/C�,� �-/ � � � ��� � � � #&% !$)"%"$  
!���%�/&�-� a � < � : ��%*!$),<��;+ % � /&5 < ��%�13� � � %�� ξ ��% ��/ : � 13% ��+ ),1 !$),<��;+ % � � 13)"),� )&� p

� � #&%�/ ! � #&%
� ),+-+ ) � �-/67 �-/ %%$ 5 ��+.�-����%$� #&),+ 8 �

|ξ| ≤ max

{

1,
1

|a � |

�

� �∑
��� � |a � |

}

,

|ξ| ≤ 1 +
1

|a � |
max� ≤ ��� � { |a � | },

|ξ| ≤ 1

|a � |

(

|a � | +
�

∑

���
�
|a �

� � − a � |

)

.
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B ��� r
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�&

C� =















0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0��� ��� ��� � � � ���
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�>2�� )&� K�� O�/��+ � ����� �n��� 5 ��2�� �G����2 � 	 �� �/2��\5 ����� � ,.� � E � ���G�^���
� ����� � ��� � � � � #&% !$#0��1D�6!��P%�1 � ������! �&),+ : / ),<*����+ )&� C�

� �

|C� − xE| =
(−1)

�

a �
p(x).

� 13)")&� � T �J\�+ �W� � ��2����O K � � 	���1 ��� �h���h� ��2�� 	���E�+/���
d � 5 p

� 9j� + d = 1
��2�� 1 � �&��� ��.��+/� � � � � �

M �U� � ����\��//����� �/24���(�/2�� � ������� 2 ��� 	�(5 � +]\ ���LKD� � ����� �  � 5 	���E�+/��� d − 1
� � 	 � ��� p

OY� �
\ ���LK6�~� �G� � �N� 5 	���E�+0��� d

�HT � 1�� � ,.+/���/�

p(x) = xq(x) + a � ,.����2
q(x) =

�

� �∑
��� � a � ? � x

�
.

M�� � 1�����2�� 	���E�+/��� � 5 q
��

d − 1
,�� ) �~� , O K � � 	���1��/� �n� 2 K \ � ��2���/����/24���

|C
�
− xE| =

(−1)
�

� �
a �

q(x).

�>2�� 1 � � \4� � � �n� ������+0�  � 5 p
24�&>�/2���5 � +/�

C� =













0 1 . . . 0���

0

−a � /a �

C
�













.

T � ��5\4� � 	 �/2�� 	����/��+0��� � � � � |C� − xE|
O K 1 � 5 �&1 � � +0 � 5 �/2�� B4+/-��1 ��� ��� � � � 	 � O��3�&� �

|C� − xE| = −x|C
�
− xE| + (−1)

� a �
a �

=
(−1)

�

a �

(

xq(x) + a � ) =
(−1)

�

a �
p(x).
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_ K �/2��� � ���G�^��IC��2�� + �D� �/ � 5 p
�&+/� �����1�� �LK ��2��G����E�� � � � � ���� � 5 C�

���>2���+/��5 � +/�&I ,]��1�� �
�7\�\ �MK � � ���G��+/��1 � � ��� ��2 � 	�0��132U�&@��2��

QR
� � E � +/�L��2�� � � ��2��N������+0� 

C�
� �>2��

QR
��� ��2 � 	

1�� � ��5\ �t� �L�>��2�� ��\�\C��+ �N��/0� � OY��+/E^5 � +/� � 5 C�
I�,.2���132[+0��	���1�����L��>+0� �~� � � EG�/���G��� � O(d

�
)\C��+.�L����+/����� �n� �& � \�\ � 0��	 � � O(d

�
)
5 � +.� E�� � ��+�� � �^���/+/�  �

�?;>, ����;>� .P��,G� .M� �	�5%& . � � � ��<�[������% ��%@.P;>�
X � , I � ���.��2��J\ ���LKD� � ����� � p(x)

OC� E�� � � � � � ��2��\5 � +0� � � ���&H � �HT � 	���/1�+0��OC� � , � ��� ��2 � 	�>� �B � 	:��2�� + �D� �� � 5 p
���>2�� B4+00� �G����2 � 	[�/24����,]� \�+0��0� � � ���� +0��	���1���� �n� � � � � E�� � ��+/� � ��R���	 �

����E�� � � � � ��� \�+ � O � ��� � � 	 �/2�� /��1 �n� 	 �n� � ��.� � � � ����+ \ �&� ���/� �n� �7\�\�+ � �&132 �
� �[=?��'�%@.0;>� % ; ���N������<��,L.P�V�[= � .P 4��� �[��,L��� �2�;>#+,P��� �>2�� ��	�� �^��(0���G� � ��+ � � �/2�� ����E�� � 7
� � � ��� ��\�\�+ � �&132 5 � + \ ���MK6�~� ����� � ]� � \ � ,]��+�+/��\�+/��/� � ������� �n� � � 	 1 � � OC� 5 � � � 	 � � ;"ZW�JO�E>= �
�>2���O4��/��1 � O�0��+ � �*��� �h� �� ��24�*���L5

p(x) = 0
��2�� � ��2���+/�(� ��0��OY�(� �~�n� 7 R���+ �?� ��1 � � + y

0��132
�/24���

M(x)y = 0
�HT �\,.+0�������/2���>� � ��2��\5 � +0�

�

∑

��� � M � x
�
· y = 0 ⇔ −

�

� �∑
��� � M � x

�
· y = M � x

�

· y = xM � x
�

� � · y.

=85 ,�� 	��CB � � u � = x
�
· y 5 � + i = 0, . . . , d − 1

,]� 1 � � +/� ,.+/�L���\��2���>� � ��2�� 5 � +/�

−

�

� �∑
��� � M � u � = x · M � u �

� � .
� � �%��' �

T � 	��CB � � ��2�� 76%�/ %�1D��+.� �,% 8 !$),<��0��/&��),/ < ����1 �	� � 5 �^�����/+/�  \ ���MK6�~� ����� � M(x) � 5@	���E�+/��� d��

CM =















0 E 0 . . . 0

0 0 E . . . 0��� ��� ��� � � � ���
0 0 0 . . . E

−M � −M � −M � . . . −M �

� �















.

=85
detM � 6= 0

,��U0���
M̃ � = M � �� M � 5 � + i = 0, . . . , d − 1

� � 	 	���B � � M̃(x) = x
�

E +∑ �

� ���� � M̃ � x
� � �>2�� � ,]� 2�� � � �/2��\5 ����� � ,.� � E �/2�� � +/���

� � � � � ��� ��� � � �
� #&% �"),+.56����),/0�C)&� p(x) = 0 ��13%C% � �6!���+ : � #&%C%�� 76%�/ 
 ��+.5 %$� )&���-#&%�< ����1 �	�

C
M̃

�

� 13)")&� � =85 x �� ��+ �D� � � 5 p �/2�� � I$O K ��2��.�&O �W� �>��+/E����G� � � ,]�>1 � � 1 �n� -��+0��1�� � �~�h� 7 R���+ �H� ��1 � � +
u = [u � � , . . . , u� � � � ] �

0��132W�/24���.� � �4�*��� �h� � ���%�*' �]2 ��� 	��I�,.2���132 ��>� � ��� � � � � � �>� �

−

�

� �∑
��� � M̃ � u � = x · u �

� � .
� � �%�VD �



� � ��� �,����!$�

�>2�� � ��1 � � + u
�� � � ����E�� � � ��1 � � + � 5 C

M̃

,.�L��2G+/�� \Y��1��]� � �/2�������E&� � � � � ��� x
� �>2���]1�� � OC��/��� �

�& 5 ����� � ,.�� �>2�� B4+00� d − 1
1 � � \ �n� � � �/ � 5 C

M̃
u
�&+/�

[u � � , . . . , u � � � � ] � = x · [u � , . . . , u �

�
� ] ��>2���.� � �4� � ��� K 2 ��� 	�>OY��1 �&��/� � 5 �/2�� 1 �n� 0��+0��1��/� �n��� 5 ��2�� � ��1�� � + u

� �>2�� � ��0�.1 � � \ �n� � � � � 5
C

M̃
u
��>� � �4� � � � x · u �

� �
O K � � �4���/� �n� � ���"�VD � �

I �n� � ��+/0� �LK I � ��� x
OC�(� � ����E�� � � � � ��� � 5 C

M̃

� �>2�� � ��2���+/�N��@� � �n� 7 R���+ � � ��1�� � + u
0��132��/24���

C
M̃

u = x · u �NT � ,.+0����� ��2��� � ��1 � � +\�� u = [u � � , . . . , u� � � � ] �
�N_ K ��2��JB4+/-�

d − 1 � 5 �/2���0�� � �4� � ��������.����2 �&� 	�.5 � + i = 1, . . . , d − 1
�/24���

u � = x · u �
� �

� � 	[2�� � 1�� u � = x
�
· u � � �>2;���I��2�� � ��1 � � + u � 1 � �~� � �\OC� R���+ � � � 	 ,]� /� �

y = u � ���>2�� � ��0��� � �4� � �L� K � � C
M̃

u = x · u ��
Z0��0��� � �4�*��� �h� � ���"�VD �],.2���132 I�,.���/2 �/2���>	���B � �L��� �n��� 5 y

��>� � ��� � � � � � �>� �
�

∑

��� � M � x
�
· y = 0.

M�� � 1�� y 6= 0
���.2 ��� 	� �/24��� detM(x) = 0

�
=85Y��2��.	�� ����+0��� � � � � � 5 M �

��HR���+ � O���� det M � 6= 0
I��/2�� � ,]��1�� � � �  � +0��	���1��.��2�� \�+ � O � ���

� � � � ����E�� ��� � � ��� \�+ � O � ���
O K 	���B � � � E��/2��J\ ���LK6�~� �G� � � q(x) = detN(x)
,.���/2

N � = M �

�
�

5 � + i = 0, . . . , d
� Q�O � � � �� �MK I q(x) = det

(

x
�

· M(x � � )
) � �N� � 1���I 5 � + x 6= 0

�L�\2 ��� 	����24�*�
q(x) = 0

��5 � � 	 �n���LK ��5
p(x � � ) = 0

� T �[1�� � B � 	 ��2��W+ �6� �� � 5 q
O K 1 � � \����/� � E ��2��

����E&� � � � � ���� � 5 C
Ñ

��/� � EG��� E��@�/2��
QR

7 � � E � +0���/2��W�
=85(O � �/2 detM �

� � 	 detM � �&+/� R���+ � I �/2�� � ,�� 	��CB � � ��2��
(nd × nd)

78�^���/+/� 
DM =	�� �&E

(E, . . . ,E,M � )
� �>2�� � I4��2��\5 �����t� ,.� � E ��2�� � +/��� 2 ��� 	���

��� ��� � ��� ��� � � � � #&%(�"),+.5 ����),/0�9)&� p(x) = 0 ��13%9% � �6!���+ : � #&%��"),+.5 ����),/0�9)&� � #&% 76%�/ %�1D��+.� �,% 8
%�� 76%�/ 
 ��+.5 % �;1$) � + %�< CMu = x · DMu

�
�>2��J\�+ �D� 5 � 5 ��2��� ��2�� � +/��� , � +/);N� � � � � E � �� �MK � � ��2��J\�+ �6� 5 � 5 �/2�� � +0��� � �PFVO��
T ��O�+/����� K 	���/1�+/��OC��� � �7\�\�+ � �&132 5A+ � � ; Z[� � O&' =H��24��� ��0�� � � � ��+//� \ � ,]��+ ���/��+��*��� �h� �� �B � 	 � ��� +0� � �  ��� ����� �h�  � 5�0��132 �.E�� � ��+/� � ��R���	 ����E�� ��� � � ��� \�+ � O � ���W� 9 ��+/-� I ,�� �~� �/��1��@�/24��� x

�� �
 ��� ����� �n�?� 5K�/2��2\�+ � O � ��� -�3���/��	 � � ��2�� � +/��� ��� '$!��L5C� � 	 �n���LK ��5 f(x) = det(CM−xDM) = 0

�
�>2��\��\�\�+ � �&132 �/24��� ,]��	���/1�+/��OC�\����&O � �N� � B � 	 � ��� +0� � �  ��� ����� �n� ]� � � E&� � � � � � ����+ � � � [a, b]

�
= � � +/	���+(� � B � 	 � ��� +0� � �  ��� ����� �n� N�/2�� \�+ � O � ��� ���	���1 � � \ � 0��	 � � � � � , � \4�&+-���� 9 ��+/0��I O K
/��O�-���L�����/� � E x = x̃/(1 − x̃)

,��U+0��	���1��^�/2���\�+ � O � ��� � 5 B � 	�� � E:� ���  ��� ���/� �n�  x ∈ [0,∞)� � B � 	�� � E � ���  ��� ����� �n�  x̃ ∈ [0, 1) � 5 g � (x̃) = det
(

CM − x̃(CM + DM)
)

= 0
���>2�� � I O K

/��O�-���L�����/� � E x = x̃/(1 + x̃)
,]� +/��	���1�� �/2�� \�+ � O � ��� � 5 B � 	�� � E � ���  ��� ����� �n�  x ∈ (−∞, 0]� � B � 	�� � EG� ���  ��� ����� �n�  x̃ ∈ (−1, 0] � 5 g � (x̃) = det

(

CM − x̃(DM − CM)
)

= 0
�

B ��� C,D ∈ R
� � = �0� +0	���+ � � B � 	 � ���  �&� ���/� �n�  � 5 g(x) = det(C − xD) = 0

� � ��2��
� � ����+ � � � [a, b]

I �/2�� \�+ � 1���	���+/� \�+ � 	���1��� � /� � ��� � 1�� � 5 � ��1 � � +0 u � ∈ C
� � � 	 � /� � ��� � 1��

� 5 1 � � \ � �� � ��� OY��+/
x �

� � �/2�� 5 ����� � ,.� � E ,�� K � X � � � � � � � � ���/� � � E�����/ x∗ � � 	 � +�� � 	 � �
� ��1 � � + u � ∈ C

� ,�� /� �

z � ←
 ��� ����� �h��� 5 (C − x∗D)z � = Du � � � ,

� ���"��E �
u � =

z �
|z � |

,

x � =
u � � Cu �
u � � Du �



� ��� � ���-#&%�< ���O��! ��+ � 13%�+.�-<*�-/;��1 ��%$� � �

5 � + k = 1, 2, . . .
�H=85

u �
1 �n� � ��+/E��� � � , ��+/	�.� � ��1 � � + u

I��/2�� � z �
1 �n� � ��+/E���.� � , �&+0	�>� � ��1�� � +

z = λu
5 � +> � ��� � � � ��� � 5 λ

�@_ K � ���%�7E �],�� 24� � �

λ(C − x∗D)u = Du

⇔
(

C −
λx∗ + 1

λ
D

)

u = 0.

��� � 1��&I x �
1 �n� � ��+/E��� � � , ��+/	� � � ��2��^ ��� ����� �n� x = x∗ + (1/λ) � 5 g(x) = 0

� �>2�� � � � � �&+
 K 0����� � ���"��E ��1�� � OY� �R@G1���� � � �MK  ��� � ��	 ��/� � E �&� E�� B J>7 	���1 � � \ � /�L��� �h� �
`>1�1 � +/	�� � E � � ; Z[� � O�'R=���2���U���/��+/����� �n� 1 �h��� ��+0E��� � � ,��&+/	�U�/2��:1 � � \ � ��  ��� ����� �h� x �

� 5
g(x) = 0

��2����>24�&>0�^� ��� ��0��	���-�3� � 1���5A+ � � ��2��\� � ���/� � � E�����/ x∗ � �N� � 1��&I4�/2���+0�\�� �~� 5A��+-��2���+
 ��� ����� �h� � � ��2�� � \Y� � 	���01 1�� � �/��+0��	 ���

x∗ ,.���/2:+��&	�����
R = |x∗ − x � |

���>2;���I �/2�� 5 �����t� ,.� � E
+0��1���+/0� � � \�+ � 1���	���+0� �� \�+ � \ � /��	 � I�2 �D� /� x∗ = (a + b)/2

� =85
x �

� ����(� � [a, b]
I ��2�� � �&	�	

�/2��� � � � ����� � ��2�� � ��-� � 5 ��2��  �&� ���/� �n� ��HS.��1���+//� � � �MK ��\�\ �MK �/2�� \�+ � 1���	���+0� � �
• [a, x∗ − R]

I��L5
x∗ − R ≥ a

� � 	
• [x∗ + R, b]

I���5
x∗ + R ≤ b

�

= � ��2��� ,�� K IC� ��� +0� � �  ��� ����� �n� >� � �/2�� � � ����+ � � � [a, b]
1 � � OC� 1 � � \����/��	 �

9:�5% �� � ;>,P��%@.P;>� ` 	��NMY��+0� � � ,�� K � � ���0�3�&13)(�/2�� \�+ � O � ��� � 55B � 	�� � E �/2��H+ �6� �/ � 5��2\ ���LK6�~� �G� � �
� � �^�*��+/�  +0��\�+0��0� � �3���/� �n� �� � � 	�� ����+0��� � �U���/ \ � ,]��+ +0��\�+0��/� � �3���/� �n� ��0� � E � � �/��+-\ ��� ����� �n� �
B � � l

OC� � � ��\�\C��+�O � � � 	[5 � +>��2�� 	���E�+/��� � 5 p(x)
� 9 ��+0�/2���+�I � ��� (x � , y � )

5 � + i = 0, . . . , l
OY�

/�&� \ � � \ � � � �� 5A� � B ��� � � E p(x � ) = y � � �>2�� � I ��2���1 � �R@G1���� � �� � 5��/2�� \ � ,���+ +0��\�+0��/� � �3���/� �n�
� 5 p(x)

�&+0�W� � � � ��� �MK 	����/��+0��� � ��	 O K ��2���/� \ � � � ����V=85
l
��������1�� �LK ��2��W	���E�+0��� � 5 p(x)

I
�/2�� � �G���/2 � 	� /��132W�& B �&E&+�� � E&� � �5 � +/� � � � � + XN� � � ��� � �  � � E � +0����2�� 1 � � OC�\��/��	U� � B � 	 �/2��
1 � ��@G1���� � �� � 0��� ; ? � Q 9 O&' = � � � � ,]� � ��+�I;2���E�2���+ �&1�1���+/�&1 K 1 � � OC� ��5\C��1 ����	 �L5���2��S\ ���LK6�~� �G� � �
�� 	 �W� ��+//�&� \ � ��	�	�I$� � �&� l

�� � ��132 E�+0� ���/��+ �/24� � ��2��>	���E�+0��� � 5 p(x)
� ` � ��+ K 1 � �G� �n� �G���/2 � 	

� � 1 � � \������.��2���1 � ��@G1���� � ����� � �O���-/67 � : +.�-/ % ��1 + % �,����� $ 50��13%$� I$,.2���132G,��.,.� ��� 	���01�+0��OC�N� � �/2��
5 �&���t� ,.� � E�� �>2������\�\�+ � �&132 1 � � � �  � OC� 5 � � � 	 � � ; ? � Q 9 O&'R= �
T � �&/0���G� ��24�*�(,]� ) �~� , �/2�� 	���E�+0���

m � 5 p(x)
� � 	W��24���

l > m
� 9 ��+0�/2���+�,�� �&/0�����

�/24����,�� 24� � � 1 � � \�������	W�/2�� /�&� \ � � \ � � � �� (x � , y � )
� T � 	���B � � � \C� � � � � K 5A� � 1 ��� �h� f

�/24���
	���\C� � 	� �n� ��2�� 1 � ��@�1���� � �/ a � � 5 p(x)

O K

f(a � , . . . , a � ) =

�

∑

� � �

(

y � −

�

∑

��� � a � x
�
�

)

�
.

Q���+\E � � � ��(� � �G� � ���G��R��\�/2���(5A� � 1��/� �n� �\T � 	 �  � O K 0���/�/� � E �/2�� \4�&+-����� � 	���+/� � ����� � �� � 5 f,.�L��2 +/��-\C��1��.� � a � � � �4� � � � R���+ � I�,.2���132 K ��� � 	� 5 � + k = 0, . . . , m

∂f(a � , . . . , a � )

∂a �
= 0 ⇔

�

∑

� � �

(

y � −

�

∑

��� � a � x
�
�

)

x �� = 0.
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I�24� � E�� � E ��2�� � +0	���+ � 5 0���������/� �n� ,]� B � 	 ��24���.�/2���>��>� � ��� � � � � � �>� �
�

∑

��� �

�

∑

� � � x � ? �� a � =

�

∑

� � � y � x �� , k = 0, . . . , m.
� ���"��# �

T �\,.+/�L���
a = [a � , . . . , a � ] � I b = [b � , . . . , b � ] � � � 	 A = (α � � )

�� � � � �
,.���/2

b � =

�

∑

� � � y � x �� � � 	

α � � =

�

∑

� � � x � ? �� .

TV����2W��2����I � ���"��# ��1�� � OC� +/��,.+0���0��� � ��
Aa = b

���>2���\����  K -����� � 5 � � � � ��+(� � �4�*��� �h� �� �
a � , . . . , a �

� � 	 1 � � �&� E��@OC�  ��� � ��	 ,.���/2 B J>7 	���1 � � \ � /���/� �n� �

����� � ��� �  �� 	�� � ��������� !# ���� ���   ��  �� � ��� ��� !M�
= � ��2��N5 �����t� ,.� � E\132���\�����+/�,]����+/��	�� � � � � E ,.���/2^� �W� � � E +/��E&��	 � O[Z0��1����� � 	^�/2���/��� � � ���/� �n� � 5
��2�����+>	 K6� �&�G��1(OY��24� � � � ��+�� �>2 ���I4,�� � ��-���&/ � 1�� ���/� \�2 K /��1�� � \�+ � \Y��+0�/���� ,.�L��2 � ��132 � O Z0��1��
/��132 �&N�����&0�IY��1�� � ����+ � 5 ���&/(� � 	W� � �G� � �/ � 5 � � ��+0������� = � ��2���N0��1��/� �n� ,�� ,.� ��� 	���B � �
��2���/� \�+ � \Y��+0�/���� 5 � + E�� � ��+/� � +0��E���	 � O[Z0��1��/]� � 	 E�� � ����2��>� � �4���/� �n�  ��24��� 	���01�+/��OY� �/2�� � � ��� �n�
� 5 � +/��E���	 � O[Z0��1 �(� � �/2�� \�+/��/� � 1�� � 5 5 � +01������`>	�	������ �n� � ���MK I ,]� ,.� ��� 	���/1�+/��OY� 2 � , ��2�� ��O �W� �
��� � �/� �n� ��	 \�2 K /��1�� � 1324�&+/�&1��/��+0��0�/��1�� 1�� � OY� 1 � � \�������	 5 � + �/2�� ) � � 	� � 5 � O[Z0��1��� ��2���� ,��
1 �n� 0��	���+.� � ��2���>��2���/����

T � � � ,�� K (�&/0����� ��2����N�/2�� 	�� � 0��� K 5A� � 1���� �n� � 5H� � K�� O[Z0��1�� O �����1 �n� 0��� � � ρ
� �N� � 1��&I

��2�� ���&/ � 5 O ��.� � �4� � � � m = ρV
IK,.2���+/�

V
��>��2�� �h��� ����� � 5 O � �>2�� �n��� �����\��.	���B � ��	

�&

V =

∫∫∫

O
dx.

� ���"��H �
�>2�� 1�� � �/��+ � 5 �^�&0 � 5 � B � ���/� � ��� OC��+ � 5 \4�&+0�/��1 � ��],.����2 1 �D� +0	�� � ������ x � � � 	 �^�&0/��

m � ��
��2��\,]����E&2;�/��	W� � ��+/�&E�� ∑m � x � /

∑
m � � 9j� +.� 1 �n� ��� � � � �� � O[Z0��1 � O ��2���.E�� � ��+�� � ��R��� � �

c =
1

m

∫∫∫

O
xdm =

ρ

m

∫∫∫

O
xdx.

� ���"��O �

= � � +/	���+.� � 	���/1�+/��OY� + � ������� �n� � � � �W� ���G� � �/N,]� � ����	 ��+0� � ����� �n� OY� � ,���� � ��2�� � � E�� � �&+.� � 7
��� � �/��� L

� � 	 �/2�� � � E�� � �&+ � � �t� 1���� K ω
� �>2�� � � E�� � �&+(� � �G� � ����� l� � 5 � /� � E � � \��&+0�/��1 � �

,.����2 ���&/
m � �t� 1 ���/��	 ���

x � ��2���� + � �3�*���� �&+ � � � 	 ��1�� � ����+ c
��

l � = r � ×p � I�,.2���+/� r � = x � −c�� ��2�� � ��1 � � + \ � � � ��� � E 5A+ � � ��2���1�� � �/��+ � 5 + � ������� �n� � � ��2�� \4�&+-����1 � ��� � 	 p � = m � ω × r�
��N�/2�� � � � ���&+�� � �G� � �/��� � 5H��2�� \4�&+-����1 � ��� �>2�� � � E�� � �&+�� � �G� � �/��� � 5@� B � ����� /� � � 5@/��132



� � � � # : ����! ��+ � 13) �&%�1�����%$�*)&� � � 7�� 8 � ��� %$!�� � � �

\��&+0�/��1 � �� + � �3���/� � E �&+ � � � 	 ��2�� /�&�G� 1�� � ����+�,.�L��2 ��2�� ������ � � E�� � ��+ � � � � 1���� K �� ��2�� /���
∑

l �
� 9X� +.� 1 �n� ��� � � � �� � O[Z0��1�� O + � �3���/� � E �&+ � � � 	 �L��>1�� � ����+ � 5 �^��/>��2���>E�� � ��+�� � ��R��� � �

L =

∫∫∫

O
r × (ω × r)dm = ρ

∫∫∫

O
(r
�
E − rr� )dr · ω = Iω.

� ���GF�! �

�>2��W������+0� 
I
�� 1 � ��� ��	 ��2�� � � ��+0�/� �:������+0�  � 5 O � =8����  K �G��� ��+/��1&I /� � 1�� ��2�� � � �/��E�+/� � 	

5A� � 1��/� �n� ��N K ���G���/+/��1��\Z � +/� �W� ��+�I I �� \ � /�L��� � � 	���B � �L����I /� � 1�� 5 � +�� � K��~�h� 7 R���+ ��� ��1 � � + a�L�.2 ��� 	� ��24�*�

a � Ia =

∫∫∫

O
(r
�
a
�
− (r� a)

�
)dm =

∫∫∫

O
(r × a)

�
dm > 0.

�>2���� � � � �4� � ��� K ��\0�/+/��1�� I 0� � 1�� O �� �
3
7 ��� � �L5 ��� 	[� � 	 2�� � 1��&I ��2���+/�G�� ��� � � �&-� �n� � \ � � � �

x ∈ O /��132 ��24���
(x−c)×a 6= 0

� M�� � 1�� I
��  K ���G���/+/��1N� � 	 \ � /�L��� � ��	���B � ������I��L� 24�&]�/2�+/���\ � 0����� � �>����E�� ��� � � ������ �>2���/�N�&+/�>1�� ��� ��	 ��2�� \�+/� � 1��M\ � � � � �G� � �� � 5 � � ��+-��� � � 5 O � =85C,]��+ � �3�*���

�/2�� � O[Z0��1�� O ,.�L��2 � � ��+0�/� �^�����/+/� 
I
��+ � � � 	 �L���1�� � ����+ � 5����&0(,.���/2 �/2�� + � �3���/� �n� �����/+/� 

R
I ��2�� � ���(��(���& K � � 0��� 5A+ � � ��2�� 	���B � �L��� �n� � 5 I

��24���N��2�� � � ��+0������������+0�  � 5H�/2�� + � �3���/��	
� O[Z0��1 �(��>E�� � � � O K RIR � �

_���5 � +/�N,]�(	���/1�+/��OY�N2 � , �/2���� � ����E�+�� �  � ���"��H � I � ���%�7O �H� � 	 � ���PF&! �@1�� � OC�(1 � � \�������	^5 � +]� �
� O[Z0��1 � � 5 �h� � � 5 ��2��\1 � ��//��>	���B � ��	 � �&+ � ����+�I;,]� E&� � �N��2��\� � ������� �n�  � 5 � � ��� �n� � T �\�&0/���G�
�/24���\�/2�� 1 �6� +/	�� � ���/�� � 5 � ��132 \ � � � � p

�&/ � 1�� ���/��	:,.���/2 �U� �W� � � E � O[Z0��1�� O �*�\�����G�
t
��+/�

E&� � � � O K
p(t) = R(t)(p̃ − c̃) + c(t),

� ���GF�� �
,.2���+/�

p̃ = p(0)
� � 	 c̃ = c(0)

�� �/2��>1�� � ����+ � 5C���&/�� �>2�� � ,]�>1 � � 5 � +/� � � ����� ��2�� 5 �&���t� ,.� � E
�/2�� � +/��� �

� � � � � ��� ��� � ��� � %�� � <9) 
 �-/67 ) ��� %$!�� O ��%�7�� 
 %�/ � : %%$ 50���O��),/ � � ��� � � ��/ 8 + %�� f � , . . . , f �
��%

�-#&% � ),13!$%$� �6!��O�-/67 ),/ O � � %�� r � � ),1 i = 1, . . . , k ��%(� #&% 
 %$!��Q),1 �&),�-/&���-/67 � 13),< � #&% !$%�/&�Q%�1*)&�
< �,�$� c(t) �P) �-#&% �&),�-/&� �Q) � #6��!$# f � � ��� � �;+.��% 8 � � #&%�/ �-#&% � ),+-+ ) � �-/67?%%$ 50������),/0��)&� <9),����),/
#&),+ 8 �

ċ = v,

Ṙ = ω×R,

� � �PF$� �

��/ 8

mv̇ =
�∑

���
�
f � ,

Iω̇ + ω × Iω =
�∑

���
�
r � × f � .

� � �PFVF �

�>2�� � � �4���/� �n� �� ���GFVF � �&+0� � �  � ) �~� , � �&>��2��JXN� ,>� �n� 7 FH� � ��+>	 K6� �&�G��1��� � �4����� �n� ��
� 13)")&� � �>2�� ��\�\C��+N� � �4���/� �n��� 5�� ���GF$� � �� Z0��-�N�/2�� 	���B � �L��� �n��� 5 ��2�� � � � ���&+ � � �t� 1���� K � � 	 �/2��
��\�\Y��+.� � �4���/� �n��� 5 � ���GFVF �]��NXN��,>� �n� � ./��1 �n� 	[� �� � � �
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= ��� +0	���+ � � \�+ �W� � �/2�� �t� ,]��+ � � �4���/� �n�)� 5 � ���GF$� ��,��^132 �D� /� � � ��+/O��L��+���+ K � ��1�� � + r̃
� � 	

	���B � � r(t) = R(t)r̃
� �>2��� � ��1�� � +�+ � �3�*����>,.�L��2U��2��\/�&�G� � � E�� � �&+ � � �t� 1��L� K �& O � � 	U��2;���I

���N2 ��� 	� ṙ(t) = ω × r(t) = ω × R(t)r̃
��Q � ��2�� � ��2���+�24� � 	 I 	���+/� � �*��� � EG,.�L��2[+0�� \Y��1��\� �

�����G� K ��� � 	� ṙ(t) = Ṙ(t)r̃
� �>2�� 1 � �&��� 5 �����t� ,.�5A+ � � ��2�� ��+/O��L��+���+ K 132 � ��1�� � 5 r̃

�
= �>� +/	���+ � � \�+ �W� �]��2�� � ��0� � � �4���/� �n� I*,��]1 �n� /��	���+ �/2�� � � E�� � �&+ � � �G� � �/��� L

� 9 + � � � ���GF�! �
,��G) �~� , ��2����

L = Iω
�G�(��+0� � ���/� � E �/2����,.�L��2 +/�� \Y��1�� � � ��2�� �/���G� \4�&+/�&�G������+\,�� � O����&� �

Iω̇+ İω = L̇
� �>2��(+0��E�2$�07824� � 	G/��	�� � 5 ��2��� �� Z0��0�]��2��.� � + � ���N,.2���132 ��@E�� � � � O K ∑ r � × f � �

�>2 ���I4,�� 24� � �
Iω̇ + İω =

�∑
���
�
r � × f � .

T � 1 � � \ � ���/� �/2�� \�+ �6� 5 O K 1 � � \������ � E İ
� B ��� Ĩ = I(0)

� �>2�� � ,�� 24� � � 0��� � �/24���
I(t) =

R(t)ĨR(t) � � �(��+0� � ����� � E � � 	 ��0� � E ��2�� �t� ,���+.� � �4���/� �n��� 5 � ���GF$� � K ��� � 	�

İ = ω×RĨR � + RĨ(ω×R) � = ω×I − Iω×.

=85�,�� ��/�]� � ��������+ � � �n� q(t)
� � 0�/� �&	 � 5���2��@+ � �3���/� �n� ������+0� 

R(t)
� � 	���01�+0��OC�@�/2�� + � ������� �n� I

��2�� � �/2�� �t� ,���+.� � �4���/� �n��� 5 � ���GF$� ����>+/��\ � �&1���	 �&1�1 � +0	�� � E � � �/2��\5 ����� � ,.� � E � ���G�^���

� ����� � ��� � ��� � %�� q(t) ��%9� 56/&�-��$ 50���Q%�1�/&��),/ 8 %�� /&�-/67 �C1$),��������),/ � �-� # ��/67�56+ ��1 
 %�+ )"!��-� :

ω
� � #&%�/ !

q̇ =
1

2
ωq.

� ���GF&' �
� 13)")&� � T � 132 �D� /� � � �&+0O����/+��&+ K�� ��1�� � + r̃

� � 	[	���B � � r(t) = q(t)r̃q∗(t)
� �>2�� � IC��2�� � ��1�� � +

r
+ � �3���/��.,.���/2[� � E�� � ��+ � � � � 1���� K ω

� � 	[���.2 ��� 	� ṙ = ω × r
� JN0� � E � �4������+ � � �n� �IK�/2���.1�� �

OY� ,.+0���/�/� � �&
ṙ = �� (ωr − rω) = �� (ωqr̃q∗ − qr̃q∗ω)

� Q � ��2�� � ��2���+\24� � 	 I ,]� � O����&� �
ṙ = q̇r̃q∗ + qr̃q̇∗ �@_���1��&��0� � 5 ω∗ = −ω

� � 	 r∗ = −r
���>5 �&���t� ,.��/24���

(q̇ −
1

2
ωq)r̃q∗ = qr̃∗(q̇∗ −

1

2
q∗ω∗).

�>2�� � �4���/��+ � � �n� �n� ��2�� +/��E�2$�07 2�� � 	 /��	��]�� �/2�� 1 �n� Z0��E$����� � 5���2�� � ��56�-7 24� � 	 /��	��&I�,.2 � /� � ��1 � � +
\4�&+0��� ��-����2���+/� 5 � +/�(OY��R���+ � I�� � ��� ��2��� � �4���/��+ � � �n� �� � /1 � � �&+ α

�HZW� � �/� \ �LK � � E ,.���/2 q∗ 5A+ � �
��2�� � ��56� � � 	^,.�L��2

q
5A+ � � �/2���+0��E�2$��� � 	U��0� � E qq∗ = 1

,�� � O��3�&� � q∗(q̇ − �� ωq)r̃ = α
� T �

,.+/���/����2���.�&
pr̃ = α

I�,.2���132 ��>� � ��� � � � � � �>� �
[

−p � r̃
(p � E + p×)r̃

]

=

[

α

0

]

.

M�� � 1�� r̃
, ���132 � 0� � �&+0O����/+��&+0� �MK I�����5 �����t� ,.>��24��� p � ≡ 0

� � 	 p ≡ 0
�N_�������2���N��� \ � ���� ��24�*�

q̇ − �� ωq ≡ 0
�



� � � � # : ����! ��+ � 13) �&%�1�����%$�*)&� � � 7�� 8 � ��� %$!�� � � �

���&F  �����C���$�&% �7. � 6C) � %���) ��0:�  $# �RD&��D�� 	�� �RD&��D�� 	P�%89 �RD&����� 	
�>2�� 5 ����� � ,.� � EG��� ��2 � 	[� � 1 � � \����/� ��2�� �n��� ����� � � ����E�+�� � (�G� � �/� �n� ��	:�&O �W� � 1 � � OY� 5 � � � 	
� � ; = �G��!��/= � = � ��2�� � ��+0/� �n� ��24���\,]� \�+0��/� � � 2���+/� ,]� �^�&	��  � �G� ��� \�+ � � ���G� � ��N��24���\,]�
,.� ��� �G� � �/� �n� ��� ��2�����\�\�+ � \�+0� ���/� � � ��� � ��� �>2����G���/2 � 	 �� � E�� � ��+�� � ��R������ �n� � 5&;"ZW��+)OVE&�>= I
,.2���+/� ��2���/� 1 � � \����3���/� �n�  �&+/� \C��+05 � +/�G��	U5 � + \ ���MK 2���	�+����
�>2��GO4�&/��1 ��	���� �� � � ��/� X �&��/ � �/2�� � +0��� � � �  � ) �~� , � �& �/2��G	�� � ��+/E&� � 1��G�/2�� � +0��� �(� �

�/+�� � 05A��+ �/2�� �n��� ���G�U� � ����E�+�� �  � � � � /��+-5 �&1��U� � �/��E�+/� � �I � � 	 ��2�� � ��/� X +0��� � �  �/2�� � +/��� � �
�/+�� � 05 � +0� ��2���/�:� � � � \4�*��2 � � �/��E�+/� � �� �>2���/� ,]� ��� ) �~� , � ��2�� � +/����U1�� � �&� E�� OY� 5 � � � 	
� � ; _>M�Z Z OVFR= �
� � � � � ��� ��� � � ��� ��� ���
	 
 � � � � � � 
 � � %�� K ��% �913%�7���),/ �-/C� �0�6!$% � �-�-# �;��%$!$% � � �"% ��<9)"),� #
��),56/ 8 ��1 : ∂K ! ��/ 8 + %�� V = [P, Q, R] � ��% � 
 %$!��Q),1 ��%�+ 8 � #6��!$# � � C �  !$),/&���-/&5 ),54� ),/ K �
� #&%�/ !

∫∫∫

K

	�� � (V)dx =

∫∫

� K
Pdx � dx � + Qdx � dx � + Rdx � dx � . � � �PF D �

Q���+ � O[Z0��1 ��^5A� � B ��� �/2�� \�+/��1 �n� 	��L��� �n�  � 5���2��� ��2�� � +/��� � � 	 ��2��[O � � � 	4��+ KS� 5\0��132V� �
� O[Z0��1 � O 1 �n� 0��0�/ � 5>B � �L��� �MK ��� � K 0� �6� ��2�5 �&1��� F � � ��� � 1��&I��/2���+0��E�2$�07824� � 	^/��	�� � 5 � � �PF D �
OC��1 � �G��>5 � + K = O

∑

�

∫∫

F �
Pdx � dx � + Qdx � dx � + Rdx � dx � .

B � ���/2�� /��+-5 �&1�� S � 1 �n� �3�&� � � � E F � OC�Y\4�&+������ ����+0��R���	 O K r� (u, v)
� � 	 � ��� ��2��Y\4��+��&�G���/��+

+/� � E�� � 5 F OC� E�� � � � O K U � ⊂ R
� �H=85 ,�� /��O�0�/���������

x
O K r � (u, v)

��2�� � ,]� 24� � �

dx � dx � =

∣

∣

∣

∣

∂(r � , r � )
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

dudv,

,.2���+/�
∂(r � , r � )/∂(u, v)

��.��2�� B��&1 � O�� � � �^�*��+/� Y�.JN/� � E��/2����I4��2��
i
�/2 �&	�	�� � 	:� � �/2�� ��O �W� �

0���G�^���/� �n� 1�� � OY��,.+0���/�/� � �&
∫∫

U �
V(r � (u, v)) �

(

∂r �

∂u
(u, v) × ∂r �

∂v
(u, v)

)

dudv.

T ��	�� �~� �/����2���1�+ � 0-7�\�+ � 	���1 �>� � �/2���]� � �4���/� �n� O K n � (u, v)
I�0� � 1��������� � � +/��� � � � F � � � �/2��

\ � � � � r � (u, v)
� T � 2�� � � � � �3�&)�� 1��&+/� ��24�*�N�/2�� \4��+��&�G���/��+/��R ���/� �n� ��N132 � /� � � � 0��132 �G,�� K

�/24���.��2���/� �~� +/��� � >��+/� � ��� ,��&+/	 76\ � � � ��� � E�� TV�L��2U��2����I � ���GF D ��OC��1 � ����

∫∫∫

O

	�� � (V)dx =
∑

�

∫∫

U �
V � n � dudv.

� ���PF�E �

= ��� +0	���+>� � ��\�\ �MK �/2��� � � �/2�� � � ����E�+�� � �� ���%�7H � I � ���"��O � � � 	 � � �PF�! �],�� � ����	 � � B � 	 5 � +>� �&132
�A1 � � \ �n� � � � � 5 ��2�� � � � ����E�+�� � 	W� � ��1�� � + B4� � 	 ,.2 � /� 	�� � ��+0E�� � 1�� �� ��24�*�>5A� � 1��/� �n� �
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F �

v = v �

v = v �

u = 0

u = −
� �u =

� �

u = ∓π u

v

π/2−π/2−π π

v �

v �

U �

9 ��E���+/� ���GH���` 5 �&1�� F � ��� OY��	�	���	 �h� � 1 K � � � 	���+�� � 	[���� \4�&+/�&��� ����+(+�� � E�� U � ,.���/2 +/��-\C��1��
� � �/2�� \4�&+/�&��� ����+/��R������ �n� � � ���&O � � ���"���

• �>2�� � � ����E&+�� � 	:� � � � �%��H �������2�� 1 �n� -�3� � � 1
��T � 1 � � 132 �D� /� 5 � +N� � -�3� � 1�� ��2�� � ��1�� � +B4� � 	 V(x) = �� x � + V(x) = [x � , 0, 0] � �

• F@�&132 1 � � \ �n� � � � � 5>��2��^� � ����E�+�� � 	 � � � ���"��O � �� �n� � � 5>��2�� x � 5 � + i = 1, 2, 3
��Q � �\ � //��O�� � ��� K � � 132 �D� /�>��2�� � ��1 � � + B4� � 	�H�� V(x) = [V � (x), V � (x), V � (x)] � ,.���/2 V � (x) =

�� x
�
� � � 	 V � ≡ 0

5 � + j 6= i
�

• F@�&132 1 � � \ �n� � � � � 5>��2��U� � �/��E�+/� � 	 � � � ���GF�! � 1 � � �����/2���+ OC�^,.+0���/�/� � �&
x
�
� + x

�
�
5 � +

i 6= j � + �& −x � x �
5 � + i 6= j

� = � ��2�� 5 � +0����+�1 �&0� ,�� 1 � � 132 �6� 0� �/2�� � ��1�� � + B�� � 	 �&
V(x) = [V � (x), V � (x), V � (x)] � ,.����2

V � (x) = �� x � �
5 � + k = i, j

� � 	 V � ≡ 0
5 � + ��2��

+/���^�&� � � � E � � �/+ K �@= � ��2�� � ���0����+ 1 �&0��,�� ��� K 132 �6� 0� V � (x) = − �� x
�
� x �

� � 	 V � ≡ 0
5 � +

k 6= i
�

X � , I ,��(/2 � , 2 � , ��2���/��0��+05 ��1���� � �/��E�+/� �  1 � � OY����+/� � 05A��+/+0��	 � � � � \4�*��2 � � �/��E�+/� �  ��0� � E
X +0��� � � >��2�� � +0��� �

��� ��� � ��� ��� � � � � � � � 	 	 � 
 � ��� � ����
 � � %�� B ��%C� 13%�7���),/ �-/ � #&% �;+ ��/ % � �-� # �;��%$!$% � � �"%
��<9)"),� # ��),56/ 8 ��1 : ∂B ! ��/ 8 + %�� W = [S, T ] � ��% � 
 %$!��P),1 ��%�+ 8 � #6��!$#9� � C �  !$),/&���-/&5 ),54��),/ B �� #&%�/ !

∫∫

B

(

∂T

∂u
−

∂S

∂v

)

dudv =

∫

� B
Sdu + Tdv.

� ���GF$# �

=85 ,]� ��/� �/2��J\4�&+������ ����+0��R������ �n� >� � �3��O � � ���"�G� � 	[� � ������� �n� � ��� ' � 5 � +.�/2�� 0��+05 ��1��� S � IK���
�� � O � � � ��N�/24���N��2�� \ � � � ��+N+0��E�� �n�  U � � � � ���GFVE � 5A� � B ��� ��2�� \�+/��1 �n� 	������ �n�  � 5 ��2���N�/2�� � +/��� �
�>2���O � � � 	4��+ K�� 5 U � 1 �n� /��0�/ � 5>B � �L��� �MK �^� � K /� �6� ��2���	�E��� E � �

� X � �/�(��24�*����2�� E � �
	 �>�~� �

� ��1���//�&+/� �MK 1 � +/+/��-\ �n� 	 � � ��2�� ��	�E��� � 5 F � � �>2���(���� ��� ��-��+/������	W� � B4E���+/� � �PH��/24���N/2 � ,.\�
5 �&1�� F � ��� OY��	�	���	 �n� �[1 K�� � � 	���+�� �>2��3\4��+��&�G���/��+/��R ���/� �n� � 5>�/2��� 1 K � � � 	���+ �� �3�&)�� � 5A+ � �



� � � � # : ����! ��+ � 13) �&%�1�����%$�*)&� � � 7�� 8 � ��� %$!�� � � �

���&O � � ���"�G,.2���+/� �/2�� \4�&+/�&�G������+N+/� � E���\�&+0� u ∈ [−π, π]
� � 	 v ∈ R

� �>2�� 5 �&1�� ��(O � � � 	���	
O K � , ��� � � ���&+ � � 	U� , � 1���+/1�� � �&+ ��	�E����� �>2�� +/��E&2;�-7 24� � 	U�����&E���02 � ,.��/2�� \4�&+/�&�G������+>+�� � E��
U � ,.2���132^1 �n� 0��-�� � 5 � , � +0��1���� � E�� � �&+��&+/���&�� �>2���O � � � 	4�&+0���� � 5 �/2���0�\�&+/���&�1 � +/+0�� \ �n� 	 � �
�/2�� � � � � ��+N��	�E��� � 5 F � I \�����1��� � 5H�/2�� 1���+/1�� � �&+���	�E&�� � 5 F � � � 	 \�����1��� � 5H��2�� O � � � 	4�&+ K�� 5
�/2�� \4�&+/�&��� ����+>-\4�&1�� � 5 �/2�� 1 K � � � 	���+��
= �0� +/	���+ � � 2�� � � � � � �&0����+ �~� ������� �n� ,.2�� � ,]� ��\�\ �LK X +/��� � �  ��2�� � +0��� � � ��2��U0��+05 ��1��

� � ����E&+�� �  � � � � �PFVE � ,�� 	��CB � � f � (u, v) = V(r � (u, v)) � n � (u, v)
� T � 1�� � ,.+/�L��� ��2��U+/��E&2;�-7

2�� � 	 /��	�� � 5�� ���PF�# �],.���/2 B = U � �&

∑

�

∫

E ��	
S � du + T � dv,

,.2���+/�
W � = [S � , T � ] � ��\132 � /� � � � /��132 � ,�� K ��24�*�

f � =
� � ���� −

��� ���� � B � � �/2��G��	�E�� E � �
OC�

\��&+��&�G���/��+0��R���	 O K p � � (t)
� � 	 � ��� T � � ⊂ R

OC� ��2�� \4��+��&�G���/��+H� � �/��+ � � � � 5 E � �
� =85Y,��./��O�0�/���������

[u, v] � O K p � � (t)
�/2�� � ,]��24� � � [du, dv] � = ṗ � � dt

� TV���/2��/2����I��/2��
j
��2U�&	�	�� � 	U� � �/2����&O �W� �

0���G�^���/� �n� 1�� � OY��,.+0���/�/� � �&
∫

T ��	
W �� ṗ � � dt.

TV�L��2U��2����I � ���GF$# �]OC��1 � ����

∫∫

U �
f � dudv =

∑

�

∫

T ��	
W �� ṗ � � dt.

� ���PF�H �

T � 24� � � � � �3�&)�� 1��&+/� � � 5 �����t� , �/2�� O � � � 	4�&+ K�� 5 U � � � �^���/2��������/��1 � ���MK \ � /�L��� � �\	���+/��1 ��� �n�
	���+/� � E ��2�� � � ����E�+����/� �n� ��T � 132 �6� 0� ��2�� � ��1 � � +�B4� � 	 W � = [S � , T � ] � � � �/2�� 5 �����t� ,.� � E�,�� K �
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(α, β, γ) ∈ [−π, π]× [− ) » , ) » ] × [−π, π]
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(d º , d » , dG ) $_>���,d���)� �g2�41��>F*5��c�4/�;0?*%��&#="-/�;�j=���>:0�*
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d(p)
*%0

d(p) = max{ max
F∈ �

max�
∈F

|p − x|, max
E∈ 	

max�
∈E

|p − x|, max�
∈ 


|p − x| }.
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0:���!��-/�%� �)C �"C DF������`)$_��>e�L*%�B�#�;&�c�� E ∈ E
�;��,@S)2)���'*%4/4 4/�"�L*54T,@*� �-/,@*f�%$����)�]$_2����!��-1���
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x
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|p − x|
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x ∈ V

C DF�)�j=%*54/2��]�%$
d(p)

-/0\�����j,@*� �-/,V2�,y�%$
*54/4�������0:�O�  ���>��;,X*)C
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e ���� (d)
*%�)&

e � ��
 (d)
*%0

e ���� (d) = max{ max
F∈  max�

∈F
d
�
x, max

E∈ 	
max�
∈E

d
�
x, max�

∈ 

d
�
x },

e � ��
 (d) = min{ min
F∈  min�

∈F
d
�
x, min

E∈ 	
min�
∈E

d
�
x, min�
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d
�
x }.
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x(t)
7T�<*W>�*5��-1���+*%4gS+*5>�*%,.�;����>�- :L*5��-/����C >v�
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p
*%��&

x(t)
7�(J0���4P=�-1��c

d

dt
(p − x(t))

»
= 0.

>v�x���%��-/�;�j���+*5�F����-/0F��*%��7Z�fN?>�-P��������*%0
d

dt

f(t)

g(t) » =
ḟ(t)g(t) − 2f(t)ġ(t)

g(t) G = 0,

N?����>:�
f(t)

*%��&
g(t)

*5>��[ST��4P(��)��,@-/*%4/0��5$+&���c%>����m*5� ,.��0:��$_��2�>�*%��&z*5��,.��0:����N[��`%>���0:SZ�;�;��-1=��;41(%C
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g
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4f * ·g » −2f * ·2g » = 0
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x(s, t)
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x(s, t)���z�+*L=��O*H��-/�;�x$_�%>�,N\�x>��!N?>�-1���f�����x-/,.S�41-/��-P�k$_��>�,��5$������U¹~Y��92+*%&�>:-/�f-/�#�����j$_��4/41�IN?-/��cVN[*L(�C

��("SZ�;>�7T��4/-1�f�;("4/-1��&���>=2 x
» º

a » −
x
»»

b » = 1,

S+*%>�*57Z��41-/�]�;("4/-1��&���>=2 x
»»

b » − x º = 0,

��(�ST��>:7Z�%4/-/�fS�*%>�*%7T��41��-/&52 x
» º

a » −
x
»»

b » − x G = 0.

> -1���#����-/0mN\�xc��;�?���)�x$_�%4/4/�IN?-1��c3S+*%>�*%,.�;���;>�- :L*5��-/����0;C

x(s, t) =






[

±a
º /����º�	 � � , b

» �º
	 � � , s
]

�
! �9("ST��>:7Z��41-/�f�!(�41-/��&)��> # ,

[

t
»
, bt, s

]

� ! S+*%>�*57Z��41-/�]�;("4/-1��&���> # ,
[a(s + t), b(s − t), 4st]

� ! �9("ST��>:7Z��41-/�fS+*5>�*%7T��4/�%-/& # .
! �)C ��#

���K��>�&��;>3�����+�)&������#,@*� �-/,@*%4k&�-/0A�B*%���;�#7Z�!��N[�;����*RSZ�%-/���H��� C *%��&
p
N\�J,X*� )-1,@- :��z�����

$_2����;��-/���
(x(s, t) − p)

» 2��)&���>m�����f�����)0:��>�*%-/���
x(s, t)

�
Bx(s, t) + 2x(s, t)

�
b + b � = 0

CgDF��-/0
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λ
*%��&�&����+���x�����f$_2����!��-1���

L(s, t, λ) =
(

x(s, t) − p
) »

+ λ
(

x(s, t)
�
Bx(s, t) + 2x(s, t)

�
b + b �

)

.
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∂L

∂s
(s, t, λ) =

∂L

∂t
(s, t, λ) =

∂L

∂λ
(s, t, λ) = 0
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L � (s, t, λ) = L � (s, t, λ) = L � (s, t, λ) = 0.
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L � *%��& L �*5>��V7T�%���W4/-1���L*5>^-1�

λ
*%��&

L �
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λ
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λ
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f(s, t) =
(

x(s, t) − p
)

� (
(

x � (t) × x � (s, t)
)

×
(

Bx(s, t) + b
)

)

= 0.
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x(s, t) = p + s(q − p) + t(q + p)
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x(1, t(1)) = q
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l(s) = x(s, t(s))
$_��>

s ∈ [0, 1]
C

}�-/���;�^N\�'�B�)��0��
q
>�*%��&��%,@4P(�`�N\�'�L*5�<*%0:0�2�,.�]���+*5� L &)���;0\���5�[-1�9����>:0����!�F*%��(z7T��2���&)-/��cO��&�c��

�%$ F �B*%��c%������-/*%4/4P(�C
?^��Nx`mN\���+*L=��6��� �+�)&����)�6-1�9����>:0����!��-1��� ST��-/���

l(s � )
7T�;��N\���;� L *5��&M�����W7T��2��)&+*%>:(��5$

F N?-P���E,@-1��-/,@*%4�=5*%412��
s � ∈ (0, 1]

C#DF��-10V-10O�;�"2)-1=5*%4/�;���O��� �+��&)-/��cW�����X-1������>:0��;�;��-1���vST��-1�9�
x(s � , t � )

7T�;��N\���;�<�����^S�4 *5��� P *5��&@�����]7T��2��)&+*%>:(z�5$ F N?-1���@,.-/��-1,X*54�=5*%4/2)�
s � ∈ (0, 1]

*5��&
t � ≥ −

º» Cj¹��!� E 7T�H*%�W�;&�c��3�5$ F ���+*5�]-/0]��,37T��&�&)��&l���l*.�����)-/� C N?-1���RS+*%>�*%,.�;���;>�- :L*5��-/���
c(λ)

CO���w��>:&���>'��� �+��&l���)�H-/�����;>�0��;�;��-/���lST��-/����0j7Z�!��N[�;��� C *%��& P N[�z0��%41=��3�����30A(�0A���;, �%$
���92+*5��-/����0

p + su + tv + rnP = c(λ),

N?����>:�
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x(t) = cC + ρ

1 − t
»

1 + t » u + ρ
2t

1 + t » v.
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lim ��� ± � x(t) = a
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x(t � )
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(x
» º + x

»» + x
»G + R

»
− r

»
)
»
− 4R

»
(x
» º + x
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u × v = n
CGDF�)����N[���L*%�

S�*%>�*%,.�;����>:-;:��H�����zS�4 *%�)�.�;�����B*%-1��-/�)c C -1�������H$_��>�,
x(s, t) = c + su + tv
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(s
»
+ t

»
+ 2sc

�
u + 2tc

�
v + R

»
− r

»
)
»
− 4R

» (
(c º + su º + tv º ) » (c » + su » + tv » ) » ) = 0.
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»
+ t
»
−ρ

»
= 0

C DF�92�0�`"N[�^�L*5�X>��;S�4 *5���
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s
»

+ t
» -/�E�����<*57Z�I=��X���92+*5��-/���E79(

ρ
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t
» 79(

ρ
»
− s

» CgDF��-/0?>��;0�2�4P��0?-/��*%�J�;�"2�*5��-1���6�5$������f$_��>�,
α* s » + α G st + α » s + α º t + α � = 0

N?-P���6������0A�B*%���]=%*54/2��;0
α � , . . . , α * C^D{��c��!�����;>]N?-P���6�����U������&)-1��-1��� s

»
+ t

»
− ρ

»
= 0
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(α
»G + α

»* )s* + 2(α * α » + α G α º )s G + (2α � α* − α
»G ρ » + α

» º + α
»» )s »

+ 2(α � α » − α G α º ρ » )s − ρ
»
α
» º = 0

*%��&

t = −
α* s » + α » s + α �

α G s + α º .
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»
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»
− c

»
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a + a � = 0
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� � )4'�����&�+.- � - � !p C � ^q >)q � p � 
Fp�0�Fsa�+p����o$Bu!pts � �Ju����73��� !p <  !�@p 0�E0"� >��� � �	� sru >)q �:q � �	��� sn�
>)q �:q%� !p��� s��	�� ���

x(t, λ) = [t, λ, tλ, 1]
� q%�T��p�0�  �
� s >+o � sn�M�T��k�1�� ���Gp�0� 0 � � � �T!�1 � ��o

�.q%p�� s 1

A � =











1 1 0 0

1 2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1











.

� �.sa�)o$�� pnsa�	�
x(t, λ)

sa�+p � p�0�  �)q�� �:q%ptsru 
 � �!���T��k�+sa�	�zp�0�� �
� s >+o � sn� <  �k�T�zp 0)q%pkp�0�fsa�+p��� #
o$Bu!pns � �vu��	��3�Vu�q%� � E>)q �:q%� !p+�� s��	������

c(t) = [t, λ(t), tλ(t), 1]
� < sap�0

λ(t) =
−t ±

√
2 − t

*
2 + t » .

� !p C � kp�0� >)q � p � 
kp�0�Fu��	��3�ep�0)q%pTs/o >)q ��q%� !p��� s��	��^s 
 < kprq��]ep�0� > � �9ogo!s"�%�3sa�Hp�0"s/oC� �)q%pts � � �
� �=< � !p Q � Vp 0�Uo >40��� H�T��k�1�� ���<p�0� 0 � � � �T!�1 � �9oO�.q%p��!s 1

B � =
&)- *%c

(1, 1, 1, −r
»
)
�0+ 


< Vsa�)o$�� p
c(t)

sa�+p � p�0�  ��q�� �:q%pnsru 
 � � ���T��k�+sa�	� Q q%�T�6u � �q �Up 0�H�T!� � �Hsa�Tq%p � ��o%�\p�0�!� < 
� ��prq%sa�lp�0�Hu � �T�%sapts � �

(t
»
− r

»
)(t
»
+ 2) + (t

»
+ 1)(t

»
− t

*
+ 2) = 2t(t

»
+ 1)

√

2 − t
*
.
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&��;����>�,.-/��*%���k�%$~*f,@*5��>:-P V>�*5������>g���+*%�H�����?�92��%��-/�;�9�e�%$T��N\�O&��!���;>�,.-/�+*%����0�Cg¹��;�k$_��>
i = 1, 2, 3�����x����,.��c��;�����%2�0FSZ�%41("����,.- *%410

f
�
(x, y, z)

7T�Uc%-1=��;�6-1�#�����f$_��>:,
f
�
(x, y, z) = α

�
� x » + α

� º xy + α
� » xz + α

� G y » + α
� * yz + α

�
� z
»
.DF����0:�v*%>:�R�����w-1,@S�41-/�;-1�z$_��>�,.0#�%$U����>:���w���%��-/�;0#-/� �����lS)>���8:�;�;��-P=���S�4 *5���%Cy�e(¸�����w*57Z�I=��

,@�;�9��-/���)��&�S�2�7�41-/��*5��-1���~`g�����;0�����2�>A=��;0<�+*L=��6*��;��,.,@����ST��-/���z-Ph¸������&��!����>:,@-1�+*%���z�%$]�����
,X*5��>�-  

M(f º , f » , f G ) -10A:���>:��CkDF��-/0?,@*5��>:-P X-/0Fc�-P=��;��7�(
















α º � α » � α G � [0, 1, 5] 0 [0, 1, 2]

α ºAº α »;º α G º [0, 3, 5] [0, 3, 4] [0, 1, 4] − [0, 2, 3]

α º_» α »A» α G » [0, 4, 5] − [1, 2, 5] [0, 3, 5] [0, 1, 5]

α º G α » G α G G 0 [1, 3, 4] [0, 3, 4]

α º * α » * α G * [2, 3, 5] [2, 3, 4] + [1, 3, 5] [0, 3, 5]

α º � α » � α G � [2, 4, 5] [2, 3, 5] 0

















,

N?����>:�
[i, j, k]

&)�����%����0?�����.�g4��)�Bi%��>^���"��>:&�-/�+*����

[i, j, k] = det





α º � α » � α G �
α º � α » � α G �
α º � α » � α G �



 .

?]�IN 4/�!�
g
�
(x, y, z) = 0

$_��>
i = 1, 2, 3

7T�U�����O����>��;�3�92+*%&�>:-/�;0]���@7Z�O-/�����;>�0:���;����&~C�>v�UN?>�-P���
�����;0��zSZ�%41("����,.- *%410]-1�R�����3$_�%>�,

h
�
(x, y) = 0

N?-P���
h
�
∈ R[z][x, y]

`~-rC �%CU�����z�;��� <@�;-/�;�9��0x�%$
h
*%>��fST��41("���%,@-/*%4/0\-/�

z
C >E�U-/����>:��&�2)���U*H���;N�=5*%>:- *%7)4/�

w
���z����,.��c����)-;:��j�����xSZ�%41("����,.- *%410

h
� *5��&W��7��B*%-1�

H
� CmDF������`Z���)�O&��!���;>�,.-/�+*%���]�%$

M(H º , H » , H G ) -10'*.SZ�%41("����,.- *%4Z-/� z
N?����0:�

>��"�%��0f*5>��3���)�
z
Y��;���%>�&�-1�+*5���;0j�%$k���)�H-/�����;>�0��;�;��-/���wST��-/����0f7T�!��N[�;���E�����3���)>����z�92+*%&)>�-/�;0�C3DF�)�

&���c�>:���x,@*5��>:-P X�%$
M(H º , H » , H G ) -/0

















0 0 0 2 −∞ 1

0 0 0 2 1 1

1 1 1 3 2 2

0 0 0 −∞ 1 1

1 1 1 3 2 2

2 2 0 4 3 −∞
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f
�
(x, y, z) = 0

$_��>
i = 1, 2, 3

7T�O�����V����>��;�V�92+*%&�>�*5��-1�
$_�%>�,.0m���z7Z�x0:��41=%��&~CkDF��-10^0A("0:���;,b�%$����92+*5��-/����0?��*%�67T�fN?>�-P�����;�J-/�#�����f$_��>:,

[M,N] · [x » , xy, y
»
, x, y, 1]

�
= 0

N?-P���
M ∈ R

G × G *%�)& N ∈ R[z]
G × G C?&62�4P��-1S�41("-/�)cx����-/0\���92+*5��-/���.$_>���,y�����'41�;$a�[N?-P���X*V>��;c�2�4 *5>

3×3
Y�,@*5��>:-P fS)>���0:��>A=���0g�����[0:�;�g�%$�0���412)��-1����0�C >E�[i9���IN�$_>���, 4/-1���L*5>�*54/c��;7�>�*?���+*5�|�L*%�B�V,X*5��>�-  

A
��*%�K7T�@��>�*%��0A$_��>�,.��&G-1�����W>:��&�2)����&�>:��N �;�B����41���v$_��>:, 7�(v*W0��;�92������;�J�%$?-/��=��;>:��-/7�41�@>:��N

��>�*%�)0:$_��>:,X*5��-/���)0�`Z*%��&R����*5�j���)-/0'$_��>:, -/0j2��)-/�92���4P(W&)�;���;>�,.-/���;&R7�(
A
C0�k*%�B�w-/��=%��>:��-/7�41�V>:��N
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R ∈ R
G × G 0:2��B�R���+*�� RM

-/0^-/�W>:��&�2)����&l>:�IN±���B���;4/���
$_�%>�,�C]DF���;>��!$_��>��VN\�3,@*L(W*50�0�2),@�U���+*5�

M
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M
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M = 3 : E

>�*5��i
M = 2 :





1 0 α

0 1 β

0 0 0



 ,





1 α 0

0 0 1

0 0 0



 ,





0 1 0

0 0 1

0 0 0
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M = 1 :





1 α β

0 0 0

0 0 0



 ,





0 1 α

0 0 0

0 0 0



 ,





0 0 1

0 0 0

0 0 0
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M = 0 : 0

N?-P���
α, β ∈ R

Cv¹¼�!�3���)�#������>:-/��0z�%$?�����#,X*���>�-  
N
7T�#&������5����&M*%0

a
� � C*?]�INN\�#��>:�L*5�

α*5��&
β
*%0]N\��414|*50]���)�

a
� � *%0]-/��&)�;���;>�,.-/���;&W�;��� <@�;-/�;�9��0f*%��&6����,.S�2)���O$_��>^�L*5�B�l�%$ ���)�V��-1c������*%0��;0X* !f>��"��7��)��>H7+*%0:-/0 G = [g º , . . . , g � ]

2)0�-/�)c�41�! G��>�&��;>3N?-1���
x ≺ y ≺ a

� � $_��>z*%4/4 i, j*5��&60:��,.�O*5>�7�-P��>�*5>:(<�%>�&��;>?*%,@�%��cH�����
a
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»
)
» C]DF�"2)0�`�N\�3�L*5�l*%c�*%-1�&)-1="-/&��f�����O4/*%0:�F��N\�X>:�IN?0]�%$

Syl � � (g º , g » ) 7�(�����-/0F$n*%�!����>?*5��&W��7��B*%-1�6*z,@*5��>:-P XSZ��4P("����,.- *%4
M(t)

�%$|&���c�>:���U0�-  �CkQ]c�*%-/��`)N[�U2�0:�U�����f���;�B����-/�92��;0'&��;0��;>�-/7T��&�-/�0��C ��C	�H��� �+��&6�����x>��"�%��0F�5$
det(M(t))

`�N?�)-/�B�J$_��>�, *.0:2�SZ�;>�0:�;�]�%$������xSZ�5��������- *%4~�;��4/41-/0:-/���.��-/,.��0;C
> -1���E���)�<����41SG�%$�&6*%S�4/� �

©
N\� �+�)&G���+*5�O�����@>��;0�2�4P�B*%���3�5$

g º *5��& g » �L*%�K7T�@N?>:-1�������G-1������<$_��>:,
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,32�0:�|7Z�\S+*%>�*%4/41��4����]�����\�%$����)�[���"��>:&�-/�+*����

*� ���0�Ck����S+*%>A��-/�;2�4 *5>�`�������0:�U��N\�z=����!����>:0],V2�0:�^7T�fS+*%>�*54/4/�;4Z���.��*%�B�W�5�����;>�`+-rC �%C

(w × ñ) ×
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w × ñ = 0

N?��-/�B��-/0?*H���%�9��>�*%&)-/�;��-/����C
DF���;>��!$_��>��5` ���%�O7Z�5���

n º (t) *%��& n » (t) *%>��.&�-P=�-10�-17�4/�H7�( 1 + (wt)
» CJ}�-1�����

(1 + (wt)
»
)
*

-/0H*R$n*%�!����>3�5$'7T�%���
D(C º , C » )(t) = n » (t)* · h(t)

*%��&
D̃(C º , C » )(t) = n º (t) * · h(t)

`g����-/0
4/��,.,@*j-/,.S�4/-1��0|���+*5�e�����;>��^-/0e*UST��4P(��)��,@-/*%4

r
0�2)�B�X���+*��

h(t) = (1+(wt)
»
)
* · r(t) N?�����)�;=��;>

ω × n(0) 6= 0
C]���l��>�&��;>]���<0����IN ����*5�

h(t)
��*%�l*%410��X7T�O$n*5�;���%>�-;:;��&R-1�6����-/0^Nm*L(6-1$

ω
*%��&

n(0)
*%>��xS+*%>�*%4/41��4t`"N\�x�����;&6���)�x$_�%4/4/�IN?-1��c34/�;,@,@*)C

% &	'('*) +.- � + - � !p
f, g ∈ C[x º , . . . , x 
 ] �  > �	� ��� � �Hsnq � o[q%�T� � !p g 6= 0

� + 

f(ξ º , . . . , ξ
 ) = 0
 � �Uq �
�

(ξ º , . . . , ξ 
 ) ∈ C


 o�q%pns/o 
 ��sa�	�
g(ξ º , . . . , ξ 
 ) 6= 0

�kp�0�!�
f = 0

�
8 � �$� 
 � � �%>J*�ST��4P(��)��,@-/*%4

p
*%��&�*%� -/&���*%4

I
N[�wN?>�-P���

V(p)
*%�)&

V(I)
$_��><�����R=5*%>�-1�;��-/��0

&����+�)��&K7�(
p
*%��&

I
` >��;0�ST���;��-1=%��41(%C��+2�>:������>;`|N\�@N?>�-P��� 〈p〉 $_��>U�����<-1&��L*%4k&����+���;&K79( p

C���$
P -/0H*RST��-1�9��0��!�L`g�����;�KN[�#N?>�-P��� P $_��>V������4~*%>�-10�i9-[�;4/��0:2�>��#�5$ P C@��-/>�0A�L` N\�J���%��-1���5` ���+*5�



��� � �f�5�Tq%�Hsru ���	�
� s/o!s � � /IBo!p � � +

C



\ V(g) ⊂ V(f)

C�?]�  "�L` 7�(<�����;��>��;, 9V$_>���, ���m¹{�;�]9	#�N\�x�+*L=��
C



\ V(g) = V(〈0〉) \ V(〈g〉)

= V
(

{h ∈ C[x º , . . . , x 
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a º + λu º = a » + µu »
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(λ, µ)
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u º × u » = 0
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u º × (a » − a º ) = 0
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λ =
det[a » − a º , u» , u º × u » ]

(u º × u » ) »
*%��&

µ =
det[a » − a º , u º , u º × u » ]

(u º × u » ) » .
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m(α)
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γ
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f(α, γ)
-1�#�����xST��-/���

(α � , 0)
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f � (α, γ) = t(α) + γ
d

dα
m(α) + h � (α, γ)n

(

x º (α)
)

+ h(α, γ)
d

dα
n
(

x º (α)
)

,

f� (α, γ) = m(α) + h� (α, γ)n
(

x º (α)
)

.
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α = α �
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γ = 0
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t(α � ) = u
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h(α, 0) = 0

N\�xc��;�
f � (α � , 0) = u + h � (α � , 0)n

*%��& ! �)C �3� #
f� (α � , 0) = n × u + h� (α � , 0)n. ! �)C�� � #
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(α � , 0)
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α
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f(α, γ)
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f � (α, γ) ≡ 0
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f� (α, γ) ≡ 0.
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α = α �
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γ = 0
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h � (α � , 0)n

»
= 0
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h� (α � , 0)n

»
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h � (α � , 0) = h� (α � , 0) = 0
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f � (α � , 0) = u
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f� (α � , 0) = n × u.
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γ̇(t � )
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�
(w × u)
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γ̇(t � ) = 0
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β � = a
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β̇(t � ) =
ṗ(t � )

�
n
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�
n
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1 + (wt)
» ) � S(p(t)
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∆
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∆ = 0
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∆ > 0
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r
� ºa» Ir ºa» + m(r º × r » ) » ).
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mv̇ = f + f � � + f � � = f + f� � + ∆ º + f� � + ∆ »

⇔ ∆ º = −∆ » =: ∆.

&���>��;��=%��>;` ! ��C"� � #\("-/�;4/&�0
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⇔ r ºa» × ∆ = 0.
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� ºa» (f � � − f � � ) · r ºa» .
> -P���¸����-/0<&)���+��-P��-1���~`FN[�w��*%0�-141(�=��;>�-1$a(����+*��

r
� ºa» (f̃ � � − f̃ � � ) = 0

C DF�)-/0#,.�L*%��0@���+*5�X�����
�;��,.SZ���)������0]�%$ ���)�O>:�L*%�!��-/�%�6$_��>:����0

f̃ � �
*%��&

f̃ � � -/�J�����O&�-/>:���;��-/�����%$ r º_» *5>��U���92+*%4tCC>v�V*%&�&�����H>��;�92�-/>:��,.�����f$_��>]����-/0'���92+*%41-1��(����<���)� ?]�;NF������Y �k2)4/��>'���92+*5��-/����0j���#��7)��*%-/�l*<0A("0:���;, �%$
41-/����*%>'�;�92+*5��-1����0'���+*5�'2���-/�92��;41(6&��;����>:,@-1����0'�����3>:�L*%�!��-/�%�W$_��>��;��0;C.>E�VN?>�-P���U����-10j0:("0:����, -1�
�����f$_��>�,
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