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VORWORT UND EINLEITUNG 1
Vorwort und Einleitung

Wer das erste Knop�oh verfehlt,kommt mit dem Zuknöpfen niht zu Rande.Johann Wolfgang von Goethe
Inverse Probleme und deren Behandlung gewinnen zunehmend an Bedeutung. Viele in-verse Probleme wurden durh den Zuwahs an verfügbarer Rehnerleistung während derletzten Jahre erst in akzeptabler Zeit lösbar. Solhe Probleme tauhen in vielen Anwen-dungsgebieten wie Medizintehnik, zerstörungsfreiem Prüfen, Geologie, Signalverarbeitungund Akustik auf.Inverse Probleme bestehen meistens darin, aus indirekten Beobahtungen eines Systems aufdie Eingangsdaten dieses Systems zu shlieÿen. Ein Beispiel ist das �deblurren� (entzerren)von Himmelsbildern. Das System ist hierbei die Atmosphäre oder eine fehlerhafte Linsewelhe die Eingabe �Sternenbild� verzerrt und auf der Erde als �Himmelsbild� beobahtetwird. Das inverse Problem besteht hierbei darin, von dem auf der Erde aufgenommenenverzerrten Bild auf das wirklihe Sternenbild zurükzushlieÿen. Ein wihtiges Beispielhierfür ist das Entzerren der seit 1990 vom Hubble-Teleskop aufgenommenen Bilder ausder Tiefe des Universums [Ado95℄. Das Hubble-Teleskop be�ndet sih auf einem Satellitenauf der Erdumlaufbahn, mit dem Ziel atmosphärishe Verzerrungen zu umgehen. Leidermusste man kurz nah Beginn des Betriebs feststellen, daÿ die verwendete Linse fehlerhaftist.Bei vielen inversen Problemen hat man es mit einem Meÿvorgang zu tun, welher eineniht vernahlässigbare Zeit in Anspruh nimmt. Als Beispiel sei die Röntgen-Computer-tomographie genannt. Die das Objekt bestrahlende Röntgenquelle umfährt während einerZeitspanne das zu untersuhende Objekt. Die meisten bestehenden Verfahren gehen davonaus, daÿ sih dieses Objekt während dieser Zeit niht ändert. In dieser Arbeit werdenaufbauend auf einem abstrakten Konzept neue Verfahren vorgestellt, die es zulassen, daÿsih das zu untersuhende System zeitlih ändern darf. Durh die Hinzunahme der a-prioriInformation �zeitlihe Glattheit� gelangt man so zu funktionsfähigen Verfahren um diesogenannten �dynamishen inversen Probleme� sinnvoll zu lösen.Inverse Probleme sind im Sinne von Hadamard meist �shleht gestellt�. Hadamard führteanfang des letzten Jahrhunderts diesen Begri� ein und ging davon aus, daÿ solhe shleht



2 VORWORT UND EINLEITUNGgestellten Probleme in der Naturwissenshaft und ihren Anwendungen niht von Bedeutungseien. Die heutige Praxis mit einer Vielzahl von inversen und shleht gestellten Problemenwiderlegt diese Behauptung deutlih.Shleht gestellte Probleme bedürfen in ihrer Behandlung besonderer Verfahren und Teh-niken. Die sogenannten �Regularisierungsverfahren� gehören zu diesen. Diese zeihnensih dadurh aus, daÿ man Zusatzinformationen, welhe niht aus den Daten extrahiertwerden können, ins Spiel bringt. Das in dieser Arbeit vorgestellte Konzept der �zeitlihenGlattheit� führt ebenfalls zu einem solhen Verfahren.Im ersten Kapitel dieser Arbeit werden wir die hier benutzten Begri�e formal in der Spraheder Mathematik fassen. Die Darstellung fällt hierbei reht knapp aus, der interessierte Leser�ndet in [Lou89℄, [EHN96℄ und [CK92℄ tiefgreifende Abhandlungen.Die im Hauptteil dieser Arbeit benötigten mathematishen Hilfsmittel aus den BereihenFunktionalanalysis, Optimierung, Tikhonov-Phillips-Regularisierung und Numerik werdenim zweiten Kapitel vorgestellt und erarbeitet.Die folgenden Kapitel drei bis fünf stellen jeweils ein abstraktes Verfahren vor, um dynami-she inverse Probleme zu lösen. Wert wurde hierbei darauf gelegt, zu e�zienten Verfahrenzu gelangen. Diese Verfahren sind im Vergleih zu �naiven� Verfahren, welhe auf Nor-malengleihungen beruhen, um mehrere Zehnerpotenzen shneller. So läÿt sih das spätervorgestellte Problem der spatio-temporalen Stromdihterekonstruktion mit einem Ein�uÿ-raum von 5000 Ein�uÿpunkten, 32 Meÿwerten und 100 Zeitshritten um den Faktor 107beshleunigen. Damit werden dynamishe inverse Probleme auh auf �kleinen� Rehnernin akzeptabler Zeit lösbar.Die Kapitel sehs bis aht stellen jeweils ein in der Praxis wihtiges dynamishes inversesProblem vor, zeigen, wie man diese mit den in dieser Arbeit erarbeiteten Verfahren lösenkann, stellen Ergebnisse vor, und vergleihen diese mit bestehenden Verfahren (falls vor-handen). Um die Universalität der erarbeiteten Verfahren zu demonstrieren� wurden diedrei Beispielanwendungen so gewählt, daÿ man sowohl diskrete als auh kontinuierliheModellierungen betrahtet; eins der Beispiele ist ein nihtlineares Problem.Es war mir wihtig, die erarbeiteten Verfahren auf ein robustes mathematishes Fundamentzu stellen, und diese später mittels praktish relevanten Problemstellungen zur Anwendungzu bringen.Die Geshihte dieser Arbeit beginnt mit meiner Teilnahme am Saarbrüker Projekt �In-verse Quellrekonstruktionen� in Zusammenarbeit mit Prof. Hellmut Buhner aus Aahen.Die in diesem Projekt physiologish motivierte a-priori Information �zeitlihe Glattheit�führte zu robusteren Verfahren auf dem Gebiet der Stromdihterekonstruktionen, wie siein dieser Arbeit im ahten Kapitel vorgestellt werden. Zusammen mit Carsten Woltersaus Leipzig hatte ih die Idee, diese Rehentehniken auf das Problem der dynamishenImpedanztomographie anzuwenden. Die am Lehrstuhl von Prof. A. K. Louis intensiv un-tersuhten Verfahren aus dem Gebiet der Röntgen-Computertomographie kamen in ihrerdynamishen Formulierung als drittes Anwendungsgebiet hinzu. Um diese drei Anwendun-



VORWORT UND EINLEITUNG 3gen einheitlih behandeln zu können, muÿte ih das Konzept der Operatormatrizen wie inKapitel zwei vorgestellt einführen und mir Gedanken über die numerishe Behandlungder damit verbundenen Operatorgleihungen mahen. Ih denke, daÿ die am Ende dieserArbeit vorgestellten Anwendungen diesen abstrakten Rahmen erst wertvoll und sinnvollmahen.Insgesamt bin ih der Meinung, daÿ die vorgestellten und untersuhten Verfahren dazugeeignet sind, unter der reht allgemeinen a-priori Information �zeitlihe Glattheit� zusinnvollen und verwertbaren Ergebnissen zu gelangen.Mein Dank gilt auÿer Prof. A. K. Louis, Prof. Buhner und Carsten Wolters, insbesonde-re Maro Vauhkonen aus Helsinki, welher mir wihtige Software aus dem Bereih derImpedanztomographie zur Verfügung stellte, auÿerdem danke ih Prof. Louis und allenMitarbeitern des Lehrstuhls von Prof. A. K. Louis für das gute und produktive Arbeitskli-ma und der mir zugekommenen Unterstützung. Roman Müller und Axel Binder warenmir bei der Korrektur dieser Arbeit sehr behil�ih, wofür ih ihnen herzlih danke. Letzt-lih möhte ih noh meinen Eltern und meinem engeren Freundeskreis danken, die mihauh in shwierigen Zeiten sehr gut unterstützt haben, und ohne deren Hilfe diese Arbeitbestimmt niht zustande gekommen wäre.
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SYMBOLVERZEICHNIS 5
Symbolverzeihnis

Das Buh der Natur ist mitmathematishen Symbolen geshrieben.Galileo GalileiSymbol Erläuterung AbshnittA Operator, meist zwishen Hilberträumen, A : X ! Y 1.1X; Y Topologishe, Banah- oder Hilberträume 1.1x gesuhte Gröÿe 1.1b; g Daten 1.1A�1 Inverse des Operators A 1.1Ay Verallgemeinerte Inverse des Operators A 1.1� Regularisierungsparameter, meist räumlih. 1.1T� Regularisierungsoperator 1.1R reelle Zahlen 1.1R+ positive reelle Zahlen 1.1D(�) De�nitionsbereih eines Operators 1.1g� gestörte Daten 1.1� Raushniveau 1.1Ai Vorwärtsoperator zum Zeitpunkt ti 1.1ti Zeitpunkte, 1 � i � T 1.1T Anzahl Zeitpunkte 1.1k � k Norm 1.1L(H;G) Menge der linearen Operatoren von H nah G 1.2K Grundkörper, entweder C oder R 1.2M1 �M2 kartesishes Produkt der Mengen M1 und M2 2.1H1 �H2 Hilbertraumsumme der Hilberträume H1 und H2 2.1h�; �iH Skalarprodukt des Hilbertraumes H 2.1k � kH Norm des Hilbertraumes H 2.1[A℄ der zur Operatormatrix (Ai;j) assoziierte Operator 2.1Fortsetzung...



6 SYMBOLVERZEICHNISSymbol Erläuterung AbshnittPi kanonishe Projektion, Pi : H1 � � � � �HN ! Hi 2.1Ej kanonishe Einbettung, Ej : Hj ! H1 � � � � �HN 2.1A� Adjungierte des Operators A 2.1Ai;j; Bi;j; Ci;j Blöke von Matrizen A, B, C 2.3p(i; j); q(i; j) Abbildung von Blok/Unterblok-Index (i; j) auf abso-luten Index p(i; j) bzw. q(i; j) 2.3
 (verallgemeinertes) Kronekerprodukt 2.4Matn(x) Umordnung eines Vektors x zu einer Matrix mit n Zeilen 2.4R(A) Bildbereih (Range) von A 2.5N(A) Nullraum (Kern) von A 2.5M? orthogonales Komplement von M 2.5DF Frehét-Ableitung des Operators F 2.6	(x) Funktional 2.6Xh endlihdimensionaler Unterraum von X mit �Feinheit�h 2.7Y � Dualraum von Y 2.7Y �h endlihdimensionaler Unterraum von Y � 2.7fh Approximation der Lösung f 2.7spanf� � � g lineare Hülle 2.7M> Transponierte der Matrix M 2.9� zeitliher Regularisierungsparameter 3.1IH Identität auf Hilberraum H 3.1D diskreter Di�erentialoperator auf Rn 3.1B diskreter Di�erentialoperator auf Hilbertraum Hn 3.1r� (verallgemeinerter) Gradient des Funktionales � 3.1diag(x1 : : : ; xn) n � n Diagonalmatrix mit diagonalen Einträgenx1; : : : ; xn 3.1R Wihtungsmatrix 4.3R1 Wihtungsmatrix 5.4O Landausymbol 5.4L(s; !) Gerade senkreht zu ! 2 S1 mit Abstand s zum Ur-sprung 6.2S1 Rand der zweidimensionalen Einheitskugel 6.2I(s; !) in Position (s; !) gemessene Intensität eines Röntgen-strahls 6.2g(s; !) modi�zierte Daten zur Position (s; !) 6.2
 Gebiet 6.2L2(M) Menge der quadratintegrblen Funktionen auf M 6.2R Radontransformation 6.2Fortsetzung...



SYMBOLVERZEICHNIS 7Symbol Erläuterung AbshnittRi Radontransformtion zur Rihtung !i 6.3Il Stommuster 7.1Ul Spannungsmuster 7.1L Anzahl Elektroden 7.1� elektrishe Leitfähigkeit 7.1H1(
) Sobolevraum der Ordnung eins auf 
 7.2ek k-te Elektrode, ek � �
 7.2zl Kontaktimpedanz der l-ten Elektrode 7.2div verallgemeinerte Divergenz 7.2H H1(
)� RL 7.2_H H =R 7.2B(�; �) Bilinearform 7.2uh elektrishe Spannung an Elektrode h 7.3Uh diskretisierte elektrishe Spannung in 
 7.3T Vorwärtsoperator zu I = (Il); T : (�; I)! uh 7.3� elektrisher Widerstand, � = 1=� 7.3�m m-tes Element der FEM-Diskretisierung 7.4�m harakteristishe Funktion von �m 7.4J(�) Linearisierung von T in � 7.4At(�) Vorwärtsoperator der EIT zum Zeitpunkt t 7.5o Landausymbol 7.5p(xjz) bedingte Wahrsheinlihkeit 7.6.1x̂ Shätzer für Zufallsvariable x 7.6.1x � N (�; �2) x ist normalverteilt mit Erwartungswert � und Varianz�2 7.6.1�k Operatoren des �message modell� 7.6.1Hk Operatoren des �measurment modell� 7.6.1ovf�g Kovarianz 7.6.1x̂(jjk) Shätzer für xj unter Kenntnis der Messwerte z1 : : : zk 7.6.1a1; a2; � Parameter des Kalmanglätters zur Lösung des Problemsder dynEIT 7.6.2j Stromdihte 8.2�1;�2 Meÿ�ähen �ür EEG/MEG 8.2AE Vorwärtsoperator für EEG-Daten 8.2AM Vorwärtsoperator für MEG-Daten 8.2S Operator zur shwahen Lösung der Poissongleihung 8.2 Spuroperator 8.2T Vorwärtsoperator Magnetfeld 8.2Fortsetzung...



8 SYMBOLVERZEICHNISSymbol Erläuterung AbshnittB magnetisher Fluÿ 8.2�ek k-ter Einheitsvektor 8.3L Lead�eldmatrix 8.3G(�; �) Greenshe Funktion 8.3vol(M) Maÿ/Volumen von M 8.3Æp Deltadistribution um Punkt p 8.3� Laplae-Operator 8.44 diskretisierter Laplae-Operator 8.4blokdiag(: : :) Blokdiagonal-Matrix mit vorgegebenen Diagonalein-trägen 8.5q(t) Aktivitätsverlauf 8.6.2



1 Dynamishe inverse Probleme
Wer klare Begri�e hat, kann befehlen.Johann Wolfgang von Goethe

1.1 EinführungIn diesem Abshnitt wollen wir zuerst erläutern, was wir unter einem inversen Problemund dann, was wir unter statishen und dynamishen inversen Problemen verstehen. GuteEinführungen in das im folgenden skizzierte Themengebiet der inversen Probleme undderen Regularisierung �ndet man in [Lou89, EHN96℄.Ist die direkte Messung der Eigenshaften eines Objektes niht möglih, sondern muÿ manvon indirekten Beobahtungen auf diese Eigenshaften zurükshlieÿen, so sprehen wirvon einem inversen Problem. Inverse Probleme treten in der Regel als Umkehr einesdirekten Problemes auf. Diese direkten Probleme verhalten sih meist �gutartig�, das heiÿt,daÿ die Lösung des direkten Problems unter reht allgemeinen Voraussetzungen eindeutigexistiert und stetig von den Eingangsdaten des Problems abhängt. Mathematish exaktformuliert nennen wir ein solhes Problem gut gestellt:De�nition 1.1.1 Sei A : X ! Y eine Abbildung zwishen topologishen Räumen X undY . Das Problem Ax = b heiÿt gut gestellt, wenn1. für alle b eine Lösung x existiert,2. diese Lösung eindeutig ist, und3. die Lösung x stetig von den Daten b abhängt.Ist eine dieser Bedingungen verletzt, so sprehen wir von einem shleht gestellten Pro-blem. Die meisten inversen Probleme sind shleht gestellt. Oft kommt die Shlehtge-stelltheit durh einen kompakten Operator A ins Spiel. Kompakte Operatoren mit einerunendlihdimensionalen Urbildmenge sind nämlih niht stetig invertierbar [Lou89℄, dasheiÿt in De�nition 1.1.1 ist Punkt 3 verletzt.9



10 DYNAMISCHE INVERSE PROBLEMESind im Falle, daÿ es sih bei X und Y um Hilberträume handelt, die Bedingungen einsoder zwei in der obigen De�nition niht erfüllt, so müssen wir den Lösungsbegri� verallge-meinern, wir ersetzen die niht existierende Inverse A�1 durh die verallgemeinerte InverseAy [Lou89℄. Aber selbst diese verallgemeinerte Inverse wird im allgemeinen niht stetigsein.Die stetige Invertierbarkeit ist für praktishe Verfahren allerdings von zentraler Bedeutung.Ist diese verletzt, so kann sih Raushen in den Meÿwerten b übermäÿig stark auf die Lösungx des Problems auswirken, die Lösung ist in der Regel unbrauhbar.Mathematish formuliert wird man zur Lösung eines shleht gestellten Problems die nihtstetige Inverse Ay durh einen stetigen Operator T� approximieren. Einen solhen Operatorwird man als Regularisierung des Problems bezeihnen:De�nition 1.1.2 Eine Regularisierung von Ay ist eine Familie von OperatorenfT�g�>0; T� : Y ! Xmit folgender Eigenshaft:Es existiert eine Abbildung � : R+ � Y ! R+ , so daÿ für alle g 2 D(Ay) und für allegestörten Daten g� 2 Y mit Raushniveau �, das heiÿt kg � g�k � �, giltlim�!0; g�!g T�(�;g�)g� = AygUm solhe Regularisierungen konstruieren zu können, müssen wir Zusatzinformationenüber die Lösung x ins Spiel bringen.Ausgangspunkt der Untersheidung zwishen dynamishen und statishen inversen Pro-blemen ist ein Meÿverfahren, welhes zu T Zeitshritten ti; 1 � i � T Meÿwerte mi liefert.Der Zusammenhang zwishen den zu bestimmenden Eigenshaften x des zu untersuhendenObjektes und den Meÿwerten wird zu jedem Zeitpunkt durh einen Operator Ai mittelsAix = mi hergestellt. Die Aufgaben Aix = mi werden im allgemeinen shleht gestelltsein.In dieser Situation sprehen wir nun von einem statishen inversen Problem, da sihdie Eigenshaften x des Objektes über dem gesamten Zeitraum [1; tT ℄ niht ändern.Umgekehrt sprehen wir von einem dynamishen inversen Problem, wenn sih das zuuntersuhende Objekt über die Zeit verändern kann, das heiÿt wir haben den Zusammen-hang Ai xi = mi.Im Fall von zwei Anwendungsbeispielen (nämlih Röntgen-CT und Impedanz-Tomogra-phie) wird es so sein, daÿ die Messung zum Zeitpunkt ti niht genug Informationen überdie Eigenshaften xi des Objektes zu diesem Zeitpunkt liefert. Wir sind daher auf weitereZusatzinformationen angewiesen. In dieser Arbeit werden wir die Information �zeitliheGlattheit� als Zusatzinformation einführen und darauf aufbauend Verfahren zum Lösenvon dynamishen inversen Problemen herleiten. Zeitlihe Glattheit heiÿt, daÿ sih das



1.2. DER MATHEMATISCHE RAHMEN 11Objekt von Zeitshritt ti zu Zeitshritt ti+1 nur geringfügig ändern darf. Wir werden dieseGlattheit im allgemeinen in der FormPi kxi+1 � xik2 mathematish formulieren.In einem dritten Anwendungsbeispiel (Stromdihterekonstruktion) wird die Rekonstruktionvon xi aus den Meÿwerten mi möglih sein. Da in diesem Falle die Probleme Ai xi = miaber exponentiell shleht gestellt sind (dies bedeutet, sie sind �sehr shleht gestellt�,siehe [Lou89℄), wird die Lösung xi besonders emp�ndlih auf Raushen in den Daten mireagieren. Hier werden wir die zeitlihe Glattheit benutzen, um ein in Bezug auf Raushenstabileres Verfahren zu gewinnen.All diesen Anwendungen liegt die AufgabeA1 x1 = m1 : : : AT xT = mTunter der Nebenbedingung Xi kxi+1 � xik2 ! minzugrunde.Die hergeleiteten Verfahren werden wir mit ST1C, ST2, ST3 und ST3C bezeihnen. �ST�steht hierbei für spatio-temporale Regularisierung, der Buhstabe �C� bezieht sih auf denSpezialfall, daÿ sih der Operator Ai über die Zeit niht ändert, d.h. Ai = A0 8i.1.2 Der mathematishe RahmenWir werden die im letzten Abshnitt benutzten Objekte nun genauer spezi�zieren.Im folgenden betrahten wir T Zeitshritte zu Zeitpunkten ti; 1 � i � T .Die Operatoren Ai seien aus L(H;Gi), H und Gi seien Hilberträume über K . Sind die Aivon i unabhängig, d.h. Ai = A0 8i, so betrahten wir den Operator A0 2 L(H;G0). AuhG0 ist ein Hilbertraum.Alle beteiligen Operatoren sind im unendlihdimensionalen Fall kompakt oder im endlih-dimensionalen Fall shleht konditioniert1.Die zu rekonstruierenden Gröÿen bezeihnen wir mit x; xi 2 H, die zugrundeliegendenMeÿwerte mit mi 2 Gi.Wir werden auÿerdem nur Verfahren für unterbestimmtes Ai explizit angeben. Was imüberbestimmten Fall zu tun ist, werden wir jeweils kurz kommentieren. Im allgemeinenist es so, daÿ die Gesamtheit der Operatoren Ai ein inverses statishes Problem beshrei-ben, welhes überbestimmt oder �shwah� unterbestimmt ist. Daher sind die einzelnen Aimeist �relativ stark� unterbestimmt. Dies spiegelt die Tatsahe wieder, daÿ jeder einzelne1im endlihdimensionalen Fall sind die Operatoren automatish kompakt.



12 DYNAMISCHE INVERSE PROBLEMEMeÿshritt relativ wenige Informationen über das zu bestimmende Objekt liefert, die Ge-samtheit der Meÿshritte bestimmen aber im statishen Fall das Objekt reht gut. EinenOperator A werden wir als unterbestimmt bezeihnen, wenn es sih hierbei um� eine Matrix über K handelt, welhe mehr Spalten als Zeilen hat, oder� um einen Operator handelt, welher von einem unendlihdimensionalen Hilbertraumin K n abbildet, oder� um einen Operator handelt, welher von einem Funktionenraum auf einer Mannig-faltigkeit in einen Funktionenraum auf einer niederdimensionaleren Mannigfaltigkeitabbildet. Dieser Operator geht bei geeigneter Diskretisierung meist in eine unterbe-stimmte Matrix über.



13
2 Mathematishe Hilfsmittel

Natur und Geist �nden ihren reinen Ausdruk undihre wahre Einheit nur im Abstrakten.Piet Mondrian, niederländishe Maler
In dem folgenden Kapitel legen wir den Grundstein für das Lösen von Least-squares Pro-blemen in Hilberträumen. Genauer gesagt, beshäftigen wir uns mit Tikhonov-Phillips-und Minimum-Norm-Lösungen von Operatorgleihungen.Dazu stellen wir die Begri�e Operatormatrix und (verallgemeinertes) Kronekerproduktvor und beweisen Eigenshaften derselben. Der Begri� der Operatormatrix verallgemei-nert hierbei den bekannten Begri� der Matrix über einem Grundkörper K . Der Terminus�Operatormatrix� wird zwar gelegentlih in der Mathematik verwendet, insbesondere imRahmen von Integralgleihungen [Eng93, Nag89℄, eine grundlegende Einführung, welhedie in den nähsten Abshnitten dargestellte Theorie abdekt, konnte ih niht �nden.Wir zeigen im folgenden, daÿ man mit Operatormatrizen wie mit den bekannten Matrizenüber Körpern rehnen darf. In einem eigenen Abshnitt werden wir darauf eingehen, wieman Operatorgleihungen, welhe auf Operatormatrizen beruhen, numerish lösen kann.Liegt linearen Problemen eine �Kroneker-Struktur� zugrunde, so können wir diese untergewissen Voraussetzungen in äquivalente Gleihungen vom Typ �Sylvester-Gleihung� um-formen. Wie man solhe Gleihungen wiederum e�zient lösen kann, werden wir in denbeiden letzten Abshnitten dieses Kapitels sehen.2.1 Operator-MatrizenVorausgesetzt seien Hilberträume Hi; 1 � i � M über einem Körper K . Die dazugehören-den Skalarprodukte und Normen seien h�; �iHi bzw. k � kHi. Das Produkt H1 � � � � � HMwird vermöge hx; yi :=Xi hxi; yiiHi



14 MATHEMATISCHE HILFSMITTELselbst zu einem Hilbertraum H1 � � � � � HM über K . Man bezeihnet diesen als die so-genannte Hilbertraumsumme der Hilberträume H1; : : : ; HM . Die zugehörige Norm istdann kxk2 :=Xi kxik2Hi:Wir de�nieren nun den Begri� der Operatormatrix und des damit assoziierten Operators.De�nition 2.1.1 Unter einer Operatormatrix verstehen wir eine Familie von Operato-ren Ai;j : Hj ! Gi; 1 � i � N; 1 � j � M wobei N;M 2 N . Wir bezeihnen diese Familieauh als (Ai;j). Auf der Menge dieser Operatormatrizen de�nieren wir die MultiplikationA �B auf die gewohnte Art und Weise:(A �B)i;j =Xk Ai;kBk;j:Vorausgesetzt sei, daÿ die Urbild� und Bildmengen der entsprehenden Operatoren �pas-sen�.Einer Operatormatrix ordnen wir wie folgt einen Operator[A℄ = [Ai;j℄ : H1 � � � � �HM ! G1 � � � � �GNzu. ([A℄x)i := MXj=1 Ai;jxj für 1 � i � N:Wir bezeihnen diesen Operator als den der Operatormatrix (Ai;j) assoziierten oderzugeordneten Operator2.Im folgenden beweisen wir einige Eigenshaften von Operatormatrizen, welhe es uns späterermöglihen, mit diesen Matrizen auf gewohnte Art und Weise zu rehnen.Satz 2.1.2 Die Abbildung A 7! [A℄ ist ein Isomorphismus von der Menge der Operator-matrizen in die Menge der linearen Operatoren von H1 � � � � � HM nah G1 � � � � � GNvermöge [A℄ Æ [B℄ = [A �B℄ und [A℄ + [B℄ = [A+B℄.Beweis: Wir beweisen [A℄ Æ [B℄ = [A �B℄.2Wir haben auf diese Art und Weise den bekannten Begri� der Matrix über einem Körper K erweitert.Betrahtet man die Menge L(K ;K ) der linearen Operatoren von einem Körper in sih selbst, so ist dieseisomorph zum dem Körper K vermöge a 7! La; Lax = a � x. Somit kann man die Matrizen über Körpernden Operatormatrizen unterordnen.



2.1. OPERATOR-MATRIZEN 15Es gilt ([B℄x)i =Pj Bi;jxj. Daher ist(([A℄ Æ [B℄)x)k = ([A℄([B℄x))k =Xi Ak;iXj Bi;jxj=Xj  Xi Ak;iBi;j! xj=Xj (A �B)k;jxj= ([A �B℄x)k:Das heiÿt ([A℄ Æ [B℄)(x) = [A �B℄x.Als nähstes zeigen wir die Injektivität der Abbildung A 7! [A℄:[A℄ = 0) ([A℄x)i = 0 8x; i) Ai;jxj = 0 8i; j (wähle x = (0; : : : ; xj; : : : ; 0))) Ai;j = 0 8i; jZum Shluÿ die Surjektivität: Es sei ein linearer OperatorB : H1�� � ��HM ! G1�� � ��GNgegeben. Wir de�nieren die kanonishen ProjektionenPj : H1 � � � � �Hm ! Hj; (xi) 7! xjund die kanonishen EinbettungenEj : Hj ! H1 � � � � �Hm; x 7! (0; : : : ; x|{z}j�te Stelle; : : : ; 0):Nun de�nieren wir Ai;j := PiBEj:Dann gilt: ([A℄x)i =Xj Ai;jxj = PiBXj Ejxj = PiBx = (Bx)i:Das heiÿt [A℄ = B.De�nition 2.1.3 Unter (A�i;j)> verstehen wir die Operatormatrix, welhe entsteht, wennman die einzelnen Operatoren adjungiert und diese an der Hauptdiagonalen gespiegeltanordnet. Der dazugehörende Operator wird mit [A�i;j℄> bezeihnet.Satz 2.1.4 Es gilt [Ai;j℄� = [A�i;j℄>.



16 MATHEMATISCHE HILFSMITTELBeweis: h[Ai;j℄x; yi =Xi Xj hAi;jxj; yii =Xi Xj hxj; A�i;jyii=Xj hxj;Xi A�i;jyii =Xj hxj;Xi (A�i;j)>j;iyii= hx; [A�i;j℄>yi:Das heiÿt, wir erhalten die Adjungierte einer Operatormatrix, indem wir die beteiligtenOperatoren transponiert anordnen und selbst jeweils adjungieren.2.2 Operatormatrizen von OperatormatrizenDa Operatormatrizen selbst wieder Operatoren darstellen, kann man auh Operatorma-trizen von Operatormatrizen betrahten. Im folgenden zeigen wir, daÿ man durh das�Weglassen der inneren Klammern� einen auf kanonishe Art und Weise isomorphen Ope-rator erhält.Wir betrahten nun eine Operatormatrix (Ci;j); 1 � i � I; 1 � j � J von Operatoren,welhe selbst durh eine Operatormatrix (Ci;jk;l)k;l dargestellt werden. D.h. man hat Hil-berträume Hj;l und Gi;k zusammen mit Operatoren Ci;jk;l : Hj;l ! Gi;k. Wenn man diesebezüglih der unteren Indizes gruppiert, erhält man Operatoren[Ci;j℄ : Hj;1 � � � � �Hj;nj ! Gi;1 � � � � �Gi;mi:Das heiÿt, man hat Blöke der Gröÿe nj �mi. Der Operator [C℄ bildet nun wie folgt ab:[C℄ : (H1;1 � � � � �H1;n1)� � � � � (HJ;1 � � � � �HJ;nJ )! (G1;1 � � � � �G1;m1)� � � � � (GI;1 � � � � �GI;mI ):Beispiel 2.2.1 Wir betrahten die Operatormatrix24�C1;11;1 C1;11;2C1;12;1 C1;12;2� �C1;21;1C1;22;1��C2;11;1 C2;11;2� �C2;21;1�35Hier gilt C1;1 : H1;1 �H1;2 ! G1;1 �G1;2C1;2 : H2;1 ! G1;1 �G1;2C2;1 : H1;1 �H1;2 ! G2;1C2;2 : H2;1 ! G2;1und n1 = 2; n2 = 1; m1 = 2 und m2 = 1.



2.2. OPERATORMATRIZEN VON OPERATORMATRIZEN 17Wir �lösen nun die inneren Klammern auf� und erhalten eine Operatormatrix ( ~Ci;j) gemäÿ~Cp(k;l);q(i;j) := Ck;il;j ;wobei q(k; l) = k�1Xi=1 ni + lp(k; l) = k�1Xi=1 mi + l:Das heiÿt p bzw. q bilden die Indizes �vor dem Au�ösen der Klammern� auf den Index�nah dem Au�ösen der Klammern� ab. Genauer gesagt bildet p die Menge f(k; l)j1 �k � J; 1 � k � nkg bijektiv ab auf f1 : : :m = Pimig. Analoges gilt für q. In diesemZusammenhang setzen wir n =Pi ni.Mit dem Vektor x = (x1; : : : ; xJ) = ((x11; : : : x1n1); : : : ; (xJ1 ; : : : xJnJ )) verfahren wir auf diegleihe Art und Weise wie mit C: ~xq(i;j) := xij:Es gilt:Satz 2.2.2 Die mit den Operatormatrizen (Ci;j) und ( ~Ci;j) assoziierten Operatoren sindmittels �weglassen von Klammern� isomorph. Die Abbildung [C℄ 7! [ ~C℄ ist eine Isometrie.Beweis: Es gilt ([C℄x)k =PiCk;ixi und somit (([C℄x)k)l =Pi(Ck;ixi)l =PiPj Ck;il;j xij.Weiterhin gilt Xi Xj Ck;il;j xij =Xi Xj ~Cp(k;l);q(i;j)~xq(i;j)= nXr=1 ~Cp(k;l);r~xr= ( ~C~x)p(k;l):Also gilt die Aussage über die Isomorphie:(([C℄x)k)l = ( ~C~x)p(k;l):Aus dieser Rehnung folgt weiterhink[C℄xk2 =Xk Xl k(([C℄x)k)lk2 =Xk Xl k( ~C~x)p(k;l)k2=Xi k( ~C~x)ik2 = k ~C~xk2:



18 MATHEMATISCHE HILFSMITTELBeahtet man nun kxk = k~xk, so folgt k[C℄k = k[ ~C℄k.
2.3 Das Rehnen mit BlokmatrizenIm folgenden partitionieren wir Operatormatrizen zu Blokmatrizen. Wir zeigen nun, daÿman Matrizen sowohl auf gewohnte Art und Weise multiplizieren kann, als auh blokweise.Lemma 2.3.1 Wir partitionieren die Matrix A = (Ai;j) zuA = 0B�A1...AM1CAund B = (Bi;j) zu B = �B1j : : : jBN� :Die Ai haben jeweils mi Zeilen, die Bj haben jeweils nj Spalten. Partitionieren wir nunC = AB wie folgt C = 0B� C1;1 : : : C1;N... ...CM;1 : : : CM;N1CA ;so gilt C�;� = A�B�:Beweis: Wir de�nieren q(�; i) = ��1Xk=1 nk + iund p(�; j) = ��1Xk=1mk + j:Dann gilt (C�;�)i;j = (C)p(�;i);q(�;j) =Xk (A)p(�;i);k(B)k;q(�;j)=Xk (A�)i;k(B�)k;j = (A�B�)i;j:Das heiÿt C�;� = A�B�.



2.3. DAS RECHNEN MIT BLOCKMATRIZEN 19Lemma 2.3.2 Wir partitionieren die Matrix A = (Ai;j) zuA = �A1j : : : jAM�und B = (Bi;j) zu B = 0B� B1...BM1CA :Die Ai haben jeweils mi Spalten, die Bj haben jeweils mj Zeilen. Dann gilt für C = AB:C = MX=1AB :Beweis: Wir de�nieren p(�; i) = P��1k=1 mk + i und können nun die Zahlen 1 : : :munterteilen gemäÿ1 : : :m = p(1; 1) : : : p(1; m1)p(2; 1) : : : p(2; m2)p(3; 1) : : : p(M;mM)Das heiÿtCi;j = mXk=1 Ai;kBk;j = MX=1 p(;m)Xk=p(;1)Ai;kBk;j = MX=1 mXk=1 Ai;k+p(;1)�1; Bk+p(;1)�1;j= MX=1 mXk=1 Ai;p(;k); Bp(;k);j = MX=1 mXk=1(A)i;k(B)k;j = MX=1(AB)i;j=  MX=1AB!i;j :Mit Hilfe dieser beiden Lemmata können wir nun den folgenden Satz beweisen. Er besagt,daÿ man das Matrixprodukt auh blokweise ausführen darf.Satz 2.3.3 Die Matrizen A und B seien wie folgt partitioniert:A = 0B�A1;1 : : : A1;s... ...Aq;1 : : : Aq;s1CA ; B = 0B�B1;1 : : : B1;r... ...Bs;1 : : : Bs;r1CA :Der Blok Ai;j hat dabei die Gröÿe mi � pj, der Blok Bi;j hat die Gröÿe pi � nj.



20 MATHEMATISCHE HILFSMITTELPartitioniert man C = AB gemäÿC = 0B�C1;1 : : : C1;r... ...Cq;1 : : : Cq;r1CA ;so daÿ der Blok Ci;j die Gröÿe mi � nj hat, so giltC�;� =X A�;B;�:Beweis: Wir fassen die Blöke der Matrix A spaltenweise und die der Matrix Bzeilenweise zusammen: A = �A1j : : : jAs� B = 0B�B1...Bs1CAmit A = 0B�A1;...Aq;1CA B = �B;1 : : : B;r� :Dann gilt mit Lemma 2.3.1 und Lemma 2.3.2C�;� =  X AB!�;� =X (AB)�;� =X A�;B;�:
2.4 Das verallgemeinerte KronekerproduktWir verallgemeinern das aus der linearen Algebra bekannte Kronekerprodukt auf Opera-tormatrizen. Auÿerdem zeigen wir noh wihtige Reheneregeln, von denen wir später regeGebrauh mahen werden.De�nition 2.4.1 Sei M = (Mi;j) eine n � m-Matrix über K . B sei ein beliebiger Ope-rator B : H ! G, wobei G;H Hilberträume über K seien. Dann bezeihnet M
B denfolgenden Operator: M 
 B := 264M1;1B : : : M1;nB... ...Mm;1B : : : Mm;nB375Wir bezeihnen die Verknüpfung 
 als verallgemeinertes Kronekerprodukt.



2.4. DAS VERALLGEMEINERTE KRONECKERPRODUKT 21Satz 2.4.2 Die Verknüpfungen 
 und + sind distributiv. Auÿderdem gelten(M 
 A)(N 
 B) = (MN)
 (AB)(M 
 A)�1 =M�1 
 A�1(M 
B)� =M� 
 B�Beweis: Die Distributivität ist o�ensihtlih. Wir beweisen nun (M 
 A)(N 
 B) =(MN)
 (AB):((M 
 A)(N 
 B))i;j =Xk (M 
 A)i;k(N 
B)k;j =Xk mi;kAnk;jB= (MN)i;jAB = ((MN) 
 (AB))i;jGeht man von M 2 Km�m aus, dann ist IdHm = Idm
 IdH . Mit Hilfe der ersten Rehen-regel folgt sofort (M 
 A)�1 =M�1 
 A�1.Die letzte Behauptung folgt aus Satz 2.1.4.Im Falle, daÿ es sih bei dem zweiten Argument der Verknüpfung 
 um eine Operatorma-trix handelt3, benutzen wir Satz 2.2.2 und, lassen die inneren Klammern weg. In diesemFall gibt es eine im folgenden oft benutzte Rehenregel, welhe es erlaubt Gleihungssyste-me mit Kroneker-Struktur in Form von Matrixgleihungen e�zient zu lösen. Diese werdenwir jetzt herleiten.Gegeben sei eine Operatormatrix (Bi;j) mit[B℄ : H1 � � � � �Hn| {z }H ! G1 � � � � �Gn| {z }Gsowie eine Matrix A 2 Km�m . Das heiÿtA
 [B℄ : Hm ! Gm:Einem Vektor x 2 Hm, d.h. x = (x1; : : : ; xm) = (x11; : : : ; x1n; x21; : : : ; x2n; : : : ; xmn ) ordnen wirdie folgende Matrix zu Matn(x) := 264x11 : : : xm1... ...x1n : : : xmn 375 :Setzen wir shlieÿlih x � � := � � x x 2 Hi; � 2 K ;3das ist wie bereits in 2.1 erwähnt der Fall, wenn es sih um eine Matrix über K handelt.



22 MATHEMATISCHE HILFSMITTELsowie [B℄X = ([B℄x1j : : : j[B℄xn);so können jetzt den folgenden Satz formulieren und beweisen:Satz 2.4.3 Es seien A; [B℄ wie oben. x 2 Hm; y 2 Gm. Wir setzen X := Matn(x) undY := Matn(y). Dann ist die Gleihung(A
 [B℄)x = yäquivalent zu [B℄XA> = Y:Beweis: Im folgenden bezeihnet (M)k die k-te Spalte der Matrix M . Es gilt(A
 [B℄) x = 264a1;1[B℄ � � � a1;m[B℄... ...am;1[B℄ � � � am;m[B℄3750B�x1...xm1CA = 0B�y1...ym1CA :Das heiÿt yk =Xl ak;l [B℄xl =Xl (A>)l;k [B℄xl:Auÿerdem haben wir [B℄xl = [B℄ � �x1 j: : :jxm� �l = ([B℄X)l;und (MN)k =Xi (N)i;k(M)i:Das alles zusammen liefertyk =Xl (A>)l;k ([B℄X)l = ([B℄XA>)k:Somit erhalten wirY = �y1 j: : :j ym� = �([B℄XA>)1 j: : :j ([B℄XA>)m� = [B℄XA>:Wir werden diesen Satz später für der Spezialfall K = H = G = R benutzen. In diesemFall ist die Operatormatrix [B℄ nihts anderes als eine gewöhnlihe Matrix über R. MitHilfe des letzten Satzes kann man im allgemeinen reht groÿe Gleihungssysteme der Form(A
 B)x = y e�zient lösen.



2.5. DIE MINIMUM-NORM LÖSUNG 232.5 Die Minimum-Norm LösungIm folgenden betrahten wir eine Gleihung der Form Ax = b. Hierbei sind H;G Hilbert-räume, x 2 H, y 2 G, A 2 L(H;G) mit R(A) = G.Satz und Defnition 2.5.1 Die AufgabeAx = b und kxk ! minhat eine eindeutige Lösung, die sogenannte Minimum-Norm Lösung. Diese ist genaudie eindeutige Lösung von Ax = b und x 2 R(A�):Beweis: Gegeben seien zwei Lösungen x1 und x2 von Ax = b. Diese haben eineeindeutige Zerlegung x1 = y1 + z1 und x2 = y2 + z2 mit yi 2 N(A)? und zi 2 N(A). Danngilt 0 = A(x1 � x2) = A(y1 � y2). Da y1 � y2 2 N(A)? folgt y1 � y2 = 0, d.h. y1 = y2.Insgesamt gilt also: Alle Lösungen von Ax = b haben die Form x = y + z. Hierbei isty 2 N(A)? eindeutig und �x, z 2 N(A) ist beliebig.Für die Lösungen x = y + z des linearen Gleihungssystems gilt nah dem Satz von Py-thagoras: kxk2 = kyk2 + kzk2Das heiÿt die Lösung minimaler Norm von Ax = b ist y. Dieses ist eindeutig bestimmt.Da N(A)? = R(A�) gilt, ist das Lemma bewiesen.Es folgt sofortKorollar 2.5.2 Die eindeutige Lösung der AufgabeAx = b und kxk ! minerhält man, indem man AA�u = b löst und x = A�u setzt.2.6 Das Tikhonov-Phillips-VerfahrenAusgangspunkt zum Verfahren von Tikhonov-Phillips ist die MinimierungsaufgabekAx� bk2 + �2kBxk2 ! min (2.1)Hierbei wählen wir A; x; b wie im vorherigen Abshnitt mit der Ausnahme, daÿ R(A)beliebig sein kann, B 2 L(H; ~G), so daÿ B�B positiv de�nit ist. ~G sei hierbei ein weitererHilbertraum über K .Die hierdurh induzierte Abbildung T� : b 7! x ist die sogenannte Tikhonov-Phillips-Regularisierung von Ay [Lou89℄.



24 MATHEMATISCHE HILFSMITTELLemma 2.6.1 Die Frehet-Ableitung DF (x) von F (x) = kAx� bk2 erfülltDF (x)h = h2A�(Ax� b); hi:Beweis: F (x+ h)� F (x) = kA(x + h)� bk2 � kAx� bk2= hA(x+ h)� b; A(x + h)� b i � hAx� b; A x� b i= 2hAh;Ax� b i+ hAh;Ah i= h2A�(Ax� b); hi+O �khk2�
Korollar 2.6.2 Die Lösung der Minimierungsaufgabe (2.1) erhält man, indem man dasGleihungssystem (A�A + �2B�B) x = A�blöst.Beweis: Das Tikhonov-Phillips-Funktional	(x) = kAx� bk2 + �2kBxk2ist konvex. Daher folgt die Behauptung, indem man Lemma 2.6.1 auf beide Summandenvon (2.1) anwendet.Falls ein positiv de�nites E existiert, so daÿB�BA� = A�E (2.2)gilt, so erhalten wir die folgende Verallgemeinerung der Formel (1.6) aus Kapitel 4 aus[Nat86℄:Lemma 2.6.3 Man erhält die Lösung von (2.1) auh indem man(AA� + �2E) u = blöst und x = A�usetzt.



2.7. ZUR NUMERISCHEN LÖSUNG VON OPERATORMATRIXGLEICHUNGEN 25Beweis: Die Operatoren AA� und A�A sind positiv semide�nit. Daher sind AA�+�2Eund A�A+ �2B�B regulär. Die Behauptung ist daher bewiesen, wenn man(A�A+ �2B�B)�1A� = A�(AA� + �2E)�1zeigt. Diese Gleihung ist äquivalent zuA�(AA� + �2E) = (A�A + �2B�B)A�und diese Aussage ist wegen (2.2) wahr.Hat man es mit einem unterbestimmten Operator A zu tun, so liefert Lemma 2.6.3 eine�zienteres Verfahren als das aus Korollar 2.6.2.Interessant ist auh der Fall A 2 L(H; K n). Dann ist (AA� + �E) u = b eine Matrix-Vektorgleihung über K .2.7 Zur numerishen Lösung von Operatormatrixglei-hungenIm folgenden werden wir, wie in [Lou89℄ ausgeführt, Operatorgleihungen mittels Pro-jektionsverfahren numerish lösen. Dazu suhen wir eine Funktion f als Lösung derOperatororgleihung Af = g in einem endlihdimensionalen Teilraum und verlangen dieGleihheit nur in Bezug auf endlih viele Testfunktionale.Genauer: Seien X; Y Banahräume und A : X ! Y linear, stetig und injektiv. Dann be-trahten wir die Operatorgleihung Af = g. Wir lösen diese Gleihung nun approximativ,indem wir X durh einen endlihdimensionalen Teilraum Xh ersetzen. Wir suhen nunfh 2 Xh. Statt der Gleihheit Afh = gfordern wir 	Afh = 	g für alle 	 2 Y �h :Y �h ist dabei ein endlihdimensionaler Teilraum von Y �. Ist Xh = spanf�1; : : : ; �ng undY �h = spanf 1 : : : ;  mg, so erhält man fh in der Form fh = Pi �i�i, indem man die imfolgenden hergeleitete Matrix-Vektor Gleihung für die Koe�zienten �i löst: iAXj �j�j =  ig 8i, Xj �j iA�j =  ig 8i, Ah� = gh



26 MATHEMATISCHE HILFSMITTELHierbei ist (Ah)i;j =  iA�j und (gh)i =  ig.Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert die so erhaltene Lösung gegen die exakte Lö-sung, falls der Ansatzraum und der Raum der Testfunktionen groÿ genug gewählt werden.Siehe dazu [Lou89℄.Wir wollen nun erörtern, wie man eine spezielle Klasse von Operatorgleihungen numerishlösen können. Bei dieser Klasse handelt es sih um die mit Operatormatrizen assoziiertenOperatoren. Wir wollen nun erörtern, wie man eine spezielle Klasse von Operatorgleihun-gen numerish lösen können. Bei dieser Klasse handelt es sih um die mit Operatormatrizenassoziierten Operatoren. Zur Situation: Wir haben Operatoren Ci;j : Hj ! Gi mit Ba-nahräumen Hj; 1 � j � m und Gi; 1 � i � n. Die Räume Hi approximieren wir durhendlihdimensionale TeilräumeHhi = spanf�i;j j 1 � j � mig � Hi:Als Testfunktionale für den Raum Gi haben wir(G�i )h = spanf i;j j 1 � j � nig � G�i :Wir betrahten nun die Operatorgleihung[C℄f = g:Hierbei ist [C℄ : H1 � � � � �Hm| {z }H ! G1 � � � � �Gn| {z }G :Ausgehend von den gegebenen Teilräumen Hhi und (G�i )h bilden wir die Teilräume Hh und(G�)h wie folgt:Wir de�nieren p(i; j) = i�1Xl=1 nl + j und q(i; j) = i�1Xl=1 ml + j:p bildet f(i; j) j 1 � i � n; 1 � j � mig bijektiv auf f1 : : :Pmig ab. Diese Abbildung dientdazu, den Index des j-ten Elements im i-ten Raum Hi auf einen absoluten Index in Habzubilden. q hat analoge Eigenshaften.Nun nehmen wir �q(i;j) = (0; : : : ; �i;j|{z}i�te Stelle; : : : ; 0)als Ansatzfunktionen in H sowie	p(i;j)(y1; : : : ; yn) =  i;j(yi)als Testfunktionen in G�. Das heiÿt wir wählenHh = spanf�l j 1 � l �Pmig und (G�)h = spanf	l j 1 � l �Pnig:



2.8. DIE REELLE SCHURTRANSFORMATION 27Wir bilden nun die Matrix A als Diskretisierung von [C℄ und Bi;j als Diskretisierung vonCi;j. Also Ai;j = 	i[C℄�j und (Bi;j)k;l =  i;kCi;j�j;l:Dann giltLemma 2.7.1 Unter den oben gemahten Voraussetzungen gilt: Die Disrektisierungsma-trix A von [C℄ entsteht, indem man die Diskretisierungsmatrizen Bi;j von Ci;j blokweisezusammensetzt.Beweis: Es giltAp(i;k);q(j;l) = 	p(i;k)[C℄�q(j;l) = 	p(i;k)(C1;j�j;l; C2;j�j;l; : : : Cn;j�j;l)=  i;kCi;j�j;l = (Bi;j)k;l
2.8 Die reelle ShurtransformationWir fassen in diesem Kapitel einige Aussagen über die sogenannte �reelle Shurtransforma-tion� zusammen. Diese wird in den folgenden Kapiteln über die numerishe Lösung vonGleihungen des Sylvester-Typs eine zentrale Rolle spielen. Wir geben im folgenden Sätzeund Algorithmen ohne Beweise bzw. detaillierte Herleitungen an. Der interessierte Leser�ndet alle notwendigen Details in den Kapiteln 7.4 und 7.5 von [GvL96℄.De�nition 2.8.1 Eine Blokmatrix mit oberer Dreieksstruktur und 1 � 1 oder 2 � 2-Blöken auf der Diagonalen bezeihnet man als obere quasi-trianguläre Matrix.Satz und Defnition 2.8.2 Sei A 2 Rn�n . Dann existiert eine orthogonale Matrix Q 2Rn�n , so daÿ Q>AQ = 0BBB�R1;1 R1;2 � � � R1;m0 R2;2 � � � R2;m... ... . . . ...0 0 � � � Rm;m

1CCCA ;wobei jedes Ri;i entweder eine 1�1Matrix oder eine 2�2Matrix mit konjugiert komplexenEigenwerten ist. Diese Transformation bezeihnet man als reelle Shurtransformation.Im folgenden skizzieren wir einen e�zienten Algorithmus zur Shur-Transformation einergegebenen Matrix A. Vorher benötigen wir noh die folgendeDe�nition 2.8.3 Eine Matrix A hat Hessenbergform genau dann, wenn ai;j = 0 füri � j + 1, das heiÿt unterhalb der Subdiagonalen be�nden sih nur Nulleinträge.



28 MATHEMATISCHE HILFSMITTELDer Algorithmus hat dann die folgende Struktur:1. Transformiere H0 = U>0 AU0. Hierbei ist U0 orthogonal und H0 hat Hessenberg-form.2. für k = 1; 2; : : :(a) Zerlege Hk�1 mittels QR-Faktorsierung zu Hk�1 = UkRk.(b) Bilde Hk = RkUkDer erste Shritt dieses Verfahrens ist mittels Householder-Re�exionen mit einem Aufwandvon 143 n3 FLOPS4 möglih.Durh die Transformation auf Hessenberggestalt sind die QR-Iterationen (Shritt 2 inobigem Algorithmus) mit einem Aufwand von O(n2) statt O(n3) möglih.Einen detaillierten Algorithmus mit einem sinnvollen Abbruhkriterium für die Iteration inShritt 2 �ndet man als Algorithmus 7.5.2 in [GvL96℄. Der oben angegebene Algorithmushat einen Gesamtaufwand von 25n3 FLOPS.2.9 Die �ontinuous time�-SylvestergleihungIm folgenden leiten wir einen e�zienten Algorithmus her, um die �ontinuous-time�-Syl-vestergleihung AX +XB> =Mnumerish zu lösen5. Hierbei ist A 2 Rn�n und B 2 Rm�m . M und X sind dann not-wendigerweise aus Rn�m . Wie wir in der Laufzeitanalyse sehen werden ist es sinnvoll, daÿn � m ist. Ansonsten betrahten wir das durh Transposition entstehende ProblemBX> +X>A> =M>:Die im diesem und dem folgenden Kapitel angegebenen Verfahren orientieren sih an denIdeen des Artikels [GLAM92℄, in welhem ein allgemeines Verfahren für Gleihungen derForm AXB> + CXD> = E angegeben wird. Wegen der Allgemeinheit dieses Verfahrens,kann man in den im folgenden aufgeführten Spezialfällen Laufzeitverbesserungen erzielen.4FLOPS=Floating Point Operations. Wir zählen jede Grundrehenart mit einem FLOP.5Wir führen die folgenden Rehnungen lediglih für Matrizen über K = R aus. Die Änderungen für denFall K = C werden wir jeweils in Form von Fuÿnoten kommentieren.



2.9. DIE �CONTINUOUS TIME�-SYLVESTERGLEICHUNG 29Sylvestergleihungen entstehen aus Gleihungen mit Kronekerprodukt-Struktur. So istdas System (Im 
 A+B 
 In)x = mgemäÿ Satz 2.4.3 zu der oben angegebenen �ontinuous time�-Sylvestergleihung äquivalent.Löst man dieses System mit Kronekerstruktur, so hat man nah [GvL96℄ einen Aufwandvon O(n3m3) Operationen. Wie wir sehen werden, ist die dazu äquivalente Sylvesterglei-hung mit einem Aufwand von O((n+m)3) wesentlih e�zienter lösbar.2.9.1 Das VerfahrenWir werden zunähst die Matrizen A und B mittels Ähnlihkeitstransformationen auf eine�einfahe� Gestalt transformieren. Hierbei sind orthogonale Transformationen das Mittelder Wahl, da diese bestmöglih konditioniert sind. Bei diesen Transformationen geht dasursprünglihe Problem in ein genauso gut konditioniertes, einfaheres Problem über. Dasdaraus resultierende, einfahere Problem läÿt sih aufgrund seiner Struktur rekursiv lösen.Shritt 1: Wir benutzen die reelle Shurtransformation6 für B (siehe Kapitel 2.8) underhalten B = UTU>:Hierbei sind U und T aus Rm�m . T ist quasi-triangulär, d.h. auf der Hauptdiagonalen sind1� 1� oder 2� 2� Blöke. U ist orthogonal. Auÿerdem transformieren wir A gemäÿA = V SV >;wobei S Hessenberg-Form hat, d.h. die Einträge unterhalb der Subdiagonalen sind alleNull. Hierbei sind S und V aus Rn�n , V ist orthogonal. Wie man diese Transformationennumerish berehnet, �ndet man in Kapitel 2.8.Wir erhalten dann durh Umformung die GleihungSY + Y T> = F:Hierbei haben wir Y = V >XU und F = V >MU gesetzt.Shritt 2: Wir betrahten die k-te Spalte der letzten Gleihung. Sei Y = [y1j : : : jym℄ undF = [f1j : : : jfm℄. Dann gilt Syk + mXi=k�1 tk;iyi = fk: (2.3)Diese Rekursion kann wie folgt aufgelöst werden7:6Für komplexe Matrizen führen wir die allgemeine Shurtransformation aus: B = UTUH . Hierbei istT eine obere Dreieksmatrix. Siehe Kapitel 2.8.7Im komplexen Fall tritt nur Fall 1 in Kraft, da es sih bei T um eine obere Dreieksmatrix handelt.



30 MATHEMATISCHE HILFSMITTEL1. Fall: tk;k�1 = 0Aus Gleihung (2.3) folgt Syk + tk;kyk = fk � mXi=k+1 tk;iyi =: rk: (2.4)Diese Gleihung kann mittels des Gauÿ-Verfahrens nah yk aufgelöst werden. Da S unter-halb der Subdiagonalen gleih Null ist, kann dies mit einem Aufwand von O(n2) geshehen.2. Fall: tk;k�1 6= 0Dann folgt wegen der quasi-Triangulität von T , daÿ tk�1;k�2 = 0 gilt.Man erhält Syk + tk;k�1yk�1 + tk;kyk = fk � mXi=k+1 tk;iyi = rk (2.5)Syk�1 + tk�1;k�1yk�1 + tk�1;kyk = fk�1 � mXi=k+1 tk�1;iyi =: r̂k: (2.6)In Matrix-Shreibweise:�S + tk;kIn tk;k�1Intk�1;kIn S + tk�1;k�1In�� ykyk�1� = �rk̂rk� : (2.7)Dieses System der Gröÿe 2n� 2n kann mittels des Gauÿ-Verfahrens gelöst werden. NahTaushen der Spalten und Zeilen gemäÿ der Permutation (1; n+ 1; 2; n+ 2; : : : ; 2n) erhältman ein System, bei dem lediglih die ersten drei Subdiagonalen sowie der Teil überhalbder Diagonalen ungleih Null sind. Auh hier ist daher das Lösen mit einem Aufwand vonO(n2) möglih. Mehr dazu in der unten folgenden Laufzeitanalyse.Insgesamt erhalten wir folgendes Verfahren:



2.9. DIE �CONTINUOUS TIME�-SYLVESTERGLEICHUNG 311. Eingabe: Matritzen A 2 Rn�n ; B 2 Rm�m ;M 2 Rn�m mit n � m.2. Berehne die reelle ShurtransformationB = UTU>, und transformiere Amittelsorthogonalem V auf Hessenberg-Gestalt, d.h. A = V SV >. Setze F = V >MU .3. k:=m4. Berehne rk = fk �Pmi=k+1 tk;iyi.5. (a) Fall 1, tk;k�1 = 0:Löse (S + tk;kIn) yk = rk.Setze k := k � 1.(b) Fall 2, tk;k�1 6= 0:Berehne r̂k = fk�1 �Pmi=k+1 tk�1;iyi.Löse �S + tk;kIn tk;k�1Intk�1;kIn S + tk�1;k�1In�� ykyk�1� = �rk̂rk� :Setze k := k � 2.6. Falls k � 1 gehe zu Shritt 4.7. Ausgabe: X = V Y U>.
2.9.2 Zur LaufzeitWir analysieren im folgenden die Laufzeiten der einzelnen Shritte, um am Shluÿ eineobere Shranke für die benötigten FLOPS zu erhalten.Die Transformation von A auf Hessenberg-Gestalt benötigt nah Kapitel 2.8 143 n3 FLOPS,die Shurtransformation von B auf quasi�trianguläre Gestalt hat nah Kapitel 2.8 7.5 einenAufwand von 25m3 FLOPS. Die Berehnung von F = V >MU benötigt 2(n2m + nm2)FLOPS.Die Berehnung von rk im Shritt 4 shlägt mit n+ 2n(m� k) FLOPS zu Buhe.Wir analysieren nun den Shritt 5(a): Das System hat eine Gröÿe von n � n wobei alleElemente unterhalb der Subdiagonalen gleih Null sind. Die Transformation dieses Systemsauf obere Dreieksgestalt benötigt Pnk=2(2(n � k + 2) + 2) = n2 + 3n � 4 FLOPS, dasanshlieÿende Lösen via Rüksubstituion hat einen Aufwand von n2 + n� 1 FLOPS.Nun folgt die Analyse von Shritt 5(b): Die Berehnung von r̂k hat einen Aufwand von



32 MATHEMATISCHE HILFSMITTELn + 2n(m � k) FLOPS, das sind maximal 2nm � n FLOPS. Nun folgt nah Taushenvon Zeilen und Spalten mittels der Permutation (1; n + 1; 2; n + 2; : : : ; 2n) das Lösen des2m�2m�Systems mit maximal drei Subdiagonalen ungleih Null. Man hat einen AufwandvonP2nk=4(2n(2n� k+4)+ 2), um die unterste Subdiagonale ungleih Null zu eliminieren,einen Aufwand vonP2nk=3(2n(2n�k+3)+2), um die darauf folgende Subdiagonale ungleihNull zu eliminieren und shlieÿlih einen Aufwand von P2nk=2(2n(2n� k + 2) + 2), um dasSystem auf obere Dreieksgestalt zu bringen. Dann brauht man noh (2n)2 + 2n � 1FLOPS um das System via Rüksubstitution zu lösen. Das maht einen Gesamtaufwandvon 16n2 + 20n� 33 FLOPS.Der letzte Shritt, nämlih die Transformation von X = V Y U>, shlägt zum Ende nohmit 2(n2m + nm2) FLOPS zu Buhe.Geht man davon aus, daÿ tm mal der Fall 5(b) auftritt (0 � t � 0:5) und (1�2t)m mal Fall5(a), so erhält man für Shritt 5 einen Gesamtaufwand von 2n2m+4nm� 5m+ t(2nm2+11nm� 23m+ 12n2m) FLOPS, welher sih nah oben durh 8n2m+ nm2 + 192 nm� 332 mFLOPS abshätzen lässt.Nimmt man die Kosten der restlihen Shritte hinzu, so hat man einen maximalen Aufwandvon 143 n3+25m3+6nm2+12n2m+ 192 nm� 332 m FLOPS. Hier wird auh einsihtig, warumwir im Vorfeld n � m verlangt haben. Dieser Aufwand kann nah oben mittels 25(n+m)3FLOPS abgeshätzt werden. Man benötigt also O((n+m)3) Operationen zur Lösung der�ontinuous-time�-Sylvestergleihung.2.10 Die verallgemeinerte �disrete time�-Sylvestergleih-ungNahdem wir uns mit der �ontinuous time�-Sylvestergleihung befasst haben, untersuhenwir nun die sogenannte verallgemeinerte �disrete time�-Sylvestergleihung8AXB> + �X =M:Hierbei ist A 2 Rn�n ; B 2 Rm�m und � 2 R. M und X sind dann notwendigerweise ausRn�m . Wie wir in der Laufzeitanalyse sehen werden, ist es sinnvoll, n � m anzunehmen,ansonsten betrahten wir das durh Transposition entstehende ProblemBX>A> + �X> =M>:8Auh hier werden wir, wie bei der 'ontinuous time'-Sylvestergleihung, nur den Fall reeller Matrizenausführen. Die Änderungen für den komplexen Fall sind analog zum 'ontinuous time'�Fall: anstelle derrellen Shurtransformation B = V TV > mit quasi-triangulärem T benutzen wir die komplexe Shurtrans-formation B = V TV H , wobei T eine oberne Dreieksmatrix ist. Dadurh wird im folgenden nur der 1.Fall im Shritt 2 auftreten.



2.10. DIE VERALLGEMEINERTE �DISCRETE TIME�-SYLVESTERGLEICHUNG 33Wie bei der �ontinuous time�-Sylvestergleihung gesehen, ist die �disrete time�-Sylvester-gleihung äquivalent zu einem gröÿeren Gleihungssystem, welhes gemäÿ Satz 2.4.3 Kron-ekerstruktur hat. Das naive Lösen dieses Gleihungssystems benötigt einen Aufwand vonO(n3m3). Wie wir sehen werden, ist das Lösen der dazu äquivalenten Sylvestergleihungmit einem Aufwand von O((n +m)3) wesentlih e�zienter.Ausgangspunkt für das im folgenden hergeleitete Verfahren ist die Arbeit [GLAM92℄.2.10.1 Das VerfahrenWie bei der �ontinuous time�-Sylvestergleihung beshrieben, benutzen wir auh hier or-thogonale Transformationen, um das ursprünglihe Problem in ein gleih gut konditio-niertes, einfaheres Problem zu überführen. Das einfahere Problem ist dann rekursivau�ösbar.Shritt 1: Wir benutzen die reelle Shurtransformation für B und die Hessenbergtrans-formation für A: A = USU> B = V TV >Hierbei sind U und V orthogonal, T ist quasi-triangulär, d.h. auf der Hauptdiagonale be-�nden sih 1�1� oder 2�2� Blöke. S hat Hessenberggestalt, d.h. die Einträge unterhalbder Subdiagonalen sind gleih Null. Die Matritzen U; S sind aus Rn�n , V; T aus Rm�m .Wie sih diese Transformationen berehnen läÿt, �ndet man in Kapitel 2.8.Unsere Aufgabe kann dann umgeformt werden:USU>XV T>V > + �X =M;und mit Y = U>XV erhält manUSY T>V > + �UY V > =Mbzw. SY T> + �Y = U>MV =: F:Zu lösen ist also SY T> + �Y = F: (2.8)Shritt 2: Wir betrahten die k-te Spalte der letzten Gleihung. Sei Y = [y1j : : : jym℄ undF = [f1j : : : jfm℄. Dann gilt S mXi=k�1 tk;iyi + �yk = fk: (2.9)Diese Rekursion kann bei k = m beginnend wie folgt aufgelöst werden:



34 MATHEMATISCHE HILFSMITTEL1. Fall, tk;k�1 = 0:Dann folgt (tk;kS + �I) yk = fk � mXi=k+1 tk;iSyi:Das Lösen dieses Gleihungssystems der Gröÿe n� n kann mit Hilfe des Gauÿ-Verfahrensgeshehen. Da S Hessenberg-Gestalt hat, kann das Gleihungssystem mit einem Aufwandvon O(n2) gelöst werden. Genauere Angaben über die benötigte Anzahl Flops folgenspäter.2. Fall, tk;k�1 6= 0:Da T quasi-triangulär ist, ist notwendigerweise tk�1;k�2 = 0. Dann kann man die rekursiveGleihung (2.9) wie folgt lösen: diese Gleihung liefert die zwei GleihungenStk;k�1yk�1 + Stk;kyk + �yk = fk � mXi=k+1 tk;iSyi (2.10)Stk�1;k�2yk�2 + Stk�1;k�1yk�1 + �yk�1 = fk�1 � mXi=k tk�1;iSyi: (2.11)Aus den Gleihungen (4.26) und (4.27) folgt danntk;k�1Syk�1 + tk;kSyk + �yk = fk � mXi=k+1 tk;iSyi (2.12)tk�1;k�1Syk�1 + tk�1;kSyk + �yk�1 = fk�1 � mXi=k+1 tk�1;iSyi: (2.13)In Matrix-Shreibweise:�tk;kS + �I tk;k�1Stk�1;kS tk�1;k�1S + �I�� ykyk�1� = � fk �Pmi=k+1 tk;iSyifk�1 �Pmi=k+1 tk�1;iSyi� (2.14)Dieses System der Gröÿe 2n�2n kann mittels des Gauÿ-Verfahrens gelöst werden. Wendetman die Permutation (1; n+ 1; 2; n+ 2; : : : ; 2n) sowohl zeilen- als auh spaltenweise an, soentsteht eine Blok-Diagonalmatrix mit maximal 4 � 4 Blöken auf der Diagonalen. Dasheiÿt man hat maximal drei Subdiagonale ungleih Null. Auh hier ist der Aufwand fürdas Lösen des Gleihungssystems O(n2).



2.10. DIE VERALLGEMEINERTE �DISCRETE TIME�-SYLVESTERGLEICHUNG 35Verbesserungen:Wir setzen im folgenden pi = Syi. Desweiteren kürzen wir die auftretenden rehten Seitenwie folgt ab: rk = fk � mXi=k+1 tk;ipi (2.15)r̂k = fk�1 � mXi=k+1 tk�1;ipi (2.16)
Wir berehnen nun die pi synhron zu den yi:Im ersten Fall ergibt sih pk = Syk = 1tk;k (rk � �yk) : (2.17)
Im zweiten Fall erhält man nah einiger Rehnungpk�1 = tk�1;k(rk � �yk)� tk;k(r̂k � �yk�1)tk;k�1tk�1;k � tk;ktk�1;k�1 (2.18)pk = 1tk;k (rk � �yk � tk;k�1pk�1): (2.19)Wie wir bei der Laufzeitanalyse sehen werden, erreihen wir so die Berehnung der pi miteiner Laufzeit von O(n) ( anstelle von O(n2), wenn wir pi mittels Multiplikation von Sund yi berehnen würden).Insgesamt erhalten wir folgendes Verfahren:



36 MATHEMATISCHE HILFSMITTEL1. Eingabe: Matrizen A 2 Rn�n ; B 2 Rm�m ;M 2 Rn�m mit n � m. Parameter� 2 R.2. Berehne reelle Shurtransformation B = V TV >, Hessenbergtransformation A =USU> sowie F = U>MV .3. k:=m4. Berehne rk = fk �Pmi=k+1 tk;ipi.5. (a) Fall 1, tk;k�1 = 0:Löse (tk;kS + �I) yk = rk.Setze pk = 1tk;k (rk � �yk).Sowie k := k � 1.(b) Fall 2, tk;k�1 6= 0:Berehne r̂k = fk�1 �Pmi=k+1 tk�1;ipi.Löse �tk;kS + �I tk;k�1Stk�1;kS tk�1;k�1S + �I�� ykyk�1� = �rk̂rk� :Setze pk�1 = tk�1;k(rk � �yk)� tk;k(r̂k � �yk�1)tk;k�1tk�1;k � tk;ktk�1;k�1pk = 1tk;k (rk � �yk � tk;k�1pk�1):Sowie k := k � 2.6. Falls k > 0 gehe zu Shritt 4.7. Ausgabe: X = UY V >.
2.10.2 Zur LaufzeitWir analysieren im folgenden die Laufzeiten der einzelnen Shritte, um am Shluÿ eineobere Shranke für die benötigten FLOPSzu erhalten.Die Transformation von A auf Hessenberg-Gestalt benötigt nah Kapitel 2.8 143 n3 FLOPS,die Shurtransformation von B auf quasi�trianguläre Gestalt hat nah Kapitel 2.8 einenAufwand von 25m3 FLOPS. Die Berehnung von F = U>MV benötigt 2(n2m + nm2)



2.10. DIE VERALLGEMEINERTE �DISCRETE TIME�-SYLVESTERGLEICHUNG 37FLOPS.Die Berehnung von rk im Shritt 4 shlägt mit n+ 2n(m� k) FLOPS zu Buhe.Wir analysieren nun den Shritt 5(a): Das System hat eine Gröÿe von n � n wobei alleElemente unterhalb der Subdiagonalen gleih Null sind. Die Transformation dieses Systemsauf obere Dreieksgestalt benötigt Pnk=2(2(n � k + 2) + 2) = n2 + 3n � 4 FLOPS, dasanshlieÿende Lösen via Rüksubstituion hat einen Aufwand von n2 + n � 1 FLOPS. Dienun folgende Berehnung von pk benötigt in der angegebenen Form 2n+1 FLOPS. Würdeman pk via pk = Syk berehnen hätte man hier einen gröÿeren Aufwand von 2n2 FLOPS.Nun folgt die Analyse von Shritt 5(b): Die Berehnung von r̂k hat einen Aufwand vonn + 2n(m � k) FLOPS, das sind maximal 2nm � n FLOPS. Nun folgt nah Taushenvon Zeilen und Spalten mittels der Permutation (1; n + 1; 2; n + 2; : : : ; 2n) das Lösen des2m�2m�Systems mit maximal drei Subdiagonalen ungleih Null. Man hat einen AufwandvonP2nk=4(2n(2n� k+4)+ 2), um die unterste Subdiagonale ungleih Null zu eliminieren,einen Aufwand vonP2nk=3(2n(2n�k+3)+2), um die darauf folgende Subdiagonale ungleihNull zu eliminieren und shlieÿlih einen Aufwand von P2nk=2(2n(2n� k + 2) + 2), um dasSystem auf obere Dreieksgestalt zu bringen. Dann brauht man noh (2n)2 + 2n � 1FLOPS um das System via Rüksubstitution zu lösen. Das maht einen Gesamtaufwandvon 16n2 + 20n � 33 FLOPS. Die Berehnungen von pk�1 und pk benötigen shlieÿlih10n + 6 FLOPS. Hätte man hier pk und pk�1 mittels pk = Syk berehnet, so hätte maneinen höheren Aufwand von 4n2 FLOPS.Der letzte Shritt, nämlih die Transformation von X = UY V >, shlägt zum Ende nohmit 2(n2m + nm2) FLOPS zu Buhe.Geht man davon aus, daÿ tmmal der Fall 5(b) auftritt (0 � t � 0:5), und (1�2t)m mal Fall5(a), so erhält man für Shritt 5 einen Gesamtaufwand von 2n2m+6nm� 4m+ t(2nm2+12n2m+ 17nm� 19m) FLOPS, welher sih nah oben durh nm2 + 8n2m+ 292 nm� 272 mFLOPS abshätzen lässt.Nimmt man die Kosten der restlihen Shritte hinzu, so hat man einen maximalen Aufwandvon 143 n3 + 25m3 + 6nm2 + 12n2m+ 292 nm� 272 m FLOPS. Hier wird wiederum einsihtig,warum wir im Vorfeld n � m verlangt haben. Dieser Aufwand kann nah oben mittels25(n+m)3 FLOPS abgeshätzt werden. Man benötigt also O((n+m)3) Operationen zurLösung der �disrete-time�-Sylvestergleihung.
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3 Das Verfahren ST1C

Die Wissenshaft reduziert sih auf drei Punkte: denBeweis der alten Wahrheiten, die Reihenfolgeihrer Darlegung, die Entdekung neuer Wahrheiten.Jean-Fran ois Marmontel, französisher Shriftsteller
Nah dem wir im letzten Kapitel die mathematishen Grundlagen zu Behandlung dynami-sher inverser Probleme gelegt haben, befassen wir uns nun mit der Herleitung geeigneterVerfahren.Für den Fall, daÿ das Vorwärtsmodell zeitunabhängig ist, d.h. Ai = A0; 1 � i � T , könnenwir wie im folgenden beshrieben, für den unterbestimmten Fall ein e�zientes Verfahrenherleiten. Hierbei ist A0 2 L(H;G) ein linearer Operator zwishen den Hilberträumen Hund G über K . Was im überbestimmten Fall zu tun ist werden wir kurz angeben.3.1 Die MinimierungsaufgabeWir wollen nun zu T Zeitshritten Aufgaben Axi = yi; 1 � i � T unter Berüksihtigungder Minimierung der zeitlihen Glattheit in Form vonP kxi+1�xik2 lösen. Ausgangspunktist daher die AufgabeTXi=1 kA0xi � yik2 + TXi=1 �2i kxik+ �2 T�1Xi=1 kxi+1 � xik2 ! min : (3.20)Dies ist eine Erweiterung der Tikhonov-Phillips Minimierungsaufgabe: die erste Summefordert die Einhaltung der Gleihungen A0 xi = yi, der zweite Summand ist eine �räumlihe�Tikhonov-Phillips Regularisierung und der letzte Summand bringt die Zusatzinformation�zeitlihe Glattheit� ins Spiel. Wir haben hier die Möglihkeit o�en gelassen die �i jeweilsvershieden zu wählen. Dies maht Sinn, wenn der Anteil des Raushens in den Daten mitder Zeit shwankt.Die Aufgabe (3.20) ist äquivalent zukAx� yk2 + k�xk2 + �2kBxk2 ! min : (3.21)



40 DAS VERFAHREN ST1CHierbei haben wir die folgenden Bezeihnungen benutzt:A = diag(A0) 2 L(HT ; GT )x = (x1; : : : ; xT ) 2 HT� = diag(�1; : : : ; �T )
 IH 2 L(HT ; HT )Wobei HT = H � � � � �H (T mal), GT analog.
B = 26664IH �IHIH �IH. . . IH �IH

37775 = D 
 IH
D = 0BBB� 1 �11 �1. . . . . .1 �1 1CCCA 2 R(T�1)�T :

Das Funktional 	(x) = kAx � yk2 + k�xk2 + �kBxk2 ist konvex, das heiÿt man erhältdie eindeutige Lösung der Minimierungsaufgabe, indem man r�(x) = 0 löst. Dies führtzusammen mit Lemma 2.6.1 zu der Normalengleihung(A�A+ �2 + �2B�B) x = A�y: (3.22)3.2 Ein e�zienteres Verfahren im unterbestimmten FallBei unterbestimmten A0 ist A�A sehr groÿ. Den beim Lösen des dazugehörigen Gleihungs-sytems entstehende Aufwand können wir analog zu Lemma 2.6.3 wie folgt senken. Wihtigsind dabei die im folgenden Lemma angegebenen zu (2.2) analogen Vertaushungseigen-shaften.Lemma 3.2.1 Es gilt B�BA� = A� ~B� ~Bmit ~B = D 
 IG. Sowie �2A� = A�~�2mit ~� = diag(�i)
 IG.



3.3. EFFIZIENZSTEIGERUNG IM FALLE VON OPERATORMATRIZEN 41Beweis: Wegen IHA�0 = A�0IG gilt unter Ausnutzung der Rehenregeln für das verallge-meinerte KronekerproduktB�BA� = ((D>D)
 IH)(IT 
 A�0)= (D>D)
 A�0= (IT 
 A�0)((D>D)
 IG)= A� ~B� ~B:Die zweite Aussage beweist man analog.Lemma 3.2.2 Es gilt(A�A+ �2 + �2B�B)�1A� = A�(AA� + ~�2 + �2 ~B� ~B)�1:Beweis: Die Matrizeninversen existieren, da die beteiligten Matrizen strikt positivde�nit und somit regulär sind. Daher ist die Aussage des Lemmas äquivalent zuA�(AA� + ~�2 + �2 ~B� ~B) = (A�A+ �2 + �2B�B)A�:Dies ist wegen Lemma 3.2.1 wahr.Das heiÿt, wir lösen das System(AA� + ~�2 + �2 ~B� ~B) u = y; (3.23)und setzen x = A�u.Wir wählen nun, je nahdem ob A über- oder unterbestimmt ist, Gleihung (3.22) oder(3.23) und bezeihnen dieses Verfahren mit ST1C.3.3 E�zienzsteigerung im Falle von OperatormatrizenHandelt es sih bei A0 um eine Operatormatrix der Gröÿe n � m (wie shon erwähnt istdies der Fall, falls A0 eine Matrix über K ist), so lassen sih (3.22) und (3.23) aufgrundihrer Struktur zu �ontinuous-time� Sylvestergleihungen umformen. Diese lassen sih sehre�zient lösen.Wir führen nur den unterbestimmten Fall aus. Im unterbestimmten Fall ist die Normalen-gleihung (3.23) äquivalent zu�IT 
 (A0A�0) + diag(�2i )
 IG + �2(D>D)
 IG� u = y: (3.24)



42 DAS VERFAHREN ST1CSatz 2.4.3 führt dann zu der �ontinuous-time� Sylvestergleihung(A0A�0)U + U �diag(�2i ) + �2D>D� = Matn(y) =: Y: (3.25)Diese läÿt sih im Falle von Matrizen über K , wie in Abshnitt 2.9 beshrieben, sehr e�zientlösen. Genauer gesagt hat man nun einen Aufwand von O((n+ T )3) statt O(n3T 3) wie in(3.23).Dieser Untershied ist sehr drastish, für n = T = 16 beispielsweise ist n3T 3 192 mal gröÿerals (n+ T )3. Das ist wesentlih mehr als der Geshwindigkeitsuntershied zwishen einemhandelsüblihen PC und einem sehr teuren Hohleistungsrehner. Geht man von mehrMeÿwerten n oder mehr Zeitshritten T aus, so wird diese Untershied wegen des kubishenWahstums noh drastisher. Das heiÿt also, daÿ man mit Hilfe eines e�zienten Verfahrensauf einem langsamen Rehner Probleme lösen kann, die durh ine�ziente Verfahren aufHohleistungsrehnern niht behandelbar sind.



43
4 Das Verfahren ST2

Man muÿ die Dinge so einfah wie möglih mahen.aber niht einfaher.Albert Einstein
Im folgenden werden wir ein e�zientes Verfahren für den allgemeinen Fall zeitabhänigi-ger unterbestimmter Vorwärtsmodelle Ai herleiten. E�zient heiÿt, daÿ Gleihungssystememit Blöken der Form AiA�j statt A�iAj zu lösen sind. Leider versagt die in Kapitel 2.10.2angewandte Tehnik. Diese beruht auf den in Lemma 3.2.1 bewiesenen Vertaushungsei-genshaften. Eine solhe Vertaushungseigenshaft läÿt sih im Falle beliebiger Ai nihtallgemein beweisen9. Wir müssen daher einen anderen Weg beshreiten.4.1 Die AufgabenstellungZu lösen sind nun die T GleihungenA1 x1 = y1; : : : ; AT xT = yT (4.26)unter der Zusatzbedingung, daÿ die zeitlihe Entwiklung der xi �glatt� sein soll. Hierbeiist Ai 2 L(H;Gi) ein linearer Operator zwishen den Hilberträumen H und Gi.Um die Forderung nah zeitliher Glattheit der xi einzubringen, führt man zusätzliheVariablen di ein und erhält das GleihungssystemA1 x1 = y1; : : : ; AT xT = yTd1 = x2 � x1; : : : ; dT�1 = xT � xT�1: (4.27)Für die di fordert man in einem später genauer spezi�zierten Sinne:Xi kdik2 ! min :9das liegt daran, daÿ die Rehtsmultiplikation mit A� = diag(A�i ) einer spaltenweisen Multiplikationentspriht, die Linksmultiplikation mit A� aber einer zeilenweisen Multiplikation.



44 DAS VERFAHREN ST2Führt man transformierte Variable Æi = �diein, und benutzt A = diag(Ai) 2 L(HT ; G1 � � � � �GT )x = (x1; : : : ; xT ) 2 HTÆ = (Æ1; : : : ; ÆT�1) 2 HT�1y = (y1; : : : ; yT ) 2 G1 � � � � �GT(HT de�niert wie im letzten Kapitel) so ist (4.27) äquivalent zu dem GleihungssystemM �jÆ� = �A 0B ��1I��xÆ� = �y0� : (4.28)Hierbei gilt I = IT�1 
 IH undB = 26664IH �IHIH �IH. . .IH �IH
37775 = D 
 IH mit D = 0BBB�1 �11 �1. . .1 �11CCCA 2 R(T�1)�T :Das obige Gleihungssystem (4.28) ist unterbestimmt. Eine Möglihkeit, Abhilfe zu shaf-fen ist nah Korollar 2.5.2 die Forderung�xÆ� 2 N(M)? = R(M�), �xÆ�2 ! min: (4.29)Das heiÿt, man löst MM�u = �y0� ; (4.30)und setzt �xÆ� =M�u:Da man nur x benötigt, reduziert sih dies aufx = �A�B��u (4.31)Diese Lösung erfüllt also (4.27) und (4.29), d.h. zu jedem Zeitpunkt gilt Ai xi = yi und diexi sind mittels �xÆ�2 = TXi=1 kxik2H + T�1Xi=1 kÆik2H= TXi=1 kxik2H + �2 T�1Xi=1 kxi+1 � xik2H ! min (4.32)



4.2. UMFORMUNG DES GLEICHUNGSSYSTEMS 45gekoppelt. Dies ist die Forderung nah zeitliher Glattheit.Letztere Minimierung ist äquivalent zu�2 TXi=1 kxik2H + �2�2 T�1Xi=1 kxi+1 � xik2H ! min:Setzt man � = ��, so hat man einen räumlihen Regularisierungsparameter � und einenzeitlihen Regularisierungsparameter � . Der Wert von � ergibt sih anhand dieser Para-meter mittels � = �� .4.2 Umformung des GleihungssystemsAls erstes berehnen wir MM�:MM� = �A 0B ��1I� �A� B�0 ��1I� = �AA� AB�BA� BB� + ��2I� (4.33)Das heiÿt MM� �uv� = �y0�ist äquivalent zu AA� u+ AB� v = yBA� u+ (BB� + ��2I) v = 0 (4.34)mit u 2 G1 � � � � �GT und v 2 HT�1.Das heiÿt v = � �BB� + ��2I��1BA� u; (4.35)und somit A�I �B� �BB� + ��2I��1B�A� u = y: (4.36)Der Term (BB� + ��2I)�1 kann umgeformt werden zu�BB� + ��2I��1 = �(D 
 IH)(D> 
 IH) + (��2IT�1 
 IH)��1= �(DD> + ��2IT�1)
 IH��1= (DD> + ��2IT�1)�1 
 IH= Q
 IH : (4.37)



46 DAS VERFAHREN ST2Auÿerdem giltI � B� �BB� + ��2I��1B = IT 
 IH � (D> 
 IH)(Q
 IH)(D 
 IH)= (IT �D>QD)
 IH= R 
 IH (4.38)mit Q 2 R(T�1)�(T�1) und R 2 RT�T .Die Gleihung (4.36) ist daher äquivalent zuA(R 
 IH)A� u = y: (4.39)Dabei ist A(R
 IH)A� = �ri;jAiA�j�i;j =: C: (4.40)Das heiÿt man löst C u = y: (4.41)Da C shleht gestellt ist, löst man statt dessen die regularisierte Gleihung(C + 2IG1�����GT ) u = y: (4.42)Wir bezeihen  als numerishen Regularisierungsparameter.v erhält man dann gemäÿ v = � �BB� + ��2I��1BA� u= �(Q
 IH)(D 
 IH)A� u= �(QD 
 IH)A� u: (4.43)x ergibt sih mittels x = A� u+B� v= A� u+ (D> 
 IH) v= A� u� (D> 
 IH)(QD 
 IH)A� u= �IT 
 IH � (D>QD)
 IH�A� u= �(IT �D>QD)
 IH�A� u= [R
 IH ℄A�u: (4.44)
Das heiÿt xi =Xj ri;jA�juj: (4.45)



4.3. DAS VERFAHREN ST2 474.3 Das Verfahren ST2Aufbauend auf den vorhergehenden Ausführungen erhält man das folgende Verfahren ST2:1. Eingabe: Daten y, räumliher Regularisierungsparameter �, zeitliher Regula-risierungsparameter � , numerisher Regularisierungsparamter .2. Ausgehend von D berehnet man Q und R gemäÿ (4.38) und (4.37):Q = (DD> + �2� 2 IT�1)�1 2 R(T�1)�(T�1)R = IT �D>QD 2 RT�T :3. C ergibt sih gemäÿ C = [ri;jAiA�j ℄i;j.4. Man löst das regularisierte Gleihungssystem(C + 2IG1�����GT ) u = y:5. Nah (4.45) ergibt sih x durhxi =Xj ri;jA�juj:Aus E�zienzgründen bietet es sih an, die A�juj vorzuberehnen, und dann erstdie xi zu bilden.
4.4 Der Fall eines zeitunabhängigen VorwärtsmodellsWir verzihten hier darauf den Spezialfall eines zeitunabhängigen Vorwärtsmodells, d.h.Ai = A0 8i zu betrahten. Wie wir im nähsten Kapitel sehen werden, führt ein andererAnsatz zu einem analogen Verfahren ST3. Dort werden wir dann auh ein Verfahren ST3Cim Falle eines zeitunabhängigen Operators angeben.



48 DAS VERFAHREN ST2
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5 Die Verfahren ST3 und ST3C

Zum Entdeken gehört Glük, zum Er�nden Geist,und beide können beides niht entbehren.Johann Wolfgang von Goethe
Wir werden in diesem Kapitel zu einem Verfahren ST3 gelangen, welhes sih als Spezialfalldes in Kapitel 3.3 vorgestellten Verfahrens ST2 herausstellen wird. Genauer gesagt, wirddas Verfahren ST3 von einem Parameter weniger als das Verfahren ST2 abhängen10. Dasih dieser Parameter nur shleht motivieren läÿt, ist das folgende Verfahren ST3 demVerfahren ST2 vorzuziehen. Die Herleitung des Verfahrens ST2 ist aber dahingehend vonInteresse, daÿ ein anderer Ansatz benutzt wurde, um �zeitlihe Glattheit� zu modellieren.Es sei darauf hingewiesen, daÿ die zum Beweis von Lemma 2.6.3 benutzte Tehnik im Fallevon zeitabhängigen Ai niht greift, und ein anderer Weg beshritten werden muÿ, um zueinem e�zienten Verfahren zu gelangen.5.1 Die MinimierungsaufgabeWie bereits angegeben haben wir T Meÿwerte yi, T Vorwärtsoperatoren Ai und T Unbe-kannte xi; 1 � i � T . Diese sollen Ai xi = yi erfüllen unter der Nebenbedingung, daÿ diezeitlihe Entwiklung der xi �glatt� sein soll. Es gilt Ai 2 L(H;Gi); xi 2 H und yi 2 Gi.H und Gi sind Hilberträume.Um ein Verfahren zu gewinnen, beginnen wir mit der Minimierungsaufgabe�(x; d) = TXi=1 kAixi � yik2 + �2 TXi=1 kxik2 + �2 T�1Xi=1 kdik2 ! min (5.46)unter der Nebenbedingung xi+1 � xi = di: (5.47)10Es handelt sih um den im Abshnitt 4.2 eingeführten numerishen Regularisierungsparameter .



50 DIE VERFAHREN ST3 UND ST3CDiese fordert ein näherungsweises Einhalten der Beziehung Aixi = yi unter der räumlihenRegularisierungsbedingungPi kxik2 ! min und der zeitlihen RegularisierungsbedingungPi kxi+1 � xik2 ! min.Wir können die Nebenbedingung (5.47) mittels eines Straftermskxi+1 � xi � dik2in die Minimierungsaufgabe (5.46) einbringen:��(x; d) = TXi=1 kAixi � yik2 + �2 TXi=1 kxik2 + �2 T�1Xi=1 kdik2+ �2kxi+1 � xi � dik2 ! min : (5.48)Für � ! 1 konvergiert die Lösung x� von (5.48) gegen die Lösung x von (5.46) und(5.47). Wir formen die Minimierungsaufgabe weiter um, um shlieÿlih zu einer linearenGleihung zu gelangen, welhe uns x liefert.Wir skalieren di = ��Æi. Damit dies eine gültige Skalierung ist, müssen wir �; � 6= 0voraussetzen. Dann gilt��(x; r) = TXi=1 kAixi � yik2 + �2 TXi=1 kxik2 + �2 T�1Xi=1 kÆik2+ �2kxi+1 � xi � ��Æik2 ! min : (5.49)Wir setzen A = diag(Ai) 2 L(HT ; G1 � � � � �GT )x = (x1; : : : ; xT ) 2 HTÆ = (Æ1; : : : ; ÆT�1) 2 HT�1y = (y1; : : : ; yT ) 2 G1 � � � � �GT ;HT , B und D wählen wir wie in Abshnitt 4.1.Nun ist (5.49) äquivalent zu � A 0�B ���I�| {z }M� �xÆ�� �y0�2 + �2�xÆ�2 ! min : (5.50)Dies ist eine Tikhonov-Phillips-Regularisierung.Daher gilt für die Lösung (x�; Æ�) von (5.50) nah Lemma 2.6.3:�x�Æ�� =M�� �M�M�� + �2I��1�y0� : (5.51)



5.2. BERECHNUNG VON X� 51Fassen wir zusammen: Die Lösung von (5.46) erhalten wir, indem wir zuerst die Lösungx� von (5.51) bestimmen. Dann berehnet sih die Lösung x von (5.46) mittelsx = lim�!1x�:5.2 Berehnung von x�Um (5.51) zu berehnen, lösen wir zuerst die Gleihung�M�M�� + �2I��uv� = �y0� : (5.52)Es gilt M�M�� + �2I = � AA� �AB��BA� �2(BB� + �2�2 I)�+ �2I: (5.53)Die Gleihung (5.52) liefert dannAA� u+ �AB� v + �2 u = y (5.54)�BA� u+ �2(BB� + �2�2 I) v + �2 v = 0: (5.55)Aus (5.55) folgt v = � 1� �BB� + ��2�2 + �2�2� I��1BA� u: (5.56)In (5.54) eingesetzt liefert diesA�I � B��BB� + ��2�2 + �2�2� I��1B| {z }N� �A� u+ �2 u = y: (5.57)N� vereinfaht sih zuN� = (D> 
 IH) �(D 
 IH)(D>IH) + ��2�2 + �2�2� (IT�1 
 IH)��1 (D 
 IH)= (D> 
 IH)��DD> + ��2�2 + �2�2� IT�1��1| {z }Q� 
IH�(D 
 IH)= (D> 
 IH) [Q� 
 IH ℄ (D 
 IH)= (D>Q�D)
 IH : (5.58)



52 DIE VERFAHREN ST3 UND ST3CDann ist (5.57) äquivalent zuA �IT 
 IH � (D>Q�D)
 IH�A� u+ �2 u = y; (5.59)bzw. A�� IT �D>Q�D| {z }R� �
 IH�A� u+ �2 u = y: (5.60)Das heiÿt, wir setzen C� := A(R� 
 IH)A� = �r�i;jAiA�j�i;j ; (5.61)und lösen (C� + �2IG1�����GT ) u = y: (5.62)v ergibt sih nun wegen (5.56) und analoger Rehnung zuv = � 1� [(Q�D)
 IH ℄A�u: (5.63)Nun gilt wegen (5.51) �x�r�� =M���uv� : (5.64)Also x� = A� u�B� [(Q�D)
 IH ℄A� u= A� u� ��D>Q�D�
 IH�A� u= ��IT �D>Q�D�
 IH�A�u= [R� 
 IH ℄A� u: (5.65)
5.3 Der Grenzübergang �!1Wir müssen nun den Grenzübergang �!1 vollziehen. Das führt zuerst wegen (5.62) zuder Gleihung (C1 + �2IG1�����GT ) u = y (5.66)mit C1 = lim�!1C� = A ( lim�!1R�)A� = AR1A�; (5.67)



5.4. DAS VERFAHREN ST3 53wobei R1 = IT �D>Q1DQ1 = �DD> + �2�2 IT�1��1 ; (5.68)und dann wegen (5.65) x = lim�!1x� = (R1 
 IH)A� u (5.69)gilt. Das heiÿt xi =Xj r1i;j A�juj: (5.70)5.4 Das Verfahren ST3Insgesamt erhält man die Lösung der Minimierungsaufgabe (5.46) wie folgt1. Eingabe: Daten y, räumliher Regularisierungsparameter �, zeitliher Regula-risierungsparameter �.2. Ausgehend von D; �; � berehnet man Q1 und R1 gemäÿ (5.68)Q1 = �DD> + �2�2 IT�1��1R1 = IT �D>Q1D = (r1i;j)i;j:3. C1 ergibt sih gemäÿ C1 = [r1i;jAiA�j ℄i;j:4. Man löst (C1 + �2IG1�����GT ) u = y:5. x = (x1; : : : ; xT ) berehnet man mittelsxi =Xj r1i;j A�juj:Aus E�zienzgründen bietet es sih an, die A�juj vorzuberehnen, und dann erstdie xi zu bilden.



54 DIE VERFAHREN ST3 UND ST3C5.5 Die Grenzfälle �! 0 und �!1Wir betrahten im folgenden die Fälle � ! 0, d.h. den zeitlih ungekoppelten Fall und�!1, das ist der statishe Fall.Dazu betrahten wir die MatrixR1(�; �) = IT �D>(DD> + �2�2 IT�1)�1D;und bestimmen im folgenden die Grenzwertelim�!0R1(�; �) und lim�!1R1(�; �):Wir beginnen mit der Darstellung von DD>: D hat die Darstellung (D)i;j = Æi;j � Æi+1;j.Damit ergibt sih für DD> die Darstellung(DD>)i;j =Xk (D)i;k(D)j;k=Xk (Æi;k � Æi+1;k)(Æj;k � Æj+1;k)= �Æi�1;j + 2Æi;j � Æi+1;j:Das heiÿt DD> = 0BBBBBBB�
2 �1�1 2 �10 �1 2 �1. . . . . . . . .�1 2 �1�1 2

1CCCCCCCA 2 R(T�1)�(T�1) :Nah [Smi70℄ hat der �-te Eintrag eines �-ten Eigenvektors dieser Matrix denWert sin ����T � ;woraus folgt, daÿ die normierten Eigenvektoren die Form(u�)� =r 2T sin����T �haben. Die zugehörigen Eigenwerte erfüllen�� = 4 sin2 ���2T � :Da 1 � � � T � 1, sind alle Eigenwerte positiv, woraus folgt, daÿ DD> regulär ist.Aus dieser Beobahtung folgt, daÿlim�!1R1(�; �) = IT �D>(DD>)�1D =:M:Wir benötigen für die weiteren Rehnungen das folgende Lemma:



5.5. DIE GRENZFÄLLE �! 0 UND �!1 55Lemma 5.5.1 Aus XD> = 0 und DX = 0 folgt, daÿ X eine Matrix mit konstantenEinträgen ist.Beweis: XD> = 0 hat zur Folge, daÿ xi;j � xi;j+1 = 0 ist. Das heiÿt X ist längs Zeilenkonstant. Analog folgt aus DX = 0, daÿ X längs Spalten konstant ist. Insgesamt folgt,daÿ X eine Matrix mit konstanten Einträgen ist.Die Matrix M hat nun die EigenshaftMD> = D> �D>(DD>)�1DD> = D> �D> = 0;sowie DM = D �DD>(DD>)�1D = D �D = 0:Aus dem Lemma folgt nun die Behauptung, daÿ M eine Matrix mit konstanten Einträgenist. Um diesen konstanten Wert zu bestimmen, berehnen wir im folgenden (M)1;1:Aus der De�nition von D folgt (D>XD)1;1 = x1;1 � x1;2 � x2;1 + x2;2. Setzen wir nunX = (DD>)�1, so hat X die DarstellungX = T�1X�=1 ��1� u�u>�Insgesamt folgt(D>XD)1;1 = 12T T�1X�=1 sin ���T � sin ���T �sin2 ���2T � � 2sin ���T � sin �2��T �sin2 ���2T � + sin �2��T � sin �2��T �sin2 ���2T � ! :Setzt man nun a� := ��i2T , so folgt:(D>XD)1;1 = 12T T�1X�=1 (e2a� � e�2a�)2(ea� � e�a�)2 � 2(e2a� � e�2a�) (e4a� � e�4a�)(ea� � e�a�)2 + (e4a� � e�4a�)2(ea� � e�a�)2 ! :Sukzessives Anwenden von x2 � y2 = (x + y)(x � y) und Zusammenfassen der einzelnen



56 DIE VERFAHREN ST3 UND ST3CTerme liefert nah einiger Rehnung(D>XD)1;1 = 12T T�1X�=1 �e6a� + 2 + e�6a��= T � 1T + 12T T�1X�=1 �e 3��iT + e� 3��iT �= T � 1T + 12T T�1X�=1 e 3��iT + 12T T�1X�=1 e� 3(T��)�iT= T � 1T + 12T T�1X�=1 e 3��iT + 12T e�3�i T�1X�=1 e 3��iT= T � 1T :Das ergibt (M)1;1 = 1� (D>XD)1;1 = 1� T � 1T = 1T :Insgesamt erhalten wir den folgendenSatz 5.5.2 Es gilt lim�!0R1(�; �) = (Æi;j)i;jund lim�!1R1(�; �) = � 1T �i;j :Beweis: Den Fall �!1 haben wir in der obigen Rehnung bereits bewiesen. Für denFall �! 0 betrahten wir�DD> + �2�2 IT�1��1 = �2(�2DD> + �2IT�1)�1 ! 0 bei �! 0Setzen wir nun das erste Ergebnis (�! 0, d.h. keine zeitlihe Kopplung) in unser VerfahrenST3 ein, so sehen wir, daÿ C eine Diagonalmatrix mit Einträgen AiA�i ist, und sih derletzte Shritt als xi = A�iui shreibt. Insgesamt erhalten wir:Satz 5.5.3 Im zeitlih ungekoppelten Fall � = 0 liefert das Verfahren ST3 zu jedem Zeit-shritt eine Tikhonov-Phillips-Lösung des Problems Ai xi = mi.Daraus folgt das



5.5. DIE GRENZFÄLLE �! 0 UND �!1 57Korollar 5.5.4 Die mittels des Verfahrens ST3 induzierte Abbildung T�; : m 7! x isteine Regularisierung des Problems Ai xi = mi 8 iBeweis: Da die Regularisierungsparameter � und � als Faktoren vor Summanden in derzu ST3 gehörenden Minimierungsaufgabe auftauhen, kann man den Grenzprozeÿ (�; �)!(0; 0) in die Teilprozesse �! 0 gefolgt von �! 0 zerlegen. Wie wir gesehen haben, führt� ! 0 zu einem Tikhonov-Phillips-Verfahren. Da dieses wiederum als Regularisierungbekannt ist [Lou89℄, ist das Korollar bewiesen.Wir analysieren nun die Auswirkung des zweiten Ergebnisses (�!1, d.h.�wir haben einstatishes Verfahren) auf das Verfahren ST3.Im Verfahren ST3 hat man im statishen Grenzfall das Gleihungssystem�� 1T AiA�j�+ �2I� u = mzu lösen. Setzen wir v = 1T u, so ist dies äquivalent zu��AiA�j�+ �2TI� v = m:Der letzte Shritt von ST3 shreibt sih dann alsxi =Xj 1T A�juj =Xj A�jvj:Setzen wir nun A = 264A1...AT375 ;so haben wir im statishen Grenzfall des Verfahrens ST3 das System(AA� + �2T I) v = m (5.71)zu lösen, und erhalten die xi als xi = A�v:Dies ist allerdings nihts anderes als die Tikhonov-Phillips-Lösung des ProblemsAx = mmit Regularisierungsparameter �2T . Berüksihtigt man, daÿ Ax = m äquivalent ist zuAi x = mi 8 i; (5.72)so erhalten wir als Gesamtergebnis:



58 DIE VERFAHREN ST3 UND ST3CSatz 5.5.5 Bei � ! 1 geht das Verfahren ST3 in ein Tikhonov-Phillips-Verfahren zurLösung des statishen Problems Ai x = mi über.Das Auftauhen des Faktors T im Regularisierungsparameter �2T in (5.71) läÿt sih da-durh erklären, daÿ beim Ansatz des Verfahrens ST3 der Regularisierungsterm Pi kxik2auftauht, welher im statishen Grenzfall (x := x1 = : : : = xT ) gleihwertig ist zu Tkxk2.Bei der Tikhonov-Regularisierung der Aufgabe (5.72) tritt hingegen nur der Regularisie-rungsterm kxk2 auf.5.6 Das Verfahren ST3CHandelt es sih bei den Ai um ein und denselben Operator A0, das heiÿt das Vorwärtsmodellist zeitunabhängig, so hat C1 die folgende spezielle Struktur:C1 = [r1i;jA0A�0℄ = R1 
 (A0A�0)Ist weiterhin A0 selbst eine Operatormatrix der Gröÿe n � m, so können wir nun dasVerfahren ST3C gemäÿ Satz 2.4.3 wie folgt formulieren:1. Eingabe: Daten y, räumliher Regularisierungsparameter �, zeitliher Regula-risierungsparameter �.2. Ausgehend von D; �; � berehnet man Q1 und R1 gemäÿQ1 = �DD> + �2�2 IT�1��1R1 = IT �D>Q1D = (r1i;j)i;j:3. Man löse (A0A�0)UR1 + �2U = Matn(y) =: Y:4. Bezeihne uj die j-te Spalte von U , dann erhält man x gemäÿxi =Xj r1i;j A�0uj:E�zienter ist die Berehnung der xi als Spalten der MatrixX = A�0UR1



5.7. ZUR EFFIZIENZ 59Wir betrahten nun den Fall, daÿ es sih bei A0 um eine Matrix über K handelt. Dannliefert das angegebene Verfahren einen direkt umsetzbaren Algorithmus. Vergleiht mandiesen nun mit dem äquivalenten Verfahren ST1C, so sind beide gleih e�zient. IhreLaufzeit ist jeweils von der Ordnung O((n+T )3), die Koe�zienten der Terme der Ordnungdrei stimmen überein, lediglih bei linearen Termen gibt es geringfügige Untershiede.5.7 Zur E�zienzWir wollen nun für den Fall von Vorwärtsoperatoren Ai in Form von n�N -Matrizen undT Zeitshritten den Aufwand in FLOPS shätzen. Wir tragen kurz die Fakten zusammen:Das Lösen einesm�m-Systems mittels Gauÿ-Elimination hat nah [GvL96℄ einen Aufwandvon 2=3m3 FLOPS. Der Aufwand der beiden in 2.9 und 2.10 vorgestellten Sylvesterlöserkann jeweils nah oben mittels 25(n + T )3 FLOPS abgeshätzt werden. Der Shritt fünfim Verfahren ST3 kann zerlegt werden in die Berehnung der A�juj und anshlieÿendeSummierung. Der Aufwand hierfür beträgt dann 2TnN + 2T 2N = 2TN(n + T ).Wir betrahten nun die folgenden drei Verfahren: zum ersten den naiven Zugang über dieNormalengleihung (3.22), zum anderen die Verfahren ST3 und ST3C.Gehen wir von n = 64 Meÿwerten, N = 5000 Unbekannten in jedem Zeitshritt undT = 100 Zeitshritten aus, so erhalten wir die in folgende Tabelle dargestellten Kosten.Diese Wahl von n;N und T ist für der in Kapitel 8 vorgestellte stCDR typish.Normalengleihung ST3 ST3CFLOPS 2=3(NT )3 2=3(nT )3 + 2TN(n+ T ) 25(n+ T )3 + 2TN(n+ T )n = 64; N = 5000; T = 100FLOPS 8:3 � 1016 1:7 � 1011 2:7 � 108Wie man sieht, ist der E�zienzuntershied sehr groÿ. Man kann mit Hilfe des VerfahrensST3 auf einem (eventuell veralteten) PC shneller zum Ziel kommen als mit der Norma-lengleihung auf einem aktuellen Hohleistungsrehner.
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6 Dynamishe Computertomographie

Es ist niht genug zu wissen, man muÿ es auh anwenden;es ist niht genug zu wollen, man muÿ es auh tun.Johann Wolfgang von Goethe
In dem folgenden Kapitel werden wir das Problem der dynamishen Röntgen-Computer-tomographie (dynCT) betrahten. Es handelt sih hierbei um ein lineares Problem, aufdas sih die in den vorhergehenden Kapitel beshriebenen Verfahren anwenden lassen. ImGegensatz zu den in den folgenden Kapiteln behandelten Beispielanwendungen, liegt hierein kontinuierlih formuliertes Vorwärtsmodell zugrunde.Es sei darauf hingewiesen, daÿ Verfahren zur dynCT kaum erforsht sind, es gibt aberArbeiten, welhe versuhen Dynamiken, wie sie entstehen wenn ein Patient sih währendder CT bewegt, �herauszurehnen� um dann ein statishes Bild zu erhalten. Siehe zumBeispiel die Arbeit [WV93℄.6.1 Allgemeines zur ComputertomographieUrsprünglih in den frühen Siebzigern in der diagnistishen Radiologie eingeführt, �ndetdie CT heute in vielen Gebieten Anwendung wie z. B. beim zerstörungsfreien Prüfen.Die Büher [Lou89℄, [Nat86℄ und [Her80℄ bieten einen guten Überblik über das Gebiet derCT. Hier werden neben mathematishen Fragestellungen auh konkrete Algorithmen be-sprohen. Wer mehr über den medizinishen Hintergrund erfahren will, sei auf [GGCM77℄und [KS82℄ verwiesen.Wir gehen nun auf den Meÿvorgang bei der CT ein: Bei der Röntgen-Computertomographie(CT) miÿt man die Abminderung von Röntgenstrahlen beim Durhdringen eines Objektes,um die Dihteverteilung im Innern des Objektes zu rekonstruieren. Diese Dihteverteilungliefert Aussagen über die Zusammensetzung des Objektes in seinem Inneren. Um genaueAussagen über das Innere eines Objektes mahen zu können, ist es notwendig, das Objektaus vielen Rihtungen mit Röntgenstrahlen zu durhdringen. Pro Rihtung wiederum



62 DYNAMISCHE COMPUTERTOMOGRAPHIEwerden parallele Strahlen durh das Objekt geshikt. In diesem Fall spriht man von derparallelen Geometrie. Siehe hierzu Abbildung 6.1.
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Abb. 6.1: Meÿvorgang der Röngten-Computertomographie
6.2 Das mathematishe Modell der CTUm die CT mathematish formulieren zu können, müssen wir die Strahlen parametrisieren.Dies geshieht durh einen Normalenvektor ! 2 S1 und eine Abstandsangabe s 2 R. Durhdiese beiden Gröÿen wird eine Gerade in R2 wie folgt beshriebenL(s; !) = fx 2 R2 j s� x � ! = 0g:Für die CT gilt dann das folgende mathematishe ModellZL(s;!) f(x) dx = � log I(s; !)I0 =: g(s; !): (6.73)I(s; !) sind hierbei die in der Position (s; !) gemessene Intensität des Röntgenstrahls, I0ist die Intensität der Röntgenquelle. g bezeihnet man im Vergleih zu I als modi�zierteDaten. f beshreibt die Dihteverteilung des Objektes 
. Siehe hierzu Abbildung 6.2.Eine Herleitung der Formel (6.73) �ndet man in [Lou89℄.Wenn man !? als den um �=2 im Uhrzeigersinn gedrehten Rihtungsvektor ! bezeihnet,so läÿt sih L(s; !) auh wie folgt beshreibenL(s; !) = fs! + t!? j t 2 Rg:
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Abb. 6.2: Geometrie der Röntgen-ComputertomographieGehen wir weiter davon aus, daÿ es sih bei 
 um
 = fx 2 R2 j kxk2 � 1ghandelt, so hat man folgendes Vorwärtsmodell:f 2 L2(
) 7! (Rf)(s; !) = ZR f(s! + t!?) dt: (6.74)Die Abbildung R : L2(
)! L2([�1; 1℄� S1) (6.75)bezeihnet man als 2D-Radontransformation.Geht man von einem statishen Objekt aus, so besteht die Aufgabe der CT darin, denOperator R zu invertieren. Hierbei handelt es sih um ein shleht gestelltes Problem.6.3 Das mathematishe Modell der dynCTBei der dynamishen CT geht man nun davon aus, daÿ sih der Meÿvorgang durh Variationder Rihtung ! über einen gewissen Zeitraum erstrekt, und daÿ sih das zu untersuhendeObjekt während dieses Zeitraums ändern darf. Wir gehen weiterhin davon aus, daÿ derjeweilige Meÿvorgang zu einer �xen Rihtung ! keine Zeit brauht.Die zu den ti gehörenden Winkel �i seien gleihverteilt, d.h. �i = 2� i�1T ; 1 � i � T . Fürdie Normalenvektoren !i gilt dann!i = (� sin �i; os �i)>:



64 DYNAMISCHE COMPUTERTOMOGRAPHIEDadurh erhält man zu den Zeitshritten ti mit zugehörigen Winkeln �i die Vorwärtsope-ratoren (Rif)(s) = (R�i)(s) := (Rf)(s; �i): (6.76)Das heiÿt Ri : L2(
)! L2([�1; 1℄): (6.77)Analog zu den in Kapitel 1.1 eingeführten Bezeihnungen besteht das Problem der dyna-mishen CT nun darin, zu den Meÿwerten gi Dihteverteilungen fi zu �nden, so daÿRifi = gi 1 � i � T:6.4 Anwendung des Verfahrens ST3 auf dynCTWir gehen im folgenden darauf ein, wie man das Verfahren ST3 dazu nutzen kann, das Pro-blem der dynamishen CT zu lösen, indem man zeitlihe Glattheit als a-priori Informationberüksihtigt. Wir mahen den Ansatz(f1; : : : ; fT ) = minargfXi kRifi � gik2 + �2Xi kfik2 + �2Xi kfi+1 � fik2g:Diese kann man nun mit Hilfe des Verfahrens ST3 e�zient wie folgt lösen: Als erstesmüssen wir klären, wie die adjungierten Operatoren R�i de�niert sind. Es gilt der folgendeSatz 6.4.1 Der zu Ri adjungierte Operator R�i istR�i : L2([�1; 1℄)! L2(
)gemäÿ (R�i g)(x) = g(x � !i):Beweis: Ri läÿt sih auh shreiben als(Rif)(s) = Z
 f(x)Æ(s� x � !i) dx:Das heiÿt hRif; giL2[�1;1℄ = Z 1�1 g(s) Z
 f(x)Æ(s� x � !i) dx ds= Z
 f(x) Z 1�1 g(s)Æ(s� x � !i) ds dx= Z
 f(x)g(x � !i) dx= hf; R�i giL2(
):



6.4. ANWENDUNG DES VERFAHRENS ST3 AUF DYNCT 65Anshaulih betrahtet, setzt R�i das 1-D �Bild� g auf dem Detektor zu einem 2-D �Bild�im Objekt fort, und zwar so, daÿ diese Fortsetzung längs Geraden L(�; !i) konstant ist.Wenn wir das Verfahren ST3 anwenden wollen, so müssen wir zuerst abhängig von � und� die Wihtungsmatrix R1 = (r1i;j) vorberehnen und dann den Operator C = [r1i;jRiR�j ℄bilden. Das nähste Lemma maht nun eine Aussage über die Operatoren RiR�j :Lemma 6.4.2 Es gilt RiR�j = R(i�j) mod TR�0:Beweis: Wir betrahten die mittels�� = 0BB�os � � sin �sin � os � 1CCAerzeugte Transformation x 7! ��x. Diese Transformation dreht einen Vektor x um denWinkel � gegen den Uhrzeigersinn.O�ensihtlih gilt det �� = 1:Auÿerdem gilt ��jx � !i = x � !(i�j) mod T :Denn ist x = (x1; x2)>, so gilt��jx � !i = (x1 os �j � x2 sin �j; x1 sin �j + x2 os �j)> � !i= �x1 os �j sin �i + x2 sin �j sin �i + x1 sin �j os �i + x2 os �j os �i= �x1 sin(�i � �j) + x2 os(�i � �j)= �x1 sin((�i � �j) mod 2�) + x2 os((�i � �j) mod 2�)x2= x � !(i�j) mod T :Nun können wir die Aussage des Lemmas beweisen:RiR�j g(s) = Z
 g(x � !j)Æ(s� x � !i) dx= Z��j (
) g(x � !j)Æ(s� x � !i) dx= Z
 g(��ju � !j)Æ(s� ��ju � !i) du= Z
 g(u � !0)Æ(s� u � !(i�j) mod T ) du= R(i�j) mod TR�0 g(s)



66 DYNAMISCHE COMPUTERTOMOGRAPHIE
Anmerkung: Man kann das Vorwärtsmodell auh in Form sogenannter Streifenintegrale behandeln. Diedamit verbundenen Operatoren haben dann automatish ein endlihdimensionales Bild. In diesem Fallgilt ein Analogon zum vorhergehenden Lemma. Einen Beweis dieses Analogons, genaueres zu dieser Artdes Vorwärtsmodells sowie die Theorie der damit zusammenhängenden, sogenannten direkt algebraishenMethoden �ndet man in [Nat86℄.Um das Verfahren ST3 in einen Algorithmus umsetzen zu können, werden wir nun dieEinträge Ci := RiR�0 : L2([�1; 1℄)! L2([�1; 1℄)des Operators [C℄ = [r1i;jC(i�j) mod T ℄mittels eines Projektionsverfahrens diskretisieren, um dann Blöke ~Ci zu erhalten, welhewir mittels Lemma 2.7.1 blokweise zu einem groÿen Gleihungssystem zusammenfassen.Zu dieser Diskretisierung unterteilen den Detektor [�1; 1℄ mittels Punktensi = 2i� 1�NN � 1in N gleihgroÿe Intervalle [si; si+1℄, so daÿ s1 = �1 und sN = 1.Wir setzen nun in Kapitel 2.7 Gj = Hj = L2([�1; 1℄) und benutzen im Urbild stükweiselineare Ansatzfunktionen �l mit �l(sk) = Æl;k. Im Bild benutzen wir Punktkollakation, dasheiÿt  k = Æsk .Für die Einträge der Matrix ~Ci ergibt sih dann( ~Ci)k;l =  kCi�l = (RiR�0�l)(sk):Das heiÿt, man setzt die Funktion �l in das Objekt 
 fort und bildet das Linienintegralüber dieser Fortsetzung längs L(sk; !i). Siehe dazu Abbildung 6.3.Anmerkung: Hätten wir im Bildbereih statt den Punktkollakationen Funktionale in Form so genannterStreifenintegrale, das heiÿt  l(f) = Z sl+1=2sl�1=2 f(x) dxgewählt, so erhielten wir ein so genanntes direkt-algebraishes Verfahren, wie in [Nat86℄ vorgestellt. Indiesem Falle wird die Berehnung der Matrix ~C durh viele Falluntersheidungen ungleih shwerer.Um dieses Linienintegral längs L(sk; !i) berehnen zu können, muÿ man die in Abbildung6.3 skizzierten Shnittpunktep1 = L(sl�1; !0) \ L(sk; !i) p2 = L(sl; !0) \ L(sk; !i) p3 = L(sl+1; !0) \ L(sk; !i)
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ΩAbb. 6.3: Skizze zur Berehnung der Einträge von ~Ciberehnen und lineare Funktionen �1; �2 bestimmen mit�1(p1) = 0 �1(p2) = 1 �2(p2) = 1 �2(p3) = 0:Der Matrixeintrag ( ~Ci)k;l = (RiR�0�l)(sk) berehnet sih dann als( ~Ci)k;l = Z p2p1 �1(x) dx + Z p3p2 �2(x) dx:Wir müssen noh die folgenden Sonderfälle berüksihtigen:Fall 1, i = 0: Es ergeben sih keine Shnittpunkte, da die zu shneidenden Geraden parallelverlaufen und somit entweder gar keinen Shnittpunkt haben oder identish sind. In diesemSpezialfall gilt ( ~Ci)k;l = 2Æk;lq1� s2l :Fall 2, i = T2 2 N : Wegen der Orientierung des Detektors ergeben sih die Einträge von~Ci analog zu ( ~Ci)k;l = 2ÆN+1�k;lq1� s2l :Fall 3, p1 62 
:Dann bestimmt man zusätzlih den Shnittpunkt q = L(sk; !i)\�
, so daÿ dieser zwishenp1 und p2 liegt. Siehe Abbildung 6.4. Man bestimmt nun �1 und �2 wie oben angegeben.( ~Ci)k;l ergibt sih zu ( ~Ci)k;l = Z p2q �1(x) dx + Z p3p2 �2(x) dx:Fall 4, p3 62 
: Der Shnittpunkt p2 liegt auÿerhalb des Gebietes 
.
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Abb. 6.4: Skizze zur Berehnung der Punkte pi und q.Analog zum vorherigen Punkt bestimmt man q = L(sk; !i) \ �
, so daÿ dieser Punktzwishen p2 und p3 liegt. Man hat nun( ~Ci)k;l = Z p2p1 �1(x) dx+ Z qp2 �2(x) dx:Fall 5, l = 1: Hier müssen nur p2 und p3 gebildet werden. Auh die Berehnung von �1entfällt. Es ergibt sih ( ~Ci)k;l = Z p3p2 �2(x) dx:Hier muÿ man einen Unterfall betrahten, nämlih den, daÿ p3 62 
. Dann muÿ man wieoben einen Punkt q als Shnittpunkt von L(sk; !i) und �
 bestimmen, so daÿ q zwishenp2 und p3 liegt. Shlieÿlih muÿ man die Integrationsgrenze p3 im obigen Integral durh qersetzen.Fall 6, l = N : Analog zum vorherigen Fall hat man nur p1, p2 und �1 zu bestimmen. Manberehnet ( ~Ci)k;l = Z p2p1 �1(x) dx:Auh hier muÿ man einen Unterfall betrahten, nämlih den, daÿ p1 62 
. Dann muÿ manwiederum einen Punkt q bestimmen und die Integrationsgrenze p1 durh q ersetzen.Damit ist die Berehnung der ~Ci vollständig beshrieben. Man muÿ diese Blöke nun zueiner groÿen Matrix ~C = (r1i;j ~C(i�j) mod T )zusammensetzen und gemäÿ ST3 das System( ~C + �2INT )u = g



6.4. ANWENDUNG DES VERFAHRENS ST3 AUF DYNCT 69für u = (u1; : : : ; uT ) und g = (g1; : : : ; gT ) lösen. Der diskreten Lösung ui entspriht gemäÿdes verwendeten Projektionsverfahrens eine Funktion ~ui =Pk(ui)k�k.Um das Verfahren ST3 zu Ende zu bringen, muÿ man noh die Formelxi =Xj r1i;jR�j ~uj 1 � i � Tdiskretisieren.Unterteilt man nun [�1; 1℄ mittels zi = 2i�n�1n�1 äquidistant in n Punkte, so daÿ z1 = �1und zn = +1 gilt, so erhält man eine Diskretisierung von [�1; 1℄2 � 
 mittelsGn = f(zi; zj) j 1 � i; j � ng:Um xi zu bestimmen, berehnen wir xi nur in Punkten p 2 Gn. Es gilt dann für p 2 
\Gnxi(p) =Xj r1i;j (R�j ~uj)(p) =Xj r1i;j ~uj(p � !j):Für p 2 Gn n 
 setzen wir xi(p) = 0.Wir können die Auswertung der obigen Summen e�zient gestalten, indem wir Uj(p) :=~uj(p � !j) für p 2 
 \Gn vorberehnen und dann erst die Summenxi(p) =Xj r1i;j Uj(p)berehnen. Um die Auswertung der ~u e�zient zu gestalten, kann man ~uj(s) mittels stük-weiser linearer Interpolation aus dem Vektor uj bestimmen.



70 DYNAMISCHE COMPUTERTOMOGRAPHIEDamit wäre die Implementierung des Verfahrens ST3 für das Problem der dynCT vollständigbeshrieben. Der Übersiht wegen werden wir das Gesamtverfahren nohmals skizzieren:1. Eingabe: Daten g, räumliher Regularisierungsparameter �, zeitliher Regula-risierungsparameter �.2. Ausgehend von D; �; � berehnet man Q1 und R1 gemäÿQ1 = �DD> + �2�2 IT�1��1R1 = IT �D>Q1D = (r1i;j)i;j:3. Man berehne die ~Ci wie oben beshrieben. ~C ergibt sih blokweise gemäÿ~C = (r1i;j ~C(i�j) mod T ):4. Man löst ( ~C + �2INT ) u = g:für u = (u1; : : : ; uT ) und g = (g1; : : : ; gT ).5. Wir diskretisieren [�1; 1℄2 mittels eines Gitters Gn und bildenUj(p) = (~uj(p � !j) für p 2 
 \Gn;0 sonst.~uj(s) entsteht aus dem Vektor uj durh stükweise lineare Interpolation.Die Lösungen des dynamishen Problems ergeben sih nun mittelsxi(p) =Xj r1i;j Uj(p)für p 2 Gn.Anmerkung: Wenn man Shritt 5 im obigen Verfahren mit dem Verfahren der ge�lterten Rükprojektion[Lou89℄ vergleiht, so ist Shritt 5 eine gewihtete und diskretisierte Version der RükprojektionR℄u(p) := ZS1 u(!; p � !) d!



6.5. BEISPIELREKONSTRUKTIONEN 716.5 BeispielrekonstruktionenWir werden im folgenden einige Beispielergebnisse des Verfahrens ST3 angewandt auf diedynCT vorstellen.Allen Beispielen liegen die folgenden Ekdaten zugrunde: Es wurde mittels n = 300 aufeinem 300 � 300-Gitter rekonstruiert, die Anzahl der Winkelpositionen (und somit derZeitshritte) beträgt T = 87. Der Detektor hat N = 81 Elemente. Die Regularisierungs-parameter wurde durh Probieren bestimmt, es wurden � = 0:01 und � = 1:0 gewählt.Die verwendeten dynamishen Objekte haben alle die gleihe Struktur. Siehe dazu Abbil-dung 6.5. Innerhalb dieses Objektes verhalten sih alle Teile statish bis auf das mit einemPfeil markierte. Dieses weist ein zeitlihes Verhalten auf.
1.8

1.5 1.5

3.0 2.2

Abb. 6.5: Das den Rekonstruktionen zugrundeliegende Objekt. Die Zahlen geben dieabsoluten Dihten der einzelnen Teile des Objektes an. Das mittels Pfeil hervorgehobeneObjekt verändert sih je nah Beispiel über die Zeit.Die Rehenzeit der einzelnen Beispiele betrug jeweils a. 45 Minuten, wobei 10 Minutenfür das Lösen des Gleihungssystems in Shritt 4 gebrauht wurden und die restlihen 35Minuten für die Operationen in Shritt 5. Die Beispiele wurden inMATLAB programmiert.Insbesondere die Rükprojektionen in Shritt 5 sind daher sehr ine�zient, da die dazu ge-shriebenen Programme niht übersetzt, sondern interpretiert werden. Durh geshikteVektorisierung der bei der Rükprojektion anfallenden Skalarprodukte p � !i und der zurInterpolation auf dem Detektor notwendigen Operationen, müsste eine Geshwindigkeits-steigerung der Rükprojektionen um den Faktor 10 möglih sein.Ab Version 6 greift MATLAB zur Lösung des Gleihungssystems in Shritt 4 auf die hoh-optimierte Programmbibliothek LAPACK [And99℄ zurük. Für Shritt 4 ist daher keinewesentlihe E�zienzsteigerung mehr zu erwarten. Leider hat das Lösen dieses Systemseinen Aufwand von O(N3T 3), so daÿ sih bereits bei Verdoppelung der Au�ösung N desDetektors die Rehenzeit verahtfaht.



72 DYNAMISCHE COMPUTERTOMOGRAPHIE6.5.1 Erstes BeispielZum ersten Beispiel: es spiegelt die Situation wider, daÿ sih ein Patient während der ersten43 Zeitshritte zunähst ruhig verhält und sih niht bewegt. Dann maht er innerhalbeines Zeitshritts eine Bewegung wodurh ein �Organ� verrutsht, um während der weiterenZeitshritte ruhig zu bleiben. Abbildung 6.6 spiegelt dieses Verhalten wider.Die zugehörige Rekonstruktion ist in Abbildung 6.7 zu sehen. Wie man sieht ist die Re-konstruktion zu Beginn und Ende des Zeitbereihs von hoher Qualität. In der Nähe desZeitpunkt des �Rutshens� verwisht die Rekonstruktion vom ersten Zustand in den zweitenZustand.
1 12 23

33 44 55

66 76 87

Abb. 6.6: Erstes Beispiel: das zu rekonstruierende Objekt in seinem zeitlihen Verlauf.Oberhalb der einzelnen Abbildungen ist der zugehörige Zeitshritt vermerkt.
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Abb. 6.7: Erste Rekonstruktion. Oberhalb der einzelnen Abbildungen ist der zu denjeweiligen Rekonstruktionen gehörende Zeitshritt angegeben.



74 DYNAMISCHE COMPUTERTOMOGRAPHIE6.5.2 Zweites BeispielBeim zweiten Beispiel wurde die Situation eines sih zeitlih ausdehnenden Organs simu-liert, wie es zum Beispiel beim Einatmen der Fall ist. Das zugrundeliegende dynamisheObjekt ist in Abbildung 6.8 zu sehen. Die zugehörige Rekonstruktion in Abbildung 6.9weist in den statishen Teilobjekten eine gute Qualität auf. Das sih zeitlih veränderndeObjekt ist mit Artefakten behaftet, die qualitative zeitlihe Änderung wird aber deutlih.Shlieÿlih sieht man das Rekonstruktionsergebnis der ge�lterten Rükprojektion ange-wandt auf die gleihen dynamishen Daten in Abbildung 6.10. Die statishen Anteilewerden fehlerfrei rekonstruiert, über den zeitlihen Verlauf des Objektes kann man aberkeine Aussage mahen.
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Abb. 6.8: Zweites Beispiel: das zu rekonstruierende Objekt in seinem zeitlihen Verlauf.Oberhalb der einzelnen Abbildungen ist der zugehörige Zeitshritt vermerkt.
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Abb. 6.9: Zweite Rekonstruktion. Oberhalb der einzelnen Abbildungen ist zu denjeweiligen Rekonstruktionen gehörende Zeitshritt angegeben.
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Abb. 6.10: Rekonstruktion dynamisher Daten mit dem Verfahren der ge�ltertenRükprojektion. Als Filter wurde der Shepp-Logan Filter gewählt.



78 DYNAMISCHE COMPUTERTOMOGRAPHIE6.5.3 Abshlieÿende Bewertung, AusblikBetrahtet man das Problem der dynCT ohne jeglihe a-priori Information, so enthaltendie einzelnen Meÿdaten zuwenig Informationen, um überhaupt eine Rekonstruktion durh-führen zu können. Versuht man z.B. das dynamishe Problem
Ax =

266666666664
R1 R2 . . . RT

377777777775
0BBBBBBBBBB�
x1x2...xT
1CCCCCCCCCCA =

0BBBBBBBBBB�
g1g2...gT
1CCCCCCCCCCAmittels Minimumnormlösung anzugehen, so liefert A� angewandt auf die Lösung der Glei-hung AA�u = g Rükprojektionen zu jedem einzelnen Zeitshritt, das heiÿt die entstehen-den Bilder sind längs Geraden, welhe senkreht auf dem Detektor auftre�en, konstant.Solhe Bilder enthalten überhaupt keine verwertbaren Informationen über das dynamisheObjekt.Da die im Verfahren ST3 eingebrahte a-priori Information der zeitlihen Glattheit kei-nerlei spezielle Kenntnisse des Objektes voraussetzt, und die Rekonstruktionen zumindestqualitativ das zeitlihe Verhalten des zu untersuhenden Objektes widerspiegeln, kann manfeststellen, daÿ die aufgeführten Beispielrekonstruktionen in ihrer Qualität sehr zufrieden-stellend ausfallen. Wie man in Abbildung 6.11 sieht, liefert das Verfahren ST3 auh aufstatishe Objekte angewandt brauhbare Rekonstruktionen. Ist die Qualität dieser Rekon-struktion für den Anwender zufriedenstellend, so kann dieses Verfahren generell sowohl fürstatishe als auh dynamishe Objekte eingesetzt werden.Interessant ist auh die folgende Anwendungsmöglihkeit: liefert ein statishes Verfahrenein Bild mit einem Organ, sowie einem Artefakt am Rande des Organs, so kann man anhanddieses Bildes niht zwishen Bewegungsartefakt und pathologishem Befund (Entzündung,Geshwür, ...) untersheiden. Nimmt man jedoh das hier vorgestellte dynamishe Verfah-ren, so ergeben sih zwei Möglihkeiten: der Artefakt tritt zu allen Zeitshritten auf, oderes ist eine Bewegung erkennbar. Im ersten Fall handelt es dann wahrsheinlih um einenpathologishen Befund.



6.5. BEISPIELREKONSTRUKTIONEN 79

Abb. 6.11: Rekonstruktion eines statishen Objektes mittels des Verfahrens ST3. DieRegularisierungsparameter � und � wurden wie bei den dynamishen Beispielen gewählt.
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81
7 Dynamishe Impedanz-Tomographie

Der Sinn einer Idee ist ihre Verwirklihung, und taugt dieVerwirklihung nihts, war die Idee für die Katz.Hans Kasper, dt. Shriftsteller, Journalist und Hörspielautor
Bei der elektrishen Impedanz-Tomographie (EIT) versuht man von elektrishen Messun-gen auf der Ober�ähe eines Objektes auf die Leitfähigkeitsverteilung im Inneren diesesObjektes zu shlieÿen. Es handelt sih hierbei, im Gegensatz zu den anderen behandel-ten Beispielanwendugnen, um ein nihtlineares, shleht gestelltes Problem, welhes wirals dynamishes Problem interpretieren können. Wir werden das Verfahren ST3 auf diedynamishe EIT anwenden, indem wir das zugrundeliegende Problem linearisieren.7.1 Allgemeines zur Impedanz-TomographieBei der EIT handelt es sih um ein Meÿverfahren, welhes sowohl in Medizin, als auhin der Industrie Anwendung �ndet. Da die elektrishe Leitfähigkeit von der Temperaturabhängt, wird die EIT zum Beispiel im Rahmen der Hyperthermie [Der96℄ angewandt,um Temperaturen im Inneren des Körpers zu bestimmen. Eine andere medizinishe An-wendung ist die Diagnose von Brustkrebs [O+00℄. Einen guten Überblik über medizini-she Anwendungen �ndet man in [D+93℄. Industrielle Anwendungen sind das Detektierenvon Hohlräumen, Rissen und Shihtgrenzen im Rahmen des zerstörungsfreien Prüfens[Der96, AR98, FV89, KV96℄. Der Artikel [CIN99℄ bietet einen umfangreihen Überblik.Ausgangspunkt für die EIT ist folgende Meÿanordnung: An einem zu untersuhenden Ob-jekt werden Elektroden angebraht, durh welhe man elektrishe Ströme appliziert. UmInformationen über die elektrishe Besha�enheit des Objektes zu sammeln, variiert mandiese Strommuster Il, und miÿt jeweils die damit verbundene Spannungen Ul. SieheAbbildung 7.12. Man erhält somit Paare ((Il)t; (Ul)t); 1 � l � L; 1 � t � T .Die elektrishe Besha�enheit des Objektes wird durh die sogenannte elektrishe Leit-fähigkeit � beshrieben. Dadurh, daÿ sih das sukzessive Anwenden von Strommusternüber einen gewissen Zeitraum erstrekt, kann man das Problem der EIT als dynamishesinverses Problem formulieren, welhes wir als dynEIT bezeihnen werden. Der Index t des
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Abb. 7.12: Meÿanordnung der elektrishen Impedanz-TomographieStrommusters (Il)t ist in diesem Zusammenhang nihts anderes als ein zeitliher Index. Wirgehen davon aus, daÿ das Messen der zum Strommuster Il gehörenden SpannungsverteilungUl vernahlässigbar wenig Zeit in Anspruh nimmt.
7.2 Das mathematishe Modell der EITWir beshreiben im folgenden das Vorwärtsproblem der EIT mit Hilfe einer elliptishenDi�erentialgleihung mit gemishten Randwerten. Die als �Complete Eletrode Model�bezeihnete Formulierung wurde ursprünglih in [CING89℄ vorgestellt.Ausgangspunkt zur Beshreibung des Vorwärtsproblems ist die Leitfähigkeitsverteilung� 2 H1(
) innerhalb eines Gebietes 
 � R2 . An Elektroden ek � �
 werden StrömeIl appliziert und Spannungen Ul gemessen. Zu jeder Elektrode el gehört eine sogenannteKontaktimpedanz zl.Das im folgenden beshriebene Modell ist unter allen bekannten Modellen dasjenige, wel-hes am besten mit der Realität übereinstimmende Meÿwerte liefert [SCI92℄. Modelle,welhe ohne Kontaktimpedanzen auskommen, sind zwar von der Mathematik her zwareinfaher zu untersuhen, führen aber auh zu systhematishe Fehlern.



7.2. DAS MATHEMATISCHE MODELL DER EIT 83Grundlage für das Vorwärtsmodell sind die folgenden Gleihungendiv(�ru) = 0 (7.78)Zel ��u�ndS = Il 1 � l � L (7.79)��u�n ���
n[el = 0 (7.80)�u+ zl��u�n� ��el = Ul 1 � l � L: (7.81)Gegeben sind Il; zl; �. Gesuht sind u und Ul. Gleihung (7.78) beshreibt das elektrisheFeld im Inneren des Objektes, (7.79) beshreibt die Ströme durh die Elektroden, (7.80)besagt, daÿ auÿerhalb der Elektroden keine Ströme durh den Rand des Objektes �ieÿenund die letzte Gleihung (7.81) beshreibt das Zustandekommen der mittels der Elektrodengemessenen Spannungen. Um die Eindeutigkeit und Existenz der Lösung u zu erhalten,brauht man die Erhaltungsgleihung der StrömeLXl=1 Il = 0:Siehe hierzu [SCI92℄. Dort wird auh auf die Gutgestelltheit des Vorwärtsproblems einge-gangen.Da das Messen von elektrishen Spannungen von einer Referenzelektrode abhängt, wählenwir LXl=1 Ul = 0: (7.82)Wie in [SCI92℄ gezeigt, ist das obige Gleihungssystem äquivalent zu der im folgendenbeshriebenen Variationsgleihung. Um diese Gleihung formulieren zu können, führen wirdie Hilbertraumsumme H = H1(
)� RLund den Quotientenraum _H = H =Rein. Das heiÿt (u; U) 2 H und (v; V ) 2 H sind äquivalent in _H , fallsu� v = U1 � V1 = � � � = UL � VL:Nun ist das Gleihungssystem (7.78) � (7.81) äquivalent zur VariationsaufgabeB�((u; U); (v; V )) = LXl=1 IlVl 8(v; V ) 2 _H :



84 DYNAMISCHE IMPEDANZ-TOMOGRAPHIEDie Bilinearform B� ist gegeben durhB�((u; U); (v; V )) = Z �ru � rv dx+Xl 1zl Zel(u� Ul)(v � Vl) dS:Man beahte, daÿ diese Bilinearform auf _H wohlde�niert ist.7.3 Numerishe Berehnung des Vorwärtsmodells derEITUm die oben angegebene Variationsgleihung nun numerish zu lösen, benutzen wir die so-genannte Finite-Elemente-Methode (FEM). Eine ausführlihe Beshreibung der folgendenHerleitung �ndet man in [Vau97℄.Ausgangspunkt der numerishen Behandlung der Variationsaufgabe ist die Approximationvon u in einem endlihdimensionalen Teilraum Qh = spanf�i j 1 � i � Ng � H1(
), dasheiÿt uh = NXi=1 �i�i:Desweiteren wählen wir Uh = L�1Xj=1 �j�j:wobei �1 = (1;�1; 0; : : : ; 0)>; �2 = (0; 1;�1; : : : ; 0)> 2 RL usw. Diese Wahl der �j stelltsiher, daÿ Gleihung (7.82) erfüllt wird. Setzen wir diese Darstellungen von uh und Uhin die obige Variationsaufgabe ein, und testen zuerst mit (�i; 0) und dann mit (0; �i), soerhalten wir das Gleihungssytem [BS94℄Ax = I:Hierbei ist I = (0; I1 � I2; I1 � I3; : : : ; I1 � IL) mit 0 2 RNx = (�1; : : : ; �N ; �1; : : : ; �L�1)Die Matrix A, welhe man auh als Stei�gkeitsmatrix bezeihnet, hat die FormA = 0BB� B CC> D1CCA ;



7.4. LINEARISIERUNG DES VORWÄRTSMODELLS 85mit den SubmatrizenB(i; j) = Z
 �r�i � r�j dx+ LXl=1 1zl Zel �i�j dS 1 � i; j � NC(i; j) = � 1z1 Ze1 �i dS � 1zj+1 Zej+1 �i dS! 1 � i � N; 1 � j � L� 1D(i; j) = LXl=1 1zl Zel(�i)l(�j)l dS = je1jz1 + Æi;j jej+1jzj+1 1 � i; j � L� 1:Hat man die �i nun so gewählt, daÿ sie kleinen Träger haben, so ist die Matrix A dünnbesetzt.Die Uhi erhält man aus den �l mittels Uh1 = L�1Xl=1 �lUh2 = ��1...UhL = ��L�1:Im folgenden verwenden wir anstelle der Leitfähigkeit � den elektrishen Widerstand � = 1� .Der durh die Lösung des obigen Gleihungssystems induzierte VorwärtsoperatorT : (�; I) 7! Uhist diskret und nihtlinear.7.4 Linearisierung des VorwärtsmodellsUm das Problem der dynamishen EIT später folgend formulieren und lösen zu können,werden wir den oben angegebenen Operator T linearisieren. Wir gehen von der Darstellung� = MXm=1 �m�maus. Die �m sind harakteristishe Funktionen der sogenannten Elemente �m. Diese�m bilden eine disjunkte Zerlegung von 
. Das heiÿt wir wählen � stükweise konstant.Diese Elemente werden wegen der Shlehtgestelltheit des Problems im allgemeinen gröbergewählt als die zur Berehnung des Vorwärtsmodells herangezogenen.



86 DYNAMISCHE IMPEDANZ-TOMOGRAPHIEZiel der folgenden Rehnungen ist es, die JaobimatrixJ(�) = D�T (�; I) = ��Uhn��m�n;m (7.83)zu berehnen.Zuerst beahten wir, daÿ Uh = (0jC)x =: ~Cx;wobei 0 2 RL�N ist, und C die Gestalt
C =

0BBBBBBBBBBBBBB�
1 1 � � � 1�1 0 � � � 00 �1 0... . . . ...0 0 � � � �1

1CCCCCCCCCCCCCCAhat. x läÿt sih wiederum darstellen alsx = A�1I:Wegen � ~C��m = 0 und �I��m = 0 folgt unter zweimaliger Anwendung der Multiplikationsregelfür Ableitungen �Uh��m = ~C �x��m = ~C�A�1I��m = ~C�A�1��m I:Benutzt man Id = A�1A und wendet die Multiplikationsregel für Ableitungen erneut an,so erhält man für den letzten Term�A�1��m = �A�1 �A��mA�1:Insgesamt erhält man für die m-te Spalte der Jaobimatrix (7.83)�Uh��m = � ~CA�1 �A��mA�1I = � ~CA�1 �A��mx:Wegen der Struktur der Stei�gkeitsmatrix A ergibt sih�A��m = 0BB� �B��m 00 01CCA ;



7.5. ANWENDUNG DES VERFAHRENS ST3 AUF DIE DYNEIT 87wobei �B(i; j)��m = � 1�2m Z�m r�i � r�j dx 1 � i; j � Ngilt.7.5 Anwendung des Verfahrens ST3 auf die dynEITAusgehend von T Strommustern It = (Il)t; 1 � l � L; 1 � t � T erhalten wir mittels deroben skizzierten FEM die diskreten Vorwärts-OperatorenAt(�) = T (�; It);welhe sih mittels At(�) = T (�0; It) + Jt(�0)(�� �0) + o(k�� �0k)linearisieren lassen.Um ein funktionsfähiges Verfahren für das nihtlineare Problem der dynEIT herleiten zukönnen, müssen wir auÿer der zeitlihen Glattheit noh eine weitere a-priori Informationins Spiel bringen. Diese lautet in unserem Fall� � �0für ein bekanntes �0.Ein solhes �0 läÿt sih nah [JS97℄ wie folgt shätzen. Es sei R(�; z) = ~CA�1(�; z), dasheiÿt es gilt Uh = R(�; z)I. Setzt man nun � als räumlih konstant voraus, das heiÿt� = �0(1; : : : ; 1)>, und die zi als zi = z0 8i > 0, so giltR� 1�0 ; z0� = �0R�1; z0�0� :Das Verhältnis � = z0�0 läÿt sih z. B. in medizinishen Anwendungen angeben. Berehnetman nun Uh0 = R(1; �)I;und hat man Spannungsmessungen V gegeben, so läÿt sih die skalare Gröÿe �0 nun shät-zen als Lösung von k�0Uh0 � V k ! min :Das heiÿt, man erhält �0 als �0 = hUh0 ; V ikUh0 k2 :



88 DYNAMISCHE IMPEDANZ-TOMOGRAPHIEAusgehend von dieser Zusatzinformation wollen wir das Problem der dynEIT lösen, indemwir das Funktional�(�1; : : : ; �T ) =Xt kAt(�t)� Utk2 + �2Xt k�t � �0k2 + �2Xt k�t+1 � �tk2 (7.84)minimieren. Wir sind hierbei von Meÿwerten Ut = (Ui)t; 1 � i � N; 1 � t � T ausge-gangen. Auÿerdem identi�zieren wir �0 mit dem konstanten Vektor �0(1; : : : ; 1)>. Setzenwir � = (�1; : : : ; �T )>U = (U1; : : : ; UT )>A = diag(At);und benutzen die Notationen aus Kapitel 3.3, so shreibt sih � als�(�) = kA(�)� Uk2 + �2k�� �0k2 + �kB�k2:Um dieses Funktinal näherungsweise minimieren zu können, approximieren wir A durhLinearisierung, d.h. wir lösenkA(�0) + J(�0)(�� �0)� Uk2 + �2k�� �0k2 + �kB�k2 ! minmit J = diag(Jt(�t)):Gehen wir davon aus, daÿ ein so bestimmtes � dihter als �0 an der Lösung von (7.84)liegt, und eine Linearisierung um dieses � den Operator A besser approximiert, so erhaltenwir ein iteratives Verfahren vom Typ Gauÿ-Newton [EHN96, DH93℄ wie folgt�i+1 = minarg� �kA(�i) + J(�i)(�� �i)� Uk2 + �2k�� �0k2 + �kB�k2	 :Hier wurde der Iterationsindex hohgestellt notiert, um ihn von dem zeitlihen Index un-tersheiden zu können.Obige Minimierungsaufgabe ist in dieser Form dem Verfahren ST3 niht zugänglih, da derTerm k�� �0k anstelle von k�k auftritt11. Daher führen wir die Variablen u = �� �0 undui = �i � �0 ein. Beahten wir, daÿ Bu = B� gilt, so erhalten wir die Iterationsvorshriftui+1 = minargu �kJ(�i)u� (U + J(�i)ui � A(�i))k2 + �2kuk2 + �2kBuk2	bzw.�i+1 = �0 +minargu �kJ(�i)u� (U + J(�i)(�i � �0)� A(�i))k2 + �2kuk2 + �2kBuk2	 :(EITGN)11Eigentlih sollte der Term k� � �ik lauten. Dann ist die folgende Anwendung des Verfahrens ST3allerdings niht mehr möglih.



7.6. KALMAN-GLÄTTER ZUR LÖSUNG DES DYNEIT-PROBLEMS 89Hier kann man nun Verfahren ST3 ansetzen, um die iterativ anfallenden Minimierungsauf-gaben e�zient zu lösen.In (7.84) tritt der Term �0 im räumlihen Regularisierungsterm auf, da in der Praxis dasdaraus resultierende Verfahren (EITGN) sonst niht konvergiert. Auÿerdem kann es passie-ren, daÿ beim Iterieren �i auftreten, welhe negative Einträge haben. Dann ist allerdingsder Vorwärtsoperator A(�i) unter Umständen niht de�niert, da die der Finite ElementeLösung zugrunde liegende Stei�gkeitsmatrix singulär wird. Maht man nur einen einzigenIterationsshritt, so kann man auh � als Lösung folgender Minimierungsaufgabe erhalten:kA(�0) + J(�0)(�� �0)� Uk2 + �2k�k2 + �2kB�k2 ! min : (EITST)Auh auf diese kann das Verfahren ST3 angewandt werden.7.6 Kalman-Glätter zur Lösung des dynEIT-Problems7.6.1 Beshreibung des Kalman-GlättersIn der Literatur �ndet man Ansätze zur Lösung des Problems der dynEIT in Form vonsogenannten Kalman-Glättern, siehe z. B. [KKSV99, VK89℄. Hierbei handelt es sih nihtum Glätter im herkömmlihen Sinne, die z. B. durh Faltungsoperatoren gegeben sind,sondern um spezielle statistishe Shätzer. Auf diese wollen wir nun eingehen.Wir verzihten im folgenden auf ausführlihe De�nitionen und Sätze. Zum Einstieg in dieTheorie der statistishen Shätzer sei dem interessierten Leser [Mel78℄ empfohlen. Einegute Einführung in das Gebiet der Kalman-Shätzer �ndet man in [GA93℄.Im folgenden bezeihen die Zufallsvariable y eine Beobahtung, x sei deren Ursahe. Wirwollen diese Ursahe nun anhand einer Beobahtung shätzen. Diesen Shätzer bezeih-nen wir als x̂. Mit p bezeihnen wir Wahrsheinlihkeiten, bedingte Wahrsheinlihkeitennotieren wir in der Form p(xjy).x̂ heiÿt Maximum a-posteriori Shätzer oder kurz MAP-Shätzer, wennx̂MAP = maxargx p(xjy):Ausgangspunkt für Kalman-Glätter ist das folgende lineare Modell. Es besteht zum einenaus dem sogenannten �Message Model�, welhes die Entwiklung einer Ursahe x überdie Zeit k beshreibt: xk+1 = �k+1 xk + wk:�k ist hierbei ein linearer Operator, w ist normalverteiltes Raushen mit vershwindendemErwartungswert und Kovarianz Qk, d.h. w(k) � N (0; Qk).



90 DYNAMISCHE IMPEDANZ-TOMOGRAPHIEZum anderen hat man ein �Measurement Model�, welhes beshreibt, wie sih die Ur-sahe x auf die Meÿwerte y auswirkt:yk = Hk xk + vk:Auh hier istH ein linearer Operator und v Raushen mit Normalverteilung vk � N (0; Rk).Auÿerdem haben wir Anfangswerte der FormE(x1) = �x(0) und ovfx0g = P0:Eine weitere tehnish bedingte Voraussetzung istovfvj; wkg = 0 8j 6= k:x̂(jjk) sei ein MAP-Shätzer für den Zustand xj unter Beobahtungen (y1; : : : ; yk). Shätztman xj unter Kenntnis von y1; : : : ; yj, so spriht man von einem Kalman-Filter. Shätztman xj unter Kenntnis von y1; : : : ; yk; k � j, so spriht man von einem Kalman-Glätter.Das Berehnen des Kalman-Glätters x̂(jjk); 1 � j � k, geshieht nah [GA93℄ nun wiefolgt:1. x+0 = �x(0)2. Für j = 1 : : : k berehne(a) x�j = �j�1 x+j�1(b) P�j = �j�1 P+j�1�>j�1 +Qj�1() x+j = x�j +Kj[yj �Hj x�j ℄(d) P+j = [I �KjHj℄P�j(e) Kj = P�j H>j [HjP�j H>j +Rj℄�13. x̂(kjk) = x+k4. Für j = k � 1 : : : 1 berehne(a) Aj = P+j �>j (P�j+1)�1(b) x̂(jjk) = x+j Aj �x̂(j+1jk)� x�j+1�
Läÿt man Shritte 3 und 4 aus, so liefert x̂(jjj) := x+j ; 1 � j � k einen Kalman-Filter.Zwei Anmerkungen zur E�zienz:



7.6. KALMAN-GLÄTTER ZUR LÖSUNG DES DYNEIT-PROBLEMS 91� In Shritt 2.(e) tritt eine Matrix-Inverse auf. Diese kann unter bestimmten Vor-aussetzungen durh das Lösen von Gleihungssystemen ersetzt werden. Ist nun Hjunterbestimmt, so lohnt sih diese Ersetzung niht, da dann in Shritt 2.(d) mehrrehte Seiten auftauhen würden als Kj Zeilen hat. In dem uns interessierenden Fallder dynEIT entsprehen die Hj den Jt, welhe unterbestimmt sind.� In Shritt 4 ist die Situation eine andere: Da in 4.(b) nur ein Vektor an Aj heran-multipliziert wird, sollte man Aj niht explizit nah Shritt 4.(a) berehnen, sondernein äquivalentes Gleihungssystem lösen.7.6.2 Anwendung des Kalman-Glätters auf das Problem der dy-nEITWir spezi�zieren nun die im vorherigen Abshnitt auftauhenden Matrizen �k; Qk; Rk undHk, um das Problem der dynEIT mit Hilfe von Kalman-Glättern in Angri� nehmen zukönnen.Für die Entwiklung der �Ursahe� �t nehmen wir die folgende Entwiklungsgleihung an�t+1 = �t + wmit von t unabhänigigem Raushen w, welhes Varianz a1 hat, d.h. die zu w gehörendeMatrix Qk hat die Form Qk = a1IM . Auÿerdem ist �k = IM gewählt. a1 spielt hierbeieine zum Parameter � entgegengesetzte Rolle: je kleiner man a1 wählt, so glatter mussdie zeitlihe Entwiklung der �t verlaufen; die Änderung von �t zu �t+1 ist mit groÿerWahrsheinlihkeit gering. Umgekehrt erlaubt ein groÿes a1 eine stärkere Variation von �tüber die Zeit t.Das linearisierte Vorwärtsmodell shreibt sih alsUt = A(�0) + Jt(�0)(�t � �0) + v1;welhes sih wie folgt auf die Form des �Message-Models� bringen läÿt:yt := Ut � A(�0) + Jt(�0)�0 = Jt(�0)�t + v1:v1 beshreibt hier das Raushen in den Meÿwerten, die Wahl v1 � N (0; a2IN) führt zu einerräumlihen Regularisierung. Die yt bezeihnet man in diesem Fall auh als modi�zierteDaten.Praktishe Experimente haben gezeigt, daÿ die räumlihe Regularisierung der yt durh dieVerteilung von v1 nur unzureihend gesteuert wird. Um daher weitere strukturelle a-prioriInformationen ins Spiel zu bringen, wird ein Regularisierungsoperator L, welher, wie in[KKVS99℄ und [VVK+98℄ beshrieben, den Gradienten approximiert, gebildet und man



92 DYNAMISCHE IMPEDANZ-TOMOGRAPHIEverlangt als zusätzlihe Regularisierung, daÿ kL(�t � �0)k �klein� ausfallen soll. In derSprahe der Wahrsheinlihkeitsrehnung kann man das als�L(�0 � �t) � N (0; In)ausdrüken, vorausgesetzt L 2 Rn�M .. Äquivalent ist�L�0 = �L�t + v2mit v2 � N (0; In). Ein gröÿeres � führt nun zu kleinerem kL(�t � �0)k.Ingesamt erhält man so folgendes �Message-Model�0BB�Ut � A(�0) + Jt(�0)�0�L�0 1CCA = 0BB�Jt(�0)�L 1CCA �t + v;wobei v � N (0; R) mit R = 0BB�a2IN 00 In1CCA ;falls L 2 Rn�M .7.7 BeispielrekonstruktionenWir stellen im folgenden Beispielrekonstruktionen anhand zweier vershiedener dynami-sher Objekte vor. Es werden die Ergebnisse der Verfahren (EITGN) und (EITST) und diedes Kalman-Glätters verglihen. Als Ausgangspunkt der numerishen Realisierung dieserAlgorithmen diente das unter http://venda.uku.fi/~mvauhkon/matlabeit2d.tar derfreien Nutzung zur Verfügung gestellte Programmpaket. Es enthält MATLAB-Routinen,welhe unter anderem die Finite-Elemente-Löser und die Berehnung der Linearisierung Jimplementieren.Die zu rekonstruierenden Objekte wurden mit dem in Abbildung 7.13 zu sehenden FiniteElemente Netz in 492 Elemente unterteilt. Für das synthetishe Vorwärtsmodell wurde einfeineres Netz von 1968 Elementen gewählt. Das Modell berüksihtigt L = 16 Elektrodenund T = 16 Zeitshritte.Die zu untersuhenden Objekte bestehen aus einem Hintergrund mit dem elektrishenWiderstand 400
 und Einshlüssen mit elektrishem Widerstand 200
. Der Hintergrund�0 wurde auf die oben beshriebene Art und Weise zu 396
 geshätzt, und liegt daher sehrdiht am realen Hintergrund.
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Abb. 7.13: Diskretisierung des zu untersuhenden Objektes mittels eines Finite ElementeNetzes.Alle folgenden Angaben bezüglih Rehenzeit beziehen sih auf Implementierungen inMAT-LAB auf einem Rehner mit Pentium-II-CPU.Shlieÿlih muÿ noh erwähnt werden, daÿ bei der Visualisierung der RekonstruktionenFenster gesetzt, und der Kontrast der Bilder gespreizt wurde.7.7.1 Erstes BeispielDas erste Beispiel gibt die Situation von aufsteigenden Luftblasen in einem zylinderförmi-gen Rohr wieder. Das heiÿt, man hat in der zweidimensionalen Beobahtungsebene, welhedas Rohr senkreht shneidet. Dort hat man einen Einshluÿ, welher beim Eintreten indiese Ebene zuerst gröÿer, und dann beim Verlassen dieser Ebenen wieder kleiner wird.Siehe dazu Abbildung 7.14.Wir vergleihen zuerst das Ergebnis des Kalman-Glätters mit dem Ergebnis des iterativenVerfahrens (EITST). Man beahte hierzu die Ergebnisse in den Abbildungen 7.15 und 7.16.Das Rekonstruktionsergebnis des Kalman-Glätters ist geringfügig shlehter, da zu Beginndes Meÿvorgangs das Objekt zu klein und zum Ende des Meÿvorgangs das Objekt zugroÿ rekonstruiert wird. Signi�kant untershiedlih ist die erforderlihe Rehenzeit. Diesebeträgt für den Kalman-Glätter a. 80 Sekunden, für das Verfahren (EITST) aber nurknapp eine Sekunde. Exakte Zeitmessungen haben gezeigt, daÿ das Verfahren (EITST) a.60 mal shneller ist, als der Kalman-Glätter. Der Speiherbedarf des Kalman-Glätters ist
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Abb. 7.14: Das erste dynamishe Beispielobjekt: eine Luftblase steigt in einem Rohr aufund durhdringt die Beobahtungsebene.um den Faktor 15000 höher als der des hier vorgestellten Verfahrens (EITST).Insgesamt besser fällt die Rekonstruktion aus, wenn man das Gauÿ-Newton-artige Verfah-ren (EITGN) mit zwei Iterationsshritten anwendet. Siehe hierzu Abbildung 7.17. Diesesiterative Verfahren muÿ aber für die endgültige Umsetzung in die Praxis noh verbessertwerden: Es reagiert sehr sensibel auf die Wahl von � und �. Insbesondere kann es jenah Wahl dieser Regularisierungsparameter vorkommen, daÿ das Verfahren abbriht, da� mit negativen Einträgen auftreten. Wie shon erwähnt erhält man in diesem Fall ei-ne singuläre Stei�gkeitsmatrix und der Vorwärtsoperator A ist niht mehr de�niert. Hierkönnte es sih lohnen, das Verfahren (EITGN) zu dämpfen. Einzelne Experimente in dieserRihtung waren erfolgversprehend. Da bei diesem Verfahren die Linearisierungen J imIterationsshritt n + 1 vom Ergebnis des Iterationsshritts n abhängen, kann man dieseniht mehr vorberehnen. Selbst bei geshikter Programmierung beträgt die Rehenzeitbei zwei Iterationsshritten daher a. 60 Sekunden.
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Abb. 7.15: Rekonstruktion anhand unverraushter, synthetisher Daten. Hier sieht mandas Ergebnis des Kalman-Glätters. Die Parameter wurden gemäÿa1 = 3; a2 = 0:001; � = 0:0005 gewählt.

Abb. 7.16: Rekonstruktion anhand unverraushter, synthetisher Daten. Ergebnis desVerfahrens (EITST). Es wurden � = 0:001; � = 0:0055 gewählt.
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Abb. 7.17: Rekonstruktion anhand unverraushter, synthetisher Daten. Ergebnis desVerfahrens (EITGN) vom Gauÿ-Newton-Typ. Es wurden � = 0:014 und � = 0:005gewählt.
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Abb. 7.18: Rekonstruktion anhand verraushter Daten. Ergebnis des Verfahrens (EITST).Es wurde � = 0:02; � = 0:07 gewählt.

Abb. 7.19: Rekonstruktion anhand verraushter Daten. Ergebnis des Kalman-Glätters. Eswurden a1 = 8; a2 = 0:05; � = 0:0005 gewählt.Shlieÿlih wurden Rekonstruktionen anhand verraushter Daten erstellt. Die Daten U



98 DYNAMISCHE IMPEDANZ-TOMOGRAPHIEwurden hierzu mit uniform über [�12 � 5% �max jU j; 12 � 5% �max jU j℄ verteiltem Raushenüberlagert.Auh hier liefert das Verfahren (EITST) bessere Ergebnisse als der Kalman-Glätter. Manvergleihe hierzu die Abbildungen 7.18 und 7.19.



7.7. BEISPIELREKONSTRUKTIONEN 997.7.2 Zweites BeispielDas zweite Beispielobjekt zeigt ein Sprungverhalten auf. Bis zum Zeitpunkt L=2 liegt derEinshluÿ �xiert in der oberen Hälfte des Objekts, danah �springt� dieser nah unten undverbleibt dort. Siehe hierzu Abbildung 7.20.

Abb. 7.20: Das zweite Beispielobjekt.Auh hier wurden die Verfahren (EITST), (EITGN) und der Kalman-Glätter angewandt.Auf Raushen wurde verzihtet. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 7.21, 7.22 und7.23 zu sehen.
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Abb. 7.21: Das Ergebnis des Kalman-Glätters. a1 = 8; a2 = 0:05; � = 0:0005.

Abb. 7.22: Verfahren (EITST). � = 0:001; � = 0:0055.
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Abb. 7.23: Verfahren (EITGN). � = 0:015; � = 0:04.



102 DYNAMISCHE IMPEDANZ-TOMOGRAPHIE7.7.3 Abshlieÿende BewertungUm den praktishen Wert der vorgestellten Verfahren vergleihen zu können, muÿ man un-abhängig von der Qualität der Rekonstruktionsergebnisse auh beahten, daÿ der Kalman-Glätter in der vorgestellten Form von drei Parametern a1; a2 und � abhängt. Die Verfahren(EITGN) und (EITST) hängen hingegen nur von zwei Parametern ab. Da sämtlihe Para-meter bisher nur durh Probieren bestimmt werden, ist die praktishe Durhführung desKalman-Glätters ungleih shwerer als die der beiden anderen Verfahren.Die besten Rekonstruktionsergebnisse liefert das Verfahren (EITGN) vom Gauÿ-Newton-Typ mit zwei Iterationsshritten. Leider ist dieses Verfahren niht sehr stabil. Wie gesagt,kann es abhängig von � und � zu singulären Stei�gkeitsmatrizen kommen, die zum Abbruhdes Verfahrens führen. Diese Abhänigigkeit ist sehr sensitiv. Hier sind weitere Untersu-hungen notwendig; wie bereits kurz angegeben, könnte eine Dämpfung des Verfahrens(EITGN) zum Ziel führen.Nah dem momentanen Kenntnisstand ist daher das Verfahren (EITST) das Mittel derWahl. Es liefert bessere Ergebnisse als der Kalman-Glätter in wesentlih kürzerer Zeit.Hingegen ist der Qualitätsgewinn bei Anwendung des Verfahrens (EITGN) niht sehr starkausgeprägt. Gerade durh die shnellere Ausführung ist es einfaher, die Parameter � und� durh Probieren zu bestimmen.



103
8 Temporale Stromdihterekonstruktion

Die Wissenshaft ist der Kapitän,und die Praxis, das sind die Soldaten.Leonardo da Vini
Im folgenden werden wir uns mit inversen Quellokalisierungen und Stromdihterekonstruk-tionen im speziellen beshäftigen. Hierbei versuht man, von elektromagnetishen Akti-vitäten auÿerhalb eines Objektes, auf die elektrishe Aktivität innerhalb des Objektes zushlieÿen.Im Gegensatz zu den Beispielanwendungen dynCT und dynEIT handelt es sih beim hierbetrahteten Vorwärtsoperator um eine diskrete, lineare Formulierung.8.1 Allgemeines zur StromdihterekonstruktionEine wihtige Anwendung der Quellokalisierung ist die Bestimmung neuronaler Aktivitätin Form von elektrishen Strömen anhand von EEG/MEG-Daten. Beim EEG handelt essih um eine in der neurologishen Praxis weit verbreitete Untersuhungsmethode, bei derman elektrishe Potentiale auf der Kopfoberfähe miÿt. Das EEG wurde zum ersten mal1929 angewandt [Ber29℄. Eine neuere Untersuhungsmethode ist das MEG, bei dem manmangetishe Flüÿe auÿerhalb des Kopfes miÿt. Cohen [Coh68℄ war 1968 der erste, der dieseMethode in der Praxis anwandte.Die rekonstruierte elektrishe Aktivität im Inneren des Kopfes läÿt Shlüsse über die Ge-hirnaktivität zu. Diese Tehnik �ndet viele Anwendungen in der klinishen und theo-retishen Medizin. Beispielsweise bei der Lokalisierung epileptisher Herde [WBH+00,HSK+00℄ oder beim Studium somatosensorish evoziierter Potentiale (SEPs) [BWN96℄.Eine Übersiht über Verfahren der inversen Quellokalisierung �ndet man in [BDF+00℄.Die gleihen Tehniken kann man am Herzen anwenden, wenn es zum Beispiel darum geht,vorzeitige extrasystolishe Herzzshläge zu diagnostizieren [GRS89℄.Beim Messen der Gehirnaktivität in Form von Elektroenzephalographie (EEG) oder Ma-gnetoenzephalographie (MEG) hat man, im Vergleih zu Verfahren wie Positron-Emissions-



104 TEMPORALE STROMDICHTEREKONSTRUKTIONTomographie (PET) oder Kernspintomographie (fMRI), eine sehr gute zeitlihe, aber einegeringere örtlihe Au�ösung und ein shlehteres Signal-Raush-Verhältnis.Man untersheidet zwei vershiedene Strategien zur Lösung des inversen Problems:� Mittels Optimierungstehniken versuht man, eine kleine Anzahl von Dipolen undderen Parameter (Ort, Orientierung und Stärke) so zu berehnen, daÿ man eine guteÜbereinstimmung zwishen gemessenen Daten und den von dieser Dipolkon�gurationerzeugten synthetishen Daten erreiht. Man spriht hierbei von Dipolrekonstruk-tionen. Siehe [WBRB99, FWW+98℄. Hierbei handelt es sih um ein nihtlinearesProblem und Regularisierung wird hierbei durh eine kleine Anzahl von Parameternerreiht. Ein essentielles und noh niht zufriedenstellend gelöstes Problem ist dieShätzung der Anzahl der beteiligten Dipole. Wie in der Arbeit [Lou92℄ bewiesen,kann man im allgemeinen nur das Kreuzprodukt aus Ort und Orientierung der Dipolebestimmen.� Eine andere Möglihkeit der Quellokalisierung ist die Stromdihterekonstruktion(engl. urrent density reonstrution = CDR ). Hierbei erhält man ein unterbe-stimmtes lineares Problem. Wie wir sehen werden ist dieses Problem shleht gestellt.Zur Regularisierung werden daher örtlihe und zeitlihe a-priori Informationen ein-gebraht. Neu ist hierbei der zeitlihe Aspekt in Form von �zeitliher Glattheit�,welhe sih physiologish motivieren läÿt. Wir werden so mit Hilfe des VerfahrensST3 ein neues Verfahren gewinnen, welhes im Vergleih zu bestehenden Verfahrenrobuster ist, und eine Aussage über den zeitlihen Verlauf der Gehirnaktivität zuläÿt.Im Gegensatz zu den beiden anderen Anwendungen des Verfahrens ST3 (dynEIT unddynCT) brauht man die Hinzunahme von �zeitliher Glattheit� niht, um überhauptein praktikables Verfahren zu gewinnen, sondern um eine in Bezug auf Raushenrobustere Methode herzuleiten.Eine Möglihkeit, räumlihe Informationen ins Spiel zu bringen, ist z. B. das Minimum-Norm-Kriterium, [WWK93, HI94℄, welhes sih im elektromagnetishen Kontextals minimale elektrishe Energie interpretieren läÿt. Einen Überblik über CDR-Tehniken �ndet man in [FWKW99℄. Je nahdem, wie man a-priori Informationenins Spiel bringt, erhält man lineare oder auh nihtlineare Probleme.Das Einbringen zeitliher a-priori Informationen ist ein neues und spärlih erforshtesGebiet, bestehende Verfahren rekonstruieren meist elektrishe Aktivität separat fürjeden Zeitshritt. Eine Arbeit, welhe sih in einem sehr abstrakten Kontext mit demzeitlihen Aspekt beshäftigt, ist [Gre98℄.Stromdihterekonstruktionen unter Zuhilfenahme räumliher und zeitliher a-prioriInformationen werden wir im folgenden als spatio temporale Stromdihtere-konstruktion (stCDR) bezeihnen. Wie wir sehen werden, erlauben stCDR einentieferen Einblik in die zeitlihe Dynamik elektrisher Quellen.CDR-Tehniken als Methode zur Quellokalisierung werden immer wihtiger, da das



8.2. DAS EEG/MEG-VORWÄRTSMODELL 105in der Praxis bei Dipolrekonstruktionen anfallende Problem der Bestimmung derAnzahl der beteiligten Dipole umgangen wird.8.2 Das EEG/MEG-VorwärtsmodellDie fundamentale Gleihung welhe das Zusammenspiel einer elektrishen Quelle j unddem daraus resultierenden elektrishen Feld � beshreibt, ist die Poissongleihung in Ver-bindung mit Neumann-Randwerten:div(�r�) = div j in 
����n = 0 in � = �
: (8.85)Hierbei ist � der Leitfähigkeitstensor und die o�ene und beshränkte Menge 
 beshreibtdie Geometrie des Kopfes. n ist der nah auÿen gerihtete Normalenvektor in �
. DiesesModell bezeihnet man als quasi-stationär, da es für jeden Zeitshritt gültig ist, ohne selbstvon der Zeit abzuhängen.Wir bezeihen �0 � � als EEG-Meÿ�ähe und �1 mit �1 \ �
 = ; als MEG-Meÿ�ähe.Das EEG-Vorwärtsmodell kann wie folgt beshrieben werden:AE : (H10 (
))3 div�! L2(
) S�!H1(
) �!L2(�0)j 7�!J = div j 7�! � 7�! �j�0 (8.86)Hierbei ist S der Operator, welher div j auf die shwahe Lösung der Gleihung (8.85)abbildet.  ist der Spuroperator [Ha86, Aub99℄ von 
 nah �0.Wir de�nieren (Tf)(x) = Z
 f(y)� x� yjx� yj3 dy: (8.87)Nah dem Gesetz von Biot-Savart erhält man nun die MEG-Meÿwerte in Form magneti-sher Flüsse als B(x) = hT (j + �r�)(x); nxi; (8.88)wobei x 2 �1 und nx der nah auÿen gerihtete Normalenvektor in x ist. Insgesamt läÿtsih das MEG-Vorwärtsmodell skizzieren alsAM : (H10 (
))3 div�!L2(
) S�!H1(
) j+�r��! (L2(
))3 hT �;nxi�! L2(�1)j 7�! div j 7�! � 7�! j + �r� 7�! B (8.89)



106 TEMPORALE STROMDICHTEREKONSTRUKTIONSatz 8.2.1 Die Operatoren AE : (H10 (
))3 ! L2(�0)und AM : (H10 (
))3 ! L2(�1)sind kompakt und haben nihttriviale Nullräume.Beweis: Der Spuroperator  ist kompakt bezüglih der gewählten Räume [Aub99℄. Tist kompakt, da der zugrundeliegende Kern in (8.87) wegen �1 \ �
 = ; stetig ist. Dieverbleibenden Operatoren in (8.86) und (8.89) sind nah [Ha86℄ stetig. Daher sind AMund AE kompakt. Da der div-Operator einen nihttrivialen Nullraum hat, gilt das gleihefür AE und AM .Satz und Defnition 8.2.2 Die ProblemeAEj = �0 beziehungsweise AMj = B0und das kombinierte Problem AEj = �0 ^ AMj = B0bezeihnet man als Stromdihteprobleme. Diese sind shleht gestellt. Der Shluÿ von�0 bzw. B0 auf j 2 H10 (
) bezeihnet man als Stromdihterekonstruktion.8.3 Die Lead�eld-MatrixUm das Problem der Stromdihterekonstruktion in diskreter Form lösen zu können, un-terteilen wir einen Teil von 
 in Teilgebiete 
i, so daÿ _S
i � 
. Wir wählen auÿerdempi 2 
i. Die Menge fpij1 � i � Ng wird auh Ein�uÿraum genannt. Wir gehen weiterdavon aus, daÿ n Meÿpunkte ��; 1 � � � n auf �0 [ �1 vorliegen. Die obige Unterteilungvon 
 benutzen wir nun, um eine Stromdihte j zu diskretisieren. Genauer gesagt, stellenwir die vektorielle Gröÿe j als j = NXi=1 2Xk=0 �i+kNei;kdar, mit Basisfunktionen ei;k = �
i�ek;wobei �ek der k-te kartesishe Einheitsvektor ist. Kennen wir nun die n�3N MatrixeinträgeL�;i+kN := AM=Eei;k(��); 1 � � � n; 1 � i � N; 0 � k � 2;



8.4. BESTEHENDE CDR-METHODEN 107so erhalten wir AM=Ej wegen der Linearität von AM=E als Matrix-Vektorprodukt mittelsAM=Ej(��) = NXi=1 2Xk=0 �i+kNAM=Eei;k(��)= NXi=1 2Xk=0 �i+kNL�;i+kN= (L�)� ;Das heiÿt also, daÿ wir das Vorwärtsmodell in einer diskreten Version berehnen können,sobald wir die Einträge der Matrix L kennen. Um diese numerish zu berehnen, bedientman sih in der Praxis im Falle von anisotropem � der Finite-Element-Methode (FEM)[BKF+97℄ oder im Falle vom isotropem � der Randelement-Methode (BEM) [FDWW98℄.Geht die damit verbundene Diskretisierung von 
 mit der Unterteilung in die einzelnen 
iHand in Hand, so sind die Einträge von L einfah zu berehnen. In der Praxis ist es nunaber so, daÿ man aus diversen Gründen 
 als niht konsistent mit dem Finite-Elemente-Netz wählt. Daher approximiert man die Einträge von L in der wie folgend skizzierten Artund Weise. Wir benutzen die Greenshe Funktion G(x; y) um das Vowärtsmodell AM=E zubeshreiben. Es gilt AM=Eei;k(��) = Z
G(x; ��)ei;k(x) dx= Z
i G(x; ��)�ek dx:= vol(
i)G(pi; ��) �ek= vol(
i) Z
G(x; ��)Æ(pi � x)�ek dx= vol(
i)AM=E(Æpi�ek):Das heiÿt, man leitet Dipole Æpi�ek in die rehte Seite der Poissongleihung (8.85) ein, umdas Vorwärtsmodell zu approximieren. Über die numerishe Realisierung �ndet man mehrin [BKF+97℄.In der Praxis erhält man 
 und � anhand vom Kernspin(MRI)-Bildern. Es gibt in der neue-ren Zeit auh Bemühungen aus solhen Bildern niht nur skalares � zu bestimmen, sondernmittels sogenannter Di�usionstomographie auh tensorielles �. Siehe dazu [WRB+01℄Analytishe Formeln zur Berehnung des Vorwärtsmodells kennt man nur für vereinfahteGeometrien, wie z. B. für konzentrishe Sphären oder Ellipsen [Sre94, Lou92℄.8.4 Bestehende CDR-MethodenWie bereits erwähnt, unterteilt man Quellrekonstruktionsverfahren in Dipolrekonstruk-tions-Methoden und CDR-Methoden. Letztere versuhen das Problem Lj = m unter Zu-



108 TEMPORALE STROMDICHTEREKONSTRUKTIONhilfenahme von a-priori-Informationen zu lösen. Dieses Problem ist in der Praxis unterbe-stimmt. Eine Möglihkeit, das Problem anzugehen, ist Tikhonov-Phillips Regularisierung[Lou89, BKF+97, EHN96℄:j = minarg�kLj �mkpp + �2kRjkqq	 : (8.90)R ist ein sogenanter räumliher Regularisierungsoperator. Da die EEG-/MEG-Sensoren jenah Abstand der Quellen untershiedlih emp�ndlih reagieren, was sih in der Skalierungder Spalten von L ausdrükt, benutzt man meist für R eine sogenannte Tiefenwihtungs-matrix W , siehe [FWKW99℄. p = q = 2; R = W führt zu Minimum-Norm Least-squaresLösungen. p = q = 2; R = 4 wird als LORETA-Methode [PM94℄ bezeihnet. Im erstenFall berüksihtigt man die sogenannte räumlihe Glattheit nullter Ordnung (zero orderspatial smoothness), im zweiten die räumlihe Glattheit zweiter Ordnung (seond or-der spatial smoothness). 4 ist eine diskrete Version des Laplae-Operators �. Wieman 4 implementieren kann, �ndet man in [KKSV00℄. In beiden Fällen erhält man we-gen p = q = 2 lineare Probleme. Diese beiden Verfahren berüksihtigen keine zeitliheInformationen, die Rehnungen werden für jeden Zeitshritt getrennt ausgeführt.8.5 Spatio-temporale StromdihterekonstruktionenWir gehen nun davon aus, daÿ die Daten m als Funktion der Zeit also als m(t) gegebensind. Die damit zusammenhängende Stromdihte j als Lösung von (8.85) ist somit auhzeitabhängig. � und 
 sind zeitunabhängig und in (8.85) treten keine Zeitableitungen auf.Das Modell wird daher auh als quasi-stationär bezeihnet.Eine Kopplung der vershiedenen Zeitshritte wird durh die physiologish motivierte An-nahme der �zeitlihen Glattheit� erreiht.Wir gehen von Daten ml und Stromdihten jl zu Zeitpunkten tl; 1 � l � T aus.Ansatz eines Verfahrens ist dann die folgende Minimierungsaufgabe:(j1; : : : ; jT ) = minarg� TXi=1 kLji �mik22 + �2 TXi=1 kRjik2 + �2 T�1Xi=1 kji+1 � jik22�: (8.91)Diese Modell bezeihnen wir als spatio-temporale CDR-Methode. Der Vorwärtsoperator List zeitunabhängig. Da aber hier der wihtige Operator R auftritt, sind die äquivalentenVerfahren ST1C und ST3C so niht anwendbar.Shreibt man die Mimierungsaufgabe (8.91) mit den folgenden BezeihnungenLT = blokdiag(L; : : : ; L)RT = blokdiag(R; : : : ; R)j = (j>1 ; : : : ; j>T )>m = (m>1 ; : : : ; m>T )>;



8.6. SIMULATIONSRECHNUNGEN 109und den Bezeihnungen aus Kapitel 3.3 wie folgt umj = minargfkLT j �mk2 + �2kRT jk2 + �2kBjk2g;und berüksihtigt rkAx � bk2 = 2A>(Ax � b), so erhält man die zu lösende Normalen-gleihung (L>TLT + �2R>TRT + �2B>B)j = A>m:Diese Gleihung hat die Gröÿe 3NT � 3NT . Leider greifen die in den Kapiteln 2.10.2�4.4vorgestellten Methoden niht, um ein Verfahren kleinerer Ordnung nT � nT zu erhalten,der beliebige Regularisierungsoperator RT läÿt dies niht zu.Da die auf der linken Seite im obigen Gleihungssystem auftretende Matrix positiv de�nitist, kann das relativ e�ziente g-Verfahren angewendet werden. Eine E�zienzsteigerung istmöglih, wenn man das Matrixprodukt L>TLT j wie folgt berehnet: Man ordnet j zu einerMatrix J = (j1 j : : : jjT ) um (was zum Beispiel in FORTRAN ohne Kosten geshieht, da j vonvorneherein im Speiher rihtig organisiert vorliegt), berehnet M = L>TLTJ mit Kosten9N2T und ordnet M = (M1 j : : : jMT ) wieder zu einem groÿen Vektor m = (M>1 ; : : :M>T )>(in Fortran wiederum ohne Kosten) um. Die direkte Auswertung von L>TLj würde hinge-gen einen Aufwand von 9N2T 2 haben und somit um den Faktor T langsamer sein. Beitypishen T im Bereih fünfzig bis einige Hundert ist dies ein wihtiger Faktor. Die obendargestellte, optimierte Version der Berehnung von L>TLT j ist je nah Prozessor auhauf Mashinenebene gut zu optimieren. Sogenannte Level-3-Routinen der weitverbreitetenProgrammbibliothek BLAS mahen zum Beispiel davon Gebrauh und liegen für vershie-dene Prozessoren in speziell optimierter Version vor.8.6 Simulationsrehnungen8.6.1 Das Volumenleiter-ModellUm die Ergebnisse des zeitlih ungekoppelten Verfahrens (8.90) und die des stCDR-Verfahr-ens (8.91) besser vergleihen zu können, wählen wir ein einfahes Volumenleiter-Modell:wir betrahten ein dreidimensionales Problem mit zweidimensionalem Ein�uÿraum. Die-ses Modell ist reht nahe an der Praxis (berüksihtigt man z.B. die Hirnober�ähe =Kortex als Ein�uÿraum, so ist dieser auh zweidimensional) und es erlaubt einen einfa-heren Vergleih der graphish dargestellten Rekonstruktionsergebnisse als im Falle einesdreidimensionalen Ein�uÿraumes.Der Ein�uÿraum besteht aus einem äquidistanten Gitter der Gröÿe 10 � 10 mit Abmes-sungen 10� 10 und Mittelpunkt (5:5; 5:5; 0:0)>.Die EEG-Meÿ�ähe besteht aus einem 9 � 9-Gitter, welhes parallel zur x � y-Ebeneangeordnet ist, und den Mittelpunkt (5:5; 5:5; 2)> hat. Siehe dazu Abbildung 8.24.
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Abb. 8.24: Skizze des Modellproblems.Wir haben konstante Leitfähigkeit � in ganz R3 gewählt. Daher erhält man die Lead�eld-matrix L mittels analytisher Formeln [Vog95℄Li;j = 14�� ri;1 � pj;1kri � pjk3Li;j+N = 14�� ri;2 � pj;2kri � pjk3Li;j+2N = 14�� ri;3 � pj;3kri � pjk3 :ri 2 R3 ist hierbei die Postion des i-ten EEG-Sensors, pj ist die Position des j-ten Gitter-punktes im Ein�uÿraum.Dadurh, daÿ die Abstände von Ein�uÿpunkten und Sensoren relativ wenig shwankt, kannauf eine Tiefenwihtungsmatrix im folgenden verzihtet werden.8.6.2 BeispielrehnungenZwei gleihorientierte Dipole mit Moment (0; 0; 1)> wurden in (3; 5; 0)> und (8; 5; 0)> pla-ziert. Sie sind in Abbildung 8.24 eingezeihnet. Diesen Dipolen wurde ein gauÿglokenför-miger zeitliher Aktivitätsverlauf gemäÿq(t) = q0 exp��(t� tp)2w2 �mit Maximum in den Zeitshritten tp = 5 (Dipol 1) und tp = 9 (Dipol 2) zugewiesen. wwurde zu 2:5 gewählt. Siehe Abbildung 8.25.Die Simulationen wurden für 16 Zeitshritte ausgeführt.Zur Wahl des Regularisierungsparameters � im Verfahren (8.90) wurden die Daten desZeitshritts mit maximaler Amplitude berüksihtigt. Es kam das L-Kurven Kriterium zur
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Abb. 8.25: Die Aktivitätsverläufe der Dipole.Anwendung [Wag98, Han94℄. In (8.90) wurde p = q = 2 gewählt, die Minimierungsaufgabekann daher e�zient über eine Normalengleihung gelöst werden.Da wir auf eine Tiefenwihtung verzihten können, kommen für die Lösung der spatio-temporalen Aufgabe (8.91) die Verfahren ST1C und ST3C in Frage. Diese sind ihrer Lauf-zeit gleih e�zient, in den Laufzeitbeshreibungen haben die Terme höhster Ordnung diegleihen Vorfaktoren.In den folgenden Abbildungen sieht man Kontur-Plots der Stromdihte kj(p; t)kR3. Diekleinen Quadrate markieren die ursprünglihen Quellpositionen.In den Abbildungen 8.26 und 8.27 wurden rein synthetishe Daten benutzt um zeitlihgekoppelte und ungekoppelte Lösungen zu vergleihen. Die zeitlih gekoppelte Lösungweist eine geringfügig bessere räumlihe Genauigkeit auf.In den folgenden Simulationen wurden die Daten mit uniform verteiltem Raushen mit einerAmplitude von 30% der Maximalamplitude der Daten überlagert. Die Stärke des gewähltenRaushens ist für bekannte praktishe Meÿanordnungen realistish. In den Abbildungen8.28�8.30 sind dazugehörende Rekonstruktionen zu sehen. In Abbildung 8.29 wurde � = 15gewählt, um zu zeigen, wie sih eine sehr starke zeitlihe Kopplung auswirkt.Die in Abbildung 8.28 zu sehende stCDR-Rekonstruktion ist wesentlih weniger durh dasRaushen beeinträhtigt, als die zeitlih ungekoppelte Rekonstruktion in Abbildung 8.30.In den Abbildungen 8.31 und 8.32 wurden anhand der Rekonstruktionen die Aktivierungs-verläufe bestimmt. Dazu wurde die Amplitude des Ein�uÿpunktes maximaler Stromdihtegenommen. Wie unshwer zu sehen ist, erlaubt das stCDR-Verfahren eine reht gute Rekon-struktion des realen Aktivitätsverlaufes, das Tikhonov-Phillips-Verfahren (8.91) läÿt nursehr shlehte Rükshlüsse zu. Das stCDR-Verfahren gibt daher niht nur einen Einblikin die räumlihe Anordnung von Gehirnaktivität, sondern auh in den, von Medizinern alssehr wihtig erahteten, zeitlihen Verlauf.
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Abb. 8.26: stCDR: �2 = 0:01; �2 = 0:2. Unverraushte Daten.
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Abb. 8.27: Zeitlih ungekoppelte Rekonstruktion anhand (8.90). �2 = 0:01. UnverraushteDaten.Zum Shluÿ wählen wir eine weiter Methode zur zeitlihen Rekonstruktion: wir glätten dieverraushten Daten mit einem Savitzky-Golay-Filter (auh 'least-squares-�lter' genannt)der Ordnung 3 und Länge 5, [SG64, Ham83℄. Dann benutzen wir (8.91), um eine zeitlihungekoppelte Stromdihteverteilung zu rekonstruieren. Die Ergebnisse in Abbildung 8.33sind besser als im ungeglätteten Fall, aber niht so gut wie die Ergebnisse des stCDR-Verfahrens.Zum systematishen Vergleih von zeitlih gekoppelten und ungekoppelten Lösungen füh-ren wir zwei vershieden Maÿe ein, um Genauigkeiten zu messen:� Wir vergleihen die exakte Lage der Dipole mit der Lage der lokalen Maxima der Re-
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Abb. 8.28: stCDR-Rekonstruktion. �2 = 2:0; �2 = 1:5. 30%-igem uniform verteiltesRaushen.
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Abb. 8.29: stCDR-Rekonstruktion mit sehr hoher zeitliher Kopplung: �2 = 2:0; �2 = 15.30%-igem uniform verteiltes Raushen.konstruktionen. Die Abhängigkeit dieses Maÿes in Abhängigkeit zum Raushniveauist in Abbildung 8.34 zu sehen.� Wir berehneten die Korrelation des wahren Aktivitätsverlaufes mit dem, anhandder Rekonstruktionen berehneten, Aktivitätsverlaufes. In Abbildung 8.35 sehen wirdie Abhängigkeit vom Raushniveau.
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Abb. 8.30: Rekonstruktion ohne zeitlihe Kopplung. �2 = 2:0. 30%-igem uniformverteiltes Raushen.
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Abb. 8.31: Aktivitätsverlauf anhand stCDR-Rekonstruktion. �2 = 2:0; �2 = 1:5. 30%-igemuniform verteiltes Raushen.8.6.3 Abshlieÿende BewertungAnhand eines einfahen Modellproblems konnten wir zeigen, daÿ die Hinzunahme von zeit-lihen a-priori Informationen in bestehende CDR-Verfahren zu einer signi�kanten Zunahmean zeitliher und räumliher Au�ösung führt. Besonders im Falle verraushter Daten istder Untershied zwishen zeitlih gekoppelten und ungekoppelten Rekonstruktionen im-mens. Zeitlih gekoppelte Lösungen sind zum einen in der Lage, vershiedene elektrisheQuellen besser zu separieren, zum anderen lassen sie genauere Rükshlüsse auf den Akti-vitätsverlauf zu.
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Abb. 8.32: Aktivitätsverlauf anhand einer Rekonstruktion ohne zeitlihe Kopplung.�2 = 2:0. 30%-igem uniform verteiltes Raushen.
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Abb. 8.33: Rekonstruktion ohne zeitlihe Kopplung. Die mit 30%-igem uniform verteiltemRaushen überlagerten Daten wurden mit einem Savitzky-Golay-Filter geglättet.�2 = 2:0.
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Abb. 8.34: Räumlihe Genauigkeit zeitlih gekoppelter und ungekoppelterRekonstruktionen.
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Abb. 8.35: Zeitlihe Genauigkeit zeitlih gekoppelter und ungekoppelter Rekonstruktionen.
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