EFFIZIENTE ALGORITHMEN : EIN BEISPIEL

Kurt Mehlhorn
FB 1o - Angewandte Mathematik und

Informatik der Universitdt des

Saarlandes

A 78-02 11/1978



Wir wollen in diesem Beitrag die Entwicklung und Analyse
effizienter Algorithmen an einem Beispiel erl&utern.Als
Beispiel wird uns dienen : die Konstruktion (nahezu) opti-

maler Suchbdume.

Algorithmen dienen zur L3sung von Problemen.
Ein Problem ist etwa die Berechnung des Maximums einer end-
lichen Menge von reellen Zahlen oder die Berechnung des Pro-
dukts zweier ganzer Zahlen. Ein Problem P existiert meistens in
endlich vielen Fragestellungen . Eine
Fragestellung des Maximumproblems ist : Bestimme die gr&Bte
der 5 Zahlen 2, 7, 3, 9, 8. Eine Fragestellung des Multi-
plikationsproblems ist : Berechne das Produkt der Zahlen 257
und 123. Jeder Fragestellung p € P messen wir eine natilirliche
Zahl g(p) als GrdBe zu, manchmal auch ein Tupel von natiir-
lichen Zahlen. Die Gr&Be der Fragestellung 2, 7, 3, 9, 8 k&n-
nen wir als 5 definieren, also als Kardinalitdt der Menge,
die Gr8Be von 257 x 123 k8nnen wir als 6, also als Summe der
Ldngen der Dezimaldarstellungen definieren. Die Definition
der Gr&Be einer Fragestellung ist willkilirlich, ergibt sich

aber meist in natlirlicher Weise.

un-

Die Ausflihrung eines Programms in einer Rechenanlage bendtigt Be-

triebsmittel z.B. Rechenzeit und Speicherplatz. Der Verbrauch
an Ressourcen hdngt von der Fragestellung ab. Flir einen Al-
gorithmus A zur L&sung des Problems P sei TA(p) der Rechen-
zeitverbrauch an der Fragestellung p € P. Wir k&nnen TA(p)
in Millisekunden messen. Die Laufzeit TA(p) kann durch ein

Experiment bestimmt werden.

Interessanter als der Rechenzeitverbrauch flr jede einzelne
Fragestellung ist eine globale Aussage liber den Rechenzeit-~-

verbrauch an einer beliebigen Eingabe der Gr&Be n, die nun



nicht mehr durch das Experiment bestimmt werden kann. Zwei
Abstraktionen bieten sich an : Verhalten im schlechtesten

Fall und Verhalten im Mittel.

Das Verhalten im schlechtesten Fall

definieren wir als die maximale Laufzeit an einer Frage-
stellung der GrdBe n. Wir benutzen dafiir die Bezeichnung
TA(n).

TA(n) = sup {TA{p); p € P und g(p) = n}.

Das Verhalten im schlechtesten Fall greift flir jede GrdBe n
diejenige Problemstellung heraus, die den Algorithmus A am

schlechtesten aussehen 13Bt.

Wir sind also an der Laufzeit von Algorithmen interessiert.
Auf welcher Maschine ? Natlrlich auf der, die Sie gerade be-
nutzen. Leider kann ich dariiber nichts sagen, da ich diese Maschine nicht
kenne. Um einen gemeinsamen MaBstab zu haben, sollten wir da-
her eine Rechenanlage definieren, die die typischen Fahigkei-
ten einer modernen Anlage hat. Das wilirde aber den Rahmen die-
ses Beitrags sprengen. Daher schlage ich vor : Die Maschinen-
sprache unserer Referenzmaschine umfaBt die Grundzlige von
ALGOL : Einfache und indizierte Variable, arithmetische und
boolesche Ausdrlicke, Wertzuweisungen, Fallunterscheidungen
und Spriinge. Laufanweisungen und while-Schleifen betrachten

wir als Abklrzungen.

for i .from a to b do S steht fir i - a;

Loop : ii i > b then goto Exit;
S;

=1+ 1;
goto Loop

Exit

und



while P do S steht filir Loop : if 1 P then goto Exit;

S;

goto Loop;
Exit :

Wir nehmen an, daB jede Wertzuweisung, jeder Test und jeder

Sprung eine Zeiteinheit erfordert. Die Anweisung

if x = o then x = x + 1 else begin x « x - 1; goto Exit en

verbraucht demnach 2 oder 3 Zeiteinheiten, je nachdem ob
x = o ist oder nicht. Die obige Laufanweisung verbraucht
(a, b ganze Zahlen, b - a + 1 > o)

b
3 +3(b-a+ 1) + I (Zeitbedarf fiir S mit i = %)
L=a

Zeiteinheiten. Prozeduren sind in unserer Sprache nicht er-
laubt. Natiirlich sind unsere Annahmen {liber den Befehlsvorrat
und die Ausfilihrungszeiten unrealistisch. Wir laden den Leser
ein, die folgenden Betrachtungen flir seine Lieblingsmaschine
durchzuflihren. Die Ergebnisse werden im wesentlichen die

gleichen bleiben.

Der folgende Beitrag enth&lt keine Beweise. Der Leser findet

sie in [Mehlhorn],



Sei (U,<) eine linear geordnete Menge und S = {x .,xn} = U,

10

Beispiel :

1. (U,<) ist die Menge der reellen Zahlen mit der normalen
< - Relation. § = {1.5, 7, 13}.

2. (U,<) ist die Menge der Worte {iber dem deutschen Alphabet
und < ist die lexikographische Ordnung.
S = {Ena, Kurt, Steffi, Uli, Zenzil}.

Ein Suchbaum fiir die Menge S = {x;,...,xn} besteht aus einem
biniren Baum (jeder Knoten hat 2 Nachfolger, ein Blatt hat
keinen Nachfolger) mit n Knoten. (Wir unterscheiden Knoten und
Bldtter. Insbesondere sind Bldtter keine Knoten. Knoten wer-
den als Kreise, Bldtter als Rechtecke gezeichnet). Dieser

Baum hat dann n + 1 Bldtter. Die n Knoten sind von links nach
rechts mit den Elementenvon 5 in aufsteigender Reihenfolge be-

schriftet.

Zenzi

(Ena,Kurt) Steffi




Um einen Namen X in diesem Suchbaum zu suchen, vergleicht
man X mit dem Inhalt der Wurzel (hier Kurt) und geht nach
links (stoppt, geht nach rechts), wenn X < Kurt (X = Kurt,
X > Kurt).

Sucht man einen Namen, der nicht in S liegt (etwa Helmut),

so endet man in einem Blatt (im Blatt zwischen Ena und Kurt).
Dies gilt nicht nur flir denNamen Helmut, sondern fiir jedes Wort,
das zwischen Ena und Kurt in der alphabetischen Ordnung
steht. Wir beschriften daher dieses Blatt mit dem offenen
Intervall (Ena, Kurt). Das linkste Blatt steht fiir alle Na-

men vor Ena. Wir bezeichnen es mit ( , Ena).

Im allgemeinen Fall sind also die Knoten mit XpseoesX und
die Blatter mit ( ,xl), (xl,xz), “ow (xn, ) beschriftet.
Statt ,x1) bzw. (xn, ) schreiben wir manchmal (xo,xl),
(xn,xn+1). Wenn wir nach X = X suchen, dann vergleichen wir
X mit allen Knoten auf dem Wegqg von der Wurzel zum Knoten

X ; einschlieBlich X - Wenn wir nach X mit Xj < X < xj+1
suchen, dann vergleichen wir X mit allen Knoten auf dem Weg
). Sei daher bi die Tiefe
ja1)-

(Die Tiefe eines Knotens bzw. Blattes ist die Anzahl der

von der Wurzel zum Blatt (xJ.,>':j"_1

des Knoten X . und a, die Tiefe des Blattes (xj,x

Kanten auf dem Pfad von der Wurzel zu dem Knoten bzw. Blatt).
Dann filihren wir im ersten Fall bi + 1 und im zweiten Fall

aj Vergleiche aus.

(x, ,XZ) (-XZ’X3)




In diesem Baum ist b1 =1, b, = 2, b, = o. bh =1,

a = a3 = ah = 2 und a1 = a2 = 3.

0ft wird nach den Elementen von S nicht gleich h3dufig ge-
sucht. Wir brauchen dann noch Angaben liber die H3ufigkeit,
mit der nach den Elementen von S gesucht wird. Sei etwa

B., 1 <i <n, die Hiufigkeit mit der nach X = xi gesucht

wird, und aj, 0 <j <n, die Hdufigkeit mit der nach X,

X; <X < xo, gesucht wird (B, > o, o, > o). Dann ist

1’ J

n n
P =  B.(b.+1) + I a. a.
i=1 1 ) j=o J J

ein MaB fiir die mittlere Suchzeit im Baum. P heiBt gewichte-

te Weglange.

Fiir unser Beispiel sei (ao, B, &, By, 0y, 83, a3, By » ah) =
(4, 1, o, 3, 0o, 3, 3, o, 10). Dann hat obiger Baum die ge-

wichtete Wegldnge 48.

Es ist erwdhnenswert, daB auch die Extremfdlle (alle Bi = 0
bzw. alle aj = 0) interessant sind. Falls a. = o fir alle j,
dann sind alle Suchvorgdnge erfolgreich, falls Bi = o fiir

alle i, dann dienen die Knoten nur als '"Wegweiser'.

Durch die Definition der gewichteten Weglinge weisen wir
einem Baum eine einzige reelle Zahl als MaB seiner Giite zu.
Wir kdnnen daher nach dem Baum fragen, der die gewichtete
Wegldnge minimiert. Dieser Baum optimiert dann auch die

mittlere Suchzeit.

Definition

Sei S = {x1,...,xn} eine Menge und (GO,B .,Bn,an) eine

1*°°
Zugriffsverteilung. Ein Suchbaum T fiir S heiBt optimaler

Suchbaum, wenn seine gewichtete Wegld&nge minimal ist unter



allen Suchbdumen fiir S. Wir bezeichnen mit TOpt stets einen

optimalen Suchbaum und mit Po seine gewichtete Weglange.

pt
Wie knnen wir nun einen optimalen Suchbaum finden. Ein
erster naiver Ansatz, nennen wir den Algorithmus Alg 0,
wdre es, alle bin&ren Bdiume mit n Knoten zu konstruieren
und zu vergleichen. Davon gibt es aber ungefdhr 4", Wenn
wir fir die Konstruktion eines Baumes und Bestimmung seiner
gewichteten Wegl3&nge nur eine Zeiteinheit rechnen, dann
verbraucht Alg 0 also mindestens 4" Zeiteinheiten. Dies

ist horrend. Wir verfolgen daher Alg 0 nicht weiter. Alg O

wird Ublicherweise als Exhautionsalgorithmus bezeichnet.

IIl. ZWEI ALGORITHMEN ZUR BESTIMMUNG DES OPTIMALEN BAUMES

S 3t -t &ttt &t

Sei nun T0 ein optimaler Suchbaum fiir S. Dann hat T

pt opt

irgendeinen Knoten zur Wurzel, etwa X Dann ist der linke

Unterbaum T£ van T0 ein Suchbaum flir die Menge

pt

2,...,xi_1}. TR ist selbstverstindlich optimal. An-

derenfalls k8nnten wir ihn durch einen besseren Baum er-

{x.x

setzen und so To insgesamt verbessern. Also gilt

pt

Unterbdume optimaler B3ume sind optimal.

Diese Beobachtung erlaubt uns, den optimalen Suchbaum mit
Hilfe von dynamischem Programmieren zu finden. Dabei kon-
struiert man auf systematische Weise L&sungen fiir immer
gréBere Teilprobleme. In unserem Fall bedeutet das die
Konstruktion der optimalen B&ume flir alle Paare, Tripel, ...
von nebeneinanderliegenden Knoten.

Sei T 1 < i <j<n, ein optimaler Suchbaum fiir die Knoten

ij’
{x,,x,
] 1

+],...,xj} und die Bl3tter {(xi—l'xi)’(xi’xi+l)’ % s

S ,(xj,xj+1)} mit der Verteilung (ai'1’ Bi’ai’ o 'Bj' aj+l)'



seli Pij die gewichtete Wegldnge von Tij und sei

w,. = O, + B, +a, + ... + B, + aa, das "Gewicht' von T...
i] i-1 ] i J i il

Als Grenzfall betrachten wir noch den Baum Ti+1 i der nur
’
aus dem Blatt (xi,xi+1) besteht, also PT+1,i = o und

w. . = o, .
i+1, i i

Nach unserer Beobachtung liber Unterbdume von optimalen Bdumen
hat in unserem Beispiel vom vorigen Abschnitt der Baum Tl 4

eine der folgenden 4 Gestalten :

Die gewichtete Wegldnge eines Baumes

USE Promst * Y=t ¥ B * Pty ® Yoo ™ Py *
+ P e " ;
m+1, | w",J Die Knoten und Blitter in Ti,m-1 und Tm+1,j

sind sdmtlich um 1 Niveau nach unten gerutscht und X kam

neu hinzu.



Un also von den obigen 4 B3umen den besten auszusuchen,

brauchen wir nur die 4 GrdBen

P + P +

1,0 2,8 YWy Py Py W g Py PP Wy

und PT,S + P5,k + w1,4 zu vergleichen und die kleinste

auszusuchen. Dies fiihrt zu folgende Programm. Wir benutzen

zusdtzlich die Gr&Ben F{j° Dabei ist r,; der Index der Wurzel

J

von T, ..
1]

comment wir berechnen zun3chst die relevanten Gr&Ben fiir die

Biume T, . und T.
i+1,1 i,
- 0; w - QO

(1) P1,0 1,0

o
(2) for i from 1 to n do

(3) begin Py ¢ =05 wy g ¢ = o

w., . <= Q,
i, 1 i-1

end

comment wir bestimmen nun die optimalen B3ume mit

2,3,4,...,n Knoten

(4) for k from 1 to n - 1 do
(5) for i from 1 to n - k do
(6) begin j < i1 + k

wij - wi,j-1 + Bj + aj

comment wir bestimmen nun die Wurzel von Tij;
(8) m - i; s +'Pi,m-1 + Pm+l,j
(9) for 2 from i + 1 to j do
(10) if Pi,£-1 + P£+1,j < s
(11) then begin m = £; s = Pi,m-] + Pm+1,j end;
(12) rij - m
(13) P,. = P, + w., + P

i] i,m=1 ij m+1,j
end

Algorithmus 1 : (Gilbert & Moore)
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Flir unser Beispiel ergeben sich die folgenden Werte

W ) 1 2 3 b
1 L 5 8 14 24
2 o 3 9 19
3 o) 6 16
I 3 13
5 To

P o 1 2 3 b
1 o 5 11 25 48
2 o 3 12 31
3 o 6 22
4 o 13
5 o

i o 1 2 3 4
1 1 1 2 3
2 2 3 b
3 3 4
4 4
5
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Im Feld r liegt nun der optimale Baum implizit vor. Die
Wurzel des Baumes ist X (3 = r h}' Damit ist der linke
und der rechte T‘[},.,:| mit Wurzeln x4 (rl’2 =

1)

Unterbaum T1 2
und X, (rh i = L). Der Baum aus dem vorigen Abschnitt ist

demnach optimal.

Wie aufwendig ist nun dieser Algorithmus. Dazu bestimmen
wir seine Laufzeit auf der ALGOL-Maschine. Einmaliges Aus-
flihren der Zeilen 10 und 11 kostet entweder 1 oder 3 Zeit-
einheiten. Wir rechnen im folgenden mit 3 Zeiteinheiten,
da wir eine obere Schranke flir die Laufzeit berechnen wol-
len. Demnach kosten uns die Zeilen 9, 1o und 11 fiir festes

i und j

J
3+ 3(j - (i+1) +1) + © 3 =34+ 6(j - 1i)
L2=1+1

Zeiteinheiten und demnach einmaliges Ausfiihren von 6 - 13
flir festes i und k 9 + 6 k Zeiteinheiten. Flir festes k
kostet uns demnach die Schleife 5 - 13

n=-k
3 +3(n-k=-1+1)+ T (9 + 6k) =3+ (n-k)(12 + 6k)
i=1

Zeiteinheiten. SchlieBlich erhalten wir als Kosten fiir die

Schleife 4 - 13
n-1 3 2
3 + 3(n-1-1+1) + T [3 + (n-k)(12+6k)]= n" + 6n° =- n-3.
k=1

Fiir die Initialisierung kommen noch 5 + 8n Zeiteinheiten

3

hinzu, so daB die Gesamtlaufzeit h8chstens n~ + 6n2 + 7n + 2
ist. Beachten Sie, daB wir die Laufzeit nur an einer Stelle
nach oben abgeschdtzt haben : die 3 Einheiten fiir Zeile lo
und 11. Rechnet man statt dessen mit 1 Zeiteinheit, so er-
hilt man (2n> + 18n - 2n - 9)/3 als Mindestlaufzeit.

Alg. 1 braucht mindestens (2n3

+ 18n - 2n - 9)/3 und hdchstens
n3 + 6n2 + 7n + 2 Zeiteinheiten, um einen optimalen Suchbaum

fir eine Menge mit n Elementen zu konstruieren.



- 12 -

Die kritische Stelle in diesem Algorithmus ist die Such-
schleife 8 - 11. Hier entsteht der kubische Aufwand. Daran

miissen wir also arbeiten.

Inspiziert man in unseren Beispiel das Feld r der Wurzel-
indizes genauer, so sieht man, daB die Eintr&ge in jeder
Zeile von links nach rechts und in jeder Spalte von oben
nach unten zunehmen. Die wﬁrzel von Ti,j liegt also nicht
links von der Wurzel von T, . , (betrachte die i-te Zeile)
und nicht rechts von der Wurzel TT+1,j (betrachte die j-te
Spalte). Dies gilt nicht nur in unserem Beispiel, sondern
stets (Knuth, 1971). Man kann daher die Suche nach ri,j auf
die Indizes zwischen ri,j-l und ri+1,j beschrdnken. Wir in-
korporieren diese Idee in unser Programm, indem wir die

Zeilen (8) und (9) ab3ndern in

(8') m - s = P + P

Ti,j-1? i,m-1 Y P,
N £
(9") for & fromm + 1 to t do
In unserem Beispiel werden nun im Fall i =1, j =4 in den

Zeilen 8' und 9' flir m nur noch die Werte 2, 3, 4 probiert an-

statt der Werte 1, 2, 3, 4 im ursprilinglichen Algorithmus.

Wie gut ist nun dieser modifizierte Algorithmus Alg 2 ?

Z5hlen wir wie zuvor (siehe Darstellung auf der n¥chsten

Seite)



Ausfiihrung von < Zeiteinheiten
9',10,11 flir festes i und j 3 + G(ri+1,j - ri,j-l)
6,7,8',9',10-13 Vg 6("i+1,i+k } ri,i+k-l)
n-k
5-13 fir festes k 3 + 3(n-k) + 151 (1°+6(ri+l,i+k =T ieke1
< 3 + 13(n-k) + 6(n-1)
n-1
4 - 13 3 +3(n=1) + £ (3+13(n=k)+6(n-1)
k=1
= E%-nz-gg n+ 3
i =13 Egrg --2r1+ 8

Beachten Sie dabei

n-k
i§1 CFier,isk = i, iek-1)

(ry ket ™ 1) * (rg ke Fo katd ® o ® (G g oy
¥ Wit ™ Farkansd) © Toskeien © T, ETE L

Wie vorher k&nnten wir auch eine untere Schranke fiir die

Laufzeit von Alg 2 bestimmen. Wi
Alg 2 braucht h&chstens 3% n2 -

r verzichten darauf.

9

2

n + 8 Zeiteinheiten,

- rn-k-i,n-2

um

einen optimalen Suchbaum flir eine Menge mit n Elementen zu

konstruieren.

Der Speicherplatzbedarf von Alg
vor allem sind da die 3 quadrati

nennen,

1 und Alg 2

schen Felder r,

ist

von denen man allerdings nur das obere Dreieck

identisch;

P und w zu

braucht. Vom Feld w braucht man zu jedem Zeitpunkt nur eine

Nebendiagonale. Tr3dgt man dieser Tatsache in der Programmie-

rung Rechnung,

so ergibt sich ein Platzbedarf von etwa

)

)
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n2 Zellen.

Wir vergleichen die beiden Algorithmen im SchluBabschnitt.

IV. ZWE! ALGORITHMEN ZUR BESTIMMUNG NAHEZU OPTIMALER BAUME

Unsere Algorithmen zur Bestimmung des optimalen Baumes haben
mindestens quadratischen Zeit- und Platzbedarf. |hre Anwen-
dung verbietet sich daher flir gr&Bere n. Auch sind die Zu-
griffshdufigkeiten meist nur ungefdhr bekannt und es ist da-
her eigentlich unsinnig, einen optimalen Baum konstruieren
zu wollen. Wir wenden uns deswegen nun der Konstruktion

nahezu optimaler Bdume zu.

Tragen wir uns dazu die Verteilung aus unserem Beispiel auf

der Zahlengeraden auf

Wenn wir den Knoten X als Wurzel w3dhlen, so erhalten wir
einen linken Unterbaum vom Gewicht 4 und einen rechten vom
Gewicht 19. Analog, wenn wir X [x3,xh] als Wurzel wdhlen,
so erhalten wir Unterbdume vom Gewicht (5,16) [(8,13),(14,10)].
Es ist intuitiv einleuchtend, daB ein guter Suchbaum "im
Gleichgewicht'" sein sollte; d.h. linker und rechter Unter-
baum sollten mdglichst gleich schwer sein. Diese Uberlegung
flihrt uns dazu, Xy, als Wurzel zu wdhlen : Der Gewichtsunter-
schied ist 4, bei anderer Wah! der Wurzel mindestens 5. Wir
9 x3 konstruieren.
Wihlen wir X [x2,x3] als Wurzel, so ist die Gewichtsver-

teilung (4,9) [(5,6),(8,3)]. Wir wdhlen also Xy

missen nun noch einen Baum fir Xqs X



Insgesamt erhalten wir den Baum

(%))

(x],xz) (xz,x3) (x3,xh)

mit gewichteter Weglénge

L e« 3 + 1 @« 3 + 0 # 3 + 3 @ 2 + 0 ® 3 + 3 e 3 + 3 e 3 +
+ o e 1 + 1o 1 = 49,
Die gewichtete Weglinge des optimalen Baumes war 48. Wir

formulieren also folgende Konstruktionsregel

Regel ¢
Wihle die Wurzel so, daB sich das Gewicht der Unterbdume
mdglichst wenig unterscheidet. Dann verfahre rekursiv mit

den Unterbdumen.

Sei wie oben w,. = o, + B, + 0o, + ... + «. + B, + «.
iJ i-1 i i j-1 j ]
das Gewicht eines Baumes mit den Knoten xi,-..,xj. Dann ist
W.,. = W,. = w + o

1 5 = =l

Dann kdnnen wir die obige Regel als folgendes Programm for-

mulieren

(1) begln w] & - uo

(2) for j from 1 to n do w, . + w, |, + B, + o,;
- - - - 1:.] 11J-1 J 1
(3) Baue - Baum (1,n)
end
wo Baue - Baum folgende rekursive Prozedur ist

(4) procedure Baue - Baum (i,j);
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col <i, j<n, i <j+1,
Wir wollen einen Baum flir die Knoten xi,x.

konstruieren, bzw. nur das Blatt (xi,xi+1), falls

i=j+1;
(5) if i =] +1
(6) then konstruiere den Baum {xi,xi+1)
(7) else findem, i <m < j, so daB
abs(wi,m-1-wm+1,j) < abs(w k-1 wk+1,j)
fir alle k, i < k < j;
(8) konstruiere den Baum
(9) Baue-Baum(i,m-1) Baue-Baum(m+1,j)
(1o) end

Bevor wir dieses Programm analysieren k&nnen, miissen wir
natlirlich noch viele Details einfligen. Was bedeutet '"kons-
truiere den Baum ..." ? Wir nehmen dazu an, daB wir den

Baum in Standardspeicherung ablegen wollen, d.h. pro Knoten
die Verweise auf linken und rechten Sohn. Die Phrase ''kons-
truiere ..." bedeutet dann Setzen dieser Verweise. Den Such-
vorgang in Zeile 7 spezifizieren wir spdter, ebenso elimi-

nieren wir die Rekursion spdter.

Zundchst einige Aussagen iliber die Glte des konstruierten

Baumes, sei dazu TWB der von Baue - Baum konstruierte Baum

und PwB seine gewichtete Wegldnge, P die gewichtete Weg-

opt
ldnge des optimalen Baumes und

W= w =a + B, + ... + Bn + an das Gewicht der Vertei-

lung. Es gilt dann (Bayer)

P < P < P
o

ot S Py & B + log Popt + 3,44 o Yy,
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die Abweichung ist also nie sehr groB. Beachten Sie, daB

Popt im allgemeinen groB gegeniiber W ist. Ein Experiment

mit 200 Verteilungen ergab als mittleren (maximalen) Wert

fur Pyub / Popt 1.077 (1.286) (GlUttler, et. al.). Die Pro-

zedur Baue - Baum konstruiert demnach sehr gute Biume.

Wie implementiert man nun den Suchvorgang in Zeile 7 7

Eine wesentliche Beobachtung ist, daB fir i <m < j der

Ausdruck w, -w . eine wachsende Funktion von m dar-
i,m-1 m+1, j

stellt,.
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Wir brauchen daher nur den kleinsten Index p zu finden,

so daB w, positiv ist. Dann ist entweder p

= 'iif .
i,p-l ptl, ]
oder p-1 der gewiinschte Wert. Eine m&gliche Vorgehensweise
fiir die Suche nach p ist Bindrsuche. Man probiert zundchst

den Wert p = ,(i+j)/2, und je nachdem, ob Wi p-1 ~ wp+1,j

positiv oder negativ ist, sucht man im linken oder rechten
Teilintervall weiter. Wir ersetzen also die Zeile 7 in
obigem Programm durch : (Wir schreiben dabei immer

w

- w als Abklirzung fir

) = (w

i,p-1
(w

p+l,]

- W, . + O

1P "Wt ap))

1,p-1 i-1

7.1 unten =< i; oben <« j; p = (i+j)/2,
F:2 1F wi,j - wj+l,j <0or i =]
then co j ist der gesuchte Wert;

.3 begin m < j; goto Ende end;

while oben - unten > 2

=

do begin if T wp+1'j >0

then oben = p

~ o
[«

else unten = p;

NN NN NN

.8 p -  (oben+unten)/2,
nd;

co nun ist oben = unten +#+ 1 und entweder oben oder

®

unten ist der gesuchte Wert;

)

7.9 if abs(w. .) > abs(w. - w

i,oben-1 - woben+1,J i,unten-1 unten+l, j

.10 then m = unten

.11 else m =« oben
Ende :

Analysieren wir dieses Programmstlick

Sei dazu t = "log(j-i)". Dann gilt nach dem k-ten Ausflihren
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des Rumpfes 7.5 - 7.8 der while-Schleife oben - unten

< 2%7K yie man leicht durch Induktion Giber k nachpriift.

Ferner sieht man leicht ein, daB der Kommentar am Ende der
while - Schleife korrekt ist. Also muB fiir die Anzahl ko

der Ausfiihrungen des Rumpfes der while - Schleife gelten
t-k
1=2°<2 °

also

k, < Mog(j-1)" <1 + log(j-i).

Insgesamt ist die Laufzeit der Zeile 7 flr festes i und j

damit < 7 + 5 ko < 11 + 5 log(j-i) Zeiteinheiten.

Es bleibt uns nun noch die Rekursion zu eliminieren., Wir tun
dies mit der Standardmethode, indem wir den Keller explizit
programmieren. Der Keller wird durch ein Feld K simuliert.
Die Prozedur Baue - Baum hat 2 Parameter i, j und 4 lokale
VVariable oben, unten, p und m. Daher weisen wir jedem Auf-
ruf von Baue - Baum einen Block von 7 aufeinander folgenden
Speicherzellen zu : die ersten 6 Zellen nehmen die Parameter
und die lokalen Variablen auf, die 7-te Zelle die Rlcksprung=

adresse.

Ferner haben wir eine globale Variable AKTIV, die auf den
Speicherbereich der augenblicklich aktiven Prozedur Baue -
Baum zeigt, d.h. i entspricht der Zelle K[AKTIV+1], p der
Zelle K[AKTIV+5] und die Rilicksprungadresse steht in K[AKTIV+7].
Damit erhalten wir schlieBlich unser Programm, indem wir

den Aufruf in Zeile 3 des Hauptprogramms ersetzen durch

(3.1) AKTIV = 0; K[AKTIV+1] =« 1; K[AKTIV+2] <« n;
K[AKTIV+7] <« "HP";

(3.2) goto Baue - Baum;

(3.3) HP
Die Zeile 4 ersetzen wir durch die Marke Baue - Baum :
In den Zeilen 5 - 8 ersetzen wir die Parameter und lokalen

Variablen durch Zugriffe auf die entsprechenden Feldele~-
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mente und den ersten Aufruf in Zeile 9 ersetzen wir durch
(9.1) K[IAKTtV+7+1] <« K[AKTIV+1];

(9.2) K[AKTIV+7+2] < K[AKTIV+6] - 1;

(9.3) K[AKTIV+7+7] « "Riickkehr 1-ter Aufruf';

(9.4)  AKTIV <« AKTIV + 7;

(9.5) goto Baue - Baum;
(9.6) Riickkehr 1-ter Aufruf : AKTIV <« AKTIV - 7

und analog den 2-ten Aufruf. SchlieBlich ersetzen wir das

end in Zeile 1o durch

(10) goto K[AKTIV+7].

Jetzt endlich verwenden wir nur noch primitive Befehle in
unserem Programm. Es erscheint nun aber sehr schwierig, die
Laufzeit dieses Programms zu bestimmen, Aber man muB nur

richtig z3hlen !

Bei jedem Aufruf der Prozedur Baue - Baum wird ein Knoten
oder ein Blatt des Baumes konstruiert. Also wird die Pro-
zedur genau 2n+1 mal aufgerufen. Flir jeden Aufruf von Baue -
Baum (auBer dem ersten) werden die Zeilen 5, 6 oder 8, 9.1 -
9.6 und 1o je einmal aufgefilihrt, beim ersten Aufruf statt
9.1 - 9.6 die Zeilen 3.1 = 3.3. Setzen wir noch willkiirlich
fest, daB uns Zeile 6 bzw. 8 eine Zeiteinheit kostet, so

entstehen in den einzelnen Zeilen folgende Gesamtkosten

Zeile Kosten
1s 2 4 + hn
3.1 = 3.3 6

5 2n + 1
6 und 8 2n + 1
8.1 =« 9.6 6 ® 2n
1o 2n + 1

22n + 13.
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Damit haben wir alle Kosten gezdhlt auBer denen, die in
Zeile 7 entstehen. Sei dazu T(n) der maximale Aufwand, der
bei der Konstruktion eines Baumes mit n Knoten durch die
Prozedur Baue - Baum in Zeile 7 entsteht; d.h. wir betrach-

ten einen Aufruf Baue - Baum (i,j) mit j - i + 1 = n.

Flir n o ist T(n) = o, da dann Zeile 7 nie erreicht wird.
Flr n

T(1) = 6. Sei nun n > 1, Dann erwachsen zunichst Kosten

1 verlduft der Test in 7.2 positiv und daher ist

11 + 5 log (j=i) =11 + 5 log (n=1) in Zeile 7; ferner wird
Baue - Baum (i,m=-1) und Baue = Baum (m+1,j) aufgerufen.
Also entstehen noch die zusdtzlichen Kosten

T(m =1 - i + 1) und T(j - (m+1) + 1)

fliir einm, i <m < j. Da wir den Wert von m nicht kennen,

missen wir das Maximum liber alle m8glichen Werte von m neh-

men und erhalten (beachten Sie (m-i) + (j-m) = n-1)
T(n) = max [1145 log(n=1)+T(k)+T(n-k=-1)] fir n > 1
o<k<n-1
T(1) = 6
T(o) = o.

Damit haben wir eine Rekursionsgleichung flir die in Zeile 7 ent-
stehenden Gesamtkosten hergeleitet. Vom Ursprung unserer Re-
kursion her wissen wir, daB der Fall k = o (bzw. k = n = 1)
vermutlich am unglinstigsten ist. Wir treiben dann ja einen
ziemlich hohen Aufwand (11+5 log(n-1) Zeiteinheiten), um

die Wurzel zu bestimmen, verbleiben aber immer noch mit dem
Problem einen Baum mit n - 1 Knoten konstruieren zu miissen.
Setzen wir also k = o in der obigen Gleichung, so erhalten

wir



T(o) = o T(1) = 6

T(n) > 11 + 5 log(n=-1} + T(n-1)
> [11 + 5 log(n=1)1 + [11 + 5 log(n-2)] + T(n-2)
w [T # § log(n=1)] + ... + [11 + 5 log 1] + T(1)

= 11(n=-1) + 5 log[(n-1)!] + 6.

Wir mlissen nun nur noch verifizieren, daB k = o in der Tat

der unglinstigste Fall war. Dazu zeigen wir durch Induktion

iber n
T(o) = o T(1) = 6
T(n) < 11(n=1) + 5 log[(n-1)!]1 + 6 fir n > 2.

Wir liberlassen den einfachen Induktionsbeweis dem Leser.

Damit wissen wir : In Zeile 7 entstehen die Kosten

11n = 5 + 5 log(n-1)! =~ 5n log n + 3,785 - 2,5 log n + 8,842

wegen log n! =~ (n+1/2)(log n - 1,443) + 2,047 . Insgesamt gilt:

Alg 3 braucht h8chstens 5n log n + 25,78n- 2,5 log n + 21,84 Zeit-
einheiten, um einen (nahezu optimalen) Suchbaum fiir eine

Menge S mit n Elementen zu konstruferen.

Kénnen wir Alg 3 noch verbessern 1

Die kritische Stelle ist offensichtlich Zeile 7. Dort ent-
stehen Kosten 8(n log n) [lies : von der Ordnung genau

n log n], wdhrend die librigen Kosten linear in n sind. Wenn
wir den Suchvorgang in Zeile 7 verbessern wollen, missen wir
seine schwache Stelle untersuchen

die Wurzel liegt ganz am Rand. Nehmen wir etwa an, der Auf-
ruf Baue - Baum (i,]) wdhlt X als Wurzel. Dann probieren
wir in der Suchschleife 7.1 - 7.11 flir p nacheinander die
Werte i + (j=-i)/2, i + (j=-i)/4, i + (j-i)/8, i + (j-i)/16,
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usw. Wir tasten uns also in ex
den Schritten von der Mitte an
den SpieB doch um erforschen

gr&Ber werdenden Schritten vom

ponentiell kleiner werden-

den Rand heran. Drehen wir
wir die Welt

Rand her (Fredman)

in exponentiell

(2.9%) p =+ {1 J3F2,5
] H -
(7:2%) 1% Wy oy Wori,] > ©
then goto linke Hilfte else goto rechte H3lfte;
linke H3alfte €o wir wissen nun, daB m einen
der Werte i, i+1,..., (i+j)/2, annimmt. Wir
probieren nun p = i+1, i+2, i+4, i+48, ... bis
wir ein p mit w, - W . >0 finden;
i,p-1 p+1, ]
(7.3') t ~o0; p=~i + 1;
1 : - - 5 i ot
(7.4') while wi,p-l wp+1,j < o do begin tet+l; p«i+2 end
t
co es ist nun w, - w . > 0, =i + 2 -
= i,p-1 p+1,j — P
_ R t-1 _
und (wi,p'-l wp,+1'j<o, p' =i + 2 oder t = o).
Wir suchen nun nach m auf dem Intervall p',...,p durch
Bindrsuche wie vorher beschrieben;
(7.5') unten - if t = o then [ else i + 2t'1;
oben « i + 2%; p =  (unten+oben) /2, ;
goto Bindrsuche;
rechte Hilfte analog (7.3') - (7.5")
Bindrsuche : das Programmstiick (7.2) - (7.10)
von vorher.
Nun stehen wir vor der ziemlich komplexen Aufgabe, dieses

Programm zu analysieren. Sei dazu to der Wert von t mit dem
die Schleife (7.4) verlassen wird. Dann entstehen folgende

Kosten
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Zeile Kosten

(7.1'), (7.2'),

(7.3") 5
(7.4") 1 + 4 o t
(7.5") 5
t -1
Bindrsuche : 8 + 5 log(max(2 © ,1)
und danach (Bindrsuche auf einem Intervall

der Ldnge Zthl)

19 falls t0 = 0
1h + 9 ¢t falls t_ > o.
le) (o]

Welchen Bezug hat nun t, zu den GrdBen i, j und m. Offen-
sichtlich gilt

i falls t = o

p' = { b ° } =
i + 2 falls t_ > o

o
also

1 + log(m-i) falls m > i

t f_{

2 o falls m = i.

Wir haben nun das obige Programm analysiert unter der An-
nahme, daB m in der linken H31fte des Intervalls i,...,]
liegt. Eine dhnliche Analyse gilt flir den anderen Fall.
Damit erhalten wir folgende Rekursionsgleichung flir den

Gesamtaufwand in Zeile 7

T (o)
T(n)

[0}

max{19 + T(n=-1),

23 + 9 log k + T(k) + T(n=k-1),
”
1

23 9 log(n=2-1) + T(2) + T(n-2-1);
2 k£ a0l (0f2; < B <n— 1}

mit einer L8sung (Mehlhorn, $.95, Satz 1o0)

19 n < T(n) < 32 n.
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Damit gilt

Alg 4 braucht hSchstens 54 n + 13 Zeiteinheiten, um einen
(nahezu) optimalen Suchbaum fiir eine Menge S mit n Ele-

menten zu konstruieren.

Wir haben nun das Ende einer langen Reise erreicht

von 4" Uber n3 nach n2, weiter nach n log n und schlieBlich

nach n.

V. EIN VERGLEICH

Wir lernten nun 5 Algorithmen zur Konstruktion von (nahe-

zu) optimalen Suchb3dumen kennen mit den Laufzeiten

Alg @ 4"

Alg 1 n> + 6n2 + 7n + 2

Alg 2 (25n2 - 9n + 16)/2

Alg 3 5n log n + 25,78n - 2,5 leg n + 21,84

Alg &4 54 n + 13.

Die n3chste Tabelle gibt die Laufzeit (in Zeiteinheiten)

der 5 Algorithmen fiir einige Problemgr&Ben wieder.

(siehe Tabelle ndchste Seite)
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Alg 0 Alg 1 Alg 2 Alg 3 Alg 4
5 1024 312 298 203 283
1o 1048576 1672 1213 438 553
50 1030 140352 31033 27108 2713
100 162 1a® 124558 5905 5413
Soo 1.26‘108 3.1-106 35304 27013
1000 1o9 1.250107 75606 54013
5000 1.25010' | 3.10107 | 436084 | 270013
loo00 1012 1.250109 922174 540013
100000 1015 1.2501011 1@,9-1oaj 5.40106

Man sieht sehr deutlich die Explosion
Alg 0 und den

den anderen Algorithmen.

der Laufzeit bei
immer deutlicher werdenden Unterschied zwischen

Dieser Sachverhalt wird noch ein-

prdgsamer beschrieben durch folgenden Vergleich

Nehmen wir an,

Sekunde ausfllhren kann und wir w3ren bereit 1 min Rechenzeit

zu bezahlen.

konstruieren ?

wir hdtten eine Anlage,

die 10“

Instruktionen/

Bis zu welcher Gr&Be kdnnen wir dann Suchbiume

Alg 0 Alg 1 Alg 2 Alg 3 Alg b
Hy
maximal 18s- 7 -3 37 69 809 1111
bares Problem
in 1 min
My - 9 - 1o 32 219 6710 11110
maximal~ 18s-
bares Problem
in To min
n2=n1+2 n2/n1=2.21 n2/n1=3.17 nz/n1=8.29 n2/n1=lo

Falls diese Gr&Be nicht

Maschine benutzen

(etwa 1o0°

Rechenzeit verwenden (etwa

ausreicht,
Instruktionen/Sekunde) oder mehr

1o Minuten).

k&nnen wir eine schnellere

Die zweite Zeile
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obiger Tabelle gibt die maximale Gr8B8e des dann 18sbaren
Problems wieder. Bei sehr ineffizienten Algorithmen (Alg 0)
hat der Ubergang zur schnellen Maschine praktisch keinen Ein-

fluB, bei Alg 1 (Alg 2, Alg 4) gewinnen wir den Faktor
~ % To = 2.17 (=~ %_T3'= 3.16, 10).

Der Ubergang zum effizienten Algorithmus ist allemal viel-
versprechender. Eine andere Betrachtungsweise ist folgende :
Nehmen wir an, wir k&nnten ein Problem der GréBe n in t Zeit-
einheiten 18sen. Dann brauchen wir t' Zeiteinheiten, um ein
Problem der GrdBe n' = 1o n zu I8sen. (Die angegebenen Gr&Ben
von t' erhd@lt man durch Einsetzen von 10n in die be-

rechneten Laufzeiten].

Alg 0 Alg 1 Alg 2 Alg 3 Alg &4

t' =~ t10 loooet looet lot+166n loet

Wir versuchten an einem Beispiel, die Entwicklung und Analyse
effizienter Algorithmen zu demonstrieren. Entwicklung und
Analyse beeinfluBten sich gegenseitig. Die Analyse zeigte
die kritischen Stellen der Algorithmen auf und legte Modifi-

kationen nahe, die Entwicklung gab Hinweise fiir die Analyse.
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