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® Ein Einstieg in die reflektierende Modellbildung
mit Produktiven Aufgaben

Anselm Lambert, Saarbriicken und St. Ingbert

»~Jeder hat einmal klein angefangen!” ist in vielen Situationen ein guter Trost. Diese Aus-
sage ist umgekehrt aber auch eine Empfehlung an uns alle, es erst einmal im Kleinen zu
probieren und dort wertvolle Erfahrungen zu sammeln. Dieser Rat gilt auch im Schul-
alltag, insbesondere fur das Thema Modellbildung.

Wer den breiteren Einzug von Modellbildungsaktivitdten in den Mathematikunterricht
wiinscht, der muss realitdtsnahe — auch im Sinne von: der Ublichen Unterrichtsrealitat
nahe! — Vorschlage unterbreiten. Die vorliegende Arbeit stellt im Unterricht mit Schiilerin-
nen und Schilern und in Fortbildungen mit Lehrerinnen und Lehrern mehrfach erprobte
Einstiege in die reflektierende und notwendig kritische Modellbildung vor.

Diese Arbeit greift meinen Vortrag ,Modellie-
ren, Model(l)ing, Modellbildung: Ein Thema?*
auf der GDM-Jahrestagung 2003 in Dortmund
auf (vgl. LAMBERT 2003) und entwickelt die
dort skizzierten Fragestellungen und Antwort-
versuche weiter.

(M)eine kleine Vorbemerkung zur
»Anwendung von Mathematik“
im Mathematikunterricht

.Natlrlich kenne ich die Schiilerfrage ,Woflr
brauchen wir denn das?’ Und um diese Frage
gar nicht gestellt zu bekommen, bin ich immer
auf der Suche nach sinnvollen, praxisnahen,
fur die Schiler und Schilerinnen interessan-
ten Beispielen. Im Folgenden beschreibe ich
eines davon.” — So kénnte man einen Artikel

Uber ein beliebiges Beispiel zur Modellbildung

im Mathematikunterricht beginnen. Ich tue das

nicht, denn: Dies setzte zwei dabei nicht offen

gelegte Annahmen als Argumentationsbasis
voraus:

» Erstens die Annahme, dass Mathematik
sich (gar allein?) durch ihre Anwendungen
zu rechtfertigen habe, und

» zweitens die Annahme, dass wir solche
Anwendungen immer in intellektuell redli-
cher Weise — eben authentisch — im Un-
terricht diskutieren kénnten.

Die erste Annahme ist natirlich falsch: An-
wendung allein ist noch nicht Mathematik.
Mathematik ist auch ein legitimes, kulturhis-
torisch bedeutsames, Muster strukturierendes
Spiel des Geistes einzelner Menschen im
Stillen oder mehrerer Menschen gemeinsam
(diese Menschen nennen wir dann Mathema-
tiker). Die Geschichte der Mathematik als Wis-
senschaft ist auch — und phasenweise sogar

wesentlich — die Geschichte dieses Spiels in
seinen mannigfachen Auspragungen. Dieses
Spiel brauchen wir fiir uns!

Folglich: Auch fir dieses Spiel sollten wir un-
sere Schilerinnen und Schiiler zu interessie-
ren versuchen. Ein mdglicher Weg dorthin ist
das Bewusstmachen dieses Spiels als Spiel
und dies dann zu einem Ganzen komplemen-
tierend: das Bewusstmachen der Anwendung
als Anwendung, der Modellbildung als Modell-
bildung. Auch so lasst sich die Schilerinnen-
und Schilerfrage ,Wofiir brauchen wir denn
das?“ im Unterricht sinnvoll und fiir den Unter-
richt fruchtbar diskutieren.

Und die zweite Annahme ist zumindest prob-
lematisch: Jedes Beispiel ,Aus dem Leben —
fur den Unterricht® ist notwendigerweise von
uns fur unseren Unterricht (mehr oder weni-
ger) didaktisch reduziert und stellt uns des-
halb vor ein prinzipielles Problem. Wir skiz-
zieren immer nur einen Schattenriss von der
uns alle umgebenden Mathematik da drau-
Ren, und wir laufen dabei stets Gefahr, uns
und den uns anvertrauten Lernenden Anwen-
dung von Mathematik nur vorzugaukeln und
genau dadurch kein wirklich ,gultiges Bild von
der Mathematik® — wie es WITTENBERG fur
den Mathematikunterricht gefordert hat — zu
liefern (vgl. LAMBERT & PETERS 2005). Sicher
gibt es eine Fulle schdner Beispiele zur An-
wendung von Mathematik fir den Mathema-
tikunterricht — gerade die ISTRON-B&nde wie
dieser hier legen ja Zeugnis dafiir ab. Aber
auch diese Beispiele sind i. d. R. immer vor-
ausgewahlte, didaktisch aufbereitete und letzt-
lich von uns (und nicht von den Lernenden
selbst) im Unterricht gestellte und damit nicht
wirkliche, nicht authentische Probleme der
Schiilerinnen und Schiiler — ein zweites prin-
zipielles Problem.
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Auf Probleme mit der Authentie (haufig auch:
Authentizitdt) von Aufgaben fir den Mathe-
matikunterricht haben verschiedene Autoren
betont und detailliert hingewiesen, z. B. PETER
BENDER (vgl. etwa seine Diskussion von
Timss-Aufgaben, die bei genauerer Betrach-
tung ihre Realitdtswidrigkeit offenbaren: BEN-
DER 2004, S. 104) und THOMAS JAHNKE (2005):

Der Terminus ,authentische Aufgaben’ wird
heute in der Didaktik vielfach [...] benutzt.
Gern taucht er insbesondere auch in Expli-
kationen konstruktivistischer Lerntheorien
auf, wo wir Halbsétze finden wie: ... wird
besonders durch authentische Aufgaben
beférdert”. Nahere Erlduterungen, was nun
authentische Aufgaben sind, habe ich da-
gegen in der Literatur kaum gefunden, eher
Beispiele, die offensichtlich als gut oder als
gelungen empfunden werden. (JAHNKE
2005, S. 3)

Das Formulieren einer Aufgabe in noch so
authentischem Kontext und ihr Einsatz im
Schulunterricht sprengt die Authentie. Ver-
mutlich ist es sogar so, dass die schulische
Rahmung von Mathematikaufgaben deren
bemiihte Authentizitdt zwangslaufig zer-
stort. (JAHNKE 2005, S. 10)

Ich meine, man sollte sich eingestehen,
dass es keine authentischen Aufgaben gibt.
(Und wenn mal einer eine finden sollte,
dann kann man das ja feiern.) (JAHNKE
2005, S. 8)

Wenn man die Bezeichnung authentisch
fur Mathematikaufgaben retten will, dann
darf man sie nicht an die Realitat oder au-
thentische Kontexte binden, sondern muss
sich mit der Ubertragenen Bedeutung ,echt’,

,glaubwurdig’, ,zuverlassig’ begnugen. Un-
ter ,echt’ kénnte man auch ,in sich stimmig’
verstehen, ob eine Aufgabe also nichts an-
deres will als sie zugibt. (JAHNKE 2005, 12)

Eine Authentie, die sich durch
» das Verhéltnis zu den Bildungszielen,

» die Qualitdt der angeregten mathemati-
schen Tatigkeiten und

» das entstehende Bild von Mathematik

bestimmt, ist (neben Offenheit und Differen-
zierungsvermaogen) wichtiges Aufgabenmerk-
mal (vgl. BUCHTER & LEUDERS 2005, S. 73 ff.).

Damals: Eingekleidete Aufgaben

Immer geht man das Risiko ein, dass sich oft
auch gut gemeinte Anwendung reduziert auf
das, was man friher fairerweise ,Einklei-
dung” nannte. Das sollten Schilerinnen und
Schdler wissen (dirfen). Die Frage etwa nach
der Masse der Cheopspyramide (vgl. Abb. 1)
ist sicherlich nicht wirklich eine anwendende
Aufgabe, auch wenn sie von einer real exis-
tierenden Pyramide handelt; sie ist nur eine
textliche Einkleidung einer mathematischen
Struktur: der mathematischen Struktur, die
wir gerade abfragen wollen — hier namlich die
Berechnung des Volumens einer mathema-
tisch idealisierten Pyramide. Daneben kann
diese Aufgabe auch noch eine Vorstellung
von einer grof3en Steinmasse vermitteln (ge-
wiss ein nicht zu vernachléssigender reali-
tatsbezogener Aspekt).

Cingefleidete Aujgaben.?)

123, Wiebiel wiegt die Quit in einem Saale bon 17,5 m Linge, 13,2 m Vreite
und 7,30 m Hiohe? Da3 fpesifijhe Getwid)t der Lujt ijt 0,001293.

124. ©8 {oil ein Globud hergejtellt werden, dejjen Oberflade 1 m? ijt. LWie grof

mufy nan den Radiud nefhmen?

125, Wie qgrof ift der Durdhmefjer eines 1500 m3 faffenden Qufiballons, tvie

grof jeine Oberflache?

126, LWie grof; ijt der theoretijd)e Auftried (ohne Beritdfidhtigung von Ballon-
hitlle, Korb ujr.) eined Luftballond von 8,30 m Durdhmejjer, der mit
LWaiferjtoff prall gejiillt ijt? (Spezifijched Gewidht der Lujt 0,001293,
ibeaifijches Gemwidyt bes Lajjerjtoffes 0,0000900.)

127, Wieviel wiegt die Steinmajje der Cheopdphramide, wenn dasd jpesifijche
Getwid)t ded Steines, aus dem fie gebaut ift, u 2,75 angenomnien wird?
Die Holhe der Pyrvamide ift 148, die Seite der quadratijdhen Grund-

flacye 233 m.

Abb. 1: (LIETZMANN 1927, 231)
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Die folgende Situation ermutigt die Schiler durch Denken in Mustern em alltaghches Problem zu 16sen: B
FPat sah eine Werbeplakat an der Strafle (Figur 8.3).
Fig 8.3 Piza patterns
Wenn eine normale Pizza nur Kdse und Tomaten enthdlt, wie viele Beldge findet man dann in der J
Pizzeria "La Mozzarella"?
Die Schiiler kénnen dieses Problem dadurch untersuchen, dal3 sie verschiedene Anzahlen von Belagen nehmen
und jede mégliche Pizza auflisten. Dies fuhrt auf das Pascalsche Dreieck und viele verwandte Probleme.
b
< [ »]
£ Fertig 0 Internet

Abbildung 2: Aktuelle Standards?

Heute: Alltégliche Probleme

Auch heute noch verkleidet man mathemati-
sche Muster in Textaufgaben, nennt dies al-
lerdings dann leider meist nicht mehr Einklei-
dung sondern Alltagsbezug.

Ich denke: Eine Aufgabe wie die in Abbildung 2
vorgestellte ist nur fir Menschen geeignet,
die klaglos Pizza mit Ananas, Sardellen und
Spinat essen, aber nicht alle tun dies. Hier
werden Schilerinnen und Schiiler berechtig-
te Zweifel an der Sinnhaftigkeit der ange-
bahnten oberflachlichen Modellierungen he-
gen — und glnstigstenfalls auch &uflern: Dies
wére ein Zeichen vorangegangenen guten
Unterrichts. Nicht ,jede mdgliche Pizza*
schmeckt auch jemandem. Da besteht redli-
cherweise Diskussionsbedarf; ein stetes Ziel
des allgemein bildenden Mathematikunter-
richts ist die Anleitung zum kritischen Ver-
nunftgebrauch (vgl. HEYMANN 1996).

Der Sinn einer solchen Aufgabe kann, wenn
sie einem Denken in strukturierten und struk-
turierenden Mustern den Weg bahnen will,
doch nicht darin liegen, auf das eine vom
Aufgabensteller angedachte Muster zuzu-
steuern — wieso eigentlich ausgerechnet das
PAscALsche Dreieck?

Diese Aufgabe entfaltet sich erst, wie viele
andere alltagliche Aufgaben auch, durch die
Konkurrenz verschiedener Muster, die die
vorgegebene Situation spielerisch beschrei-
ben wollen. Diese Muster missen offen dis-
kutiert werden und dariber hinaus auch die
Modellhaftigkeit dieser Muster: Das eine
Muster gibt es hier nicht. Das eindeutige Mus-
ter gibt es ohnehin meist nicht, auch wenn
die Mathematik dazu neigt, uns durch ihre
(innere!) Eindeutigkeit das Gegenteil zu sug-
gerieren.

Offensichtliche Realitatsferne
— wi(e)der den gesunden
Menschenverstand!

Eine haufig zu findende Aufgabe zur Drei-
satzrechnung ist die, die etwa beginnt mit
»<Zwei Hihner legen an drei Tagen vier Eier.
Wie viele ...7".

Meine Schilerinnen und Schiler haben auf
diese Aufgabe reagiert mit:

,HUhner legen doch nicht immer gleich viele
Eier?!” (Klar, Recht haben sie: Hier wird im-
plizit statistisch gemittelt, und dies wird nicht
weiter reflektiert.)
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,und was ist, wenn ein Huhn einmal krank
ist?“ (Klar, Recht haben sie: Die Aufgabe
musste eigentlich beginnen mit: ,Angenom-
men: Ich habe zwei stets gesunde Hihner,
die an drei Tagen immer vier Eier legen.”)

Schon besser, aber wir kdnnen immer noch
nicht wissen, wie viele Eier ...? Denn wie
sieht denn ein mdglicher Legeplan — ein
mdgliches Muster — fir die behauptete Quote
aus? Das ist durchaus eine interessante (und
eigentlich dreisatzfreie!) mathematische Fra-
ge. Zum Beispiel so: Am ersten Tag werden
von meinen stets gesunden Huhnern zusam-
men zwei Eier, an den beiden folgenden Ta-
gen je ein Ei gelegt, dann wiederholen sie
dieses Muster. Die getroffenen Vorausset-
zungen sind erfillt! Aber: Wie viele Eier le-
gen die Hihner denn dann an funf Tagen: Na
ja sechs oder sieben, abhangig davon, an
welchem Tag ich anfange zu beobachten —
und natrlich abhangig davon, ob die Hihner
bereit sind, nach meinem Muster zu legen.)
Dabei haben wir auch nicht vergessen:
,HUhner kénnen doch keine halben Eier le-
gen!” (Klar: Das sagt einem der gesunde
Menschenverstand!)

Aber so kommen wir nicht weiter, wenn wir
Dreisatz Giben wollen. Also was tun? Bereits
durch einfache Variation der Aufgabe kommt
man umhin, Realitdtsndhe zu heucheln.
WALTHER LIETZMANN hat bereits vor langer
Zeit vorgeschlagen, die Aufgabe zu beginnen
mit:

” 11 Huhner legenin 11 Tagen 11 Eier..."
2 2 2

(vgl. z. B. LIETZMANN 1941, S. 122 — das Buch
beginnt er Ubrigens mit einem Zitat von
MICHAEL STIFEL aus dem Jahre 1553: ,Sdélli-
che spéttliche Exempla wéllen oft mehr Wort
haben denn die nutzliche.®)

Diese offensichtliche Realitétsferne verrat den
Lernenden ehrlich, dass wir hier eine ma-
thematische Struktur eingekleidet haben und
von ihnen das Entkleiden der Aufgabe for-
dern. Nicht mehr und nicht weniger.

Eingekleidete Aufgaben sind im Mathematik-
unterricht sicherlich notwendig:

e Einerseits lernt man hier das wichtige
Ubersetzen von (mdglichst umgangs-
sprachlichem — auf dieser Ebene ist der
Realitdtsbezug zu suchen!) Text in ma-
thematische Sprachausdriicke, etwa For-
meln oder Zeichnungen.

e Andererseits liefern sie umgekehrt um-
gangssprachliche Muster, die fiir mathe-
matische Muster stehen, was das Ver-
standnis dieser mathematischen Muster
férdern kann.

Um diese beiden sich invers ergédnzenden
Ziele zu erreichen, sollten wir Einkleidung
erstens bewusst als solche zu erkennen ge-
ben und zweitens auch von den Lernenden
selbst verschiedene Einkleidungen zu vorge-
gebenen Berechnungen (er)finden lassen.

Einkleidungen kdnnen veranschaulichen und
so einen mathematischen Sachverhalt ver-
standlich oder zugénglich machen, indem
sie ihn in nicht-mathematische Vorstellun-
gen einkleiden. Man kann sogar grundsétz-
lich die Frage aufwerfen, ob man Mathe-
matik Uberhaupt anders lernen und verste-
hen kann als durch Einbettung in Vorstel-
lungen, in Grundvorstellungen, in denen sich
allgemeine Denkinhalte und -strukturen mit
mathematische berlhren, diesen zur Grund-
lage werden. (JAHNKE 2005, S. 6 f.)

Die Reflexion von Einkleidung kann dadurch
unterstutzt werden, dass wir im Unterricht
Modellbildung selbst zum Thema zu machen,
Modelle von Modellbildung entwickeln, um Be-
griffe zur Verfligung zu haben, die eine Dis-
kussion von Anwendungen (und von Schein-
anwendungen) ermdglichen.

Warum Anwendung,
warum Modellbildung,
und wie?

Begriffsbildung lebt durch das gleichberech-
tigte Zusammenspiel ihres logischen und ih-
res prototypischen Aspekts.

Wir kdnnen Begriffe — hier also den Begriff,
der sich hinter der Bezeichnung ,Modell-
bildung“ verbirgt — durch ihre abstrahierte lo-
gische Struktur (ihren Begriffsinhaltf) be-
schreiben, missen dies zur Theoriebildung
sogar; wir lernen Begriffe aber Gber konkrete
Beispiele, indem wir Beispiele (aus ihrem Beg-
riffsumfang) — bewusst oder unbewusst — von
Gegenbeispielen trennen (vgl. HISCHER &
LAMBERT 2002, S. 161) — definieren bedeutet
bekanntlich abgrenzen.

Wir erkennen z. B. ein Rechteck als solches,
bevor wir seine Ecken gezéahlt und die In-
nenwinkel gemessen haben, da wir schon
hinreichend viele Rechtecke gesehen und als
Rechtecke bestimmt haben und daneben
aber auch schon unterschiedliche Vielecke
als Nicht-Rechtecke erkannt haben. Wir ha-
ben auf diesem Weg einen prototypischen
Begriffsvorrat erworben (vgl. auch EDELMANN
2000, S. 120 ff.).

Gelegentlich erkennen Schilerinnen und
Schiler (und dbrigens auch Studentinnen
und Studenten) das Viereck in Abbildung 3
links nicht als ,Quadrat, sondern nur als
»Viereck® und vielleicht noch als ,Raute”. Sie
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(er)kennen nur solche Quadrate wieder, die
wie das Quadrat rechts in Abbildung 3 aus-
gerichtet sind.

Ein Modell von Modellbildung

HANS ScHuUPP beschreibt Modellbildung in ei-
nem Regelkreis (Abb. 4), der die Ebenen
Welt und Mathematik und die Seiten Problem
und Ldésung strukturiert unterscheidet (vgl.
ScHupPp 1988, S. 11); dieses Modell von Mo-
dellbildung kann uns von deskriptivem und
normativem Nutzen sein.

Ein Problem aus der Welt Gbersetzen wir in
unsere Sprache Mathematik und verarbeiten

es dort.

Abb. 3: Zwei Quadrate?
In diesen Féllen ist die PROBLEM LosunG
nicht hinreichend reich- _
haltige prototypische Be- MATHEMATIK Modell —deduzieren— Konsequenzen
griffsbildung noch do- T !
mmant gegenuber d(_ar modelllgre_zn, interpretieren
logischen Begriffsbil- mathematisieren 1
dung. (Dies lasst sich an T
vielen weiteren Begriffen WELT Situation «validieren—  Ergebnisse
im Mathematikunterricht
— z.B. Stetigkeit — im- Abb. 4: Ein Modell der Modellbildung (vgl. ScHUPP 1988, S. 11)

mer wieder beobachten;

dass jemand die Definition von Stetigkeit auf-
sagen kann, bedeutet schlieBlich nicht, dass
er weild, was Stetigkeit ist!)

Dem kann man im Unterricht durch bewusste
prototypische und logische Begriffsbildung,
d. h. Begriffsbildung auch selbst zum Thema
machend, Darstellungen und Vorstellungen
unterscheidend, also durch ein auch auf Meta-
kognition zielendes Unterrichten entgegen-
wirken.

Um zu erfahren, was der Begriff Modellbil-
dung bedeutet, missen wir also hinreichend
reichhaltige Beispiele zur Modellbildung ken-
nen lernen (und ebenso auch Beispiele zur
»Nicht-Modellbildung“) und diese dann an-
schlieffend in abstrahierte Begriffe fassen.
[Helmut] Messner meint, dass die Anwend-
barkeit einer einmal gelernten Struktur um-
so besser sei, je abstrakter (also kontextun-
abhangiger) sie sei (STEINER 2001, S. 199).
MARILYN JAGER ADAMS unterscheidet betont
zwischen abstraktem Wissen einerseits und
(von Lernenden selbst) abstrahiertem Wissen
andererseits. Letzteres lasst sich auf neue
Aufgaben- und Lernsituationen transferieren
(vgl. STEINER 2001, S. 199).

Wir gehen also nicht den in der Mathematik
(in Schule und Hochschule) bei mathemati-
schen Begriffen noch zu h&ufig gegangenen
Weg, Modellbildung als ein fertiges, von an-
deren abstrahiertes Begriffsnetz — etwa in
Form der im folgenden Abschnitt beschrie-
benen Regelkreise — zu lehren, da solch abs-
traktes Wissen zur Tragheit neigt.

WOLFGANG HENN beschreibt dieses Uberset-
zen in ein mathematisches Modell in zwei
Schritten: Zuerst

Idealisieren, Strukturieren, Vereinfachen,
Prazisieren (HENN 1997, S. 7)

wir, um von der realen Situation zum realen
Modell (vgl. das Modell von Modellbildung
von GABRIELE KAISER und WERNER BLUM auf
der nachsten Seite) zu kommen. Wir missen
dazu die Situation analysieren, uns Daten
(intern aus der Situation oder extern) be-
schaffen und Annahmen und Vernachldssi-
gungen machen (siehe FISCHER & MALLE 1985,
S. 101). Dieses so von uns geschaffene, re-
duzierte Modell der betrachteten Situation
mathematisieren wir, Ubersetzen es in ma-
thematische Sprachausdriicke und erhalten
ein mathematisches Modell der Situation.

LUTZ FUHRER weist darauf hin, dass wir in ei-
nem Modell von Modellbildung nicht verges-
sen durfen, dass wir nicht alle Probleme
durch Ubersetzen in Modelle ,technologisch
auflésen” kdnnen und dass ,schon der be-
trachtete Wirklichkeitsausschnitt zwecks Be-
obachtung ,begradigt’ werden muss und dass
auch der innermathematische Modellapparat
von Menschen bedient [...] wird.“ (FUHRER
2001, S. 13)

Nun sind wir in der Mathematik. Wir leiten
Konsequenzen aus dem Modell ab, indem
wir mit den Symbolen unserer mathemati-
schen Sprache kalkulieren (von HANS
ScHuPP mit Weitsicht auf Ubertragbarkeit die-
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ses Modells von Modellbildung auf andere
Wissenschaften mit ,deduzieren” bezeichnet).

Die innermathematischen Konsequenzen
missen wir in die Wirklichkeit zurtickiiberset-
zen (interpretieren), die so erhaltenen Ergeb-
nisse an der Ausgangssituation messen (va-
lidieren). Gegebenenfalls geht nun der Kreis-
lauf von vorne los (vgl. SCHuUPP 1988, S. 11 f.
— BUCHTER & LEUDERS 2005, S. 76 verwen-
den dafir das Bild einer Modellierungs-
spirale).

Der Vorteil einer solchen explizierten Modell-
auffassung ist darin zu sehen, dass Teilpro-
zesse der Modellbildung wie gewtlinscht abs-
trahiert, mit Bezeichnungen versehen und
damit zur Diskussion und gemeinsamen Re-
flexion freigegeben sind.

Das hier vorgestellte Modell hilft, dass die
Ebenen Mathematik und Wirklichkeit von den
Lernenden (und von den Lehrpersonen) be-
wusst unterschieden werden kénnen.

Dazu ein einfaches Beispiel:

» Situation: Eine (baumarktubliche) Styropor-
platte ist 100 cm lang und 50 cm breit.
Wie lang ist ihre Diagonale? (Ubrigens:
Diese Fragestellung vernachlassigt be-
reits implizit die Dicke der Platte!)

» Modell: Ein Rechteck mit Seitenldngen
100 und 50.

» Innermathematische Konsequenz:
Diagonalenléange: 50-/5 .

» Weltliches Ergebnis:
Diagonalenlénge 112 cm.

Unsere Modellauffassung erinnert uns alle
daran, dass die irrationale Antwort nur inner-
halb der Mathematik Sinn macht. Oder gibt
es doch Styroporplatten mit irrationaler Dia-
gonale?

Irrationale Zahlen sind bloR(?) ein Spiel des
Geistes. Es muss sie geben, damit das ge-
wiinschte System Mathematik schlussig ist.
Wir wollen sie dazu, und nur aus diesem
Grund existieren sie;
irrationale Zahlen las-
sen sich nicht aus der
Anwendung  heraus
motivieren.

Und bei all ihrer Leis-
tungsfahigkeit durfen
wir dennoch nicht
vergessen, dass Ma-
thematik in den sel-
tensten Fallen in der
Wirklichkeit die allei-
nige Entscheidungs-
grundlage ist.

Realitdt

Situation

Gewiss gibt es viele und haufige Situatio-
nen, die durch mathematische Mittel auf
Anhieb und eindeutig geklart werden kon-
nen. Aber ist gibt auch solche (nicht selte-
ner und meist relevanter), zu deren erken-
nendem Verstandnis und handelnder Be-
waltigung Mathematik nur einen mehr oder
minder wichtigen Beitrag leisten kann. Sol-
che Beispiele auszusparen oder aber auf
den mathematischen Gehalt zu reduzieren
ist gefahrlich, weil Mathematik als deus ex
machina und Wirklichkeit als vollstédndig
mathematisierbar prasentiert wird. (SCHUPP
1988, S. 12)

Andere Modelle von Modellbildung

Eine Situation lasst sich oft nicht eindeutig
modellieren, komplexe Situationen lassen
viele verschiedene Modelle zu. Modellbildung
selbst ist natirlich auch ein komplexer Pro-
zess, so dass es nicht verwunderlich ist,
dass wir in der Literatur verschiedene Mo-
dellbildungen zu Modellbildung finden.

Auch hier gilt: Begriffsbildung ist immer Aus-
druck eines bestimmten (bewussten oder
unbewussten) Wollens einer Autorin oder ei-
nes Autors oder aber auch einer Gemein-
schaft von Autorinnen und Autoren (vgl.
FISCHER & MALLE 1985, S. 151).

Der Regelkreis von Blum et al.

In einem Anhang zu ihrer Didaktik der Analy-
sis, in dem sie der Frage der Anwendungs-
orientierung des Mathematikunterrichts nach-
gehen, greifen WERNER BLUM und GUNTER
TORNER das Modellbildungsmodell von GAB-
RIELE KAISER et al. auf.

Im Unterricht sollte [...] anhand von Bei-
spielen das Verhéltnis zwischen Mathema-

tik und Realitét (genauer nach PoLLAK 1979:
zwischen Mathematik und dem “Rest der
Welt“) deutlich werden, etwa im Sinne des
folgenden Diagramms [...]:

Reales

Modell Y\ Mathema-

Mathematik

Abb. 5: Der Regelkreis von BLUM et al.
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[...] Dieser ProzeR des Uberganges zwi-
schen den Bereichen Realitdt und Mathe-
matik muf® im Unterricht sowohl durchge-
fuhrt, als auch reflektierend thematisiert
werden. [...] Eine engere Verknipfung der
Mathematik mit realen Phanomenen fihrt
zu einem ,beziehungshaltigen* Mathema-
tikunterricht (FREUDENTHAL 1973). (BLuM &
TORNER 1983, S. 247 f.)

Auf das unumgéngliche Problem des wahren
Realitdtsgehaltes der im Mathematikunter-
richt betrachteten Phdnomene bin ich bereits
oben eingegangen

Das Modell von FISCHER und MALLE

Auch ROLAND FISCHER und GUNTHER MALLE
bringen ihre Sicht des Modellbildungskreis-
laufes in einem Diagramm zum Ausdruck
(siehe Abbildung 6).

Im Prinzip ent-
halt dieses Dia-

Offene und geschlossene Modelle

ROLAND FISCHER und GUNTHER MALLE treffen
Uber ihren Regelkreis hinaus die wichtige Un-
terscheidung in offene und geschlossene
Modelle (FISCHER & MALLE, S. 261 f.).

» Geschlossene Modelle (vgl. Abb. 7) zeich-
nen sich aus durch strenge Vorausset-
zungen, ein Zurechtstutzen der Wirklich-
keit, eindeutiges Kalkulieren, eindeutige
Konsequenzen und das Erledigen der
Frage (unter diesen Bedingungen).

» Offene Modelle (vgl. Abb. 8) zeichnen
sich hingegen aus durch vage Vorausset-
zungen und das Zulassen von Alternati-
ven, durch ihre Verbindung mit der Welt
(ohne die es zu keiner Losung kommt)
und ein fir Diskussionen offenes, transpa-
rentes Kalkulieren.

Befriedigende

(Ll‘:‘»sung des Problems)

nterpretation
der Ergebnisse,
Uberpriifung

Totales
Fiasko

Mathematisches

gramm (wie

auch das in Abb.

5 zitierte von Situation

BLuM et al.) die (Probleme)

von HANS

SCHUPP be- Modell-
schriebenen Sta- verbesserung
tionen im Regel- L /

kreis der Modell- Situations—

bildung, betont analyse

aber andere As- {

pekte, etwa in Daten

der Ausdifferen- | occhatfung

zierung des Um-

gangs mit der ‘l'

gegebenen Situ- | Annahmen,

ation Oder in der Vemachlasmgungen

Explizierung der
mdglichen Aus-
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Dennoch fehlt ihm etwas: |hm

jin

" Modell

Abb. 6: aus (FISCHER & MALLE 1985, S. 101)

Geschlossene Mathematik

fehlt die Ubergeordnete Struktur,
: Wenige Globales Ergebnis
das Muster — die Ebenen Welt ’ Modell, SAD01 3
. . . genormte h — (weitreichende)
und Mathematik und die Seiten Daten ?;‘0‘0 Prognose
. E0rie
Problem und Lésung - des

ScHuppPschen Diagramms.

Entscheidung des Menschen: Akzeptieren bzw. Nichtakzeptieren des Modells

Fir den Mathematikunterricht,
den Unterricht in der Wissen-
schaft von den strukturierten und
strukturierenden Mustern, ist,
wie ich finde, HANS ScCHuUPPs
Vorschlag einfach schéner, und
Schénheit ist eine wesentliche
Kategorie mathematischen Tuns
(vgl. BURTON 1999, S. 95f und
G. H. HARDYs beriihmtes ,Beau-
ty is the first test” Hardy 1967, S:
85).

—
—
Viele,

—_—
—_—
"rohe" ——=
—_—
Daten ——
—_—
—_—

Abb. 7: aus (FISCHER & MALLE 1985, S. 266)

Offene Mathematik

Lokale

Verschiedene Kommuni-
Eﬂsfdfeiji:!e, /Darstelfungen, kation,
Transfoc_:*,mation alternative Ent-
der Daten Sichtweisen scheidungen

Differenziertere Entscheidungen des Menschen moglich und nétig
Abb. 8: aus (FISCHER & MALLE 1985, S. 266)
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Einstiege in die Modellbildung

Produktive Aufgaben (siehe HERGET et al.
2001) sind ein erster Schritt zu (noch) kom-
plex(er)en Aufgaben. Bezlglich Komplexitat
empfiehlt die CTGV fur den Mathematikunter-
richt ,a problem of at least 14 steps” (CTGV
1997, S. 46).

Bei Produktiven Aufgaben
[...] geht es uns eher um die ,kleine* Form,
die Gestaltung normalen alltaglichen Unter-
richts. (Herget et al. 2001, S. 5)

Produktive Aufgaben werden

[...] aus unterrichtspraktischer Sicht be-
griindet. (Herget et al. S. 5)

Sie bieten wichtige Chancen zu einer im ge-
wohnlichen Schulalltag realisierbaren Modell-
bildung, die auch Kolleginnen und Kollegen
mit ins Boot nimmt, denen andere Modellbil-
dungen zu hoch gegriffen erscheinen mégen,
und sie bieten Chancen zu redlicher Modell-
bildung, die nicht versucht ist, mehr zu ver-
sprechen als sie halten kann.

Produktive Aufgaben bieten damit einen An-
fang im oft schon grof3e Erfahrungen ermég-
lichenden exemplarischen Kleinen.

Kleiner historischer Exkurs — oder:
Ein altes Pladoyer
fiir den kleinen Anfang

WALTHER LIETZMANN hat der dritten Auflage des
(urspriinglich gemeinsam mit VIGGO TRIER
verfassten) Buches ,Wo steckt der Fehler?*
(LIETZMANN & TRIER 1923) ein neues erstes
Kapitel ,Tauschungen bei der GréRenschat-
zung“ vorangestellt — die vorhergehenden Auf-
lagen begannen noch mit dem Kapitel ,Ma-
thematische Trugschlisse” (vgl. LIETZMANN &
Trier 1917). Er beginnt auf der ersten Seite
mit:
l. TAU§CHUNGEN BEI DER GROSSEN-
SCHATZUNG

Ich vereinige in diesem Abschnitt eine An-
zahl von Tauschungen, die darin begriindet
sind, dal® dem auf die vorgelegte Frage
Antwortenden die Vertrautheit mit den in
Betracht kommenden GréRenverhaltnissen
abgeht. Eine bessere Schulung in der Gro-
Renerfassung, als sie gemeinhin vorhan-
den ist, wirde diese Tauschungen unmdég-
lich machen.

1. Ich beginne mit einer Reihe ganz einfa-
cher Schatzungen, bei denen zwischen
geschétzten und wirklichen Werten, die
entweder durch Messung oder durch
Rechnung — eine ungefahre Uberschlags-
rechnung reicht aus — festgestellt werden,
meist eine grofde Kluft zu klaffen pflegt. Der

Leser beantworte also zunachst schriftlich
die nachfolgenden Fragen und stelle dann
den wirklichen Wert daneben. Der Fehler
werde dann je nachdem absolut oder pro-
zentual angegeben. (LIETZMANN 1923, S. 1)

Und dann fahrt er ganz klein und dadurch
wirklich (unterrichts)realitatsnah fort:
a) Wie hoch ist ein Tisch?
b) Wie hoch ist die Sitzflache eines Stuhls?
c) Wie hoch ist ein moderner Zylinderhut?
d) Denke an einen dir bekannten runden
Turm in der ndheren oder weiteren Um-
gebung deines Wohnortes. Das Wie-
vielfache des Umfanges ist seine H6he?
e) Man hat einen Globus von einem Meter
Durchmesser. Wie hoch muss man,
wenn man das Relief nicht Gberhoht,
den gréRten Berg Europas, den 4800 m
hohen Montblanc, darstellen?

f) Wie lang ist ein marschierendes Armee-
korps?

g) Wieviel Menschen haben auf einem
kreisrunden Platz von 1 km Radius
Raum?

h) Wie grol® muf} ein quadratischer Platz
sein, der alle Einwohner Deutschlands
aufnehmen kann?

i) Ist es méglich, alle Bewohner der Erde
auf der Flache des Bodensees unter-
zubringen?

k) Wieviel Jungens kann man in einem
Kubikmeter unterbringen?

I) Wieviel Erbsen haben in einem Was-
serglas der ublichen GroRe Platz?

m) Um wie viel wirde der Bodensee stei-
gen, wenn man in ihm die ganze le-
bende Menschheit ertrdnken wiirde?

n) Wie schwer ist die Luft in deinem
Wohnzimmer? [FulRnote: Ein Liter Luft
wiegt 1,293 Gramm.]

0) Wieviel wiegt eine Korkkugel von einem
Meter Radius? [Fulnote: Das spezifi-
sche Gewicht von Kork ist 0,24 Gramm.]

2. Ein paar Fragen mégen sich in den
Dienst der Veranschaulichung der GréRen-
verhéltnisse unserer Erde stellen:

a) Wie hoch woélbt sich ein See von 1 km,
von 4 km, von 6 km Breite mit seiner
Mitte Uber der Ebene, die die beiden
Ufer verbindet, wie grof3 ist mit anderen
Worten der EinfluR der Erdkrimmung
auf die Abweichung von der Ebene?

b) Wie groR ist die Herauswdélbung des
Kaspischen Sees?

c) Die Friedrichsstrale in Berlin ist etwas
Uber 3 km (genau 3240 m) lang und
geht ziemlich genau von Nord nach
Sud. Die H&auser, die an den beiden
Enden stehen, sind natlrlich vertikal
gebaut, das heillt, ihre senkrechten
Kanten weisen zum Erdmittelpunkt, sie
bilden also einen Winkel miteinander.
Wie groR ist der?
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d) Da die senkrechten Kanten der beiden
Endhduser der Friedrichsstrale nicht
parallel sind, klaffen sie oben etwas
mehr als unten auseinander. Um wie
viel etwa?

e) Die FriedrichsstraBe verlduft genau
walalgerecht. Wegen der Erdabplat-
tung, die ja %o, betragt, ist also das
Nordende dem Erdmittelpunkte naher
als das Stidende. Um wie viel etwa?

Ich méchte zu diesen Aufgaben [gemeint
sind die unter 2. — A. L.], da ein Nachrech-
nen dem einen oder anderen Schwierigkei-
ten bereitet, die Ergebnisse angeben. N&-
heres ist hiertiber bei MARTUS, Astronomi-
sche Erdkunde, 4. Aufl., Dresden, Koch,
1912, zu finden: a) 2cm, 31 cm und
71 cm; beachte die starke Zunahme der
Werte! b) 28 km; ¢) 13" ; d) etwa 1 cm; e)
das Nordende ist 10,6 m dem Erdmittel-
punkt naher als das Sudende. Man muf}
also fast drei Stockwerke hoch steigen, um
den gleichen Abstand am Nordende zu ha-
ben, wie am Sidende. (LIETZMANN 1923, S.
1f1).

Diese nun vor uber achtzig Jahren von
WALTHER LIETZMANN vorgeschlagenen Auf-
gaben sind nach wie vor im Wesentlichen ak-
tuell. Sicherlich sind Zylinder aus der Mode,
und der Marschldnge eines Armeekorps
messen wir im alten Europa wohl nicht mehr
den gleichen allgemein bildenden Wert zu
wie damals, aber mit diesen Abstrichen kén-
nen und sollten die Aufgaben auch heute
noch im Mathematikunterricht eingesetzt
werden.

Die Fragen aus 1. sollten Schilerinnen und
Schiler (Studentinnen und Studenten, Kolle-
ginnen und Kollegen) beantworten kénnen,
bevor wir ihnen anspruchsvollere Modellbil-
dungen zumuten.

Es klingen in diesen Aufgaben schon viele
Aspekte von Modellbildung an: So laden et-
wa die Aufgaben a), b), d) und I) unter 1. ein
zur haufig vernachlassigten Validierung. Auf-
gabe m) unter 1. ist eine ehrliche Konse-
quenz von Aufgabe i), die die Absurditat der
Frage offen legt; sie tritt auch als Schiler-
frage im Unterricht zu Tage und braucht von
uns dann gar nicht mehr extra gestellt zu
werden.

Die Kombination der Erkenntnisse, die bei
der Bearbeitung von a) und e) unter 2. ge-
wonnen werden, fihrt zu neuen interessan-
ten Fragestellungen.

Alle Aufgaben sind geeignet, Grolenvorstel-
lungen zu erwerben oder zurechtzuriicken.
Dies ist eine wichtige und notwendige Grund-
lage fir sinnvolle Modellbildungen im Mathe-
matikunterricht.

Ubrigens: WALTHER LIETZMANN hat seine Vor-
schldge auch direkt in die von ihm (mit)ver-
fassten Schulbiicher eingebracht.

Einstieg in die Modellbildung
mit Produktiven Aufgaben
(9. oder 10. Schuljahr)

Es ist eine alte lehr-lern-theoretische Forde-
rung, dass wir die uns anvertrauten Lernen-
den dort abholen muissen, wo sie stehen.
Dies gilt fur die Schilerinnen und Schiler in
unserem Unterricht, aber ebenso selbstver-
standlich auch fir Lehrpersonen, fir unsere
Kolleginnen und Kollegen, die wir gerne da-
von Uberzeugen und dazu beféhigen wollen,
in ihrem eigenen Unterricht auch aktiv Modell-
bildung zu betreiben.

Die hier ausgewahlten Produktiven Aufgaben
bleiben selbst fiir Neueinsteigerinnen und
Neueinsteiger in die Modellbildung Uber-
schaubar und nachvollziehbar, kénnen so die
Angst vor dem Ungewissen nehmen und eb-
nen einem Verstandnis von Modellbildung den
Weg — im Gegensatz zu vielen anderen gu-
ten, aber zu grof3en Vorschléagen, die oft von
besonders engagierten (und dariber hinaus
noch in die vorgeschlagene Sache sehr ver-
tieften) Kolleginnen und Kollegen gestaltet
sind und darum haufig nur von eben solchen
mit entsprechendem Vorwissen im Unterricht
Erfolg versprechend einsetzbar sind.

Die im Folgenden vorgestellten Produktiven
Aufgaben kénnen uns als vertrauensbildende
MaRnahmen dienen; sie sind als kleine Mo-
dellbildungen ein Gewinn fiir jeden Unterricht
und helfen, den Weg flr eine reflektierende
Modellbildung im Unterricht zu bereiten.

Ein méglicher Unterrichtsgang

Betrachten wir nun die folgenden von Wilfried
HERGET in (HERGET et al. 2001) prasentierten
Aufgaben in Hinblick auf Modellbildung.

Die Situation ist in diesen Beispielen jeweils
auf einem DIN A4-Arbeitsblatt durch ein Foto
und (aulBer bei Aufgabe 8) einen kurzen Text
gegeben, so, wie wir eine Situation etwa in
Zeitungen vorfinden kénnen. Auf ein beinhal-
tetes Problem wird durch eine (mehr oder
weniger offene) Frage fokussiert.

Ich habe die hier vorgestellten Aufgaben in
der angegebenen Reihenfolge wiederholt zum
Einstieg in die Modellbildung im Mathematik-
unterricht genutzt, insbesondere auch im Un-
terricht von Kolleginnen und Kollegen, die
sehen wollten, ob und wie man auch in ihren
Klassen solche Aufgaben einsetzen kann
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(und die meist seitdem begeistert in ihrem
eigenen Unterricht immer wieder auf Produk-
tive Aufgaben — nicht nur zur Modellbildung —
zuriickgreifen).

Die hier gleich kurz skizzierten vielgestaltigen
L&sungswege habe ich im Wesentlichen von
Schilerinnen und Schilern aus 10. Klassen
(Realschule), die die Aufgaben in Kleingrup-
pen (aus drei bis funf Lernenden) bearbeite-
ten und ihr Vorgehen in kurzen Aufsétzen in-
dividuell oder gemeinsam schriftlich festhiel-
ten. Daneben werde ich auch auf Bearbei-
tungen durch Studierende meiner Lehrveran-
staltungen und durch sich fortbildende Lehr-
personen aus einigen von mir moderierten
Fortbildungen zum Thema eingehen.

Zweizylinder-Fahrrad
(HERGET et al. 2001, Aufgabe 18)

Abb. 8: (aus HERGET et al. 2001, S. 33)

Gezeigt wird auf dem Aufgabenblatt ein Mann
auf einem Fahrrad, an dessen Gepacktrager
zwei (gleiche?) Fasser montiert sind. Gefragt
wird danach, wie viel Wasser der junge Mann
damit transportieren kann.

Wie verlduft hier die Modellierung und Ma-
thematisierung der Situation?

MM (eec. 40~ 50 am).

Abb. 9: (aus der L6ésung eines Schilers)

Sachdienliche Daten erhalten wir aus dem
Bild Uber (abzuschatzende externe) Ver-
gleichsgrofien, etwa Uber die Grée des Hin-
terrades (26 oder 28 Zoll oder aus der Erin-
nerung: ,Das Hinterrad meines Fahrrades
geht mir bis hierher!”, oder wie unten durch
Vermessen eines Fahrrades auf dem Schul-
hof) oder alternativ Uber die Huftbreite des
Mannes (wie in Abb. 9 — oder: ,Der ist unge-
fahr genauso breit wie ich.“) oder aber Uber
die Sattelhdhe.

Im Foto kann man hier recht genau messen.
Der ermittelte Mafstab, der in die Rechnung
eingeht, bleibt aber durch einen von der
(Un)Genauigkeit der Schéatzung (der Ver-
gleichsgrofien) abhdngigen Fehler behaftet.

Wenn wram om exvner Hohe um 75 cm wmd

e Dunchmesser Lem Y0cm  aungeht, Rk

rare 0w dans Volunomy  Colder) ot bactin
Cuenyo .

Abb. 10: (aus der Losung einer Schiilerin)

Genauer bestimmbar ist aus dem Foto das
Verhéltnis von H6he zu Durchmesser der
Fasser, was aber nicht von allen als notwen-
dig erachtet wird:

Wgringuog: e beldan Feger Sod angeddhr 4am body
und ¢in baler am brdi ,ds e hieer
Sind alg der jugge Maon upal §rdgec
8}t dis Reigen des Fahoeds . Jeder bk
&hon  ome\ golche Tasser gesehen wid
Renn dastelb goschateen wie grop sie Snd.

Abb. 11: (aus der Lésung einer Schiilerin)

Als externes Datum wird noch die Dichte von
Wasser benétigt. Wir nehmen an, dass die
Fasser nicht ganz gefillt werden, und setzen
eine Fullhéhe fest. Wir vernachléssigen die
wirkliche Form der Fasser und modellieren
sie idealisiert als Zylinder. Interessanterweise
verzichten viele Schilerinnen und Schiler
hier (im Gegensatz etwa zur ndchsten Auf-
gabe) darauf, eine Zeichnung dieses Modells
zu machen; warum auch eine visuelle Dar-
stellung von einem Modell erzeugen, von dem
man bereits eine genaue Vorstellung hat?

10
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Wir erhalten aufgrund dieser Uberlegungen
so gut wie immer als formales mathemati-
sches Modell:

m:pV:pm’zh,
wie z. B. auch in der folgenden Schiilerlésung:
okfgala, A7
[N 3
Wil b:d = 4 7)
5 4 = up, 37303«
= k7 10494903 .
V= =L = 915 35, N 2
=) 9%,93903 R [ 7 Jowas !
Vol s 437198, Te
= 9t 1r994 0

i D Bk gy AT R Ui daopdons,
Abb. 12 a: Eine Rechnung zu Aufgabe 18 ...

Diese Losung erklart er wie folgt:

Dk dus mﬁmuL¥M B ¥ W de WA
doe T nemBlonea . 3d Mol done don Bhalbuis b
Arb duwd M D, 0w oe do B e ek
wodpudad . S o ghgqale BT on ued Jew Uishilhey
heds 48 amte G e Dudosse gensden . SO doul
drgde Sk B dn Gluma g Bud i amoudhia
wedk m o W g dide
Abb. 12 b: ... und die zugehdérende Erklarung

Die innermathematischen Konsequenzen
mussen, um zu einem angemessenen Er-
gebnis zu gelangen, sinnvoll (in Abhangigkeit
von der Genauigkeit der Eingangsdaten) ge-
rundet werden.

Nun kénnte man anmerken, dass bei den
vagen Daten die in Abbildung 11 gegebene
Antwort viel zu genau sei, und das waére ja
auch objektiv richtig. Aber verstehen wir Ant-
worten immer auch aus ihrem schulischen
Kontext?! Der Schiiler besucht ein 10. Schul-
jahr und hat eine landeszentrale schriftliche
Prifung zum mittleren Bildungsabschluss vor
sich. In den zentralen Korrekturvorgaben wer-
den Volumenangaben immer auf drei Stellen
nach dem Komma gerundet! Das ist eine nor-
mierende Randbedingung, die man bei der
Diskussion von Modellbildung im real existie-
renden Unterricht zu beachten hat, selbst
wenn sie ausgesprochen unsinnig ist! Vor
diesem Hintergrund ist die vom Schuler hier
gegebene, die Nachkommastellen vernach-
l&ssigende Antwort von durchaus mutiger
Ungefahritat.

Nattrlich vergessen Schilerinnen und Schi-
ler unter ihrer Erarbeitung des Fasservolu-

mens haufig die gestellte Frage; diesen muss
man auf den gewilinschten Weg zuriickhelfen.

Die Validierung besteht hier darin, sich zu
fragen (und zu beantworten) ob eine Masse
der berechneten GréRe mit einem Fahrrad
Uberhaupt transportiert werden kann; etwa im
Vergleich zu Artistenpyramiden auf Fahrra-
dern im Zirkus, wie es ein Schiler vorge-
schlagen hat. Selbstverstéandlich kann dabei
auch die Frage aus der Klasse kommen, ob
denn die Fasser Uberhaupt wasserdicht sei-
en (Antwortmoglichkeit: Das nehmen wir an!)
und wozu der Fahrradfahrer Wasser transpor-
tieren sollte (Antwortmdglichkeit: Das kénnen
wir nicht wissen, und das ist auch nicht so
wichtig: Der Realitdtsbezug einer solchen Auf-
gabe ist in der Gewinnung von Daten (hier im
Wesentlichen aus dem realen Foto) und deren
Weiterverarbeitung zu suchen; die Geschich-
te ist frei erfunden!).

Dieses erste Beispiel ermdglicht eine eigene
Entscheidungen bendétigende Modellbildung
mit allen zuvor beschriebenen Teilprozessen
des Regelkreises. In deren Diskussion kdén-
nen hier bereits behutsam — mit dem Ziel ei-
nes abstrahierten Modells von Modellbildung
— die Bezeichnungen aus dem Regelkreis
eingeflihrt werden.

Luft-Nummer
(Herget et al. 2001, Aufgabe 17)

Gezeigt wird ein fliegender Heilluftballon, auf
dem ein Mann steht! Gefragt wird danach,
wie viel Liter Luft der Ballon wohl enthélt.

Abb. 12: (aus HERGET et al. 2001, S. 32)

Ergénzt wird diese Abbildung durch einen
Zeitungstext:
Viel heiRe Luft bringt einen mit Sicherheit
nach oben. Niemand weil3 das besser als

11
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lan Ashpole. Der 43-Jéhrige stand in Eng-
land auf der Spitze eines HeilRluftballons.
Die Luft-Nummer in 1500 Meter H6he war
noch der ungeféhrlichste Teil der Aktion.
Kritischer war der Start: Nur durch ein Seil
gesichert, musste sich Ashpole auf dem
sich fillenden Ballon halten. Bei der Lan-
dung stromte dann die heifle Luft aus ei-
nem Ventil direkt neben seinen Beinen
vorbei. Doch aufler leichten Verbrennun-
gen trug der Ballonfahrer keine Verletzun-
gen davon. (HERGET et al. 2001, S. 32)

Die Datenbeschaffung muss auch hier Gber
das Foto erfolgen. Es hat sich als hilfreich
erwiesen, die kleinen der zu messenden
GréRen nicht auf den Arbeitsbléttern, son-
dern auf der durchleuchteten Overheadfolie
zu messen, die als sinnvolles Medium fur
gemeinsame Diskussionen bereit liegt. Der
Text liefert keine in Hinblick auf die gestellte
Frage sinnvolle Information — dennoch ver-
suchen immer wieder einige Schiilerinnen
und Schiler die Angabe 1500 Meter in ihre
Rechnungen zu integrieren. Die GroRe des
Ballons erhalten wir Uber die geschatzte
Grolie des Mannes, der auf dem Bild gemes-
sene 6 bis 7 mm grol} ist (oder aber auch
Uber die Grofle des Korbes). Dabei hat ein-
mal eine Schdlerin eine neue, situativ nahe
liegende Maleinheit eingefiihrt und so ge-
zeigt, dass sie die Leitidee Messen hier trag-
fahig verinnerlicht hat:

LA Memell 28t el J;Kd'&'%"" I !
A Menscls™ pased” qo, Mol Tn dte Raeite
wnd AU eed 2o dRe Helie e
=S d = A% AR~ =5
== v =AY S i ]

Abb. 14: Maldstab Mensch?!

Hier ist es schwieriger als in Aufgabe 18, im
Foto genau zu messen. In einer der Klassen
hat ein Schiler vorgeschlagen, das Bild, von
dem er wusste, dass es von CD war, also di-
gital vorlag, mit einem Bildverarbeitungspro-
gramm durch ,Pixel z&hlen lassen“ zu ver-
messen, um mdglichst genaue Informationen
Uber die Grofe zu erhalten.

Das nach meinen Erfahrungen am haufigsten
auftretende Modell ist, den Ballon als zu-
sammengesetzt aus Halbkugel und Ke-
gel(stumpf) aufzufassen:

Viaiion = Viaikugel + Viege -

Das ist das typische Modell bei Lehrpersonen
(und ich kann mich da nicht ausnehmen).
Auch viele Schilerinnen und Schiler wahlen
dieses Modell, besonders in Klassen, die ge-
rade Stereometrie zusammengesetzter Korper
behandelt haben.

Aber die Eingangsdatenfehler — bei der Mes-
sung der Grélen im Bild und bei der Schat-
zung der wahren Grofl3e des Ballonartisten —
blasen sich kubisch (nicht linear!) auf. Eine
genauere Fehleranalyse oder zumindest das
Durchrechnen verschiedener Beispiele ist
hier angebracht. Oder wir vergleichen und
diskutieren, um diese Erfahrung von Nichtli-
nearitat bewusst zu machen, im Plenum die
verschiedenen Ergebnisse, die in der Klasse
— abh&ngig von den jeweils verwendeten Ein-
gangsdaten — gefunden wurden.

7 o por b A}fgw«é’ SE FECH
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Abb. 15: Antwort einer Schiilerin

In einer Schulklasse finden wir in der Regel
auch die Modellierung des Ballons als eine
Kugel oder als Kegel(stumpf) oder weitere
Modellierungen:
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Abb. 16: Ein Modell des Ballons

Alle diese Modelle liefern Ergebnisse in der-
selben richtigen GréfRenordnung — natirlich
auch der effiziente Quader, den der professi-
onelle Numeriker in der gegebenen Situation
wohl wéhlen wirde. Mehr ist mit den hier vor-
handenen Daten wirklich nicht zu erreichen
und zu verlangen. Aber:

Je mehr man mathematisch vorgebildet ist,
umso mehr Instrumentarium wird man [...]
wie selbstverstandlich einsetzen — und
zwar ohne darliber nachzudenken, ob die-
se hoch genauen Instrumente wirklich ge-
nauere Ergebnisse liefern. (HERGET et al.
2001, S. 142)

Viele Studierende in meinen Lehrveranstal-
tungen an der Universitdt des Saarlandes,
denen ich diese Aufgabe stellte und die i. d. R.
nicht allzu lange davor die Zwischenpriifung
in Mathematik abgelegt hatten, versuchten
den Ballon uber einen geeigneten Funktions-
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graphen als Rotationskérper zu modellieren.
Solch einer Verschwendung von Instrumen-
tarium kann und sollte man durch reflektie-
rende Modellbildung entgegenwirken!

Dieses zweite Beispiel liefert ein einfaches
offenes Modell, das Diskussionen Uber ein
gleichberechtigtes Nebeneinander verschie-
dener Modelle und Uber die Angemessenheit
von Modellen ermdglicht.

Nebenbei: Mit CAS kénnen Lernende schnel-
ler als von Hand verschiedene Eingangsda-
ten in verschiedenen Modellen selbst durch-
spielen, um zu eigenen verschiedenen Er-
gebnissen zu gelangen — auch hier ist im
Kleinen bereits der durch Neue Medien und
Werkzeuge mdgliche Fortschritt im Mathe-
matikunterricht zu finden.

Lineburger Weitblick
(HERGET et al. 2001, Aufgabe 14)

il

Abb. 17: (aus HERGET et al. 2001, S. 29)

Gezeigt wird die Aussichtsplattform des Li-
neburger Wasserturms. Beschrieben werden
darunter in einem — viele weitere (Des)Infor-
mationen enthaltenden — Zeitungstext die Ho-
he dieses Turms mit 56 m und die Sichtweite
mit 40 km. Gefragt wird danach, ob das denn
stimmen kann.

Die Hohe des Wasserturms wird intern aus
dem Text gewonnen — ein wertvoller Beitrag
zur Lesekompetenz —, der Erdradius extern.
Zu dessen Bestimmung verwenden die
Schilerinnen und Schiler meist den ihnen
gelaufigen Erdumfang 40000 km.

Die  Erde hat elum Qe farg
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Abb. 18: (aus einer Schulerldsung)

Das mathematische Modell zur Situationsbe-
schreibung sieht wie folgt aus: Ein rechtwink-
liges Dreieck mit der Hypotenuse Erdradius
plus Turmhéhe und den Katheten Erdradius
und Blicktangente an die Erde, und es wird
visuell dargestellt in einer nicht malstabge-
rechten Zeichnung.

Doch wie gelangt man zu diesem Modell?
Die Lage Luneburgs im Flachland spricht
sich in der Klasse schnell herum: Berge und
dhnlich groRRe Hindernisse spielen dort gliick-
licherweise keine Rolle. (Es ist aber durch-
aus (an-)reizvoll, analogen Fragestellungen
in higeligem Land anhand von Karten fach-
Ubergreifend mit dem Erdkundeunterricht
nachzugehen.) Wir nehmen an, dass wir gu-
tes Wetter mit idealen Sichtbedingungen ha-
ben: Wir idealisieren.

Viele Schilerinnen und Schiler versuchen
es zuerst mit dem Modell ,Erde als Scheibe®:

i 1 A mreely ool

Abb. 19: Ein haufiger falscher Ansatz

Ahnliche Skizzen kdnnen wir aber auch bei
manchen zukiinftigen oder auch bei bereits
aktiven Lehrpersonen beobachten: Bei einer
Fortbildung im Rahmen eines padagogischen
Tages an einer Schule, an der Mathematik
zu grof3en Teilen fachfremd unterrichtet wer-
den muss, dauerte es bei den anwesenden
engagierten Kolleginnen und Kollegen Uber
20 Minuten, bis die ersten problemadéaquaten
Skizzen produziert wurden — die dann aber
echte Erfolgserlebnisse bescherten!

Abb. 20: Endlich auf dem richtigen Weg!

Letztlich wird das adaquate Modell i.d. R.
doch gefunden (vgl. auch ANNESER 2005).
Aber immer wieder gibt es auch Schiilerin-
nen und Schiler, die kurz vor ihrem mittleren
Bildungsabschluss noch nicht die hilfreiche
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Macht des Werkzeugs Mathematik fur sich
entdeckt haben und es darum — aufder, wenn
sie explizit dazu aufgefordert werden — nicht
einsetzen:

Bic  gnd doc HSinuag (oloss | mcdn aicbd
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Abb. 21: Reicht es ohne Mathematik?

Das Beispiel Lineburger Weitblick liefert ein
einfaches geschlossenes Modell, bei dem
der Schwerpunkt im ersten Teilprozess, der
Modellierung, der geeigneten Strukturierung
liegt, zu der man den Lernenden die ange-
messene MulRe gébnnen muss.

Zeitung lesen unter erschwerten Bedingungen
(HERGET et al. 2001, Aufgabe 8)

Abb. 22: (aus HERGET et al. 2001, S. 23)

Gezeigt wird ein Mann, der ein Fahrrad fahrt,
auf dessen Gepackirager ein groRer Stapel
Zeitungen befestigt ist, auf dem wiederum
ein zeitungslesender Mann sitzt.

Gefragt wird danach, wie schwer denn wohl
dieser Stapel Zeitungen ist. Hingeleitet wird
auf dem Arbeitsblatt urspringlich Uber die
Frage, wie hoch ein Stapel von 11111 Blatt
Papier ist, worauf ich im Unterricht allerdings
verzichte. Da die Arbeitsblatter auf CD auch

als doc-Dateien vorliegen, ist ein individuel-
les Editieren vor dem Drucken ein Leichtes.
(Schon wieder: Ein groRer kleiner Fortschritt
durch Neue Medien.)

Dieses letzte Beispiel fuhrt auf ein einfaches,
offenes Modell, bei dem der Schwerpunkt auf
der externen Datenbeschaffung liegt; das ma-
thematische Modell Quader ist offensichtlich.
Die GréRen lassen sich wie in der Aufgabe
Zweizylinder-Fahrrad bestimmen, die dort er-
worbenen Kompetenzen zum Schétzen und
zur Bewertung des Schatzens nutzen. Die
Beschaffung der Dichte von Papier ist auf
sehr vielfaltige Weise mdglich, etwa Uber die
Dichte von Holz, die Uber des Argument ,Holz
schwimmt, ist also leichter als Wasser“ be-
stimmt wird, oder Uber die Fldchendichte von
Papier (80 Gramm pro Quadratmeter, wie auf
den meisten Schulheften zu lesen) und das
Volumen eines Kopierpapierstapels, oder tUber
das Schatzen des Gewichts und der Dicke
einer Samstagsausgabe einer Zeitung (aus
der Erinnerung) oder Nachlesen oder ...

Sollte Modellbildung Thema sein?

Einigkeit herrscht heute unter allen am Mathe-
matikunterricht Interessierten sicherlich dar-
Uber, dass Modellbildung im Mathematikunter-
richt (implizit oder explizit) thematisiert wer-
den soll.

HANS ScHUPP weist darauf hin, dass

zentrale Modelle der Si-Mathematik meist
auch als Standardmodelle taugen. Das gilt
insbesondere flr die dort auftretenden
Funktionen. (ScHupp 1988, S. 14)

Die Formel fur das Volumen eines Zylinders
ist in natirlicher Weise eine solche Funktion.
Der vorgestellte Unterrichtsgang zeigt, wie in
der Stereometrie (und ich habe darin bewusst
auch eine nicht stereometrisch zu bearbei-
tende Aufgabenstellung aufgenommen) ne-
ben Stereometrie auch Modellbildung Thema
sein kann. Wir kdnnen den vorgeschlagenen
Unterrichtsgang auch umgekehrt lesen: Wir
haben Modellbildung diskutiert und nebenbei
auch noch Stereometrie gelbt!

Die Frage ist also genauer: Sollte Modellbil-
dung (etwa in Form einer EinfUhrung in obi-
ges Regelkreismodell) ein eigensténdiges
Thema im Mathematikunterricht sein? Mit ei-
ner Verankerung in Curricula, Lehrplanen,
Rahmenrichtlinien der Klasse 9 oder 10?

Meine Antwort lautet: Ja! Auf der einen Seite

setzt das Verstandnis des Realitats-Modell-
Bezuges eine gewisse Reife, eine Fahig-
keit zu relativierendem und bewertendem
Denken voraus (ScHupp 1988, S. 15),
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auf der anderen Seite aber kénnen wir den
Erwerb dieser Fahigkeit gerade durch eine
bewusste Diskussion eines selbst abstrahier-
ten Modells an geeignet gewahlten konkreten
Beispielen unterstiitzen.

Und nicht zuletzt ist die Reflexion der Ebe-
nen Welt und Mathematik VVoraussetzung ei-
ner reflektierenden Bewertung von Mathema-
tik als Spiel und Mathematik als Werkzeug.

Ubrigens: In den Bildungsstandards taucht
Modellieren inzwischen explizit als Kompe-
tenz (K3) auf.

Schluss zum (kleinen?) Anfang

Der hier angedeutete Unterrichtsgang hat
sich in meinem eigenen Unterricht bewahrt.

Der hier angedeutete Unterrichtsgang mit ei-
ner bewussten Diskussion des Regelkreises
ist nach meiner Erfahrung geeignet, Lehrper-
sonen und solche, die es werden wollen, fir
das Thema Reflektierende Modellbildung zu
sensibilisieren und zu gewinnen.

Ich hoffe, ich habe auch Sie gewonnen.
Und fangen Sie ruhig klein an.
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