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Zusammenfassung
Diese Arbeit ist der Spektraltheorie der kommutativen C∗-Algebren von Toep-

litzoperatoren auf dem Hardyraum H2(Bn) und ihrer Anwendungen gewidmet.
Sie bezweckt, die für die gewichteten Bergmanräume bekannten Ergebnisse von
Quiroga-Barranco und Vasilevski auf den Hardyraum zu übertragen. Insbeson-
dere zeigen wir, dass für jede maximal kommutative Untergruppe G der Auto-
morphismengruppe Aut(Bn) die C∗-Algebra, die von den Toeplitzoperatoren mit
G-invarianten Symbolen erzeugt wird, kommutativ auf H2(Bn) ist. Außerdem zei-
gen wir, dass in jedem Fall die entsprechenden Toeplitzoperatoren Spektraldar-
stellungen besitzen, die zur Gewinnung ihrer Spektraleigenschaften führen.

Ein weiteres Ziel der Arbeit ist, die Fredholmstruktur von Toeplitzoperatoren
mit gewissen unstetigen Symbolen zu untersuchen. Zwei Symbolklassen von Toep-
litzoperatoren werden behandelt, zum einen die Symbolklasse von McDonald und
zum anderen Symbole mit Invarianzeigenschaften bezüglich gewisser kommutati-
ven Untergruppen von Aut(Bn).

Abstract
This thesis is devoted to the spectral theory of commutative C∗-algebras of

Toeplitz operators on the Hardy space H2(Bn) and its applications. The purpose
is to extend the results obtained by Quiroga-Barranco and Vasilevski for the case
of weighted Bergman spaces to the situation of Hardy spaces. In particular we
prove that, for any maximal commutative subgroup G of automorphism group
Aut(Bn), the C∗-algebra generated by Toeplitz operators with symbols which are
invariant under the action of G is commutative on H2(Bn). Moreover we show that
in each case the corresponding Toeplitz operators admit spectral representations
which describe their spectral properties.

Another aim of this work is to study the Fredholm structure of Toeplitz ope-
rators with certain discontinuous symbols. We will discuss two classes of symbols
of Toeplitz operators, namely those of McDonald, and symbols with properties of
invariance with respect to certain commutative subgroups of Aut(Bn).
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Einleitung

1911 befasste sich Otto Toeplitz mit einer Klasse von Operatoren, die durch
sogenannte Toeplitzmatrizen auf l2(Z+) definiert war. Eine Toeplitzmatrix ist ei-
ne Matrix, deren Einträge auf den Haupt- und Nebendiagonalen konstant sind.
Unter Verwendung der Fouriertransformation nimmt diese Klasse von Operatoren
eine einfache Form an. Ein Toeplitzoperator ist definiert als die Kompression eines
Multiplikationsoperators auf den Hardyraum H2(T). Seit ihrer Einführung wur-
de der Bereich der Toeplitzoperatoren auf den Bergmanraum A2(D) und andere
Banachräume holomorpher Funktionen erweitert. Obwohl sich die grundlegenden
Eigenschaften und einige Resultate in den Theorien der Toeplitzoperatoren auf
H2(T) und A2(D) ähneln, sind beide Sorten von Operatoren ganz verschieden.
Im Gegensatz zum Hardyfall lässt sich der Toeplitzoperator auf A2(D) unter der
kanonischen Orthonormalbasis nicht als Toeplitzmatrix darstellen. Ein weiterer
Unterschied ist, dass auf H2(T) das Spektrum eines Toeplitzoperators immer zu-
sammenhängend ist [19]. Während die einzig mögliche kommutative C∗-Algebra
von Toeplitzoperatoren auf H2(T) diejenige ist, die von Toeplitzoperatoren mit
reellen Symbolen und der Identität erzeugt wird [12, S. 98], tauchte vor etwa
zehn Jahren ein unerwartetes Phänomen in der Theorie der Toeplitzoperatoren
auf dem Bergmanraum auf: Es gibt eine überraschend große Familie kommutativer
C∗-Algebren, die von den Toeplitzoperatoren mit nicht trivialen Symbolen erzeugt
werden. In den Arbeiten [23, 24, 25, 26, 47, 48] wurden diese kommutativen
C∗-Algebren untersucht und charakterisiert. Diesbezüglich ist eine umfassende
Übersicht im Buch von Vasilevski [49] zusammengestellt. Darüber hinaus sind
darin auch die bekannten Ergebnisse auf die gewichteten Bergmanräume A2

λ(D),
λ > −1, übertragen worden.

Zusammen mit Quiroga-Barranco verallgemeinerte Vasilevski [37, 38] dieses
Phänomen auf die Einheitskugel Bn. Sie zeigten, dass:

A. es bis auf Konjugation n + 2 maximal abelsche Untergruppen G von
Aut(Bn) gibt.

B. für jede solche Untergruppe G die C∗-Algebra, die von den Toeplitz-
operatoren mit G-invarianten Symbolen erzeugt wird, kommutativ auf
dem gewichteten Bergmanraum A2

λ(Bn), λ > −1, ist.

Diese Arbeiten lassen folgende Frage offen: Was geschieht im Grenzfall λ = −1?
Da dieser Fall dem Hardyraum H2(Bn) entspricht, ist insbesondere die Gültigkeit
der Aussage B auf H2(Bn) nachzuweisen.

Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist, diese Frage zu beantworten und darüber
hinaus die Spektraltheorie der kommutativen C∗-Algebren, die von den Toeplitz-
operatoren auf H2(Bn) erzeugt werden, näher zu beleuchten.
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2 EINLEITUNG

Der entscheidende Punkt bei der Untersuchung von Quiroga-Barranco und
Vasilevski ist die alternative Charakterisierung der Funktionen auf dem Berg-
manraum durch die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Die Idee be-
stand darin, diese Gleichungen unter Verwendung der maximal kommutativen Un-
tergruppen von Aut(Bn) und der Variablensubstitution zu reduzieren. Zu diesem
Zweck wurde ein allgemeines Schema konstruiert, welches auf der Konstruktion
eines auf dem Bergmanraum eingeschränkten Operators R beruht, und welches
die Zerlegung der Bergman Projektion mittels R und R∗ liefert. Damit wurde
in jedem Fall der kommutativen Untergruppen von Aut(Bn) die unitäre Äquiva-
lenz der entsprechenden Toeplitzoperatoren Tφ mit der Darstellung RTφR∗ aufge-
stellt, die zur Gewinnung ihrer Spektraleigenschaften führt. Beim Übergang zum
Hardyraum-Fall müssen statt der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
die tangentiellen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen zu Grunde gelegt
werden und dementsprechend die verwendeten Methoden der harmonischen Ana-
lysis angepasst werden.

Es sei darauf hingewiesen, dass eine der obigen kommutativen C∗-Algebren,
nämlich die quasi-elliptische, bereits im Jahr 1977 von Davie und Jewell [16]
im Hardyraum-Fall entdeckt wurde. Die Einführung dieser Klasse von Toeplitz-
operatoren lieferten Beispiele, die zeigten, dass der Satz von Widom über das
zusammenhängende Spektrum für n > 1 nicht mehr richtig bleibt. Die in der
vorliegenden Arbeit beschriebenen kommutativen C∗-Algebren fügen weitere Bei-
spiele dieser Art hinzu.

Als wichtiges Hilfsmittel für die Untersuchung von Toeplitzoperatoren steht
das lokale Prinzip von Allan [3, 4] und Douglas [19] für C∗-Algebren (Satz 4.2)
im Mittelpunkt. In dieser Verbindung wurden Toeplitzoperatoren mit unstetigen
Symbolen betrachtet und studiert. Die bekanntesten sind:

• Toeplitzoperatoren mit stückweise stetigem Symbol auf dem Hardyraum
H2(T) (siehe z.B. [20, 11]);

• Toeplitzoperatoren mit speziellen stückweise stetigen Symbolen auf dem
Bergmanraum A2(Bn), wie sie erstmals von McDonald [33] und danach
von Yan [56] betrachtet wurden. Diese Symbole werden Symbole von
McDonald genannt.

Dass dieses lokale Prinzip für das Studium der Fredholmtheorie von Toeplitzope-
ratoren auf H2(T) erfolgreich anwendbar war, ist wohlbekannt aus dem Buch von
Douglas [20]. Auch das Buch von Böttcher und Silbermann [11] leistete später
eine Reihe neuer Beiträge in dieser Richtung. Weitere Versuche für die Untersu-
chung von Toeplitzoperatoren mit anderen Klassen unstetiger Symbole auf A2(Bn)
gibt es in [7]. Dort wurden z.B. Symbole auf Sn betrachtet, die eine bis auf einen
Randpunkt stetige Randfunktion besitzen. Die Schwierigkeiten bei der Betrach-
tung einer entsprechenden Klasse von Funktionen auf Bn liegt darin, dass auf der
Kugel - anders als auf der Einheitssphäre - innere Effekte auftauchen. Die Sym-
bolklasse von McDonald sind die einfachste Klasse unstetiger Symbole, mit denen
man arbeiten kann, da sie ein sinnvolles Analogon der Algebra PC ist. Es sei daran
erinnert, dass die Algebra PC die abgeschlossene Unteralgebra von L∞(T) aller
stückweise stetigen Funktionen auf T ist. Eine Funktion ϕ ∈ PC besitzt einseitige
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endliche Grenzwerte ϕ(t±0) (in der Notation von [11]) überall auf T, und es gibt
höchstens abzählbar viele t ∈ T, so dass ϕ(t − 0) 6= ϕ(t + 0). Das Bild von ϕ#,
wobei ϕ# : T× [0, 1] → C durch die Formel ϕ#(µ, t) = (1−µ)ϕ(t− 0)+µϕ(t+0)

definiert ist, ist eine stetige Kurve und wird ausgehend vom wesentlichen Bild
von ϕ erhalten, wenn alle Punkte ϕ(t − 0) 6= ϕ(t + 0) durch Strecken verbunden
werden, und damit gilt σe(Tϕ) = Ran ϕ#. Das wesentliche Spektrum für Toeplitz-
operatoren mit Symbolen von McDonald wurde auf A2(Bn) berechnet [33]. Die
Fredholmstruktur von solchen Toeplitzoperatoren wurde im Fall n = 1 von Wolf
[54] behandelt und danach von Yan [56] verallgemeinert.

Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag leisten zur Untersuchung von Toep-
litzoperatoren auf dem Hardyraum H2(Bn), deren Symbole aus gewissen Klassen
unstetiger Symbole stammen. Sie behandelt zwei Symbolklassen von Toeplitzope-
ratoren, zum einen die Symbolklasse von McDonald und zum anderen die Sym-
bole mit Invarianzeigenschaften bezüglich gewisser kommutativen Untergruppen
von Aut(Bn). Es wird ausführlich auf das Studium der Fredholmtheorie sowie der
lokalen Methoden dieser Operatoren auf H2(Bn) eingegangen. Ausgangspunkt ist
wieder das lokale Prinzip von Allan und Douglas.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt organisiert:
Im Einführungskapitel werden notwendige Grundlagen und benötigte Vorar-

beiten bereit gestellt.
Im Abschnitt 1.1 geben wir die Definitionen des Hardyraumes auf Bn und dem

Siegel-Halbraum Dn und deren Beziehungen und charakterisieren den Hardyraum
auf der Heisenberggruppe H durch die tangentiellen Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen (1.13).

Im Abschnitt 1.2 wird an das Abstrakte Schema von Quiroga-Barranco und
Vasilevski erinnert, welches die weitere Vorgehensweise wesentlich mitbestimmt.
Kurz gefasst sei H ein separabler Hilbertraum und A ein abgeschlossener Un-
terraum von H. Die orthogonale Projektion von H auf A sei mit P bezeichnet.
Weiterhin seien X, Y und X1 ⊂ X messbare Räume. Ziel des Schemas ist die Dar-
stellung von A als L2(X1, µ) im Rahmen der reellen Analysis und die Konstruktion
eines Operators R : H → L2(X1, µ) mit der Eigenschaft, dass die Einschränkung
R|A : A → L2(X1, µ) ein isometrischer Isomorphismus ist und sich die orthogo-
nale Projektion P : H → A als P = R∗R schreiben lässt. Folgendes kommutatives
Diagramm veranschaulicht diese Konstruktion (siehe Kapitel 1.2).

H
P=R∗R //

U

zzuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

R=R∗
0U

��

A
R|A'

��
L2(X1, µ)

I=RR∗
//

R0

uujjjjjjjjjjjjjjj

R∗'

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj
L2(X1, µ)

L2(X,µ)⊗ L2(Y, η)

R∗
0

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Hierbei seien U : H → L2(X,µ) ⊗ L2(Y, η) ein unitärer Operator und R0 :

L2(X1, µ) → L2(X,µ)⊗ L2(Y, η) eine isometrische Einbettung.
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Im Abschnitt 1.3 fassen wir einige zentralen Definitionen und Ergebnisse aus
der mehrdimensionalen Indextheorie zusammen.

In Kapitel 2 werden die n + 2 Typen maximal kommutativer Untergruppen
G von Aut(Bn) klassifiziert: Die quasi-elliptische, quasi-parabolische, nilpotente,
quasi-nilpotente und quasi-hyperbolische Gruppe. In fünf verschiedenen Fällen wird
das Schema von Quiroga-Baranco und Vasilevski gemäß der obigen kommutati-
ven Untergruppen von Aut(Bn) angewendet. Mit den Methoden der harmonischen
Analysis werden die tangentiellen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
zu Systemen von gewöhnlichen parameterabhängigen Differentialgleichungen re-
duziert und mit Hilfe der reellen Analysis gelöst. Im quasi-parabolischen Fall wird
das obige Schema beispielsweise mit folgenden Räume realisiert:

H = L2(∂Dn, dβ),

A = H2(Dn),

L2(X,µ) = l2(Zn−1)⊗ L2(R),

L2(X1, µ) = l2(Zn−1
+ )⊗ L2(R+),

L2(Y, η) = L2(Rn−1
+ , r′dr′).

Dieses Vorgehen ermöglicht die Kernaussagen des dritten Kapitels: Für jede
maximal kommutative Untergruppe G der Automorphismengruppe ist die von
der Menge aller Toeplitzoperatoren Tφ mit G-invarianten Symbolen φ erzeugte
C∗-Algebra kommutativ und RTφR

∗ ist ein zu Tφ unitär äquivalenter Diagonla-
operator bzw. Multiplikationsoperator auf einem L2-Raum (Satz 3.1 und die Sätze
3.2, 3.7, 3.12, 3.18 und 3.20). Der Aufbau dieses Kapitels sieht wie folgt aus.

Im Abschnitt 3.1 wird der Begriff des quasi-elliptischen Symbols φ eingeführt
und gezeigt, dass der Toeplitzoperator Tφ für φ ∈ L∞(Sn, dσ) ein diagonaler
Operator ist. Es wird auch bemerkt, dass die Berechnung der Matrixdarstellung
von Tφ in der kanonischen Orthonormalbasis {eα : α ∈ Zn+} von H2(Bn) auch
zu diesem Ergebnis führt. Dennoch wird für die Vereinheitlichung des Vorgehens
ein allgemeines Verfahren durchgeführt. Das Problem über zusammenhängendes
Spektrum im Fall n > 1 wurde wie bereits erwähnt von Davie und Jewell [16]
durch die Einführung dieser Symbolklasse behoben. Da diese Problematik unser
Interesse geweckt hat, wird der Beweis hierfür vorgeführt (siehe Satz 3.4).

Eine weitere Symbolklasse, die auch ein nicht zusammenhängendes Spektrum
im Fall n > 1 liefert, ist die quasi-parabolische. Sie wird im Abschnitt 3.2 definiert
und untersucht. Eine Funktion φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) wird quasi-parabolisch genannt,
falls φ unter der quasi-parabolischen Gruppenoperation invariant ist. In diesem
Fall ist φ von der Gestalt

(0.1) φ(z) = φ(|z1|, . . . , |zn−1|, i|z′|2) = a(|z1|, . . . , |zn−1|) für alle z ∈ ∂Dn.

Damit gilt folgender Satz.
Satz 3.7. Sei φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) eine quasi-parabolische Funktion. Dann ist

der Toeplitzoperator Tφ auf H2(Dn) unitär äquivalent zum Diagonaloperator

Diag(Mγa) = RTφR
∗ ∈ L(l2(Zn−1

+ , L2(R+))).
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Hierbei ist Mγa = (Mγa(p′,.))p′∈Zn−1
+

und Mγa(p′,.) Operator der Multiplikation mit
γa(p

′, .) auf L2(R+). Die Folge γa = {γa(p′, λ)}p′∈Zn−1
+

, λ ∈ R+, lässt sich dar-
stellen als

γa(p
′, λ) =

(2λ)|p
′|+n−1

p′!

∫
Rn−1
+

a(
√
r′)r′p

′
e−2λ|r′|1dr′,

wobei
√
r′ = (

√
r1, . . . ,

√
rn−1) und |r′|1 = r1 + · · ·+ rn−1.

Als Folgerung ergibt sich

σe(Tφ) = σ(Tφ) = ∪p′∈Zn−1
+

ran γa(p′, .).

Hingegen liefert die in Abschnitt 3.3 eingeführte Symbolklasse der nilpoten-
ten Funktionen nur ein zusammenhängendes Spektrum. In diesem Fall ist der
Toeplitzoperator Tφ unitär äquivalent zu einem Multiplikationsoperator und es
gilt σ(Tφ) = σe(Tφ). In einem Beispiel wird gezeigt, dass das Spektrum von Tφ,
wobei der wesentliche Wertebereich von φ nur aus drei Punkten besteht, in der
abgeschlossenen konvexen Hülle dieser Punkte echt enthalten sein kann. Ein ähn-
liches Phänomen wurde von Böttcher [10] und von Böttcher und Silbermann [11,
S. 219–226] betrachtet.

Eine andere Symbolklasse ist die quasi-nilpotente, die in Abschnitt 3.4 einge-
führt wird. Dieser Fall ergibt Sinn für n ≥ 3. Für n = 2 ist die Funktion entweder
nilpotent oder quasi-parabolisch.

Ferner wird im Abschnitt 3.5 die quasi-hyperbolische Symbolklasse vorgestellt
und für Symbole φ dieser Klasse die unitäre Äquivalenz von Tφ zu einer unend-
lichen direkten Summe von Operatoren der Multiplikation mit stetiger Funktio-
nen gezeigt. Damit gilt σ(Tφ) = σe(Tφ). Für die Veranschaulichung wird als ein
Beispiel für eine quasi-hyperbolische Funktion φ eine charakteristische Funktion
betrachtet und gezeigt, dass σ(Tφ) = [0, 1].

Im abschließenden Abschnitt 3.6 wird eine auf Davie und Jewell zurückge-
hende Symbolklasse untersucht, die den quasi-elliptischen Fall verallgemeinert.
Für Symbole φ dieser Art ist Tφ nicht mehr notwendig unitär äquivalent zu ei-
nem Diagonaloperator aber hat noch die schwache Eigenschaft, dass die endlich
dimensionalen Unterräume Hm := LH{eα : |α| = m} reduzierende invariante Un-
terräume für Tφ sind. Wie im quasi-elliptischen Fall ist σ(Tφ)\σe(Tφ) noch diskret.
Diese Ergebnisse werden an einem Beispiel illustriert. In diesem Beispiel, wo das
Symbol φ ∈ L∞(Sn, dσ) durch

φ(z1, z2) = φ(%eiθ,
√
(1− %2)eiη) = ei(θ−η), % ∈ [0, 1], θ, η ∈ [0, 2π],

gegeben ist, ist Tφ eine universelle Dilatation im Sinne von Bercovici, Foiaş und
Pearcy [8, 9]. Insbesondere gilt: Ist H ein separabler Hilbertraum und A ∈ L(H)

mit ‖A‖ < 1, so gibt es abgeschlossene invariante Unterräume M1,M2 von H2(B2)

mit M1 ⊂ M2, so dass A unitär äquivalent zu PM2	M1Tφ|M2	M1 ist. Hierbei
bezeichnet PM2	M1 die orthogonale Projektion auf M2	M1. (Siehe Korollar 3.30).

Toeplitzoperatoren mit speziellen stückweisen stetigen Symbolen auf H2(Bn)
und die lokalen Eigenschaften des Spektrums von Toeplitzoperatoren, deren Sym-
bole über bestimmte Invarianzeigenschaften verfügen, werden in Kapitel 4 unter-
sucht. Im Zentrum dieser Untersuchungen steht das lokale Prinzip von Allan und
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Douglas für C∗-Algebren. Dieses wird im ersten Abschnitt zur Verfügung gestellt.
Wie bei McDonald betrachten wir folgende Situation auf H2(Bn): Sei

E = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn : Imzn = 0}

eine (2n − 1)-dimensionale reelle Hyperebene in Cn, welche Sn in zwei Kompo-
nenten

S+ = {(z1, . . . , zn) ∈ Sn : Imzn > 0} und S− = {(z1, . . . , zn) ∈ Sn : Imzn < 0}

zerlegt. Sei

HC(Sn) = {ϕ ∈ L∞(Sn, dσ) : ϕ|S+ , ϕ|S− sind gleichmäßig stetig}.

Damit lautet die zentrale Aussage (Satz 4.20): Das wesentliche Spektrum von Tϕ
für ϕ = (f, g) ∈ HC(Sn) besteht aus {ϕ(ω) : ω ∈ Sn\(E∩Sn)} zusammen mit den
abgeschlossenen Verbindungsstrecken zwischen f(ω) und g(ω) für alle ω ∈ Sn∩E.
Ferner wird eine Indexformel für solche Toeplitzoperatoren im Matrixfall bewie-
sen. Zusammen mit einer Indexformel für stetige Funktionalkalküle wesentlich
vertauschender Tupel [39, Satz 1.3.1] wird eine Aussage über die Indexformel
für Toeplitz-Tupel TΦ ∈ L(H2(Bn))n mit Symbol Φ ∈ HC(Sn)n gewonnen. Ein
weiteres Ziel dieses Kapitels ist der Beweis, dass die Symbole mit Invarianzeigen-
schaften bezüglich der maximal kommutativen Untergruppen G von Aut(Bn) zur
Symmetrie der lokalen Spektren in den bestimmten Bahnen führt. Bei der kon-
kreten Anwendung dieser Resultate in den Beispielen stellt sich heraus, dass eine
Inklusion für den lokalen wesentlichen Wertebereich Rω(f) von Nutzen sein kann,
um die lokalen Spektren zu bestimmen. Davie und Jewell [16] haben gezeigt, dass

ess-ran f ⊆ σe(Tf ), f ∈ L∞(Sn, dσ),

und wir stellen die Frage, ob auch die Inklusion

Rω(f) ⊆ σ(Φω(Tf )), ω ∈ Sn
für alle f ∈ L∞(Sn, dσ) gilt, wobei σ(Φω(Tf )) das lokale Spektrum von Φω(Tf ) in
der Quotientenalgebra I∞

ω ist (siehe Satz 4.6).
Diese Frage wird unter schwacher Voraussetzung an f im Abschnitt 4.1 be-

antwortet. Nachdem der Satz von Allan und Douglas für C∗-Algebren erläutert
wird, werden wir eine konkrete Anwendung auf die Toeplitzalgebra τ(L∞(Sn))
schildern (Satz 4.6). Hierbei ist τ(L∞(Sn)) die von {Tφ : φ ∈ L∞(Sn, dσ)} erzeug-
te abgeschlossene Unteralgebra von L(H2(Bn)). Dieser Satz wird abschließend auf
die Situation vom Rand von Dn übertragen (Korollar 4.12), welche in späteren
Paragraphen benötigt wird.

Der bereits weiter oben beschriebene Satz über das wesentliche Spektrum von
Tϕ, ϕ = (f, g) ∈ HC(Sn) wird im Abschnitt 4.2 bewiesen. Der Beweis hierfür ist
aufwendig. Sei ω ∈ Sn ∩ E. Die Kernidee ist es nachzuweisen, dass für

ψ(z) :=

{
f(ω), für z ∈ S+,
g(ω), für z ∈ S−,

das Spektrum von Φω(Tψ) aus der Verbindungsstrecke zwischen f(ω) und g(ω) be-
steht. Außerdem wird der Raum der maximalen Ideale der Algebra τ(HC(Sn))/K
bestimmt, wobei τ(HC(Sn)) die abgeschlossene Unteralgebra von L(H2(Bn)), die
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von {Tϕ : ϕ ∈ HC(Sn)} erzeugt wird, und damit die Indexformel für Toeplitzope-
ratoren mit matrixwertigen Symbolen aus HC(Sn) angegeben (Satz 4.32). Diese
Indexformel lässt sich im mehrdimensionalen Fall verallgemeinern (Satz 4.35).

Dass die Indexformel für Toeplitz-Tupel mit G-invariantem stetigen Symbol
den Index Null ergibt, wird im Abschnitt 4.3 vermerkt. Hierbei sei G eine maxi-
mal kommutative Untergruppe von Aut(Bn). Außerdem werden in jedem Fall die
lokalen Eigenschaften des Spektrums der Toeplitzoperatoren mit G-invarianten
L∞(Sn, dσ)- bzw. L∞(∂D∞

n , dβ)-Symbolen untersucht. Hierbei ist ∂D∞
n = ∂Dn ∪

{∞} die Einpunktkompaktifizierung von ∂Dn. Für quasi-parabolische Symbole
φ ∈ L∞(∂D∞

n , dβ) der Gestalt (0.1) erhalten wir beispielsweise die folgende Aus-
sage (Lemma 4.41): Für alle z ∈ ∂Dn gilt

σ(Φz(Tφ)) = σ
(
Φ(|z1|,...,|zn−1|,i|z′|2)(Tφ)

)
,

wobei σ(Φz(Tφ)) das lokale Spektrum von Φz(Tφ) in der Quotientenalgebra Ĩ∞
z

ist (siehe Korollar 4.12).
Auch auf lokale Eigenschaften des Spektrums von Toeplitzoperatoren Tφ, φ

aus der Symbolklasse von Davie und Jewell, wird im abschließenden Abschnitt 4.4
eingegangen.





KAPITEL 1

Präliminarien

1.1. Hardyräume

Mit Bn = {z ∈ Cn : |z| < 1} bezeichnen wir die Einheitskugel und mit
Sn = {z ∈ Cn : |z| = 1} die Einheitssphäre in Cn. Das normalisierte Lebesgue-
Maß von Bn und das normalisierte Oberflächenmaß von Sn werden mit dv bzw.
dσ bezeichnet. Der Hardyraum Hp(Bn), 0 < p < ∞, ist definiert als der Raum
aller holomorphen Funktionen f auf Bn, so dass

‖f‖pp := sup
0<r<1

∫
Sn

|f(rξ)|pdσ(ξ) <∞

und H∞(Bn) als der Raum der beschränkten holomorphen Funktionen auf Bn mit
der Supremumnorm ‖ · ‖∞.

Da H2(Bn) mit einem abgeschlossenen Unterraum von L2(Sn, dσ) identifiziert
werden kann, existiert eine orthogonale Projektion C von L2(Sn, dσ) auf H2(Bn).
Diese Projektion wird Cauchy-Szegö Projektion genannt und ist durch

(1.1) (Cf)(z) =

∫
Sn
C(z, ξ)f(ξ)dσ(ξ)

für alle f ∈ L2(Sn, dσ) und z ∈ Bn gegeben, wobei

C(z, ξ) =
1

(1− 〈z, ξ〉)n

der reproduzierende Kern von H2(Bn) ist.
Bekanntlich bilden die Funktionen eα(ξ) = cn,αξ

α, α ∈ Zn+, die kanonische
Orthonormalbasis für H2(Bn), wobei

(1.2) cn,α :=

√
(n− 1 + |α|)!
α!(n− 1)!

.

Mehr über die Theorie der Räume Hp(Bn), 0 < p <∞, findet man z.B. in [57].
Für z ∈ Cn wird ab jetzt folgende Notation verwendet

z = (z′, zn), mit z′ = (z1, . . . , zn−1) ∈ Cn−1 und zn ∈ C.

Der obere Siegel-Halbraum in Cn ist definiert durch

Dn = {z = (z′, zn) ∈ Cn−1 × C : Imzn −
∣∣z′∣∣2 > 0}

und sein Shilovrand ∂Dn ist gegeben durch

∂Dn = {z = (z′, zn) ∈ Cn−1 × C : Imzn −
∣∣z′∣∣2 = 0}.

9
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Die Cayleyabbildung

ωc : Bn −→ Dn

(ξ′, ξn) 7→
(
i

ξ′

1 + ξn
, i
1− ξn
1 + ξn

)
ist eine biholomorphe Abbildung und lässt sich zu einem Diffeomorphismus zwi-
schen Sn \ {−en} und ∂Dn erweitern. Hierbei sei en = (0, . . . , 0, 1) der n-te Ein-
heitsvektor.

Die Umkehrabbildung ω−1
c : Dn → Bn ist gegeben durch

ω−1
c (z′, zn) =

(
−2iz′

1− izn
,
1 + izn
1− izn

)
.

Sei Ω ⊆ Cn. Wir bezeichnen mit Aut Ω die Menge aller biholomorphen Selbstab-
bildungen von Ω. Diese Menge bildet bezüglich der Komposition von Abbildungen
eine Gruppe. Ein Isomorphismus zwischen Aut Bn und Aut Dn ist gegeben durch

h ∈ Aut Bn 7→ ωc ◦ h ◦ ω−1
c ∈ Aut Dn.

Nun beschreiben wir in AutDn die Untergruppen der Dilatationen, der Rotationen
bezüglich der ersten (n − 1)-Variablen und der Translationen. Die Gruppe der
Dilatationen besteht aus den “nicht-isotropen“ Abbildungen

(1.3) τδ : (z
′, zn) ∈ Dn 7→ (δz′, δ2zn) ∈ Dn

für jede positive Zahl δ > 0 und die Gruppe der Rotationen bzgl. der (n−1)-ersten
Variablen ist gegeben durch die Abbildungen

(1.4) τt′ : (z
′, zn) ∈ Dn 7→ (t′z′, zn) ∈ Dn

für jede Drehung t′ ∈ Tn−1. Um die Translationen zu beschreiben führen wir die
Heisenberggruppe H ein. Als eine Menge definieren wir

H := Cn−1 × R = {(z′, x) : z′ ∈ Cn−1, x ∈ R}

und versehen wir sie mit der Gruppenmultiplikation

(z′1, x1) · (z′2, x2) = (z′1 + z′2, x1 + x2 + 2Im
〈
z′1, z

′
2

〉
),

wobei (z′i, xi) ∈ H, i = 1, 2. So wird H zu einer Gruppe mit (0′, 0) als neutralem
Element und (z′, x)−1 = (−z′,−x) als inversem Element.

Sei (ξ′, y) ∈ Cn−1 × R. Dann definiert die Abbildung

(1.5) τ(ξ′,y) : (z
′, zn) ∈ Dn 7→ (z′ + ξ′, zn + y + 2i

〈
z′, ξ′

〉
+ i
∣∣ξ′∣∣2) ∈ Dn

einen Automorphismus, welcher ∂Dn auf sich abbildet. Die Operation von τ ist
transitiv auf ∂Dn, d.h. für je zwei Elemente (z′, zn),(η′, ηn) ∈ ∂Dn gibt es genau
ein Element (ζ ′, x) ∈ Cn−1×R, so dass τ(ζ′,x)(z′, zn) = (η′, ηn). Über die Operation
im Nullpunkt können wir die Heisenberggruppe H mit dem Rand ∂Dn von Dn

identifizieren durch

(1.6) κ : (ζ ′, x) ∈ H 7→ (ζ ′, x+ i|ζ ′|2) = τ(ζ′,x)(0
′, 0) ∈ ∂Dn.
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Die Abbildung κ ermöglicht die Übertragung der Topologie und der Maßtheorie
von H nach ∂Dn. Insbesondere können wir das Maß β auf ∂Dn wie folgt definieren:
Sei f stetig mit kompaktem Träger auf ∂Dn, dann gilt

(1.7)
∫
∂Dn

f(z)dβ(z) =

∫
H
f(z′, x+ i|z′|2)dλ2n−1(z

′, x),

wobei dλ2n−1(z
′, x) das Lebesgue-Maß auf Cn−1 × R ist und x = Rezn. Dieses

Maß lässt sich schreiben in der Form

dλ2n−1(z
′, x) =

(
i

2

)n−1

dz1 ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ dzn−1 ∧ dz̄n−1 ∧ dx.

Das Haarsche Maß β ist links- und rechtsinvariant bzgl. der durch die Heisenberg-
gruppe induzierten Gruppenoperationen auf ∂Dn.

Für 0 < p ≤ ∞ bezeichnen wir mit Lp(∂Dn, dβ) den Lp-Raum bezüglich β.
Für eine Funktion F : Dn → C und t > 0 definieren wir Ft : Dn → C durch

Ft(z) = Ft(z
′, zn) = F (z′, zn + it).

Der Hardyraum Hp(Dn), 0 < p < ∞, ist nun definiert als der Raum aller holo-
morphen Funktionen F auf Dn, so dass

‖F‖pp = sup
t>0

‖Ft‖pLp(∂Dn,dβ)

= sup
t>0

∫
H
|F (z′, x+ i|z′|2 + it)|pdλ2n−1(z

′, x) <∞,

und H∞(Dn) als der Raum aller beschränkten holomorphen Funktionen auf Dn.
Bekanntlich gilt:

i) Hp(Dn) für p ≥ 1 ist ein Banachraum versehen mit der Norm ‖.‖p .
ii) Falls F ∈ H2(Dn), so existiert limt→0 Ft(z) = f(z) in L2(∂Dn, dβ) für

fast alle z ∈ ∂Dn.
iii) Der Raum der Randfunktionen f von F in ii) ist ein abgeschlossener

Unterraum von L2(∂Dn, dβ). Ferner gilt

‖f‖L2(∂Dn,dβ) = ‖F‖2.

Insbesondere ist H2(Dn) ein Hilbertraum. Wir notieren, dass H2(Dn) invariant
unter der Operation (1.5) von H ist. Für Beweise und weitere Eigenschaften siehe
z.B. [29] und [35].

Bemerkung 1.1. Sei g ∈ H und t′ ∈ Tn−1. Dann definieren die Formeln

F 7→ F ◦ τg und F 7→ F ◦ τt′

unitäre Abbildungen H2(Dn) → H2(Dn).
Ist δ > 0, dann gilt

‖F ◦ τδ‖22 = sup
t>0

∫
∂Dn

|Ft(δz′, δ2zn)|2dβ(z).

Die Variablensubstitution w′ = δz′, wn = δ2zn liefert dβ(z) = δ−2ndβ(w) und
damit gilt

‖F ◦ τδ‖22 = δ−2n sup
t>0

∫
∂Dn

|Ft(w′, wn)|2dβ(w) = δ−2n‖F‖22.
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Lemma 1.2. Für f ∈ C(Sn) gilt∫
Sn
f(ξ)dσ(ξ) =

(n− 1)!

4πn

∫
∂Dn

f(ω−1
c (ζ ′, ζn))

22n

|1− iζn|2n
dβ(ζ).

Beweis. Sei f ∈ C(Sn). Wir teilen den Beweis in fünf Schritte.
(1) Zunächst gilt nach [41, S. 344], dass

(1.8) ncn

∫
Sn
f(ξ)dσ(ξ) =

∫
∂Bn

f(ξ)ω′(ξ̄) ∧ ω(ξ),

wobei

cn =
(−1)

n(n−1)
2 (2πi)n

n!

und

ω(ξ) = dξ1 ∧ · · · ∧ dξn, ω′(ξ̄) =

n∑
j=1

ξ̄jωj(ξ̄).

Hiermit sei ωj(ξ̄) = (−1)j−1dξ̄1 ∧ · · · ∧ d̂ξ̄j ∧ · · · ∧ dξ̄n. Das Symbol d̂ξ̄j deutet auf
die Entfernung des j-ten Ausdrucks hin. Setze α := α(ξ) = ω′(ξ̄) ∧ ω(ξ).

(2) Nun betrachten wir die Abbildung

T : Cn\(Cn−1 × (C\{−i})) → Cn\(Cn−1 × (C\{1}))

(ζ ′, ζn) 7→
(

−2iζ ′

1− iζn
,
1 + iζn
1− iζn

)
.

Dann ist T biholomorph und es gilt T (∂Dn) = ∂Bn\{−en}. Wir berechnen die
zurückgezogene Differentialform αT . Mit

ξj =
−2iζj
1− iζn

, j = 1, . . . , n− 1 und ξn =
1 + iζn
1− iζn

folgt

(dξj)T =
−2i

1− iζn
dζj +

2ζj
(1− iζn)2

dζn

(dξ̄j)T =
2i

1 + iζ̄n
dζ̄j +

2ζ̄j

(1 + iζ̄n)2
dζ̄n

für j = 1, . . . , n− 1 und

(dξn)T =
2i

(1− iζn)2
dζn, (dξ̄n)T =

−2i

(1 + iζ̄n)2
dζ̄n.

Daraus ergibt sich

(ω(ξ))T = (dξ1)T ∧ · · · ∧ (dξn)T

=

n−1∧
k=1

[
−2i

1− iζn
dζk +

2ζk
(1− iζn)2

dζn

]
∧
[

2i

(1− iζn)2
dζn

]
=

(−1)n−1(2i)n

(1− iζn)n+1
dζ1 ∧ · · · ∧ dζn.



1.1. HARDYRÄUME 13

Des Weiteren gilt

(ωj(ξ̄))T = (−1)j−1
n−1∧
k=1
k 6=j

[
2i

1 + iζ̄n
dζk +

2ζ̄k
(1 + iζ̄n)2

dζ̄n

]
∧
[

−2i

(1 + iζ̄n)2
dζ̄n

]

=
(−1)j(2i)n

(1 + iζ̄n)n
dζ̄1 ∧ · · · ∧ d̂ζ̄j ∧ · · · ∧ dζ̄n

für j = 1, . . . , n− 1 und

(ξ̄nωn(ξ̄))T =(−1)n−1 1− iζ̄n
1 + iζ̄n

n−1∧
k=1

[
2i

1 + iζ̄n
dζk +

2ζ̄k
(1 + iζ̄n)2

dζ̄n

]
=(−1)n−1 (2i)

n−1(1− iζ̄n)

(1 + iζ̄n)n
dζ̄1 ∧ · · · ∧ dζ̄n−1

+

n−1∑
j=1

(−1)j
(2i)n−2(1− iζ̄n)2ζ̄j

(1 + iζ̄n)n+1
dζ̄1 ∧ · · · ∧ d̂ζ̄j ∧ · · · ∧ dζ̄n.

Mit

ω′(ξ̄) = ξ̄nωn(ξ̄) +

n−1∑
j=1

ξ̄jωj(ξ̄)

erhalten wir

[ω′(ξ̄)]T =(−1)n−1 (2i)
n−1(1− iζ̄n)

(1 + iζ̄n)n
dζ̄1 ∧ · · · ∧ dζ̄n−1

+

n−1∑
j=1

(−1)j
(2i)n−2(1− iζ̄n)2ζ̄j

(1 + iζ̄n)n+1
dζ̄1 ∧ · · · ∧ d̂ζ̄j ∧ · · · ∧ dζ̄n

+

n−1∑
j=1

(−1)j(2i)nζ̄j

(1 + iζ̄n)n+1
dζ̄1 ∧ · · · ∧ d̂ζ̄j ∧ · · · ∧ dζ̄n,

d.h.

[ω′(ξ̄)]T =(−1)n−1 (2i)
n−1(1− iζ̄n)

(1 + iζ̄n)n
dζ̄1 ∧ · · · ∧ dζ̄n−1

+

n−1∑
j=1

(−1)j(2i)nζ̄j

2(1 + iζ̄n)n
dζ̄1 ∧ · · · ∧ d̂ζ̄j ∧ · · · ∧ dζ̄n.

(3) Weiterhin betrachten wir die Abbildung κ : Cn−1 × R → Cn, die durch

κ(w′, x) = (w′, x+ i|w′|2)

gegeben ist. Dann ist κ eine Parametrisierung von ∂Dn. Wir berechnen die zu-
rückgezogene Differentialform (αT )κ. Mit

ζ ′ = w′ und ζn = x+ i|w′|2

gilt

(dζj)κ = dwj , (dζ̄j)κ = dw̄j für j = 1, . . . , n− 1,
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und

(dζn)κ = dx+ i

n−1∑
k=1

(wkdw̄k + w̄kdwk)

(dζ̄n)κ = dx− i

n−1∑
k=1

(wkdw̄k + w̄kdwk).

Daraus folgt

[(ω(ξ))T ]κ =
(−1)n−1(2i)n

(1− ix+ |w′|2)n+1
dw1 ∧ · · · ∧ dwn−1 ∧ (dζn)κ

=
(−1)n−1(2i)n

(1− ix+ |w′|2)n+1
dw1 ∧ · · · ∧ dwn−1 ∧ dx(1.9)

+ i
(−1)n−1(2i)n

2(1− ix+ |w′|2)n+1
dw1 ∧ · · · ∧ dwn−1 ∧

n−1∑
k=1

wkdw̄k

und

[(ω′(ξ̄))T ]κ =(−1)n−1 (2i)
n−1(1− ix− |w′|2)
(1 + ix+ |w′|2)n

dw̄1 ∧ · · · ∧ dw̄n−1

+

n−1∑
j=1

(−1)j(2i)nw̄j
2(1 + ix+ |w′|2)n

dw̄1 ∧ · · · d̂w̄j ∧ · · · ∧ (dζ̄n)κ,

also

[(ω′(ξ̄))T ]κ =
(−1)n−1(2i)n−1(1− ix)

(1 + ix+ |w′|2)n
dw̄1 ∧ · · · ∧ dw̄n−1

+
n−1∑
j=1

(−1)j−1(2i)nw̄j
2(1 + ix+ |w′|2)n

dw̄1 ∧ · · · d̂w̄j ∧ · · · ∧ dw̄n−1 ∧ dx(1.10)

− i
n−1∑
j=1

(−1)j(2i)nw̄j
2(1 + ix+ |w′|2)n

dw̄1 ∧ · · · d̂w̄j ∧ · · · ∧ dw̄n−1 ∧
n−1∑
k=1

w̄kdwk.

Folglich erhalten wir aus (1.9) und (1.10)

[αT ]κ =
(2i)2n−1(1− ix)

(1− ix+ |w′|2)n+1(1 + ix+ |w′|2)n
dw̄1 ∧ · · · ∧ dw̄n−1

∧ dw1 ∧ · · · ∧ dwn−1 ∧ dx

+ i

n−1∑
j=1

(−1)n+j−1(2i)2n|wj |2

2(1− ix+ |w′|2)n+1(1 + ix+ |w′|2)n
(−1)n−j−2

∧ dw̄1 ∧ · · · ∧ dw̄n−1 ∧ dw1 ∧ · · · ∧ dwn−1 ∧ dx,

und so lässt sich die zurückgezogene Differentialform

[αT ]κ = [(ω′(ξ̄))T ]κ ∧ [(ω(ξ))T ]κ

auf H darstellen als

(1.11) αTκ =
(2i)2n−1

|1 + |w′|2 − ix|2n
dw̄1 ∧ · · · ∧ dw̄n−1 ∧ dw1 ∧ · · · ∧ dwn−1 ∧ dx.
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Wir beachten nach [40, Theorem 9.43], dass [αT ]κ = αTκ. Die Abbildung

S := T ◦ κ : Cn\{(w′, wn) | wn = −i(|w′|2 + 1)} → Cn\(Cn−1 × (C\{−1}))

ist gegeben durch

S(w′, wn) =

(
−2iw′

1 + |w′|2 − iwn
,
1− |w′|2 + iwn
1 + |w′|2 − iwn

)
mit S(H) = ∂Bn\{−en}.

(4) Mit dem Transformationssatz [40, Theorem 9.45] erhalten wir die Integ-
raldarstellung∫

∂Bn

f(ξ)ω′(ξ̄) ∧ ω(ξ) =
∫
H
f(S(w′, x))

(2i)2n−1

|1 + |w′|2 − ix|2n
ω(w̄′) ∧ ω(w′) ∧ dx,

wobei ω(w′) = dw1 ∧ · · · ∧ dwn−1.
(5) Schließlich folgt nach (1.8) und (1.7), dass∫

Sn
f(ξ)dσ(ξ) =

1

ncn

∫
H
f(S(w′, x))

(2i)2n−1

|1 + |w′|2 − ix|2n
ω(w̄′) ∧ ω(w′) ∧ dx

=
(n− 1)!

4πn

∫
∂Dn

f(ω−1
c (ζ ′, ζn))

22n

|1− iζn|2n
dβ(ζ).

Beachte, dass

ω(w̄′) ∧ ω(w′) = (−1)
(n−1)(n−2)

2 dw1 ∧ dw̄1 ∧ · · · ∧ dwn−1 ∧ dw̄n−1,

und damit ist die Behauptung bewiesen. �

Der nächste Satz liefert die Beziehung zwischen den Räumen L2(Sn, dσ) und
L2(∂Dn, dβ). Dafür setzen wir

νn =
(n− 1)!

4πn
.

Satz 1.3. Für f ∈ L2(Sn, dσ) definieren wir U : L2(Sn, dσ) → L2(∂Dn, dβ) durch

(Uf)(ζ) =
√
νn

(
2

1− iζn

)n
f(ω−1

c (ζ)).

Dann ist U unitär und sein inverser Operator

U−1 : L2(∂Dn, dβ) → L2(Sn, dσ)

ist gegeben durch

(U−1f)(z) =
1

√
νn

1

(1 + zn)n
f(ωc(z)).

Beweis. Da C(Sn) dicht in L2(Sn, dσ) liegt, ergibt sich nach Lemma 1.2∫
Sn

|f(ξ)|2dσ(ξ) = (n− 1)!

4πn

∫
∂Dn

|f(ω−1
c (ζ))|2 22n

|1− iζn|2n
dβ(ζ)

für alle f ∈ L2(Sn, dσ) und somit folgt hieraus, dass U eine Isometrie ist, d.h.

‖f‖2L2(Sn,dσ) = ‖Uf‖2L2(∂Dn,dβ)
.
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Außerdem zeigt die Rechnung∥∥∥∥ 1
√
νn

1

(1 + zn)n
f(ωc(.))

∥∥∥∥2
L2(Sn,dσ)

=
1

νn

∫
Sn

|f(ωc(z))|2
1

(1 + zn)2n
dσ(z)

=

∫
∂Dn

|f(ξ)|2 1

(1 + zn)2n
22n

|1− iζn|2n
dβ(ξ)

= ‖f‖2L2(∂Dn,dβ)
,

dass U ein unitärer Operator ist. Beachte, dass
2

1− iζn
= 1 + zn für z = ω−1

c (ζ).

�

Wir notieren, dass der wie in Satz 1.3 definierte Operator

U : H2(Bn) → H2(Dn)

ebenfalls unitär ist.
Die orthogonale Projektion P : L2(∂Dn, dβ) → H2(Dn) ist offensichtlich ge-

geben durch die Formel P = UCU−1. Mit z = ω−1
c (µ) und ξ = ω−1

c (η) liefert eine
direkte Rechnung

1− 〈z, ξ〉 = 4

(1− iµn)(1 + iη̄n)

(
µn − η̄n

2i
−
n−1∑
k=1

µkη̄k

)
und damit folgt

(Pg)(µ) =(UCU−1g)(µ)

=

(
2

1− iµn

)n ∫
Sn

g(ωc(ξ))

(1 + ξn)n
1

(1−
〈
ω−1
c (µ), ξ

〉
)n
dσ(ξ)

=

(
2

1− iµn

)n ∫
∂Dn

g(η)
(1− iηn)

n

2n
(1− iµn)

n(1 + iη̄n)
n

22n

· 1(
µn−η̄n

2i −
∑n−1

k=1 µkη̄k

)n 22n

|1− iη̄n|2n
(n− 1)!

4πn
dβ(η)

=

∫
∂Dn

g(η)
1(

µn−η̄n
2i −

∑n−1
k=1 µkη̄k

)n (n− 1)!

4πn
dβ(η)

für alle g ∈ L2(∂Dn, dβ). Folglich besitzt P die Integraldarstellung

(Pg)(µ) =

∫
∂Dn

g(η)S(µ, η)dβ(η),

wobei
S(µ, η) = νn ·

1(
µn−η̄n

2i −
∑n−1

k=1 µkη̄k

)n
der reproduzierende Kern von H2(Dn) ist. Siehe [29] und [30].

Bemerkung 1.4. Der Kern S besitzt unter Automorphismen von Dn folgende
Eigenschaften (siehe [31, Chapter 10.3.2]):
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i) Ist g ein Element von H, so gilt S(τg(µ), τg(η)) = S(µ, η) für alle µ,
η ∈ Dn, wobei τg in (1.5) gegeben ist.

ii) Ist δ > 0, so gilt S(τδ(µ), τδ(η)) = δ−2nS(µ, η) für alle µ, η ∈ Dn, wobei
τδ in (1.3) gegeben ist.

iii) Ist t′ ∈ Tn−1, so gilt S(τt′(µ), τt′(η)) = S(µ, η) für alle µ, η ∈ Dn, wobei
τt′ in (1.4) gegeben ist.

Nun betrachten wir den Operator U0 : L
2(∂Dn, dβ) → L2(H), der durch

(1.12) (U0f)(z
′, x) = f(κ(z′, x))

definiert ist, wobei die Abbildung κ durch (1.6) gegeben ist. Dann ist U0 offen-
sichtlich unitär mit dem Inversen U−1

0 : L2(H) → L2(∂Dn, dβ), der durch

(U−1
0 f)(ξ′, ξn) = f(κ−1(ξ′, ξn))

definiert ist, wobei κ−1 : (ξ′, ξn) ∈ ∂Dn 7→ (ξ′,Reξn) ∈ H.
Der Raum H2(H) = U0(H

2(Dn)) ist nun der Abschluss in L2(H) des Vektor-
raumes derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen f0 = U0f , die den
tangentiellen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

(1.13)
(

∂

∂z̄k
− i

∂

∂x
zk

)
f0(z

′, x) = 0, k = 1, . . . , n− 1,

auf H genügen. Für die Literatur verweisen wir auf [46, Chapter 5]. Siehe auch
[28, Chapter 7].

Bemerkung 1.5. Eine ähnliche Charakterisierung des Hardyraumes H2 für das
Siegel-Gebiet von Typ II wurde von Vági in [44] dargestellt. In dem Korollar zum
Hauptsatz zeigte er: Falls D hermitesch symmetrisch mit dem Rand ∂D ist, dann
sind folgende Aussagen äquivalent:

i) D hat keinen irreduziblen Faktor von Tubentyp.
ii) H2(D) besteht aus Funktionen f ∈ L2(∂D), die im Sinne der Distribu-

tion, den tangentiellen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen auf
∂D genügen.

Der obere Siegel-Halbraum Dn erfüllt die Voraussetzung dieses Korollars.

Für ϕ ∈ L∞(Sn, dσ) definieren wir den Toeplitzoperator TSϕ mit Symbol ϕ
durch

TSϕ : H2(Bn) → H2(Bn), f 7→ Tϕf := C(ϕf).

Im nachfolgenden Lemma fassen wir wichtige bekannte Eigenschaften von Toep-
litzoperatoren auf H2(Bn) zusammen.

Lemma 1.6. Sei φ, ψ ∈ L∞(Sn, dσ). Dann gilt:

i) Tφ+ψ = Tφ + Tψ, (Tφ)∗ = Tφ.
ii) ‖Tφ‖ = ‖φ‖∞.
iii) ess-ran(φ) ⊆ σ(Tφ), wobei ess-ran(φ) der wesentliche Wertebereich von

φ ist.
iv) Ist φ, ψ ∈ C(Sn), so ist der Kommutator [Tφ, Tψ] = TφTψ − TψTφ kom-

pakt.
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v) Ist ϕ ∈ C(Sn), so ist der Semi-Kommutator [Tψ, Tϕ) = TψTϕ − Tψϕ
kompakt.

Beweis. i) folgt direkt aus der Definition der Toeplitzoperatoren. ii) und iii)

finden wir in [16, Corollary of Theorem 2.1] und iv) in [13].
Zu v). Es gilt

TψTϕ − Tψϕ = CψCϕC − CψϕC = Cψ(CϕC − ϕC)

= Cψ(CϕC − CϕC − (I − C)ϕC)

= Cψ(I − C)ϕC.

Dem Beweis von [13, Theorem 1] zufolge ist (I − C)ϕC kompakt und so auch
TψTϕ − Tψϕ. �

Analog definieren wir für ψ ∈ L∞(∂Dn, dβ) den Toeplitzoperator TDψ mit
Symbol ψ durch

TDψ : H2(Dn) → H2(Dn), f 7→ TDψ f := P (ψf).

Die beiden Toeplitzoperatoren auf H2(Bn) und H2(Dn) sind unitär äquivalent
mit

(1.14) TSϕ = U−1TD
ϕ◦ω−1

c
U,

wobei U wie in Satz 1.3 erklärt ist. Wenn es vom Kontext klar ist, wo der Toep-
litzoperator operiert, schreiben wir anstelle TSϕ und TDψ nur Tϕ bzw. Tψ.

1.2. Transformationen vom Bargmann-Typ

Der in [37] präsentierte Abschnitt zu Transformationen vom Bargmann-Typ
beinhaltet ein abstraktes Schema, das wir erläutern und in fünf kommenden Fällen
verwenden werden. Ziel dieses Schemas ist es, den Raum der analytischen Funk-
tionen als geeigneten L2-Raum im Rahmen der reellen Analysis darzustellen.

Sei H ein separabler Hilbertraum und A sein abgeschlossener Unterraum. Mit
P bezeichnen wir die orthogonale Projektion von H auf A. Wir nehmen an, es
gibt

i) messbare Räume X und Y bezüglich der Maße µ bzw. η,
ii) einen unitären Operator U : H → L2(X,µ)⊗ L2(Y, η) und
iii) einen messbaren Unterraum X1 von X und eine Funktion g0 = g0(x, y)

auf X1 × Y , so dass
- für jedes x ∈ X1 die Funktion g0(x, ·) ∈ L2(Y, η) mit
‖g0(x, ·)‖L2(Y,η) = 1,

- der Operator U den Unterraum A auf g0L2(X1, µ) ⊂ L2(X,µ) ⊗
L2(Y, η) abbildet.

Offensichtlich folgt für jedes φ = g0f ∈ U(A) = g0L
2(X1, µ), f ∈ L2(X1, µ),

‖φ‖U(A) = ‖f‖L2(X1,µ).

Nun führen wir die isometrische Einbettung

R0 : L
2(X1, µ) → L2(X,µ)⊗ L2(Y, η)
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durch die Formel
R0 : f 7→ f̃g0,

ein, wobei

f̃ =

{
f, x ∈ X1

0, x ∈ X\X1.

Der adjungierte Operator

R∗
0 : L2(X,µ)⊗ L2(Y, η) → L2(X1, µ)

ist gegeben durch

(R∗
0φ)(x) =

∫
Y
φ(x, y)g0(x, y)dη, x ∈ X1.

Dann gilt
R∗

0R0 = I : L2(X1, µ) → L2(X1, µ)

und R0R
∗
0 ist die orthogonale Projektion Q von L2(X,µ) ⊗ L2(Y, η) auf den

Bildraum U(A) = g0L
2(X1, µ).

Zusammengefasst ergibt sich der folgende Satz.

Satz 1.7. Der Operator R = R∗
0U bildet den Hilbertraum H in L2(X1, µ) ab und

seine Restriktion
R |A: A → L2(X1, µ)

ist ein isometrischer Isomorphismus.
Der adjungierte Operator

R∗ = U∗R0 : L
2(X1, µ) → H

ist eine lineare Isometrie mit ran R∗ = A.
Ferner gilt

RR∗ = I : L2(X1, µ) → L2(X1, µ)

und R∗R ist die orthogonale Projektion P von H auf A.

Bei den konkreten Anwendungen dieses Satzes von Quiroga-Barranco und
Vasilevski in [37] ist A stets ein gewichteter Bergmanraum. In dieser Arbeit wird
Satz 1.7 auf den Hardyraum über Bn bzw. Dn angewendet. Wie in [37] muss
dabei die Konstruktion von U , R und den Maßräumen den jeweiligen maximal
kommutativen Untergruppen der Automorphismengruppe angepasst werden.

1.3. Mehrdimensionale Spektraltheorie

Es sei daran erinnert, dass ein Operator T ∈ L(H2(Bn)) ein Fredholmoperator
ist, falls T +K invertierbar in L(H2(Bn))/K ist, wobei K das Ideal der kompakten
Operatoren auf H2(Bn) ist. Ist T also ein Fredholmoperator, so sind dim ker T
und dim ker T ∗ endlichdimensional. Der Index von T ist definiert durch

(1.15) ind(T ) = dim(ker T )− dim(ker T ∗).

Das wesentliche Spektrum von T ist

σe(T ) = {λ ∈ C : λI − T ist kein Fredholmoperator}.
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Die wesentliche Norm von T ist

‖T‖e := ‖[T ]‖L(H2(Bn))/K = inf{‖T +K‖ : K ∈ K}.

Ein Banachraum-Komplex ist eine Folge (X•, δ•) = (Xp, δp)p∈Z bestehend aus
Banachräumen Xp und Operatoren δp ∈ L(Xp, Xp+1) mit δp+1δp = 0 für alle p ∈
Z. Ein wesentlicher Banachraum-Komplex ist eine Folge (X•, δ•) = (Xp, δp)p∈Z
bestehend aus Banachräumen Xp und Operatoren δp ∈ L(Xp, Xp+1) mit δp+1δp ∈
K(Xp, Xp+2) für alle p ∈ Z.

Für ein Operatortupel A = (A1, . . . , An) auf einem Banachraum X betrachten
wir den Vektorraum Λp(s,X) = Λp(s) ⊗ X, wobei Λp(s) die Menge der Formen
vom Grad p ∈ {0, . . . , n} in der äußeren Algebra in den Unbestimmten s1, . . . , sn
bezeichnet. Wir schreiben s = (s1, . . . , sn) und definieren die Abbildung δpA :

Λp(s,X) → Λp+1(s,X) durch

(1.16) δpAx =

(
n∑
i=1

Aisi

)
∧ x, x ∈ Λp(s,X).

Mit Hilfe dieser Operatoren (1.16) ist der Koszul-Komplex K•(A,X) von A als
die Sequenz linearer Abbildungen

(1.17) 0 → Λ0(s,X)
δ0A−→ Λ1(s,X)

δ1A−→ · · ·
δn−1
A−−−→ Λn(s,X) → 0

gegeben. Ist A = (A1, . . . , An) ein vertauschendes Operatortupel (d.h. [Ai, Aj ] = 0

für i, j = 1, . . . , n) und setzt man Λ−l(s,X) = Λn+l(s,X) = {0}, δ−lA = 0 und
δn−1+l
A = 0 für alle l ∈ N, so ist der Koszul-Komplex (1.17) ein Banachraum-

Komplex. Die Kohomologiegruppen eines solchen Komplexes, d.h. die Quotienten
ker δpA/ran δp−1

A , p ∈ Z, werden mit Hp(X•, δ•) bezeichnet.
Für z = (z1, . . . , zn) und A = (A1, . . . , An) ∈ L(X)n sei z − A = (z1 −

A1, . . . , zn −An). Das (Taylor)-Spektrum σ(A) von A ist

σ(A) = {z ∈ Cn : Der Koszul-Komplex K•(z −A,X) ist nicht exakt}.

Diese Definition wurde erstmals von Taylor in [43] gegeben. Das wesentliche
(Taylor)-Spektrum σe(A) von A ist

σe(A) = {z ∈ Cn : dimHp(K•(z −A,X)) = ∞ für wenigstens ein p ∈ {0, . . . , n}}

Im Falle eines Hilbertraumes H gilt eine andere Definition für das Spektrum:
Ist T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n ein vertauschendes Tupel, H =

⊕n
p=0 Λ

p(s,H)

(versehen mit der kanonischen Hilbertraumstruktur) und δz−T = δ0z−T ⊕ · · · ⊕
δn−1
z−T ∈ L(H) (z ∈ Cn), so gilt

σ(T ) = {z ∈ Cn : δz−T + δ∗z−T ist nicht invertierbar in L(H)}.

Dies lässt sich zur Definition eines Spektrums für ein vertauschendes Tupel a =

(a1, . . . , an) von Elementen in einer unitalen C∗-Algebra A verallgemeinern [45].
Sei hierzu Λ(s) =

⊕n
p=0 Λ

p(s) die äußere Algebra in den Unbestimmten s =

(s1, . . . , sn) und seien für j = 1, . . . , n die Abbildungen σj : Λ(s) → Λ(s) definiert
durch σj(ξ) = sj ∧ ξ. Ist a = (a1, . . . , an) ein vertauschendes Tupel in A und ist
δa = a1⊗σ1+ · · ·+ an⊗σn ∈ A⊗L(Λ(s)), so kann σA(a) definiert werden durch

σA(a) = {z ∈ Cn : δz−a + δ∗z−a ist nicht invertierbar in A⊗ L(Λ(s))}.
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Ist B eine weitere unitale C∗-Algebra und ist ϕ : A → B ein unitaler ∗-Monomor-
phismus, so gilt für ϕ(a) = (ϕ(a1), . . . , ϕ(an)) die Gleichheit σA(a) = σB(ϕ(a)).
Nach Gelfand-Naimark-Segal existieren ein Hilbertraum H und ein unitaler ∗-
Monomorphismus ϕ : A → L(H). In diesem Fall gilt

σA(a) = σL(H)(ϕ(a)) = σ(ϕ(a)).

Definition 1.8. Ist T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(X)n ein wesentlich vertauschendes
Operatortupel (d.h. [Ti, Tj ] = TiTj−TjTi ∈ K(X) für alle i, j = 1, . . . , n), so gilt in
diesem Fall δp+1

T δpT ∈ K(Λp(s,X),Λp+2(s,X)) und die Folge (Λp(s,X), δpT ) ist ein
wesentlicher Banachraum-Komplex. Im Fall eines wesentlichen vertauschenden
Tupels T ∈ L(X)n wird K•(T,X) für die Sequenz (Λp(s,X), δp)p∈Z geschrieben.
K•(T,X) heißt der wesentliche Koszul-Komplex von T .

Bemerkung 1.9. Ist X = H ein Hilbertraum und T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n ein
wesentlich vertauschendes Tupel, so ist das wesentliche Spektrum von T definiert
durch

σe(T ) = σQ(H)(π(T )),

wobei π : L(H) → Q(H) die Quotientenabbildung und Q(H) die Calkin-Algebra
L(H)/K(H) bezeichnen.

Der in (1.15) definierte Index lässt sich folgendermaßen auf den mehrdimen-
sionalen Fall verallgemeinern.

Definition 1.10. Ist A = (A1, . . . , An) ∈ L(X)n ein vertauschendes Tupel und
sind die Kohomologiegruppen Hp(K•(A,X)) für p = 0, . . . , n endlichdimensionale
Vektorräume, so heißt das Tupel A Fredholm-Tupel. Der Index von A ist definiert
durch die Euler-Charakteristik des Koszul-Komplexes von A, d.h.

(1.18) ind A =

n∑
k=0

(−1)kdim Hk(K•(A,X)).

Definition 1.11. Ein wesentlicher Banachraum-Komplex (X•, δ•) ist wesentli-
cher Fredholm-Komplex, wenn eine Familie (εp)p∈Z von stetigen Operatoren εp :

Xp → Xp−1 existiert mit der Eigenschaft

δp−1εp + εp+1δp ∈ IdXp +K(Xp)

für alle p ∈ Z. Die Familie ε• = (εp)p∈Z wird in diesem Fall eine wesentlich
splittende Familie für (X•, δ•) genannt.

Sei (X•, δ•) ein wesentlicher Fredholm-Komplex und sei ε• = (εp)p∈Z eine
beliebige wesentlich splittende Familie für (X•, δ•). Dann ist der durch D|X2p =

ε2p + δ2p für alle p ∈ Z definierte Operator

D = δ• + ε• :
⊕
p∈Z

X2p →
⊕
p∈Z

X2p+1

ein Fredholmoperator und der Index

(1.19) ind (X•, δ•) = ind D

ist wohldefiniert.



22 1. PRÄLIMINARIEN

Definition 1.12. Ein wesentlich vertauschendes Tupel T ∈ L(X)n heißt wesent-
liches Fredholm-Tupel, wenn K•(T,X) ein wesentlicher Fredholm-Komplex ist. In
diesem Fall ist der Fredholm-Index von T definiert durch

ind T = ind K•(T,X).

Diese Definition des Index stimmt im Fall eines vertauschenden Operatortu-
pels, dessen Koszul-Komplex ein Fredholm-Komplex ist, mit der Definition (1.18)
überein.

Alle Details dieser Definitionen sind in [39] Kapitel 1 und 2 zu lesen. Siehe
auch [21, Chapter 10]. Eine äquivalente Definition über den Koszul-Komplex und
den Fredholm-Komplex finden wir in [15].

Beispiel 1.13. a) Sei φ1, φ2 ∈ C(Sn) ohne gemeinsame Nullstellen und sei der
Koszul-Komplex für das Toeplitz-Tupel TΦ = (Tφ1 , Tφ2) auf H := H2(Bn) gegeben
durch

0 → H2(Bn)
δ0−→ H2(Bn)⊕H2(Bn)

δ1−→ H2(Bn),
wobei

δ0f = (Tφ1f, Tφ2f)

δ1(f, g) = −Tφ2f + Tφ1g

für alle f, g ∈ H2(Bn). Offensichtlich gilt δ1δ0 ∈ K.
Wir betrachten nun eine Familie (εp)p∈Z von Operatoren

0 → H ε2−→ H⊕H ε1−→ H → 0,

wobei

ε1(f, g) = Tψ1f + Tψ2g,

ε2f = (−Tψ2f, Tψ1f),

mit

ψ1 =
φ1

|φ1|2 + |φ2|2
, ψ2 =

φ2
|φ1|2 + |φ2|2

.

Dann gilt

δ0ε1(f, g) = (Tφ1Tψ1f + Tφ1Tψ2g, Tφ2Tψ1f + Tφ2Tψ2g) ,

ε2δ1(f, g) = (Tψ2Tφ2f − Tψ2Tφ1g, Tψ1Tφ2f + Tψ1Tφ1g)

und somit

(δ0ε1 + ε2δ1)(f, g) = ((Tφ1Tψ1 + Tψ2Tφ2)f + (Tφ1Tψ2 − Tψ2Tφ1)g,

(Tφ2Tψ1 − Tψ1Tφ2)f + (Tφ2Tψ2 + Tψ1Tφ2)g).

Also ist δ0ε1 + ε2δ1 ∈ Id +K und TΦ ein wesentliches Fredholm-Tupel.
Der Operator T̂Φ = δ0 + ε2 : H⊕H → H⊕H ist ein Fredholmoperator mit

T̂Φ(f, g) = (Tφ1f − Tψ2g, Tφ2f + Tψ1g)

und hat die Matrixdarstellung

T̂Φ =

(
Tφ1 −Tψ2

Tφ2 Tψ1

)
.
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b) Sei TΦ = (Tφ1 , Tφ2 , Tφ3) mit φi ∈ C(Sn), i = 1, . . . , 3, ohne gemeinsame
Nullstellen. Der wesentliche Koszul-Komplex von TΦ ist

0 → H δ0−→ H⊕H⊕H δ1−→ H⊕H⊕H δ2−→ H → 0,

wobei

δ0f = (Tφ1f, Tφ2f, Tφ3f),

δ1(f, g, h) = (−Tφ2g + Tφ1f,−Tφ3g + Tφ1h,−Tφ3f + Tφ2g),

δ2(f, g, h) = (Tφ3f − Tφ2g + Tφ1h).

für alle f, g, h ∈ H. Weiterhin definieren wir eine Familie (εp)p∈Z von Operatoren

0 → H ε3−→ H⊕H⊕H ε2−→ H⊕H⊕H ε1−→ H → 0,

wobei

ε3f = (Tψ3f,−Tψ2f, Tψ1f),

ε2(f, g, h) = (−Tψ2f − Tψ3g, Tψ1f − Tψ3h, Tψ1g + Tψ2h),

ε1(f, g, h) = Tψ1f + Tψ2g + Tψ3h

mit

ψi =
φi

|φ1|2 + |φ2|2 + |φ3|2
, i = 1, 2, 3.

Eine direkte Rechnung liefert

δ1ε2 + ε3δ2 ∈ Id +K und δ0ε1 + ε2δ1 ∈ Id +K,

und somit ist TΦ ein wesentliches Fredholm-Tupel. Nach der Aussage (1.19) ist
ind TΦ = ind T̂Φ. Die Matrixdarstellung von

T̂Φ := δ0 + δ2 + ε2 : H⊕H⊕H⊕H → H⊕H⊕H⊕H

ist gegeben durch

T̂Φ =


Tφ1 −Tψ2 −Tψ3 0

Tφ2 Tψ1 0 −Tψ3

Tφ3 0 Tψ1 Tψ2

0 Tφ3 −Tφ2 Tφ1

 .

Wir notieren, dass T̂Φ ∈ M2n−1(C)⊗L(H) mit T̂Φ = T
Φ̂
. MN (C) ist die Algebra

der komplexen N ×N Matrizen. Ferner lässt sich Φ̂ in der Form

Φ̂ = (Φ̂1,2, Φ̃3) =

(
Φ1,2 −Φ̃∗

3

Φ̃3 Φ∗
1,2

)
schreiben mit

Φ1,2 =

(
φ1 −ψ2

φ2 ψ1

)
, Φ∗

1,2 =

(
ψ1 ψ2

−φ2 φ1

)
und

Φ̃3 = diag(φ3) =
(
φ3 0

0 φ3

)
, Φ̃∗

3 = diag(−ψ3) =

(
−ψ3 0

0 −ψ3

)
.
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Allgemein gilt:
Sei Φ = (φ1, . . . , φn) ∈ C(Sn)n mit 0 /∈ Φ(Sn). Dann ist das n-Toeplitz-Tupel

TΦ = (Tφ1 , . . . , Tφn) von Operatoren auf H2(Bn) ein wesentliches Fredholm-Tupel
und die assozierte Matrix T̂Φ = T

Φ̂
zu TΦ ein Fredholmoperator. Das matrixwer-

tige Symbol Φ̂ von T
Φ̂

ist rekursiv definiert durch

(1.20) Φ̂ = ( ̂Φ1,n−1, Φ̃n) =

(
Φ1,n−1 −Φ̃n
Φ̃n Φ∗

1,n−1

)
∈ M2n−1(C)⊗ C(Sn), n ≥ 3,

wobei

Φ1,n−1
∼= ( ̂Φ1,n−2, Φ̃n−1) für n > 3, und Φ1,2 =

(
φ1 −ψ2

φ2 ψ1

)
.

Das Zeichen ∼= bedeutet, dass einige Permutationen von Spalten und Zeilen not-
wendig sind, um die Gleichheit zu erhalten. Hiermit sind

Φ̃n = diag(φn) ∈ M2n−2(C)⊗ C(Sn) n ≥ 3,

Φ̃∗
n = diag(−ψn) ∈ M2n−2(C)⊗ C(Sn), n ≥ 3

und

ψi =
φi∑n

i=1 |φi|2
, i = 1, . . . , n.

Ferner gilt

(1.21) ind TΦ = ind T
Φ̂
.

Als Nächstes formulieren wir einen Satz, der von Nutzen ist. Sei B eine Bana-
chalgebra mit Einselement 1. Dann bezeichnen

σL(x) = {λ ∈ Cm :

m∑
j=1

B(λj − xj) 6= B}

und

σR(x) = {λ ∈ Cm :

m∑
j=1

(λj − xj)B 6= B}.

das Links- bzw. das Rechtsspektrum eines nicht notwendigen vertauschenden Tu-
pels x = (x1, . . . , xm) ∈ Bm.

Satz 1.14. [2, Corollary 5.5] Sei R eine C∗-Algebra mit Einselement 1R und
sei x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN ein N -Tupel von N vertauschenden normalen Ele-
menten x1, . . . , xN ∈ R. Sei D eine Banachalgebra mit Einselement 1D und sei
κ : LH{1R, x1, . . . , xN} → D eine lineare Abbildung mit κ(1R) = 1D und ‖κ‖ = 1.
Dann gilt

conv σ(κ(x)) ⊂ conv σB(x) = conv σ(x)

für alle kommutativen C∗-Unteralgebren B von R mit 1R, x1, . . . , xN ∈ B. Hierbei
bezeichnet σ(x) und σ(κ(x)) den Durschnitt von Links- und Rechtsspektrum von
x bzw. κ(x) in R bzw. D.



1.3. MEHRDIMENSIONALE SPEKTRALTHEORIE 25

Als Folgerung erhalten wir die multi-Variable Variante des Satzes von Brown
und Halmos für Toeplitzoperatoren. (Siehe [19, S. 182] im Fall n = N = 1). Es sei
daran erinnert, dass der wesentliche Wertebereich eines N -Tupels f = (f1, . . . , fN )

von Funktionen in L∞(Sn, dσ) die Menge ess-ran(f) ist bestehend aus allen λ =

(λ1, . . . , λN ) ∈ CN , so dass für alle ε > 0 das Oberflächenmaß der Menge{
ξ ∈ Sn :

N∑
i=1

|fi(ξ)− λi| < ε

}
von Null verschieden ist.

Korollar 1.15. Sind f1, . . . , fN ∈ L∞(Sn, dσ) und Tf1 , . . . , TfN die entsprechen-
den Toeplitzoperatoren auf H2(Bn), so gilt

σ(Tf1 , . . . , TfN ) ⊆ conv σ(Tf1 , . . . , TfN ) ⊆ conv σL∞(Sn)(f1, . . . , fN ).

Wir beachten, dass σL∞(Sn)(f1, . . . , fN ) = ess-ran (f1, . . . , fN ) ⊂ CN .

Zum Schluss wird die Definition des Abbildungsgrades einer stetigen Funk-
tion benötigt. Für eine offene Teilmenge Ω ∈ Rn und k ∈ N sei Ck(Ω,Rn) die
Menge der k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen f : Ω → Rn. Für
f ∈ C1(Ω,Rn) wird mit Jf (x) die Jacobi-Determinante von f an der Stelle x ∈ Ω

bezeichnet und mit kf die Menge {x ∈ Ω : Jf (x) = 0} der kritischen Punkte von
f . Ein regulärer Wert von f ist ein y ∈ Rn mit f−1(y) ∩ kf = ∅.

Der analytische Abbildungsgrad ist eine Abbildung, die einem Tripel (f,Ω, y)
bestehend aus einer beschränkten offenen Menge Ω ⊂ Rn, einer Funktion f ∈
C(Ω,Rn) und einem Punkt y ∈ Rn\f(∂Ω) die ganze Zahl

d(f,Ω, y) =
∑

x∈f̃−1(ỹ)

sgn Jf̃ (x)

zuordnet, wobei f̃ ∈ C(Ω,Rn) mit f̃ |Ω ∈ C2(Ω,Rn), ‖f̃ − f‖∞ < dist(y, f(∂Ω))
und ỹ ein regulärer Wert von f̃ mit |ỹ−y| < dist(y, f̃(∂Ω)) ist. Hierbei bezeichnet
|.| die euklidische Norm auf Rn und dist(x,A) den Abstand eines Punktes x ∈ Rn
zu einer Menge A ⊂ Rn. Siehe [17] für weitere Details und Eigenschaften des
Abbildungsgrades.

Definition 1.16. [39, S. 14] Sei K ⊂ Rn kompakt und sei f ∈ C(K,Rn). Sei C
eine beschränkte Zusammenhangskomponente von Rn\K und sei y ∈ Rn\f(∂C).
Der Abbildungsgrad deg(f, C, y) von f um y bzgl. C ist dann definiert durch

deg(f, C, y) = d(f̃ |C , C, y),

wobei f̃ eine beliebige stetige Fortsetzung von f |∂C auf C ist. Diese Definition ist
unabhängig von der speziellen Fortsetzung f̃ von f .

Ist f ∈ C(K,Rn\{0}) und ist C eine beschränkte Zusammenhangskomponente
von Rn\K, so sei deg(f, C) = deg(f, C, 0). Besitzt die Menge Rn\K nur eine
Zusammenhangskomponente C und ist f ∈ C(K,Rn\{0}), so sei

deg(f) = deg(f, C, 0).





KAPITEL 2

Kommutative Untergruppen von Aut(Bn)

In [37] haben Quiroga-Barranco und Vasilevski verschiedene Modelle kommu-
tativer Untergruppen von Automorphismengruppen auf der Einheitskugel Bn und
dem oberen HalbraumDn aufgelistet. Im zweiten Teil der Arbeit [38] haben sie ge-
zeigt, dass bis auf Konjugation diese kommutativen Untergruppen maximal sind.
Das Hauptresultat beider Arbeiten ist das Folgende. Für jede maximal kommu-
tative Untergruppe G von Aut(Bn) sei AG die Menge aller L∞(Bn)-Funktionen,
die unter der G-Operation invariant sind. Dann ist die C*-Algebra, die von den
Toeplitzoperatoren mit Symbolen aus AG erzeugt wird, kommutativ auf jedem
gewichteten Bergmanraum A2

λ(Bn), λ > −1. Später stellten sie in [50, 51] fest,
dass es auch andere von Toeplitzoperatoren erzeugte Banachalgebren gibt, die
kommutativ sind. Keine davon ist eine C*-Algebra.

In diesem Abschnitt betrachten wir die Erweiterung solcher maximal kommu-
tativen Untergruppen auf der Einheitssphäre Sn und dem Rand des oberen Halb-
raums ∂Dn und übertragen die Ergebnisse aus [37] auf den Hardyraum H2(Bn).
Dies entspricht dem Grenzfall λ = −1.

Wie in [37] listen wir die maximal kommutativen Untergruppen der Automor-
phismengruppe von Bn auf.

1. Die quasi-elliptische Untergruppe von Aut(Bn) ist isomorph zu Tn mit der
Gruppenoperation

τt : z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn 7→ tz = (t1z1, . . . , tnzn) ∈ Bn

für alle t = (t1, . . . , tn) ∈ Tn. Die Abbildung τt ist sogar ein Automorphismus von
Cn und seine Einschränkung τt|Sn ist ein Diffeomorphismus auf Sn.

Der entsprechende Automorphismus von Dn ist

τ̃t := ωc ◦ τt ◦ ω−1
c ∈ Aut(Dn).

Eine direkte Rechnung ergibt

τ̃t(ξ1, . . . , ξn) =

(
2ξ1t1

(1 + tn)− iξn(1− tn)
, . . . ,

(1 + tn)ξn + i(1− tn)

(1 + tn)− iξn(1− tn)

)
.

2. Die quasi-hyperbolische Untergruppe von Aut(Dn) ist isomorph zu Tn−1×
R+ mit der Gruppenoperation

τ(t′,r) : (z
′, zn) ∈ Dn 7→ (

√
rt′z′, rzn) ∈ Dn

für alle (t′, r) ∈ Tn−1 × R+. Die Abbildung τ(t′,r)|∂Dn lässt sich zu einem Diffeo-
morphismus auf ∂Dn erweitern.

27
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3. Die quasi-parabolische Untergruppe von Aut(Dn) ist isomorph zu Tn−1×R
mit der Gruppenoperation

τ(t′,h) : (z
′, zn) ∈ Dn 7→ (t′z′, zn + h) ∈ Dn

für alle (t′, h) ∈ Tn−1 × R. Die Abbildung τ(t′,h)|∂Dn lässt sich zu einem Diffeo-
morphismus auf ∂Dn erweitern.

4. Die nilpotente Untergruppe von Aut(Dn) ist isomorph zu Rn−1×R mit der
Gruppenoperation

τ(a′,h) : (z
′, zn) ∈ Dn 7→ (z′ + a′, zn + h+ 2i

〈
z′, a′

〉
+ i|a′|2) ∈ Dn

für alle (a′, h) ∈ Rn−1 × R. Die Abbildung τ(a′,h)|∂Dn lässt sich zu einem Diffeo-
morphismus auf ∂Dn erweitern.

5. Zur Definition der quasi-nilpotenten Untergruppen von Aut(Dn) beachten
wir folgende Notation für Punkte von Dn für ganzzahliges k mit 1 ≤ k ≤ n− 2

z = (z′′, w′, zn) ∈ Dn, mit z′′ ∈ Ck, w′ ∈ Cn−k−1 und zn ∈ C.

Die quasi-nilpotente Untergruppe von Aut(Dn) ist isomorph zu Tk×Rn−k−1×R,
0 < k < n− 1, mit der Gruppenoperation

τ(t′′,a′,h) : (z
′′, w′, zn) ∈ Dn 7→ (t′′z′′, w′ + a′, zn + h+ 2i

〈
w′, a′

〉
+ i|a′|2) ∈ Dn

für alle (t′′, a′, h) ∈ Tk × Rn−k−1 × R. Die Abbildung τ(t′′,a′,h)|∂Dn lässt sich zu
einem Diffeomorphismus auf ∂Dn erweitern.

In den nachfolgenden fünf Abschnitten wenden wir das in Abschnitt 1.2 dar-
gestellten Schema von Quiroga-Barranco und Vasilevski auf fünf verschiedene Fäl-
le gemäß der obigen maximal kommutativen Untergruppen der Automorphismen-
gruppe an. Dabei suchen wir die messbaren Räume X, X1 und Y und konstruieren
für jeden bestimmten Fall den geeigneten unitären Operator U . Um dies zu tun,
führen wir bei der Betrachtung der dazugehörigen kommutativen Untergruppen
von Aut(Bn) die entsprechende Fourier- und Mellintransformation ein. Dies führt
zu einer Reduktion der Systeme der partiellen Differentialgleichungen (1.13) und
(2.6) zu Systemen von gewöhnlichen parameterabhängigen Differentialgleichun-
gen, deren Lösung mit Hilfe der reellen Analysis erfolgt.

2.1. Quasi-elliptischer Fall

Sei ξ ∈ Sn. Mit τ(Bn−1) bezeichnen wir die Menge

τ(Bn−1) = {%′ = (%1, . . . , %n−1) = (|ξ1|, . . . , |ξn−1|) : |%′|2 = %21+. . .+%
2
n−1 ∈ [0, 1)}

und verwenden die Parametrisierung der Einheitssphäre Sn

ξk = tk%k, %k ∈ R+, tk ∈ T, k = 1, . . . , n− 1,(2.1)

ξn = tn
√

1− |%′|2, tn ∈ T,

wobei %′ = (%1, . . . , %n−1) ∈ τ(Bn−1).
Aus der Identität [41, Proposition 1.4.7]∫

Sn
f(ξ)dσ(ξ) =

∫
Bn−1

1

2π

∫ 2π

0
f(ξ′, eiθ|ξn|)dθdvn−1(ξ

′),
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wobei ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1) und |ξn| =
√

1− |ξ′|2, ergibt sich unter der Koordina-
tentransformation

ξ = (ξ1, . . . , ξn) → (t1, . . . , tn, %1, . . . , %n−1),∫
Sn
f(ξ)dσ(ξ) =

(n− 1)!

πn−1

∫
Tn−1

∫
τ(Bn−1)

1

2π

∫ 2π

0
f(%′t′, eiθ

√
1− |%′|2)dθ

·
n−1∏
k=1

%kd%k

n−1∏
k=1

dtk
itk

=
(n− 1)!

2πn

∫
Tn

∫
τ(Bn−1)

f(%′t′, tn
√

1− |%′|2)
n−1∏
k=1

%kd%k

n∏
k=1

dtk
itk

.(2.2)

Damit folgt

dσ(ξ) =
(n− 1)!

2πn

n−1∏
k=1

%kd%k

n∏
k=1

dtk
itk

.

Durch die Identifikation
f(z) 7→ g(t, %′),

wobei
g(t, %′) := f(%1t1, . . . , %n−1tn−1,

√
1− |%′|2tn)

folgt
L2(Sn, dσ) ∼= L2(Tn)⊗ L2(τ(Bn−1), dµ).

Hierbei sei

L2(Tn) =
n⊗
k=1

L2

(
T,
dtk
itk

)
und dµ =

(n− 1)!

2πn

n−1∏
k=1

%kd%k.

Als Nächstes benötigen wir den Satz von Bochner [41, Theorem 18.1.10]. Jede
Funktion f ∈ C4(∂Bn), welche die tangentielle Cauchy-Riemannsche Differen-
tialgleichungen erfüllt, ist zu einer holomorphen Funktion f̃ ∈ C1(Bn) fortsetzbar.
Die Operatoren, die zu ∂Bn tangentiel sind, sind auf Cn gegeben durch

Lk,j = ξk
∂

∂ξ̄j
− ξj

∂

∂ξ̄k
, 1 ≤ k < j ≤ n

für ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn. Um Lk,jf zu berechnen, setzen wir f auf Cn fort,
wenden Lk,j auf diese Fortsetzung an und schränken das erhaltene Ergebnis auf
die Sphäre ein. Wir notieren, dass (Lk,jf)(ξ) für alle ξ ∈ Sn unabhängig von der
Wahl der Fortsetzung ist.

Sei nun f ∈ C1(Sn) und sei f̃ die durch f̃(z) := rf(ξ) definierte Fortsetzung
von f auf Cn, wobei z = rξ mit 0 < r < 1 und ξ ∈ Sn. Die Funktion f erfüllt
genau dann die tangentiellen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, wenn

(2.3) Lk,j f̃(z) = zk
∂f̃(z)

∂z̄j
− zj

∂f̃(z)

∂z̄k
= 0, 1 ≤ k < j ≤ n.

Die Parametrisierung der Einheitssphäre (2.1) führt zu{
zk = r%ktk, k = 1, . . . , n− 1,

zn = r
√

1− |%′|2tn,
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mit

r = |z|, %j =
|zj |
|z|

, tj =
zj
|zj |

, j = 1, . . . , n.

Wir drücken die Gleichungen (2.3) in dem obigen Koordinatensystem aus.
Für f̃(z) = g(r, %′, t) gilt

∂f̃

∂z̄j
=
tj
2

(
%j
∂

∂r
+

1

r

∂

∂%j
− %j

n−1∑
l=1

%l
r

∂

∂%l
− tj
r%j

∂

∂tj

)
g

für j = 1, . . . , n− 1 und

∂f̃

∂z̄n
=
tn
2

(√
1− |%′|2 ∂

∂r
−
√

1− |%′|2
n−1∑
l=1

%l
r

∂

∂%l
− tn

r
√

1− |%′|2
∂

∂tn

)
g.

Somit ergibt sich für 1 ≤ k < j ≤ n− 1

Lk,j f̃(z) = zk
∂f̃(z)

∂z̄j
− zj

∂f̃(z)

∂z̄k

=
rtktj
2

[
%k
r

∂

∂%j
− %j

r

∂

∂%k
− %ktj
r%j

∂

∂tj
+
%jtk
r%k

∂

∂tk

]
g(r, %′, t)

=
tktj
2

[
%k

∂

∂%j
− %j

∂

∂%k
− %ktj

%j

∂

∂tj
+
%jtk
%k

∂

∂tk

]
g(r, %′, t)

und für k = 1, . . . , n− 1

Lk,nf̃(z) = zk
∂f̃(z)

∂z̄n
− zn

∂f̃(z)

∂z̄k

= −
√

1− |%′|2tktn
2

[
∂

∂%k
− tk
%k

∂

∂tk
+

%ktn
(1− |%′|2)

∂

∂tn

]
g(r, %′, t).

Die Einschränkung der obigen Gleichungen auf die Sphäre liefert

tktj
2

[
%k

∂

∂%j
− %j

∂

∂%k
− %ktj

%j

∂

∂tj
+
%jtk
%k

∂

∂tk

]
g(%′, t) = 0, 1 ≤ k < j ≤ n− 1,

(2.4)

√
1− |%′|2tktn

2

[
∂

∂%k
− tk
%k

∂

∂tk
+

%ktn
(1− |%′|2)

∂

∂tn

]
g(%′, t) = 0, k = 1, . . . , n− 1.

(2.5)

Beachte, dass g(r, %′, t)|Sn = g(%′, t).
Da aus (2.4) die Gleichheit

%k

[
∂

∂%j
− tj
%j

∂

∂tj

]
g = %j

[
∂

∂%k
− tk
%k

∂

∂tk

]
g

folgt, genügt es, die Gleichungen (2.5) zu betrachten.
Nun können wir eine äquivalente Definition des Hardyraumes H2(Bn) ange-

ben. Die verschiedenen Definitionen des Hardyraumes und deren Äquivalenz wur-
den bereits in [55] studiert. Der Raum H2(Bn) ist der Abschluss in L2(Sn, dσ) des
Raumes aller hinreichend oft differenzierbaren Funktionen F , die die tangentiellen
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfüllen

Lk,jF (ξ) = 0 für 1 ≤ k < j ≤ n, ξ ∈ Sn.
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Diese sind in den Koordinaten (2.1) äquivalent zu

(2.6)
√

1− |%′|2tktn
2

[
∂

∂%k
− tk
%k

∂

∂tk
+

%ktn
(1− |%′|2)

∂

∂tn

]
F (%′, t) = 0

für k = 1, . . . , n− 1.
Zur Abkürzung schreiben wir

Ξk,n :=
tktn
2

[
∂

∂%k
− tk
%k

∂

∂tk
+

%ktn
(1− |%′|2)

∂

∂tn

]
.

Die diskrete Fouriertransformation F : L2(T) → l2(Z) ist bekanntlich definiert
durch

(2.7) (Ff)(t) = 1√
2π

∫
T
f(t)t−n

dt

it
, n ∈ Z.

Der Operator F ist unitär mit dem Inversen F−1 : l2(Z) → L2(T), der durch

F−1 : {cn}n∈Z 7→ 1√
2π

∑
n∈Z

cnt
n

definiert ist. Wir führen den unitären Operator

U = F(n) ⊗ I : L2(Tn)⊗ L2(τ(Bn−1), dµ) → L2(Tn)⊗ L2(τ(Bn−1), dµ)

ein, wobei F(n) = F ⊗ · · · ⊗ F , und erhalten

UΞk,nU
−1{cp}p∈Zn =U

 tktn
2

(
∂

∂%k
− tk
%k

∂

∂tk
+

%ktn
(1− |%′|2)

∂

∂tn

)
1√
2π

n

∑
p∈Zn

cpt
p


=U

[
1√
2π

n

∑
p∈Zn

tptktn
2

(
∂

∂%k
− pk
%k

+
%kpn

(1− |%′|2)

)
cp

]

=U

[
1√
2π

n

∑
p∈Zn

tp

2

(
∂

∂%k
− pk − 1

%k
+
%k(pn − 1)

(1− |%′|2)

)
cp−ek−en

]
,

wobei tp = tp11 · · · tpnn . Folglich gilt

UΞk,nU
−1{cp}p∈Zn =

{
1

2

(
∂

∂%k
− pk − 1

%k
+

%k
(1− |%′|2)

(pn − 1)

)
cp−ek−en

}
p∈Zn

für k = 1, . . . , n− 1.
Somit ist der Bildraum H1 = U(H2(Bn)) der Abschluss in l2(Zn)⊗L2(τ(Bn−1),

dµ) des Raumes derjenigen Folgen {cp(%′)}p∈Zn von C1-Funktionen, die den Glei-
chungen

(2.8)
1

2

(
∂

∂%k
− pk
%k

+
%k

(1− |%′|2)
pn

)
cp(%

′) = 0, k = 1, . . . , n− 1

genügen, wobei p = (p1, . . . , pn) und %′ = (%1, . . . , %n−1) ∈ τ(Bn−1).
Die Gleichungen (2.8) besitzen eine allgemeine Lösung der Form

cp(%
′) = ẽp%

p1
1 · · · %pn−1

n−1

(√
1− |%′|2

)pn
,

wobei ẽp ∈ C. Nun soll jede Funktion cp in L2(τ(Bn−1), dµ) liegen, d.h. cp ≡ 0 für
p ∈ Zn\Zn+.
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Setze ẽp = αpep mit ep ∈ C und

αp =

(
(n− 1)!

2πn

∫
τ(Bn−1)

%2p11 · · · %2pn−1

n−1 (1− |%′|2)pn
n−1∏
k=1

%kd%k

)− 1
2

.

Für die Berechnung von αp betrachten wir das Integral∫
Sn

|ξp|2dσ(ξ) =
∫
Sn

|ξ1|2p1 · · · |ξn|2pndσ(ξ)

=

∫
Tn

n∏
k=1

dtk
itk

α−2
p

= (2π)nα−2
p .

Andererseits wissen wir nach [57, Lemma 1.11], dass∫
Sn

|ξp|2dσ(ξ) = (n− 1)!p!

(n− 1 + |p|)!
,

so dass

(2.9) αp =

(
(2π)n(n− 1 + |p|)!

p!(n− 1)!

) 1
2

.

In Bezug auf das Schema in Kapitel 1.2 erhalten wir

L2(X,µ) = l2(Zn),

L2(X1, µ) = l2(Zn+),

L2(Y, η) = L2(τ(Bn−1), dµ).

Die Funktion g0 ist gegeben durch

g0(p, %
′) = {αp%′p

′√
1− |%′|2

pn}p∈Zn
+
, %′ ∈ τ(Bn−1),

wobei %′p′ = %p11 · · · %pn−1

n−1 und p = (p′, pn) mit p′ = (p1, . . . , pn−1).
Die isometrische Einbettung R0 : l

2(Zn+) → l2(Zn)⊗L2(τ(Bn−1), dµ) und sein
adjungierter Operator R∗

0 : l2(Zn)⊗ L2(τ(Bn−1), dµ) → l2(Zn+) sind durch

R0 : {ep}p∈Zn
+
7→ cp(%

′) =

αpep%′p
′
(√

1− |%′|2
)pn

, p ∈ Zn+
0 sonst

bzw.

R∗
0 : {cp(%′)}p∈Zn 7→{

(n− 1)!

2πn
αp

∫
τ(Bn−1)

%′p
′
(√

1− |%′|2
)pn

cp(%
′)
n−1∏
k=1

%kd%k

}
p∈Zn

+

erklärt. Dann gilt
R∗

0R0 = I : l2(Zn+) → l2(Zn+)

und R0R
∗
0 ist die orthogonale Projektion von l2(Zn)⊗ L2(τ(Bn−1), dµ) auf H1.

Zusammenfassend ergibt sich der folgende Satz.
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Satz 2.1. Der Operator R = R∗
0U bildet L2(Sn, dσ) in l2(Zn+) ab und seine Re-

striktion
R|H2(Bn) : H

2(Bn) → l2(Zn+)
ist ein isometrischer Isomorphismus.

Der adjungierte Operator

R∗ = U∗R0 : l
2(Zn+) → L2(Sn, dσ)

ist eine lineare Isometrie mit ran R∗ = H2(Bn).
Insbesondere gilt

RR∗ = I : l2(Zn+) → l2(Zn+)
und R∗R ist die Cauchy-Szegö Projektion C von L2(Sn, dσ) auf H2(Bn).

2.2. Quasi-parabolischer Fall

Wir stellen L2(H) als das Hilbertraum-Tensorprodukt

L2(H) ∼= L2(Cn−1)⊗ L2(R)

dar und betrachten den unitären Operator

(2.10) U1 = I ⊗ F : L2(Cn−1)⊗ L2(R) → L2(Cn−1)⊗ L2(R),

wobei die Fouriertransformation F : L2(R) → L2(R) durch

(2.11) (Ff)(λ) =
1√
2π

∫
R
f(u)e−iλudu

gegeben ist. Dann gilt

U1

(
∂

∂z̄k
− i

∂

∂x
zk

)
U−1
1 =

∂

∂z̄k
+ λzk, k = 1, . . . , n− 1.

Der Bildraum H1 = U1(H
2(H)) ist der Abschluss in L2(Cn−1×R) des Vektorrau-

mes derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen ψ, die den Gleichun-
gen

(2.12)
(

∂

∂z̄k
+ λzk

)
ψ(z′, λ) = 0, k = 1, . . . , n− 1

genügen.
Folgende Überlegung steht bei [46, S. 73] und weil sie von Interesse ist, werden

wir näher auf die Schritte eingehen. Wir führen den Raum L2(Cn−1 × R, dµ)
bezüglich des Maßes

dµ = e−2λ|z′|2dλ2n−1(z
′, λ)

ein und betrachten den isometrischen Isomorphismus

W : L2(Cn−1 × R) → L2(Cn−1 × R, dµ),

der durch
(Wψ)(z′, λ) = ψ(z′, λ)eλ|z

′|2 =: h(z′, λ)

definiert ist. Es gilt

∂h

∂z̄k
(z′, λ) = eλ|z

′|2
(

∂

∂z̄k
+ λzk

)
ψ(z′, λ), k = 1, . . . , n− 1.
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Ist ψ ∈ H1, so erfüllt h die Gleichungen
∂h

∂z̄k
= 0 für k = 1, . . . , n − 1. Daher

ist die Funktion h = ψeλ|z
′|2 für alle λ ∈ R eine ganze Funktion in z′. Wegen

ψ = he−λ|z
′|2 ∈ L2(Cn−1 × R) ergibt sich

(2.13) supp ψ(z′, λ) ⊂ {(z′, λ) : z′ ∈ Cn−1, λ ∈ R+}.

Mittels der Polarkoordinaten zk = rktk in Cn−1, wobei rk ∈ R+ und tk ∈ T,
k = 1, . . . , n− 1, folgt

∂

∂z̄k
+ λzk =

tk
2

(
∂

∂rk
− tk
rk

∂

∂tk
+ 2λrk

)
, k = 1, . . . , n− 1.

Der Raum L2(H) ist somit isometrisch isomorph zu

L2(Rn−1
+ , r′dr′)⊗ L2(Tn−1)⊗ L2(R),

wobei

r′dr′ =
n−1∏
k=1

rkdrk, L2(Tn−1) =
n−1⊗
k=1

L2

(
T,
dtk
itk

)
.

Wir betrachten den unitären Operator

U2 = I ⊗Fn−1 ⊗ I : L2(Rn−1
+ , r′dr′)⊗ L2(Tn−1)⊗ L2(R) →

L2(Rn−1
+ , r′dr′)⊗ l2(Zn−1)⊗ L2(R),

wobei F(n−1) = F ⊗ . . .⊗ F und F die eindimensionale diskrete Fouriertransfor-
mation (2.7) ist.

Setze

δ := U2
tk
2

(
∂

∂rk
− tk
rk

∂

∂tk
+ 2λrk

)
U−1
2 .

In Analogie zur Rechnung in [37, S. 392] erhalten wir

δ{cp′}p′∈Zn−1 = U2
tk
2

(
∂

∂rk
− tk
rk

∂

∂tk
+ 2λrk

)
(2π)−

n−1
2

∑
p′∈Zn−1

cp′t
′p′

= U2

(2π)−
n−1
2

∑
p′∈Zn−1

t′p
′ tk
2

(
∂

∂rk
− pk
rk

+ 2λrk

)
cp′


= U2

(2π)−
n−1
2

∑
p′∈Zn−1

t′p
′

2

(
∂

∂rk
− pk − 1

rk
+ 2λrk

)
cp′−ek


=

{
1

2

(
∂

∂rk
− pk − 1

rk
+ 2λrk

)
cp′−ek

}
p′∈Zn−1

,

wobei p′ = (p1, . . . , pn−1), t′p
′
= (tp11 , . . . , t

pn−1

n−1 ) und ek der k-te Einheitsvektor
ist.

Nun ist der Raum H2 = U2(H1) der Abschluss in l2(Zn−1, L2(Rn−1
+ , r′dr′))⊗

L2(R) des Vektorraumes derjenigen Folgen {cp′}p′∈Zn−1 von C1-Funktionen, die
den Gleichungen

(2.14)
1

2

(
∂

∂rk
− pk
rk

+ 2λrk

)
cp′(r

′, λ) = 0, k = 1, . . . , n− 1
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genügen mit

supp cp′(r′, λ) ⊂ {(r′, λ) : r′ ∈ Rn−1
+ , λ ∈ R+}.

Die Gleichungen (2.14) besitzen eine allgemeine Lösung der Form

dp′(r
′, λ) = χR+(λ)r

′p′e−λ|r
′|2gp′(λ), p′ ∈ Zn−1,

wobei gp′ ∈ L2(R) und |r′|2 = r21 + · · ·+ r2n−1.
Wegen {dp′}p′∈Zn−1 ∈ l2(Zn−1, L2(Rn−1

+ , r′dr′)) ⊗ L2(R) folgt dp′ ≡ 0 für alle
p′ ∈ Zn−1\Zn−1

+ .
In Bezug auf das Schema in Kapitel 1.2 erhalten wir

L2(X,µ) = l2(Zn−1)⊗ L2(R),

L2(X1, µ) = l2(Zn−1
+ )⊗ L2(R+),

L2(Y, η) = L2(Rn−1
+ , r′dr′).

Der unitäre Operator U ist wie folgt definiert

U = U2 ◦ U1 ◦ U0 : L
2(∂Dn, dβ) → l2

(
Zn−1, L2(Rn−1

+ , r′dr′)
)
⊗ L2(R),

wobei U0 durch (1.12) definiert ist und die Funktion g0 von der Form

g0(p
′, r′, λ) =


(
2n−1(2λ)|p

′|+n−1

p′!

) 1
2

r′p
′
e−λ|r

′|2


p′∈Zn−1

+

,

ist mit (r′, λ) ∈ Rn−1
+ × R. Ferner gilt

‖g0‖2L2(Rn−1
+ ,r′dr′)

=

∫
Rn−1
+

2n−1(2λ)|p
′|+n−1

p′!
r′2p

′
e−2λ|r′|2r′dr′

=
(2λ)|p

′|+n−1

p′!

∫
Rn−1
+

r′p
′
e−2λ|r′|dr′

= 1

Zusammenfassend ergibt sich das folgende Lemma.

Lemma 2.2. Der unitäre Operator U bildet den Hardyraum H2(Dn) auf den
Raum H2 = g0(l

2(Zn−1
+ )⊗ L2(R+)) ab, welcher der Abschluss in

l2(Zn−1, L2(Rn−1
+ , r′dr′))⊗ L2(R)

des Vektorraumes derjenigen Folgen {dp′(r′, λ)}p′∈Zn−1
+

von C1-Funktionen ist, wo-
bei die Funktionen dp′(r

′, λ) sich als

dp′(r
′, λ) =

(
2n−1(2λ)|p

′|+n−1

p′!

) 1
2

r′p
′
e−λ|r

′|2gp′(λ), λ ∈ R+,

darstellen lassen mit gp′ ∈ L2(R+). Ferner gilt

‖dp′‖L2(Rn−1
+ ,r′dr′)⊗L2(R) = ‖gp′‖L2(R+).
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Schließlich setzen wir

δ(p′, λ) =

(
2n−1(2λ)|p

′|+n−1

p′!

) 1
2

und führen die isometrische Einbettung

R0 : l
2(Zn−1

+ , L2(R+)) → l2(Zn−1, L2(Rn−1
+ , r′dr′))⊗ L2(R)

durch die Formel

R0 : {cp′(λ)}p′∈Zn−1
+

7→
{
χZn−1

+
(p′)χR+(λ)δ(p

′, λ)r′p
′
e−λ|r

′|2cp′(λ)
}
p′∈Zn−1

ein, wobei die Funktion cp′(λ) für jedes p′ ∈ Zn−1
+ zu Null fortgesetzt wird für

λ ∈ R\R+.
Der adjungierte Operator

R∗
0 : l2(Zn−1, L2(Rn−1

+ , r′dr′))⊗ L2(R) → l2(Zn−1
+ , L2(R+))

ist gegeben durch

R∗
0 : {dp′(r′, λ)}p′∈Zn−1 7→

{
δ(p′, λ)

∫
Rn−1
+

r′p
′
e−λ|r

′|2dp′(r
′, λ)r′dr′

}
p′∈Zn−1

+

.

Dann gilt

R∗
0R0 = I : l2(Zn−1

+ , L2(R+)) → l2(Zn−1
+ , L2(R+))

und R0R
∗
0 ist die orthogonale Projektion von l2(Zn−1, L2(Rn−1

+ , r′dr′)) ⊗ L2(R)
auf g0l2(Zn−1

+ , L2(R+)).
Wir kommen zum folgenden Ergebnis.

Satz 2.3. Der Operator R = R∗
0U bildet den Hilbertraum L2(∂Dn, dβ) in l2(Zn−1

+ , L2(R+))

ab und seine Restriktion

R |H2(Dn): H
2(Dn) → l2(Zn−1

+ , L2(R+))

ist ein isometrischer Isomorphismus.
Der adjungierte Operator

R∗ = U∗R0 : l
2(Zn−1

+ , L2(R+)) → L2(∂Dn, dβ)

ist eine lineare Isometrie mit ran R∗ = H2(Dn).
Insbesondere gilt

RR∗ = I : l2(Zn−1
+ , L2(R+)) → l2(Zn−1

+ , L2(R+))

und R∗R ist die orthogonale Projektion P von L2(∂Dn, dβ) auf H2(Dn).
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2.3. Nilpotenter Fall

Der erste Schritt verläuft genauso wie im quasi-parabolischen Fall. Wir stellen
L2(H) als Hilbertraum-Tensorprodukt

L2(H) ∼= L2(Cn−1)⊗ L2(R)

dar und betrachten den in (2.10) definierten unitären Operator U1 = I ⊗ F .
Somit ist der Bildraum H1 = U2(H

2(H)) der Abschluss in L2(Cn−1)⊗ L2(R)
des Vektorraumes derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen ψ, die
den Gleichungen (

∂

∂z̄k
+ λzk

)
ψ(z′, λ) = 0, k = 1, . . . , n− 1

genügen mit
supp ψ(z′, λ) ⊂ {(z′, λ) : z′ ∈ Cn−1, λ ∈ R+}.

Unter Verwendung des kartesischen Koordinatensystems z′ = (x′, y′) in Cn−1 =

Rn−1 × Rn−1 mit x′ = (x1, . . . , xn−1) und y′ = (y1, . . . , yn−1) ist

L2(H) ∼= L2(Rn−1)⊗ L2(Rn−1)⊗ L2(R).

Weiterhin betrachten wir den unitären Operator U2 = F(n−1) ⊗ I ⊗ I auf der
obigen Tensor Zerlegung, wobei F(n−1) = F ⊗ · · · ⊗ F die (n − 1)-dimensionale
Fouriertransformation bezüglich der ersten Variable x′ ist. Dann gilt

U2

[
1

2

(
∂

∂xk
+ i

∂

∂yk

)
+ λ(xk + iyk)

]
U−1
2 =

i

2

(
ζk +

∂

∂yk

)
+ iλ

(
∂

∂ζk
+ yk

)
.

Der Bildraum H2 = U1(H1) ist der Abschluss in L2(Rn−1) ⊗ L2(Rn−1) ⊗ L2(R)
des Vektorraumes derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen ϕ, die
den Gleichungen[

i

2

(
ζk +

∂

∂yk

)
+ iλ

(
∂

∂ζk
+ yk)

)]
ϕ(ζ ′, y′, λ) = 0, k = 1, . . . , n− 1

genügen mit

supp ϕ(ζ ′, y′, λ) ⊂ {(ζ ′, y′, λ) : ζ ′, y′ ∈ Rn−1, λ ∈ R+}.

Die Einführung der Variablensubstitution

uk =
1

2
√
λ
ζk −

√
λyk, vk =

1

2
√
λ
ζk +

√
λyk, k = 1, . . . , n− 1

oder

ζk =
√
λ(uk + vk), yk =

1

2
√
λ
(−uk + vk) k = 1, . . . , n− 1

und des unitären Operators

U3 : L
2(Rn−1)⊗ L2(Rn−1)⊗ L2(R) → L2(Rn−1)⊗ L2(Rn−1)⊗ L2(R)

durch die Formel

U3ϕ(ζ
′, y′, λ) = ϕ

(√
λ(u′ + v′),

1

2
√
λ
(−u′ + v′), λ

)
,
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wobei u′ = (u1, . . . , un−1) und v′ = (v1, . . . , vn−1), führt zu

U3

{
i

[
1

2

(
ζk +

∂

∂yk

)
+ λ

(
∂

∂ζk
+ yk

)]}
U−1
3 = i

√
λ

(
∂

∂vk
+ vk

)
.

Somit ist der Bildraum H3 = U3(H2) der Abschluss in L2(Rn−1) ⊗ L2(Rn−1) ⊗
L2(R) derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen ϕ̃, die den Glei-
chungen

(2.15)
(

∂

∂vk
+ vk

)
ϕ̃(u′, v′, λ) = 0, k = 1, . . . , n− 1

genügen mit

supp ϕ̃(u′, v′, λ) ⊂ {(u′, v′, λ) : (u′, v′) ∈ Rn−1 × Rn−1, λ ∈ R+}.

Die Gleichungen (2.15) besitzen eine allgemeine Lösung der Form

ϕ̃(u′, v′, λ) = π−
n−1
4 e−

|v′|2
2 $(u′, λ)χR+(λ),

wobei $ ∈ L2(Rn−1 × R). Ferner gilt

‖ϕ̃‖2L2(Rn−1)⊗L2(Rn−1)⊗L2(R) =

∫
R2(n−1)×R

π−
n−1
2 e−|v′|2 |$(u′, λ)|2χR+(λ)du

′dv′dλ

= π−
n−1
2

∫
Rn−1

e−|v′|2dv′
∫
Rn−1×R+

|$(u′, λ)|2du′dλ

= ‖$(u′, λ)‖2L2(Rn−1×R+).

In Bezug auf das Schema in Kapitel 1.2 ergibt sich

L2(X,µ) = L2(Rn−1)⊗ L2(R),

L2(X1, µ) = L2(Rn−1)⊗ L2(R+),

L2(Y, η) = L2(Rn−1).

Der unitäre Operator U ist wie folgt definiert

U = U3 ◦ U2 ◦ U1 ◦ U0 : L
2(∂Dn, dβ) → L2(Rn−1)⊗ L2(Rn−1)⊗ L2(R),

wobei U0 durch (1.12) gegeben ist und die Funktion g0 sich darstellen lässt als

g0(v
′) = π−

n−1
4 e−

|v′|2
2 , v′ ∈ Rn−1.

Wir fassen zusammen und erhalten das folgende Lemma.

Lemma 2.4. Der unitäre Operator U bildet den Hardyraum H2(Dn) auf H3 =

g0L
2(Rn−1×R+) ab, welcher der Abschluss in L2(Rn−1)⊗L2(Rn−1)⊗L2(R) des

Vektorraumes derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen ϕ ist, wobei
ϕ sich als

ϕ(u′, v′, λ) = g0(v
′)$(u′, λ)

darstellen lässt mit $ ∈ L2(Rn−1 × R+).

Schließlich führen wir die isometrische Einbettung

R0 : L
2(Rn−1 × R+) → L2(Rn−1)⊗ L2(Rn−1)⊗ L2(R)

durch die Formel

R0 : $(u′, λ) 7→ π−
n−1
4 e−

|v′|2
2 χR+(λ)$(u′, λ),
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ein, wobei die Funktion $(u′, λ) für jedes u′ ∈ Rn−1 zu Null fortgesetzt wird für
λ ∈ R\R+.

Der adjungierte Operator

R∗
0 : L2(Rn−1)⊗ L2(Rn−1)⊗ L2(R) → L2(Rn−1 × R+)

ist gegeben durch

R∗
0 : ϕ(u′, v′, λ) 7→ π−

n−1
4

∫
Rn−1

e−
|v′|2
2 ϕ(u′, v′, λ)dv′.

Es gilt
R∗

0R0 = I : L2(Rn−1 × R+) → L2(Rn−1 × R+)

und R0R
∗
0 ist die orthogonale Projektion von L2(Rn−1) ⊗ L2(Rn−1) ⊗ L2(R) auf

H3.
Wir erhalten das folgende Ergebnis.

Satz 2.5. Der Operator R = R∗
0U bildet den Hilbertraum L2(∂Dn, dβ) in L2(Rn−1×

R+) ab und seine Restriktion

R |H2(Dn): H
2(Dn) → L2(Rn−1 × R+)

ist ein isometrischer Isomorphismus.
Der adjungierte Operator

R∗ = U∗R0 : L
2(Rn−1 × R+) → L2(∂Dn, dβ)

ist eine lineare Isometrie mit ran R∗ = H2(Dn).
Insbesondere gilt

RR∗ = I : L2(Rn−1 × R+) → L2(Rn−1 × R+)

und R∗R ist die orthogonale Projektion P von L2(∂Dn, dβ) auf H2(Dn).

2.4. Quasi-nilpotenter Fall

Dieser Fall ist für n > 2 eine Zusammensetzung aus dem quasi-parabolischen
und dem nilpotenten Fall.

Sei k ganzzahlig mit 1 ≤ k ≤ n − 2. Die Punkte von ∂Dn schreiben wir als
z = (z′′, w′, zn), z′′ ∈ Ck, w′ ∈ Cn−k−1 und zn ∈ C und die Punkte von H als
(z′′, w′, x), x ∈ R. Gemäß dieser Notation ist L2(H) isometrisch isomorph zu

L2(Ck)⊗ L2(Cn−k−1)⊗ L2(R).

Analog zu den beiden vorherigen Fällen ergibt sich unter der Betrachtung des uni-
tären Operators U1 = I⊗I⊗F , dass der Bildraum H1 = U1(H

2(H)) der Abschluss
in L2(Ck)⊗L2(Ck−n−1)⊗L2(R) ist, des Vektorraumes derjenigen hinreichend oft
differenzierbaren Funktionen ψ, die den Gleichungen(

∂

∂z̄j
+ λzj

)
ψ(z′′, w′, λ) = 0, j = 1, . . . , k,(

∂

∂w̄l
+ λwl

)
ψ(z′′, w′, λ) = 0, l = 1, . . . , n− k − 1

genügen mit

supp ψ(z′′, w′, λ) ⊂ {(z′′, w′, λ) : z′′ ∈ Ck, w′ ∈ Ck−n−1, λ ∈ R+}.
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Durch Übergang zu Polarkoordinaten in Ck und zu kartesischen Koordinaten
Cn−k−1 schreiben wir zj = rjtj mit rj ∈ R+ und tj ∈ T, j = 1, . . . , k, bzw.
wl = xl + iyl, l = 1, . . . , n− k − 1, mit x′, y′ ∈ Rn−k−1.

Der Raum L2(H) ist isometrisch isomorph zu

L2(Rk+, r′′dr′′)⊗ L2(Tk)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R).

Weiterhin betrachten wir den unitären Operator U2 = I ⊗Fk ⊗ F(n−k−1) ⊗ I ⊗ I

von L2(H) nach

L2(Rk+, r′′dr′′)⊗ l2(Zk)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R),

wobei Fk = F ⊗ · · · ⊗ F die k-dimensionale diskrete Fouriertransformation und
Fn−k−1 = F ⊗ · · · ⊗ F die n− k − 1-dimensionale Fouriertransformation ist.

Nach den Ergebnissen aus Abschnitt 2.2 und 2.3 ist der Bildraum H2 =

U1(H1) der Abschluss in

L2(Rk+, r′′dr′′)⊗ l2(Zk)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R)

des Vektorraumes derjenigen Folgen {dp′′(r′′, ξ′, y′, λ)}p′′∈Zk
+

von C1-Funktionen,
wobei die Funktionen

dp′′(r
′′, ξ′, y′, λ) =

(
2k−1(2λ)|p

′′|+k

p′′!

) 1
2

r′′p
′′
e−λ|r

′′|2 d̃p′′(ξ
′, y′, λ)

mit (ξ′, y′, λ) ∈ Rn−k−1 ×Rn−k−1 ×R+ im Raum L2(Rk+, r′′dr′′)⊗L2(Rn−k−1)⊗
L2(Rn−k−1) ⊗ L2(R) liegen. Darüber hinaus müssen die Funktionen d̃p′′(ξ

′, y′, λ)

die Gleichungen

i

[
1

2

(
ξl +

∂

∂yl

)
+ λ

(
∂

∂ξl
+ yl

)]
d̃p′′(ξ

′, y′, λ) = 0

für l = 1, . . . , n− k − 1 erfüllen.
Wir führen folgende Variablensubstitution

ul =
1

2
√
λ
ζl −

√
λyl, vl =

1

2
√
λ
ζl +

√
λyl, l = 1, . . . , n− k − 1

oder

ζl =
√
λ(ul + vl), yl =

1

2
√
λ
(−ul + vl) l = 1, . . . , n− k − 1

ein und definieren den unitären Operator

U3 : l
2(Zk,L2(Rk+, r′′dr′′))⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R) →

l2(Zk, L2(Rk+, r′′dr′′))⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R)

durch die Formel

U3 : {dp′′(r′′, ξ′, y′, λ)}p′′∈Zk 7→
{
dp′′

(
r′′,

√
λ(u′ + v′),

1

2
√
λ
(−u′ + v′), λ

)}
p′′∈Zk

,

wobei u′ = (u1, . . . , un−k−1) und v′ = (v1, . . . , vn−k−1).
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Zusammen mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2.2 und 2.3 ergibt sich für das
Schema in Kapitel 1.2

L2(X,µ) = l2(Zk)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R),

L2(X1, µ) = l2(Zk+)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R+),

L2(Y, η) = L2(Rk+, r′′dr′′)⊗ L2(Rn−k−1).

Der unitäre Operator U ist wie folgt definiert

U = U3 ◦ U2 ◦ U1◦U0 : L
2(∂Dn, dβ) →

l2(Zk, L2(Rk+, r′′dr′′))⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R)

und die Funktion g0 ist gegeben durch

g0(p
′′, r′′, v′, λ) = π−

n−k−1
4

(
2k

(2λ)|p
′′|+k

p′′!

) 1
2

r′′p
′′
e−λ|r

′′|2− |v′|2
2 ,

wobei (p′′, r′′, v′, λ) ∈ Zk+ × Rk+ × Rn−k−1 × R+. Es gilt

‖g0‖2 =π−
n−k−1

2

∫
Rk
+×Rn−k−1

2k(2λ)|p
′′|+k

p′′!
r′′2p

′′
e−2λ|r′′|2−|v′|2r′′dr′′dv′

=π−
n−k−1

2

∫
Rn−k−1

e−|v′|2dv′
2k(2λ)|p

′′|+k

p′′!

∫
Rk
+

r′′2p
′′
e−λ|r

′′|2r′′dr′′.

Da jedes Integral mit dem entsprechenden Vorfaktor eins ergibt, folgt

‖g0(p′′, ., ., λ)‖2L2(Rk
+,r

′′dr′′)⊗L2(Rn−k−1)
= 1.

Lemma 2.6. Der unitäre Operator U bildet den Hardyraum H2(Dn) auf H3 =

g0l
2(Zk+, L2(Rn−k−1 × R+)) ab, welcher der Abschluss in

l2(Zk, L2(Rk+, r′′dr′′))⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R)

des Vektorraumes derjenigen Folgen {dp′′(r′′, u′, v′, λ)}p′′∈Zk
+

von C1-Funktionen
ist, wobei die Funktionen dp′′(r

′′, u′, v′, λ), p′′ ∈ Zk+, sich als

dp′′(r
′′, u′, v′, λ) = π−

n−k−1
4

(
2k

(2λ)|p
′′|+k

p′′!

) 1
2

r′′p
′′
e−λ|r

′′|2− |v′|2
2 cp′′(u

′, λ)

darstellen lassen mit cp′′ ∈ L2(Rn−k−1 × R+). Ferner gilt

‖{dp′′}p′′∈Zk
+
‖ = ‖{cp′′}p′′∈Zk

+
‖l2(Zk

+,L
2(Rn−k−1×R+)).

Schließlich setzen wir

κk(p′′, λ) := π−
n−k−1

4

(
2k

(2λ)|p
′′|+k

p′′!

) 1
2

und führen die isometrische Einbettung

R0 : l
2(Zk+,L2(Rn−k−1 × R+)) →

l2(Zk, L2(Rk+, r′′dr′′))⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R)
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durch die Formel

R0 : {cp′′(u′, λ)}p′′∈Zk
+
7→{
κk(p′′, λ)χZk

+
(p′′)χR+(λ)r

′′p′′e−λ|r
′′|2− |v′|2

2 cp′′(u
′, λ)

}
p′′∈Zk

ein, wobei die Funktion cp′′(u′, λ) für jedes u′ ∈ Rn−k−1 und jedes p′′ ∈ Zk zu Null
fortgesetzt wird für λ ∈ R\R+.

Der adjungierte Operator

R∗
0 : l2(Zk, L2(Rk+, r′′dr′′))⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R) →

l2(Zk+, L2(Rn−k−1 × R+))

ist gegeben durch

R∗
0 : {dp′′(r′′, u′, v′, λ)}p′′∈Zk 7→{

κk(p′′, λ)
∫
Rk
+×Rn−k−1

r′′p
′′
e−λ|r

′′|2− |v′|2
2 dp′′(r

′′, u′, v′, λ)r′′dr′′dv′

}
p′′∈Zk

+

.

Es gilt

R∗
0R0 = I : l2(Zk+, L2(Rn−k−1 × R+)) → l2(Zk+, L2(Rn−k−1 × R+))

und R0R
∗
0 ist die orthogonale Projektion Q von

l2(Zk, L2(Rk+, r′′dr′′))⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(Rn−k−1)⊗ L2(R)

auf H3.
Zusammengefasst ergibt sich der folgende Satz.

Satz 2.7. Der Operator R = R∗
0U bildet den Hilbertraum L2(∂Dn, dβ) in l2(Zk+, L2(Rn−k−1×

R+)) ab und seine Restriktion

R |H2(Dn): H
2(Dn) → l2(Zk+, L2(Rn−k−1 × R+))

ist ein isometrischer Isomorphismus.
Der adjungierte Operator

R∗ = U∗R0 : l
2(Zk+, L2(Rn−k−1 × R+)) → L2(∂Dn, dβ)

ist eine lineare Isometrie mit ran R∗ = H2(Dn).
Ferner gilt

RR∗ = I : l2(Zk+, L2(Rn−k−1 × R+)) → l2(Zk+, L2(Rn−k−1 × R+))

und R∗R ist die orthogonale Projektion P von L2(∂Dn, dβ) auf H2(Dn).

2.5. Quasi-hyperbolischer Fall

Die “nicht-isotrope” obere Halbsphäre von H ist definiert durch

Σ = {(z′, x) ∈ Cn−1 × R : |z′|2 + |x| = 1}.

Die Punkte von Σ nehmen folgende Parametrisierung

zk = sktk, sk ∈ [0, 1), tk ∈ T, k = 1, . . . , n− 1

x = ερ, ρ ∈ [0, 1] und ε ∈ {−1, 1} ,
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an, so dass

|z′|2 + |x| =
n−1∑
k=1

s2k + ρ = 1,

welche wiederum folgende Darstellung der Punkte (z′, x) ∈ H induziert

zk =
√
rsktk, k = 1, . . . , n− 1 x = εrρ,

mit r ∈ R+ und |z′|2 + |x| = r. Dies schreiben wir in der Form

zk =
√

|r|sktk, k = 1, . . . , n− 1 x = rρ

für r ∈ R mit |z′|2 + |x| = |r|.
Wir beachten, dass r = 0 genau dann ist, wenn (z′, x) = (0′, 0).
Wir stellen H als

H = ι(Bn−1)× Tn−1 × R

dar, wobei

ι(Bn−1) =

{
s′ = (s1, . . . , sn−1) ∈ Rn−1

+ : |s′|2 =
n−1∑
k=1

s2k < 1

}
und

Tn−1 = T× . . .× T,

und führen in H das neue Koordinatensystem (s′, t′, r) ein mit

(2.16) sk =
|zk|√

|z′|2 + |x|
, tk =

zk
|zk|

, |r| = |z′|2 + |x|,

oder
zk =

√
|r|sktk, k = 1, . . . , n− 1 x = r(1− |s′|2), r ∈ R.

Für eine messbare Funktion f : Dn → C betrachten wir das Integral

I(f) :=

∫
H
f(z′, x+ i|z′|2)dλ2n−1(z

′, x)

und führen die Polarkoordinaten (2.16) ein.
Zunächst setzen wir{

zk = lke
iψk , lk ∈ R+, ψk ∈ (0, 2π], k = 1, . . . , n− 1

x = ρ ρ ∈ R,

so dass |z′|2 + |x| =
∑n−1

k=1 l
2
k + |ρ| = 1 ist und erhalten

I(f) =

∫ ∞

0
l1 . . .

∫ ∞

0
ln−1

∫ ∞

−∞

∫ 2π

0
. . .

∫ 2π

0

f(leiψ, ρ+ i|l′|2)dψ1 . . . dψn−1dρdl1 . . . dln−1.

Weiter führen wir die Variablensubstitution durch{
lk =

√
|r|sk, sk ∈ [0, 1), k = 1, . . . , n− 1

ρ = r(1− |s′|2), r ∈ R.

Die Jakobi-Matrix ist
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J =



∂l1
∂r

∂l1
∂s1

· · · ∂l1
∂sn−1

...
...

∂ln−1

∂r
· · · ∂ln−1

∂sn−1
∂ρ

∂r

∂ρ

∂s1
. . .

∂ρ

∂sn−1


und damit gilt

|J | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



s1

2
√

|r|
√

|r| 0 . . . 0

... 0
...

sn−2

2
√

|r|
0 . . .

√
|r| 0

sn−1

2
√

|r|
0 . . . 0

√
|r|

(1− |s|2) −2s1r . . . −2sn−1r



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |r|

n−1
2 .

Daraus folgt

I(f) =

∫ ∞

−∞
|r|n−1

∫ 1

0
s1 . . .

∫ 1

0
sn−1

∫ 2π

0
. . .

∫ 2π

0

f
(√

|r|s′eiψ′
, r(1− |s′|2) + i|r||s′|2

)
dψ1 . . . dψn−1ds1 . . . dsn−1dr.

Unter der Variablensubstitution (2.16) ist

dλ2n−1(z
′, x) = |r|n−1dr

n−1∏
k=1

skdsk

n−1∏
k=1

dtk
itk

.

Der Raum L2(H) ist isomorph zu

L2(ι(Bn−1), s
′ds′)⊗ L2(Tn−1)⊗ L2(R, |r|n−1dr),

wobei

s′ds′ =

n−1∏
k=1

skdsk und L2(Tn−1) =

n−1⊗
k=1

L2

(
T,
dtk
itk

)
.

Sei nun f ∈ L2(H) mit f(z′, x) = g(s′, t′, r) und setzen wir abkürzend

L2(∆) := L2(ι(Bn−1), s
′ds′)⊗ L2(Tn−1)⊗ L2(R+, r

n−1dr).

Außerdem wird folgende Identifikation benötigt

L2(ι(Bn−1), s
′ds′)⊗ L2(Tn−1)⊗ L2(R, |r|n−1dr) → L2(∆)⊕ L2(∆),

g 7→ (g1, g2)(2.17)

mit

g1(s
′, t′, r) = g(s′, t′, r), falls r > 0,

g2(s
′, t′, r) = g(s′, t′,−r), falls r > 0.

Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

(g1, g2) 7→ g,
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mit

g(s′, t′, r) =

{
g1(s

′, t′, r), falls r > 0,

g2(s
′, t′,−r) falls r < 0.

Wir drücken die Gleichungen (1.13) im neuen Koordinatensystem (s′, t′, r) aus.
• Falls r > 0, ist(
∂

∂z̄k
− i

∂

∂x
zk

)
g1(s

′, t′, r) =
tk
2

(
2
√
rsk

∂g1
∂r

− 1

2

n−1∑
l=1

∂g1
∂sl

2slsk√
r

+
1√
r

∂g1
∂sl

− tk√
rsk

∂g1
∂tk

)
−i

√
rsktk

(
∂g1
∂r

− 1

2

n−1∑
l=1

sl
r

∂g1
∂sl

)

=
tk√
rsk

{
s2k

(
r
∂g1
∂r

− 1

2

n−1∑
l=1

sl
∂g1
∂sl

)
+
sk
2

∂g1
∂sk

− tk
2

∂g1
∂tk

− is2k

(
r
∂g1
∂r

− 1

2

n−1∑
l=1

sl
∂g1
∂sl

)}
• Falls r < 0, schreiben wir r̃ = −r > 0 und erhalten(
∂

∂z̄k
− i

∂

∂x
zk

)
g2(s

′, t′, r̃) =
tk√
r̃sk

{
s2k

(
r̃
∂g2
∂r̃

− 1

2

n−1∑
l=1

sl
∂g2
∂sl

)
+
sk
2

∂g2
∂sk

− tk
2

∂g2
∂tk

+ is2k

(
r̃
∂g2
∂r̃

− 1

2

n−1∑
l=1

sl
∂g2
∂sl

)}
für k = 1, . . . , n− 1.

Im folgenden Lemma fassen wir die obigen Ergebnisse zusammen.

Lemma 2.8. Der Raum H2(H) ist der Abschluss in L2(H) des Vektorraumes
aller oft hinreichend differenzierbaren Funktionen g, deren Funktionspaare (g1, g2)

folgenden Gleichungen genügen

(2.18) (1− i)s2k

(
r
∂g1
∂r

− 1

2

n−1∑
l=1

sl
∂g1
∂sl

)
+
sk
2

∂g1
∂sk

− tk
2

∂g1
∂tk

= 0

und

(2.19) (1 + i)s2k

(
r̃
∂g2
∂r̃

− 1

2

n−1∑
l=1

sl
∂g2
∂sl

)
+
sk
2

∂g2
∂sk

− tk
2

∂g2
∂tk

= 0

für k = 1, . . . , n − 1, wobei g1 ∈ L2(ι(Bn−1), s
′ds′) ⊗ L2(Tn−1) ⊗ L2(R+, r

n−1dr)

und g2 ∈ L2(ι(Bn−1), s
′ds′)⊗ L2(Tn−1)⊗ L2(R+, r̃

n−1dr̃).

Als Nächstes sei M : L2(R+, r
n−1dr) → L2(R) die Mellintransformation

(Mφ)(ξ) =
1√
2π

∫
R+

r−iξ+
n−2
2 φ(r)dr

mit dem Inversen M−1 : L2(R) → L2(R+, r
n−1dr)

(M−1ψ)(r) =
1√
2π

∫
R
riξ−

n
2 ψ(ξ)dξ.
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Wir setzen

L2
V (ι(Bn−1),Zn−1,R) := L2(ι(Bn−1), s

′ds′)⊗ l2(Zn−1)⊗ L2(R)

und führen den unitären Operator

U1 := V1⊕V2 : L2(∆)⊕L2(∆) → [L2
V (ι(Bn−1),Zn−1,R)]⊕ [L2

V (ι(Bn−1),Zn−1,R)]

ein, wobei
Vi = I ⊗F(n−1) ⊗M für i = 1, 2

und F(n−1) = F ⊗ . . .⊗F die (n−1)-dimensionale diskrete Fouriertransformation
(2.7) ist.

Der Bildraum H1 = U1(H
2(H)) ist der Abschluss in

[L2
V (ι(Bn−1),Zn−1,R)]⊕ [L2

V (ι(Bn−1),Zn−1,R)]

des Verkorraumes allen Paarfolgen

(dp′ = {dp′}p′∈Zn−1 , bq′ = {bq′}q′∈Zn−1)

von C1-Funktionen, so dass

(dp′ , bq′) ∈ [L2
V (ι(Bn−1),Zn−1,R)]⊕ [L2

V (ι(Bn−1),Zn−1,R)]

und dp′ = dp′(s
′, ξ), bq′ = bq′(s

′, ξ) folgende Gleichungen

(2.20) V1

[
(1− i)s2k

(
r
∂

∂r
− 1

2

n−1∑
l=1

sl
∂

∂sl

)
+
sk
2

∂

∂sk
− tk

2

∂

∂tk

]
V −1
1 dp′ = 0

bzw.

(2.21) V2

[
(1 + i)s2k

(
r̃
∂

∂r̃
− 1

2

n−1∑
l=1

sl
∂

∂sl

)
+
sk
2

∂

∂sk
− tk

2

∂

∂tk

]
V −1
2 bq′ = 0

für k = 1, . . . , n− 1 erfüllen.
Diese Gleichungen sind äquivalent zu

(2.22) (1− i)s2k

[
i
(
ξ + i

n

2

)
dp′ −

1

2

n−1∑
l=1

sl
∂dp′

∂sl

]
+
sk
2

∂dp′

∂sk
− pk

2
dp′ = 0

bzw.

(2.23) (1 + i)s2k

[
i
(
ξ + i

n

2

)
bq′ −

1

2

n−1∑
l=1

sl
∂bq′

∂sl

]
+
sk
2

∂bq′

∂sk
− qk

2
bq′ = 0.

Setze α = ξ + i
n

2
. Dann ist (2.22) äquivalent zu

(2.24)
[
(1− i)s2kα+ i

pk
2

]
dp′ − i

sk
2

∂dp′

∂sk
+ i

(1− i)

2
s2k

n−1∑
l=1

sl
∂dp′

∂sl
= 0.

Die letzte Gleichung summieren wir über alle k auf und erhalten[
(1− i)|s′|2α+ i

|p′|
2

]
dp′ +

i

2

[
(1− i)|s′|2 − 1

] n−1∑
l=1

sl
∂dp′

∂sl
= 0
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also
i

2

n−1∑
l=1

sl
∂dp′

∂sl
=

[(1− i)|s′|2 + i |p
′|
2 ]

[1− (1− i)|s′|2]
dp′ .

Diese Gleichung setzen wir in (2.24) ein und erhalten[
(1− i)s2kα+ i

pk
2

]
dp′ −

i

2
sk
∂dp′

∂sk
+ (1− i)s2k

[(1− i)|s′|2 + i |p
′|
2 ]

[1− (1− i)|s′|2]
dp′ = 0

d.h.

sk
∂dp′

∂sk
− pkdp′ + 2(1 + i)s2k

(
α+

[(1− i)|s′|2 + i |p
′|
2 ]

[1− (1− i)|s′|2]

)
dp′ = 0

d.h.

sk
∂dp′

∂sk
− pkdp′ + 2(1 + i)s2k

α+ i |p
′|
2

[1− (1− i)|s|2]
dp′ = 0

für alle k = 1, . . . , n− 1.
Schließlich sind die reduzierten Gleichungen

(2.25) sk
∂dp′

∂sk
− pkdp′ +

(
ξ + i

n+ |p′|
2

)
2(1 + i)s2k

1− (1− i)|s′|2
dp′ = 0

für k = 1, . . . , n− 1, wobei p′ = (p1, . . . , pn−1) und |p′| = p1 + · · ·+ pn−1.
Die allgemeine Lösung von (2.25) für k = 1, . . . , n− 1 ist gegeben durch

dp′(s, ξ) = c̃p′(ξ)s
′p′ [1− (1− i)|s′|2]−

n+|p′|
2

+iξ,

wobei c̃p′ ∈ L2(R). Da für jedes p′ die Funktion dp′ in L2(ι(Bn−1), s
′ds′)⊗ L2(R)

liegen soll, folgt dp′ ≡ 0 für alle p′ ∈ Zn−1\Zn−1
+ .

Ähnliche Rechnungen für die Gleichungen (2.23) liefern

(2.26) sk
∂bq′

∂sk
− qkbq′ +

(
ξ + i

n+ |q′|
2

)
2(1 + i)s2k

1− (1 + i)|s′|2
bq′ = 0

für k = 1, . . . , n− 1 und q′ = (q1, . . . , qn−1) ∈ Zn−1.
Die allgemeine Lösung von (2.26) für k = 1, . . . , n− 1 ist gegeben durch

bq′(s
′, ξ) = ĉq′(ξ)s

′q′ [1− (1 + i)|s′|2]−
n+|q′|

2
+iξ,

wobei ĉq′ ∈ L2(R). Da für jedes q′ ∈ Zn−1 die Funktion bq′ in L2(ι(Bn−1), s
′ds′)⊗

L2(R) liegen soll, folgt bq′ ≡ 0 für alle q′ ∈ Zn−1\Zn−1
+ .

Im Folgenden seien

(2.27) α−
p′(ξ) :=

(∫
ι(Bn−1)

s′2p
′
∣∣∣∣[1− (1− i)|s′|2]−

n+|p′|
2

+iξ

∣∣∣∣2 s′ds′
)− 1

2

und

(2.28) α+
p′(ξ) :=

(∫
ι(Bn−1)

s′2p
′
∣∣∣∣[1− (1 + i)|s′|2]−

n+|p′|
2

|+iξ
∣∣∣∣2 s′ds′

)− 1
2

.
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Mit c̃p′(ξ) = α−
p′(ξ)ċp′(ξ) und ĉp′(ξ) = α+

p′(ξ)c̈p′(ξ) für ċp′ und c̈p′ ∈ L2(R) ergibt
sich für p′ ∈ Zn−1

+

‖dp′‖2 =
∫
ι(Bn−1)×R

|dp′(s′, ξ)|2s′ds′dξ

=

∫
ι(Bn−1)×R

|c̃p′(ξ)|2s′2p
′
∣∣∣∣[(1− (1− i)|s′|2]−

n+|p′|
2

+iξ

∣∣∣∣2 s′ds′dξ.
Also ist

‖dp′‖2L2(ι(Bn−1),s′ds′)⊗L2(R) = ‖ċp′‖2L2(R).

Analog folgt
‖bp′‖2L2(ι(Bn−1),s′ds′)⊗L2(R) = ‖c̈p′‖2L2(R).

In Bezug auf das Schema in Kapitel 1.2 erhalten wir

L2(X,µ) = l2(Zn−1)⊗
(
L2(R)⊕ L2(R)

)
,

L2(X1, µ) = l2(Zn−1
+ )⊗

(
L2(R)⊕ L2(R)

)
,

L2(Y, η) = L2(ι(Bn−1), s
′ds′).

Der unitäre Operator U ist definiert durch

U = U1 ◦ U0 : L
2(∂Dn, dβ) →

L2
V (ι(Bn−1),Zn−1,R)⊕ L2

V (ι(Bn−1),Zn−1,R),

und die Paare von Funktionen-Folgen g0 = (g10, g
2
0), mit

gi0 = {gi0(p′, s′, ξ)}p′∈Zn−1
+

, i = 1, 2,

sind gegeben durch

g10(p
′, s′, ξ) = α−

p′(ξ)s
′p′ [1− (1− i)|s′|2]−

n+|p′|
2

+iξ

g20(p
′, s′, ξ) = α+

p′(ξ)s
′p′ [1− (1 + i)|s′|2]−

n+|p′|
2

+iξ

für p′ ∈ Zn−1
+ und (s′, ξ) ∈ ι(Bn−1)× R.

Zusammenfassend kommen wir zum folgenden Lemma.

Lemma 2.9. Der unitäre Operator U bildet den Hardyraum H2(Dn) auf den
Raum H1 = g10l

2(Zn−1
+ , L2(R))⊕ g20l

2(Zn−1
+ , L2(R)) ab, welcher der Abschluss in[

l2(Zn−1, L2(ι(Bn−1), s
′ds′))⊗ L2(R)

]
⊕
[
l2(Zn−1, L2(ι(Bn−1), s

′ds′))⊗ L2(R)
]

des Vektorraumes allen Paarfolgen(
{dp′(s′, ξ)}p′∈Zn−1

+
, {bp′(s′, ξ)}p′∈Zn−1

+

)
von C1-Funktionen, wobei die Funktionen dp′(s

′, ξ) und bp′(s′, ξ), p′ ∈ Zn−1
+ , sich

als
dp′(s

′, ξ) = ċp′(ξ)g
1
0(p

′, s′, ξ) bzw. bp′(s
′, ξ) = c̈p′(ξ)g

2
0(p

′, s′, ξ)

darstellen lassen mit ċp′,c̈p′ ∈ L2(R). Ferner gilt

‖dp′‖2L2(ι(Bn−1),s′ds′)⊗L2(R) = ‖ċp′‖2L2(R),

‖bp′‖2L2(ι(Bn−1),s′ds′)⊗L2(R) = ‖c̈p′‖2L2(R).
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Wir führen die isometrische Einbettung

R0 : l
2(Zn−1

+ , L2(R))⊕ l2(Zn−1
+ , L2(R)) →

L2
V (ι(Bn−1),Zn−1,R)⊕ L2

V (ι(Bn−1),Zn−1,R)

durch die Formel

R0 :

(
{ċp′(ξ)}p′∈Zn−1

+
,{c̈p′(ξ)}p′∈Zn−1

+

)
7→(

{ċp′(ξ)α−
p′ϑ

−
p′(s

′, ξ)}p′∈Zn−1 , {c̈p′(ξ)α+
p′ϑ

+
p′(s

′, ξ)}p′∈Zn−1

)
ein, wobei die Funktionen ϑ−p′(s

′, ξ) und ϑ+p′(s
′, ξ) gegeben sind durch

(2.29) ϑ−p′(s
′, ξ) = s′p

′
[1− (1− i)|s′|2]−

n+|p′|
2

+iξ

bzw.

(2.30) ϑ+p′(s
′, ξ) = s′p

′
[1− (1 + i)|s′|2]−

n+|p′|
2

+iξ.

Der adjungierte Operator

R∗
0 : L2

V (ι(Bn−1),Zn−1,R)⊕ L2
V (ι(Bn−1),Zn−1,R) →

l2(Zn−1
+ , L2(R))⊕ l2(Zn−1

+ , L2(R))

lässt sich darstellen als

R∗
0 :

(
{dp′(s′, ξ)}p′∈Zn−1 , {bp′(s′, ξ)}p′∈Zn−1

)
7→(
{ϕ̇p′(ξ)}p′∈Zn−1

+
, {ϕ̈p′(ξ)}p′∈Zn−1

+

)
,

wobei
ϕ̇p′(ξ) = α−

p′(ξ)

∫
ι(Bn−1)

ϑ−p′(s
′, ξ)dp′(s

′, ξ)s′ds′

ϕ̈p′(ξ) = α+
p′(ξ)

∫
ι(Bn−1)

ϑ+p′(s
′, ξ)bp′(s

′, ξ)s′ds′

Dann gilt

R∗
0R0 = I : l2(Zn−1

+ , L2(R))⊕ l2(Zn−1
+ , L2(R)) →

l2(Zn−1
+ , L2(R))⊕ l2(Zn−1

+ , L2(R))

und R0R
∗
0 ist die orthogonale Projektion Q von

L2
V (ι(Bn−1),Zn−1,R)⊕ L2

V (ι(Bn−1),Zn−1,R)

auf H1.
Zusammengefasst ergibt sich der folgende Satz.

Satz 2.10. Der Operator R = R∗
0U bildet den Hilbertraum L2(∂Dn, dβ) in l2(Zn−1

+ , L2(R))⊕
l2(Zn−1

+ , L2(R)) ab und seine Restriktion

R |H2(Dn): H
2(Dn) → l2(Zn−1

+ , L2(R))⊕ l2(Zn−1
+ , L2(R))

ist ein isometrischer Isomorphismus.
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Der adjungierte Operator

R∗ = U∗R0 : l
2(Zn−1

+ , L2(R))⊕ l2(Zn−1
+ , L2(R)) → L2(∂Dn, dβ)

ist eine lineare Isometrie mit ran R∗ = H2(Dn).
Insbesondere gilt

RR∗ = I : l2(Zn−1
+ , L2(R))⊕ l2(Zn−1

+ , L2(R)) →

l2(Zn−1
+ , L2(R))⊕ l2(Zn−1

+ , L2(R))

und R∗R ist die orthogonale Projektion P von L2(∂Dn, dβ) auf H2(Dn).



KAPITEL 3

Symbole mit Invarianzeigenschaften

In diesem Kapitel zeigen wir, dass es in jedem Fall der vorhergehenden fünf
Abschnitte eine Klasse von beschränkten messbaren Symbolen φ gibt, so dass die
entsprechenden Toeplitzoperatoren Tφ unitär äquivalent zu gewissen Diagonal-
operatoren RTφR∗ sind. Für eine Untergruppe G von Aut(Bn) sei AG die Menge
aller L∞(Sn, dσ)-Funktionen, die unter der G-Operation invariant sind. Insgesamt
lautet die zentrale Aussage wie folgt.

Satz 3.1. Für eine maximal kommutative Untergruppe G ist die C∗-Algebra, die
von den Toeplitzoperatoren mit Symbolen aus AG erzeugt wird, kommutativ auf
dem Hardyraum.

Am Ende dieses Kapitels werden wir eine weitere Familie von Symbolen ken-
nen lernen, die die elliptische Symbolklasse echt enthält und für die die entspre-
chenden Toeplitzoperatoren nicht normal sein müssen. Dieser Teil beruht auf einer
Bemerkung von Davie und Jewell [16]. Schließlich wird ein Beispiel angegeben,
welches eine universelle Dilatation im Sinne von Bercovici, Foiaş und Pearcy [8, 9]
ist.

3.1. Quasi-elliptischer Fall

Eine Funktion φ ∈ L∞(Sn, dσ) wird quasi-elliptisch genannt, falls gilt

(3.1) φ(ξ) = g(|ξ1|, . . . , |ξn−1|) für alle ξ ∈ Sn.

Satz 3.2. Sei φ ∈ L∞(Sn, dσ) eine quasi-elliptische Funktion der Gestalt (3.1).
Der Toeplitzoperator Tφ auf H2(Bn) ist unitär äquivalent zum Diagonaloperator
Diag(γg) = RTφR

∗ ∈ L(l2(Zn+)), wobei R und R∗ im Abschnitt 2.1 definiert sind.
Die Folge γg = {γg(p)}p∈Zn

+
ist gegeben durch

γg(p) =
2n−1(n− 1 + |p|)!

p!

∫
τ(Bn−1)

g(%′)%′2p
′
(1− |%′|2)pn

n−1∏
k=1

%kd%k

=
(n− 1 + |p|)!

p!

∫
∆(Bn−1)

g(
√
%′)%′p

′
(1− |%′|1)pn

n−1∏
k=1

d%k,

wobei p = (p′, pn) ∈ Zn+,
√
%′ = (

√
%1, . . . ,

√
%n−1) und

∆(Bn−1) = {%′ = (%1, . . . , %n−1) : |%′|1 = %1 + · · ·+ %n−1 ∈ [0, 1)}.

Beweis. Der Operator Tφ ist offensichtlich unitär äquivalent zu RTφR∗. We-
gen R∗R = C und RR∗ = I gilt

RTφR
∗ = RCφCR∗ = RφR∗

51
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und
Rg(%′)R∗ = R∗

0Ug(%
′)U−1R0 = R∗

0g(%
′)R0 =: T.

Für alle {cp}p∈Zn
+
∈ l2(Zn+) ergibt sich

T{cp}p∈Zn
+
= R∗

0

{
g(%′)αpcp%

′p′√(1− |%′|2)
pn
}
p∈Zn

+

=

{
(n− 1)!

2πn
αp

∫
τ(Bn−1)

%′2p
′
(1− |%′|2)png(%′)αpcp

n−1∏
k=1

%kd%k

}
p∈Zn

+

= {γg(p) · cp}p∈Zn
+
.

�

Die Funktionen ep(ξ) = cn,pξ
p, p ∈ Zn+, wobei

(3.2) cn,p :=

√
(n− 1 + |p|)!
p!(n− 1)!

,

bilden die kanonische Orthonormalbasis für H2(Bn). Das folgende Korollar wurde
erstmals von Davie und Jewell [16, Proposition 4.2] im Fall n = 2 bewiesen.

Korollar 3.3. Sei φ wie in Satz 3.2 gegeben. Dann ist Tφ ein diagonaler Operator
mit

Tφep = γg(p)ep, p ∈ Zn+.

Es sollte bemerkt werden, dass das obige Korollar auch anders gezeigt werden
könnte und zwar durch eine direkte elementare Rechnung, welche Davie und Jewell
auch im Fall n = 2 durchgeführt haben. Damit hätten wir uns die Analyse im
Abschnitt 2.1 ersparen können. Jedoch haben wir für die Vereinheitlichung des
Vorgehens den quasi-elliptischen Fall untersucht. Kurz erklärt, betrachten wir für
alle Multiindizes p, q ∈ Zn+ das Skalarprodukt

〈Tφep, eq〉 =
∫
Sn
φ(ξ)ep(ξ)eq(ξ)dσ(ξ)

und verwenden die Identität (2.2) und [41, Proposition 1.4.8].
Aus Korollar 3.3 folgt unmittelbar

σ(Tφ) = {γg(p) : p ∈ Zn+}.

Ist φ ∈ C(Sn), dann ist σe(Tφ) = φ(Sn) und somit ist das wesentliche Spektrum
zusammenhängend. Im Fall n = 1 sind σ(Tφ) und σe(Tφ) für jedes φ ∈ L∞(T)
immer zusammenhängend [19, Theorem 7.45 and Corollary 7.46]. Diese Aussage
trifft im Allgemeinen für n > 1 nicht zu, wie der Satz von Davie und Jewell zeigt.

Satz 3.4. [16, Theorem 4.3] Es gibt

(i) ein Symbol φ ∈ C(Sn) derart, dass σ(Tφ) nicht zusammenhängend ist,
und

(ii) ein Symbol φ ∈ L∞(Sn, dσ) derart, dass σe(Tφ) nicht zusammenhängend
ist.
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Beweis. Der Beweis dieses Satzes wurde im Fall n = 2 folgendermaßen ge-
führt. Sei φ(z1, z2) = g(|z1|) für alle (z1, z2) ∈ S2 mit g ∈ L∞[0, 1].

(i) Sei g(√%) = e2iπ%, % ∈ [0, 1]. Dann ist g stetig auf [0, 1] mit ran g = T.
Offenbar gilt für alle p1, p2 ∈ Z+, dass |γg(p1, p2)| = 1, und so ist die Menge
der Häufungspunkte von {γg(p1, p2) : p1, p2 ∈ Z+} die Einheitskreislinie. Da aber
γg(0, 0) = 0 ergibt, ist σ(Tφ) nicht zusammenhängend.

(ii) Sei g(√%) = %i = ei ln %. Dann ist ess-ran g = T und

γg(p1, p2) =
(p1 + p2 + 1)!

p1!p2!

∫ 1

0
%p1+i(1− %)p2d%

=
Γ(p1 + i+ 1)

p1!

(p1 + p2 + 1)!

Γ(p1 + p2 + i+ 2)
.

Für p1 sehr groß folgt nach der Stirling-Formel

Γ(p1 + i+ 1)

p1!
∼ pi1 = ei ln p1

und damit ist die Menge der Häufungspunkte von
Γ(p1 + i+ 1)

p1!
die Einheistkreis-

linie. Ist p1 ∈ Z+ fest, so gilt für p2 → ∞, dass die Menge der Häufungspunkte

von
(p1 + p2 + 1)!

Γ(p1 + p2 + i+ 2)
die Einheitskreislinie ist. Deshalb ist die Menge der Häu-

fungspunkte von {γg(p1, p2) : p2 ∈ Z+} der Kreis mit Mittelpunkt (0, 0) und
Radius

rp1 =

∣∣∣∣Γ(p1 + i+ 1)

p1!

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(p1 + i)(p1 − 1 + i) · · · iΓ(i)
p1(p1 − 1) · · · 1

∣∣∣∣ , p1 ∈ Z+

mit
lim
p1→∞

rp1 = 1.

Also ist limp1→∞ |γg(p1, .)| = 1. Folglich ist die Menge der Häufungspunkte von
{γg(p1, p2) : p1, p2 ∈ Z+} die Vereinigung von Kreisen mit Mittelpunkt (0, 0) und
Radius rp1 , p1 ∈ Z+, die zu der Einheitskreislinie häuft. Dies zeigt, dass σe(Tφ)
nicht zusammenhängend ist. �

Zum Schluss noch eine Beobachtung zum Spektrum. Falls φ ∈ L∞(Sn, dσ)

reellwertig ist, gilt

(3.3) σ(Tφ) ⊆ [ess inf φ, ess sup φ]

und es wird vermutet, dass hierbei die Gleichheit gilt. Siehe [16, S. 359].
Das folgende Beispiel mit ess-ran φ = {0, 1} und σe(Tφ) = σ(Tφ) = [0, 1]

stützt diese Vermutung.

Beispiel 3.5. Sei

φ(z1, z2) = χ[0,1/
√
2)(|z1|) für alle (z1, z2) ∈ S2.

Dann gilt
σe(Tφ) = σ(Tφ) = [0, 1].

Das Punktspektrum σp(Tφ) besteht aus rationalen Zahlen und liegt dicht in [0, 1].
1
2 ist ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit von Tφ.
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Für den Beweis benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.6. Sei m ∈ N beliebig.

(a) Für alle j ∈ N mit 0 ≤ j ≤ 2m gilt(
2m

j

)
≤
(
2m

m

)
≤ 1√

πm
· 22m · e

1
24m .

(b) Für alle j ∈ N mit 0 ≤ j ≤ 2m+ 1 gilt(
2m+ 1

j

)
≤
(
2m+ 1

m

)
≤ 1√

πm
· 22m+1 · e

1
12(2m+1) .

Beweis. Dies zeigt man durch direkte Rechnung mit Hilfe der Stirling-Formel.
�

Beweis. Mit g(%) = χ[
0, 1√

2

)(%), % ∈ [0, 1], erhalten wir für γg nach Satz 3.2

für alle p = (p1, p2) ∈ Z2
+

γg(p1, p2) =
(p1 + p2 + 1)!

p1!p2!

∫ 1/2

0
%p1(1− %)p2d%

= I1/2(p1 + 1, p2 + 1).(3.4)

Hierbei ist Ix(a, b) die normalisierte unvollständige Betafunktion mit

Ix(a, b) =
1

B(a, b)

∫ x

0
%a−1(1− %)b−1d%

für 0 ≤ x ≤ 1, Re a > 0, Re b > 0 und B die durch

B(a, b) :=

∫ 1

0
%a−1(1− %)b−1d% (Re a > 0,Re b > 0)

definierte Betafunktion [1, Sections 6.2, 6.3, 6.6 und 26.5].
Für diese gelten folgenden Beziehungen

(3.5) Ix(a, b) + I1−x(b, a) = 1,

(3.6) Ix(a, b) =
Γ(a+ b)

Γ(a+ 1)Γ(b)
xa(1− x)b + Ix(a+ 1, b).

Hiermit folgt für alle p1 = p2 = p ∈ Z+

(3.7) γg(p, p) =
1

2
.

Daher ist 1
2 ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit für Tφ. Aus der Integraldarstel-

lung in (3.4) erkennt man durch mehrfache partielle Integration, dass γg(p) ∈ Q
für alle p ∈ Z2

+ gilt.
Durch direkte Abschätzung in (3.4) folgt für alle p2 ∈ Z+

(3.8) lim
p1→∞

γg(p1, p2) = 0.

Mit (3.5) folgt hieraus für alle p1 ∈ Z+

lim
p2→∞

γg(p1, p2) = 1.



3.2. QUASI-PARABOLISCHER FALL 55

Aus (3.5) folgt mit (3.6) die Rekursionsformel

(3.9) γg(p1, p2) =
Γ(p1 + p2 + 2)

Γ(p1 + 2)Γ(p2 + 1)

(
1

2

)p1+p2+2

+ γg(p1 + 1, p2)

und hieraus mit Hilfe von (3.5)

(3.10) γg(p1, p2) = γg(p1, p2 + 1)− Γ(p1 + p2 + 2)

Γ(p2 + 2)Γ(p1 + 1)

(
1

2

)p1+p2+2

Also ist für festes p2 ∈ Z+ (bzw. p1 ∈ Z+) die Folge (γg(p1, p2))
∞
p1=0 (bzw.

(γg(p1, p2))
∞
p2=0) streng monoton fallend (bzw. wachsend).

Sei nun x ∈
(
0, 12
)

beliebig vorgegeben. Dann gibt es wegen (3.8) ein k0 ∈ N,
so dass für alle k ≥ k0 gilt

γg(k, 1) < x.

Wegen der streng Monotonieaussagen und (3.7) gibt es genau ein p2(k) ∈ N mit
p2(k) < k und

γg(k, p2(k)) ≤ x < γg(k, p2(k) + 1).

Mit (3.10) folgt

|x− γg(k, p2(k))| ≤ γg(k, p2(k) + 1)− γg(k, p2(k))|

≤
(
k + p2(k) + 1

p2(k) + 1

)(
1

2

)k+p2(k)+2

.

Unter Verwendung von Lemma 3.6 zeigt man, dass es eine konstante C > 0 gibt
mit

|x− γg(k, p2(k))| ≤
C√
k
→ 0 für k → ∞.

Es folgt [
0,

1

2

]
⊂
{
γg(p) : p ∈ Z2

+

}
.

Mit Hilfe von (3.5) erhält man ebenfalls[
1

2
, 1

]
⊂
{
γg(p) : p ∈ Z2

+

}
.

Damit folgt

σe(Tφ) = σ(Tφ) = σp(Tφ) = [0, 1].

�

3.2. Quasi-parabolischer Fall

Eine Funktion φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) wird quasi-parabolisch genannt, falls gilt

φ(z) = φ(|z1|, . . . , |zn−1|, i|z′|2)
= a(|z1|, . . . , |zn−1|) für alle z ∈ ∂Dn.(3.11)
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Satz 3.7. Sei φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) von der Gestalt (3.11). Dann ist der Toeplitz-
operator Tφ auf H2(Dn) unitär äquivalent zum Diagonaloperator Diag(Mγa) =

RTφR
∗ ∈ L(l2(Zn−1

+ , L2(R+))), wobei R und R∗ im Abschnitt 2.2 definiert sind.
Die Folge γa = {γa(p′, λ)}p′∈Zn−1

+
, λ ∈ R+, lässt sich darstellen als

γa(p
′, λ) =

(2λ)|p
′|+n−1

p′!

∫
Rn−1
+

a(
√
r′)r′p

′
e−2λ|r′|1dr′,

wobei
√
r′ = (

√
r1, . . . ,

√
rn−1) und |r′|1 = r1 + · · ·+ rn−1.

Beweis. Der Beweis verläuft analog zum Beweis von [37, Theorem 10.2]. Der
Operator Tφ ist offensichtlich unitär äquivalent zu RTφR

∗. Wegen R∗R = P und
RR∗ = I folgt

RTφR
∗ = RPφPR∗ = R(R∗R)φ(R∗R)R∗ = RφR∗.

Somit ergibt sich

Ra(r′)R∗ = R∗
0U2U1U0a(r

′)U−1
0 U−1

1 U−1
2 R0

= R∗
0a(r

′)R0 =: T.

Sei {cp′(.)}p′∈Zn−1
+

∈ l2(Zn−1
+ , L2(R+)). Dann mit c := {cp′(λ)}p′∈Zn−1

+
folgt

Tc = R∗
0

a(r′)χR+(λ)

(
2n−1(2λ)|p

′|+n−1

p′!

) 1
2

r′p
′
e−λ|r

′|2cp′(λ)


p′∈Zn−1

+

=

{
2n−1(2λ)|p

′|+n−1

p′!

∫
Rn−1
+

a(r′)r′2p
′
e−2λ|r′|2cp′(λ)r

′dr′

}
p′∈Zn−1

+

und durch eine Variablensubstitution ist die Behauptung gezeigt. �

Korollar 3.8. Sei die Voraussetzung des obigen Satzes erfüllt. Dann folgt

σe(Tφ) = σ(Tφ) = ∪p′∈Zn−1
+

ran γa(p′, .).

Beweis. Sei z ∈ σ(Tφ)\σe(Tφ). Da Tφ ein normaler Operator ist, ist z ein
isolierter Punkt von σ(Tφ) und somit ein Eigenwert von Tφ von endlicher Viel-
fachheit [32, Proposition 10]. Da für festes p′ ∈ Zn−1

+ die Funktion γa(p
′, .) eine

stetige Funktion aus L2(R+) ist, kann der Multiplikationsoperator Mγa(p′,.) keine
Eigenwerte endlicher Vielfachheit besitzen. Daher gilt σe(Tφ) = σ(Tφ). �

Für die Veranschaulichung betrachten wir einige Beispiele. Aus Vereinfachungs-
gründen schränken wir uns auf den Fall n = 2 ein.

Beispiel 3.9. Sei

φ(z1, z2) = a(|z1|), (z1, z2) ∈ ∂D2 mit a(
√
r) = χ[0,1)(r), r ∈ R+.
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Dann gilt

γa(p, λ) =
(2λ)p+1

p!

∫ ∞

0
a(
√
r)rpe−2λrdr

=
(2λ)p+1

p!

[
p!

(2λ)p+1
−

p∑
k=0

p!

(p− k)!

e−2λ

(2λ)k+1

]

= 1− e−2λ
p∑
j=0

(2λ)j

j!
.

Für festes p ∈ Z+ ergibt sich also

lim
λ→0

γa(p, λ) = 0, lim
λ→∞

γa(p, λ) = 1.

Da für festes p ∈ Z+ die Funktion γa(p, .) stetig in λ ∈ R+ ist, nimmt γa(p, .)
nach dem Zwischenwertsatz jeden Wert zwischen 0 und 1 an.

Ferner gilt für festes λ ∈ R+

lim
p→0

γa(p, λ) = 1, lim
p→∞

γa(p, λ) = 0

und somit folgt
σ(Tφ) = ∪p∈Z+ran γa(p, .) = [0, 1].

Beispiel 3.10. Sei

φ(z) = a(|z1|), z ∈ ∂D2 mit a(
√
r) = e2ir, r ∈ R+.

Die Funktion a ist stetig im Punkt r = 0 und hat eine Unstetigkeitsstelle in ∞
mit ess-ran a = T. Weiterhin gilt

γa(p, λ) =
(2λ)p+1

p!

∫ ∞

0
e−2(λ−i)rdr

=
λp+1

(λ− i)p+1

1

p!

∫ ∞

0
e−sspds

=

(
λ

λ− i

)p+1

=

(
λ2

λ2 + 1

) p+1
2

e
i(p+1) arctan

(
1

λ

)
.

Offensichtlich gilt für festes p ∈ Z+

lim
λ→∞

γa(p, λ) = 1 und lim
λ→0

γa(p, λ) = 0.

Speziell für λ =
√
p, p ∈ Z+ ergibt sich

lim
p→∞

|γa(p, λ)| = e−1/2 < 1.

Für festes p ist das Bild von γa(p, .) also eine Spirale, die vom Punkt z = 0 startet
und gegen den Punkt z = 1 strebt für λ → ∞. Diese Spirale verläuft innerhalb
der Kreisscheibe, und bei wachsendem p wird die Spirale länger und dichter. Siehe
Abbildung 3.1.
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Nun zeigen wir, dass die Menge R :=

{(
λ

λ− i

)p+1

: λ > 0, p ∈ Z+

}
dicht in

D liegt. Mit der Variablensubstitution θ := arctan

(
1

λ

)
gilt

R =
{
(cos θ)p+1ei(p+1)θ : 0 < θ <

π

2
, p ∈ Z+

}
.

Sei z = reiϕ ∈ D beliebig mit 0 < r < 1 und 0 ≤ ϕ < 2π, und sei ε > 0 beliebig.
Wegen limp→∞ r

1
p+1 = 1 können wir p0 ∈ Z+ so wählen, dass für alle p ≥ p0 und

θp := arccos r
1

1+p gilt

0 < θp < θp +
2π

p+ 1
<

ε

2π
.

Sei p ≥ p0 beliebig. Zu ϕ existiert ein θ∗ ∈
[
θp, θp +

2π

p+ 1

]
mit

(p+ 1)θ∗ ≡ ϕ mod 2π.

Dann folgt ∣∣∣z − (cos θ∗)
p+1ei(p+1)θ∗

∣∣∣ = ∣∣(cos θp)p+1 − (cos θ∗)
p+1
∣∣

= |θp − θ∗| (p+ 1)(cos ξ)p sin(ξ)

<
2π

p+ 1
(p+ 1)ξ

für ein ξ mit 0 < θp < ξ < θ∗ < θp +
2π

p+ 1
<

ε

2π
. Also gilt∣∣∣z − (cos θ∗)

p+1ei(p+1)θ∗
∣∣∣ < ε.

Folglich ist
σe(Tφ) = σ(Tφ) = D.

Wie im quasi-elliptischen Fall zeigen wir, dass σe(Tφ) für φ ∈ L∞(∂Dn, dβ)

von der Gestalt (3.11) nicht immer zusammenhängend ist.

Beispiel 3.11. Sei

φ(z1, z2) = a(|z1|), (z1, z2) ∈ ∂D2 mit a(
√
r) = ri = ei ln r, r ∈ R+.

Dann ist ess-ran φ = T und es gilt

γa(p, λ) =
(2λ)p+1

p!

∫ ∞

0
rp+ie−2λrdr

=
1

(2λ)2ip!

∫ ∞

0
tp+ie−tdt

=
1

(2λ)2i
Γ(p+ i+ 1)

p!
.

Für p→ ∞ folgt aus der Stirling-Formel
Γ(p+ i+ 1)

p!
∼ pi.
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Abbildung 3.1. Funktion γa(p, λ) für p = 0, p = 10, p = 100

und p = 1000.

Daher ist die Menge der Häufungspunkte von
Γ(p+ i+ 1)

p!
die Einheitskreislinie

T. Für festes p ∈ Z+ ist das Bild von γa(p, .) der Kreis mit Mittelpunkt (0, 0) und

Radius
∣∣∣∣Γ(p+ i+ 1)

p!

∣∣∣∣. Somit ist die Menge der Häufungspunkte von {γa(p, λ) :

p ∈ Z+, λ ∈ R+} die Vereinigung von Kreisen Tp mit Mittelpunkt (0, 0) und
Radius

rp =

∣∣∣∣Γ(p+ i+ 1)

p!

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(p+ i)(p− 1 + i) · · · iΓ(i)
p(p− 1) · · · 1

∣∣∣∣ , p ∈ Z+

mit
lim
p→∞

rp = 1.

Siehe Abbildung 3.2. Daraus folgt, dass σe(Tφ) nicht zusammenhängend ist.

3.3. Nilpotenter Fall

Wir erinnern an die nilpotente Gruppe Rn−1 × R, die auf Dn durch

τ(b′,h) : (z
′, zn) 7→ (z′ + b′, zn + h+ 2i

〈
z′, b′

〉
+ i|b′|2)

für (b′, h) ∈ Rn−1 × R operiert. Für jedes g = (b′, h) ∈ G := Rn−1 × R lässt sich
die Abbildung τg |∂Dn zu einem Diffeomorphismus auf ∂Dn erweitern.

Wir notieren, dass die Punkte Imz′ und Imzn − |z′|2 unter der G-Operation
invariant bleiben. Da auf ∂Dn die Zahl Imzn−|z′|2 verschwindet, nennen wir eine
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Abbildung 3.2. Die ersten 10 Kreise und T.

Funktion φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) nilpotent, falls gilt

(3.12) φ(z) = φ(iImz′, i|Imz′|2) = a(Imz′) für alle z ∈ ∂Dn.

Satz 3.12. Sei φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) eine nilpotente Funktion. Dann ist der Toep-
litzoperator Tφ auf H2(Dn) unitär äquivalent zum Multiplikationsoperator Mγa =

RTφR
∗ ∈ L(L2(Rn−1×R+)), wobei R und R∗ im Abschnitt 2.3 definiert sind. Die

Funktion γa ist gegeben durch

(3.13) γa(u
′, λ) = π−

n−1
2

∫
Rn−1

a

(
1

2
√
λ
(−u′ + v′)

)
e−|v′|2dv′

für alle u′ ∈ Rn−1 und λ ∈ R+.

Beweis. Der Satz wird genauso wie in [37, Theorem 10.3] bewiesen. Der
Operator Tφ ist unitär äquivalent zu RTφR∗. Wegen R∗R = P und RR∗ = I gilt

RTφR
∗ = RPφPR∗ = R(R∗R)φ(R∗R)R∗ = RφR∗.

Weiterhin gilt

Rφ(z′, zn)R
∗ = R∗

0U3U2U1U0a(Imz′)U−1
0 U−1

1 U−1
2 U−1

3 R0

= R∗
0U3U2U1a(Imz′)U−1

1 U−1
2 U−1

3 R0

= R∗
0U3a(Imz′)U−1

3 R0

= R∗
0a

(
1

2
√
λ
(−u′ + v′)

)
R0 =: A.

Für $ ∈ L2(Rn−1 × R+) folgt

A$(u′, λ) = R∗
0

[
a

(
1

2
√
λ
(−u′ + v′)

)
π−

n−1
4 e−

|v′|2
2 χR+(λ)$(u′, λ)

]
= π−

n−1
2

∫
Rn−1

a

(
1

2
√
λ
(−u′ + v′)

)
e−|v′|2$(u′, λ)dv′

= γa(u
′, λ) ·$(u′, λ).

�
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Korollar 3.13. Sei die Voraussetzung des obigen Satzes erfüllt. Dann folgt

σe(Tφ) = σ(Tφ) = ran γa.

Beweis. Da die Funktion γa in u′ ∈ Rn−1 und λ ∈ R+ stetig ist, kann der
MultiplikationsoperatorMγa keine Eigenwerte besitzen. Daher ist σe(Tφ) = σ(Tφ).

�

Bemerkung 3.14. Beachte, dass der Beitrag des Integrals (3.13) für festes u′ ∈
Rn−1 und λ → ∞ durch die Werte von a im Nullpunkt und der Beitrag für
λ → 0 durch die Werte von a in einer Umgebung von ∞ bestimmt wird. Falls a
Grenzwerte in den Punkten 0 und ∞ besitzt, folgt also für alle u′ ∈ Rn−1

lim
λ→∞

γa(u
′, λ) = lim

y→0
a(y) und lim

λ→0
γa(u

′, λ) = lim
y→∞

a(y).

Beispiel 3.15. Sei φ(z1, z2) = a(Imz1) für alle (z1, z2) ∈ ∂D2 mit

a(y) = χ[0,1)(y) + iχ[2,3)(y), y ∈ R.

Dann gilt

γa(u, λ) =
1√
π

∫
R

[
χ[0,1)

(
1

2
√
λ
(−u+ v)

)
+ iχ[2,3)

(
1

2
√
λ
(−u+ v)

)]
e−v

2
dv

=
1√
π

[∫ u+2
√
λ

u
e−v

2
dv + i

∫ u+6
√
λ

u+4
√
λ
e−v

2
dv

]
.

Für festes λ ∈ R+ folgt

lim
u→∞

γa(u, λ) = 0 , lim
u→−∞

γa(u, λ) = 0

und für festes u ∈ R folgt

lim
λ→0

γa(u, λ) = 0 und lim
λ→∞

γa(u, λ) = 1/2− 1/2 · erf(u),

wobei erf die Gaußsche Fehlerfunktion

erf(x) :=
2√
π

∫ x

0
e−t

2
dt, x ∈ C

bezeichnet.
Speziell ergibt sich für u = s− 4

√
λ, s ∈ R

γa(u, λ) =
1√
π

[∫ s−2
√
λ

s−4
√
λ
e−v

2
dv + i

∫ s+2
√
λ

s
e−v

2
dv

]
und so folgt für festes s ∈ R

lim
λ→∞

γa(u, λ) = i/2− i/2 · erf(s).

Insbesondere erhalten wir

lim
λ→∞

γa(−5
√
λ, λ) = i, lim

λ→∞
γa(−4

√
λ, λ) =

i

2
,

lim
λ→∞

γa(−3
√
λ, λ) = 0, lim

λ→∞
γa(−2

√
λ, λ) =

1

2
, lim

λ→∞
γa(−

√
λ, λ) = 1.

Also ist
[0, 1] ∪ [0, i] ⊂ σ(Tφ).
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Wegen der Symmetrie und Monotonieeigenschaft von v 7→ e−v
2 liegt γa(u, λ)

genau dann auf dem Strahl S := {x + ix : x ≥ 0}, wenn die beiden Intervalle
[u, u+2

√
λ] und [u+4

√
λ, u+6

√
λ] symmetrisch zum Nullpunkt liegen. Beachte,

dass die beiden Intervalle die Länge 2
√
λ haben. Dies ist genau dann der Fall,

wenn −(u+ 2
√
λ) = u+ 4

√
λ, d.h. wenn u = −3

√
λ gilt. Dann ist

Re γa(−2
√
λ, λ) = Im γa(−

√
λ, λ)

=
1√
λ

∫ −
√
λ

−3
√
λ
e−v

2
dv

=
1

2

(
erf(3

√
λ)− erf(

√
λ)
)

=: F (
√
λ).

Der Wert F (
√
λ) wird maximal für

√
λ0 :=

(
log 3

8

) 1
2

≈ 0, 2422 <
1

4
. Daraus folgt

σ(Tφ) ∩ S = [0, F (
√
λ0)(1 + i)].

Insbesondere ist 1
2 + i

2 6∈ σ(Tφ). Da

conv(ess-ran)a = ∆(0, 1, i)

gilt, wobei conv(ess-ran)a die abgeschlossene konvexe Hülle von ess-ran a und
∆(0, 1, i) das Dreieck mit den Eckpunkten 0, 1 und i ist, ist σ(Tφ) eine echte
Teilmenge von ∆(0, 1, i). Folglich gilt

[0, 1] ∪ [0, i] ⊂ σ(Tφ) ⊂ ∆(0, 1, i).

Beispiel 3.16. Sei K ⊂ Rn−1 eine kompakte Teilmenge mit int K 6= ∅ und sei

φ(z) = a(Imz′), z ∈ ∂Dn mit a(y) = χK(y), y ∈ Rn−1.

Dann gilt für alle u′ ∈ Rn−1 und λ ∈ R+

γa(u
′, λ) = π−

n−1
2

∫
Rn−1

χK

(
1

2
√
λ
(−u′ + v′)

)
e−|v′|2dv′

= π−
n−1
2

∫
2
√
λK+u′

e−|v′|2dv′.

Daraus folgt
lim
λ→0

γa(u
′, λ) = 0 für alle u′ ∈ Rn−1.

Speziell ergibt sich für u′ = −2
√
λw′ mit w′ ∈ int K fest, dass

γa(u
′, λ) = π−

n−1
2

∫
2
√
λ(K−w′)

e−|v′|2dv′,

und damit folgt
lim
λ→∞

γa(−2
√
λw′, λ) = 1.

Da die Funktion γa in u′ und λ stetig ist, nimmt sie nach dem Zwischenwertsatz
jeden Wert zwischen 0 und 1 an. Folglich gilt

σe(Tφ) = σ(Tφ) = [0, 1].
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Bemerkung 3.17. Sei φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) in der Form (3.12). Da die Funktion γa
in u′ ∈ Rn−1 und λ ∈ R+ stetig ist, ist das Spektrum vonMγa ∈ L(L2(Rn−1×R+))

und somit von Tφ immer zusammenhängend.

3.4. Quasi-nilpotenter Fall

Für k ∈ N mit 1 ≤ k ≤ n − 2 wird die Notation z = (z′′, w′, zn) für Punkte
von Dn verwendet, wobei z′′ ∈ Ck und w′ ∈ Cn−k−1. Die quasi-nilpotente Gruppe
Tk × Rn−k−1 × R operiert auf Dn durch

τ(t′′,b′,h) : (z
′′, w′, zn) 7→ (t′′z′′, w′ + b′, zn + h+ 2i

〈
w′, b′

〉
+ i|b′|2)

für alle (t′′, b′, h) ∈ G := Tk × Rn−k−1 × R. Für jedes g = (t′′, b′, h) ∈ G lässt sich
die Abbildung τg|∂Dn zu einem Diffeomorphismus auf ∂Dn erweitern.

Wir notieren, dass rj := |zj |, j = 1, . . . , k, y′ := Imw′ und Imzn − |w′|2 unter
der G-Operation invariant bleiben. Da auf ∂Dn die Gleichheit Imzn−|w′|2 = |z′′|2
gilt, nennen wir eine Funktion φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) quasi-nilpotent, falls gilt

φ(z) = a(r1, . . . , rk, y
′, |r′′|2) für alle z ∈ ∂Dn,

wobei |r′′|2 = r21 + · · ·+ r2k .

Satz 3.18. Sei φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) eine quasi-nilpotente Funktion. Dann ist Tφ
auf H2(Dn) unitär äquivalent zum Diagonaloperator Diag(Mγa) = RTφR

∗ ∈
L(l2(Zk+, L2(Rn−k−1 × R+))), wobei R und R∗ im Abschnitt 2.4 definiert sind.
Die Folge γa = {γa(p′′, u′, λ)}p′′∈Zk

+
, (u′, λ) ∈ Rn−k−1 × R+, ist gegeben durch

γa(p
′′, u′, λ) =π−

n−k−1
2

2k(2λ)|p
′′|+k

p′′!

·
∫
Rk
+×Rn−k−1

a

(√
r′′,

1

2
√
λ
(−u′ + v′), |r′′|1

)
· r′′p′′e−2λ|r′′|1−|v′|2r′′dr′′dv′,

wobei |r′′|1 = r1 + · · ·+ rk und
√
r′′ = (

√
r1, . . . ,

√
rk).

Beweis. Wie im Beweis von [37, Theorem 10.4] ist der Operator Tφ offen-
sichtlich unitär äquivalent zu RTφR∗ = RφR∗. Es gilt

Ra(r′′, y′, |r′′|2)R∗ = R∗
0U3U2U1U0a(r

′′, y′, |r′′|2)U−1
0 U−1

1 U−1
2 U−1

3 R0

= R∗
0U3U2U1a(r

′′, y′, |r′′|2)U−1
1 U−1

2 U−1
3 R0

= R∗
0U3a(r

′′, y′, |r′′|2)U−1
3 R0

= R∗
0a

(
r′′,

1

2
√
λ
(−u′′ + v′′), |r′′|2

)
R0 =: T.

Für alle {cp′′(., .)}p′′∈Zk
+
∈ l2(Zk+, L2(Rn−k−1 × R+)) folgt

T
{
cp′′(u

′′, λ)
}
p′′∈Zk

+
=R∗

0

{
a

(
r′′,

1

2
√
λ
(−u′′ + v′′), |r′′|2

)
π−

n−k−1
4 χZk

+
(p′′)χR+(λ)

·

(
2k−1(2λ)|p

′′|+k

p′′!

) 1
2

r′′p
′′
e−λ|r

′′|2− |v′|2
2 cp′′(u

′, λ)

}
p′′∈Zk

,
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so dass

T
{
cp′′(u

′′, λ)
}
p′′∈Zk

+
=

{
π−

n−k−1
2

(
2k−1(2λ)|p

′′|+k

p′′!

) 1
2

·
∫
Rk
+×Rn−k−1

a

(
r′′,

1

2
√
λ
(−u′ + v′), |r′′|2

)

· r′′2p′′e−2λ|r′′|2−|v′|2cp′′(u
′, λ)r′′dr′′dv′

}
p′′∈Zk

+

,

und durch eine Variablensubstitution folgt die Behauptung. �

Korollar 3.19. Sei die Voraussetzung des obigen Satzes erfüllt. Dann folgt

σe(Tφ) = σ(Tφ) = ∪p′′∈Zk
+
ran γa(p′′, ., .).

Beweis. Analog zum Beweis von Korollar 3.8. �

3.5. Quasi-hyperbolischer Fall

Wir erinnern an die quasi-hyperbolische Gruppe Tn−1×R+, die auf Dn durch

τ(t′,r) : (z
′, zn) 7→ (

√
rt′z′, rzn)

für (t′, r) ∈ Tn−1 × R+ operiert. Die Abbildung τ(t′,r)|∂Dn lässt sich zu einem
Diffeomorphismus auf ∂Dn erweitern.

Eine Funktion φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) wird quasi-hyperbolisch genannt, falls φ unter
dieser Gruppenoperation invariant bleibt.

Wir wollen solche invariante Funktionen beschreiben. Dazu betrachten wir die
Gruppe der nicht isotropen Dilatationen {δr}, r ∈ R+

δr : Rn−1
+ × R → Rn−1

+ × R

(q′, x) 7→ (
√
rq′, rx)

und die Menge

Σ+ = {(q′, x) ∈ Rn−1
+ × R :

n−1∑
k=1

q2k + |x| = 1}.

Nun hängt jede Funktion ã(q1, . . . , qn−1, x), welche auf Rn−1
+ × R nicht isotrop

homogen vom Grad Null bezüglich der nicht isotropen Dilatationen δr ist, von
ihren Werten auf Σ+ ab. Schreibt man x = |x| · sign(x), so ist ã von der Gestalt

ã(q′, |x|, sign(x)) = ã

(
q1√

|q′|2 + |x|
, . . . ,

qn−1√
|q′|2 + |x|

,
|x|

|q′|2 + |x|
, sign(x)

)
,

wobei |q′|2 =
∑n−1

k=1 q
2
k.

Wir parametrisieren die Punkte von Σ+ durch die Punkte s = (s1, . . . , sn−1, sign(x))
durch

sk =
qk√

|q′|2 + |x|
, (1− |s′|2) = |x|

|q′|2 + |x|
, sign(x) ∈ {−1, 1},

wobei |s′|2 =
∑n−1

k=1 s
2
k.
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So ist jede invariante Funktion auf Σ+ von der Gestalt a(s′, sign(x)), wobei
s′ = (s1, . . . , sn−1) ∈ ι(Bn−1) und sign(x) ∈ {−1, 1}.

Wir benötigen die Identifikation

(3.14) a(s′, sign(x)) 7→ (a1(s
′), a2(s

′)),

wobei
a1(s

′) = a(s′, sign(x)) |x>0,

a2(s
′) = a(s′, sign(x)) |x<0 .

So ist jede quasi-hyperbolische Funktion φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) genau in der Form

(3.15) φ(z′, zn) = a

(
|z1|√

|z′|2 + |Rezn|
, . . . ,

|zn−1|√
|z′|2 + |Rezn|

, sign(Rezn)

)
,

wobei mittels der Identifikation (3.14), die Funktionen a1 und a2 auf ι(Bn−1)

definiert sind.

Satz 3.20. Sei φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) von der Gestalt (3.15). Dann ist der Toeplitz-
operator Tφ auf H2(Dn) unitär äquivalent zum Diagonaloperator

RTφR
∗ = (Diag(Mγa1

),Diag(Mγa2
)) ∈ L(l2(Zn−1

+ , L2(R)))⊕ L(l2(Zn−1
+ , L2(R))),

wobei R und R∗ in Satz 2.10 erklärt sind. Die Folgen γa1 = {γa1(p′, ξ)}p′∈Zn−1
+

und γa2 = {γa2(p′, ξ)}p′∈Zn−1
+

, ξ ∈ R, sind gegeben durch

γa1(p
′, ξ) = α−2

p′ (ξ)

∫
ι(Bn−1)

a1(s
′)|ϑ−p′(s

′, ξ)|2s′ds′,(3.16)

γa2(p
′, ξ) = α+2

p′ (ξ)

∫
ι(Bn−1)

a2(s
′)|ϑ+p′(s

′, ξ)|2s′ds′,(3.17)

wobei α−
p′(ξ), α

+
p′(ξ), ϑ

−
p′(s

′, ξ) und ϑ+p′(s
′, ξ) durch (2.27), (2.28), (2.29) bzw. (2.30)

gegeben sind.

Beweis. Wir gehen wie im Beweis von [37, Theorem 10.5] vor. Der Operator
Tφ ist offensichtlich unitär äquivalent zu RTφR

∗. Wegen R∗R = P und RR∗ = I

gilt
RTφR

∗ = RPφPR∗ = R(R∗R)φ(R∗R)R∗ = RφR∗.

Weiterhin gilt

Rφ(z′, zn)R
∗ = R∗

0U1U0φ(z
′, zn)U

−1
0 U−1

1 R0

= R∗
0U1(a1(s

′), a2(s
′))U−1

1 R0

= R∗
0(a1(s

′), a2(s
′))R0 =: T.

Für alle ({ċp′(.)}, {c̈p′(.)}) ∈ l2(Zn−1
+ , L2(R))⊕ l2(Zn−1

+ , L2(R)) folgt

T
(
{ċp′(ξ)}, {c̈p′(ξ)}

)
= R∗

0

(
{a1(s′)ċp′(ξ)g10(p′, s′, ξ)}p′∈Zn−1

+
, {a2(s′)ċp′(ξ)g20(p′, s′, ξ)}p′∈Zn−1

+

)
=
(
{γa1(p′, ξ) · ċp′(ξ)}p′∈Zn−1

+
, {γa2(p′, ξ) · c̈p′(ξ)}p′∈Zn−1

+

)
.

�
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Korollar 3.21. Sei φ ∈ L∞(∂Dn, dβ) von der Gestalt (3.15). Dann ist der To-
eplitzoperator Tφ stetig auf H2(Dn) und das Spektrum ist gegeben durch

σe(Tφ) = σ(Tφ) =
⋃

p′∈Zn−1
+

ran γa1(p
′, .) ∪

⋃
p′∈Zn−1

+

ran γa2(p
′, .).

Beweis. Analog zum Beweis von Korollar 3.8. �

Beispiel 3.22. Sei n = 2. Für 0 < ε < 1 betrachten wir die Funktionen

a(s, sign(x)) = χ[0,ε](s), s ∈ [0, 1]

und

φ(z1, z2) = a

(
|z1|√

|z1|2 + |Rez2|
, sign(Rez2)

)
, z = (z1, z2) ∈ ∂D2.

Dann gilt für alle p ∈ Z+ und ξ ∈ R

γa1(p, ξ) = α−2
p (ξ)

∫ ε

0
s2p
∣∣∣∣[1− (1− i)s2

]− 2+p
2

+iξ
∣∣∣∣2 sds

und

γa2(p, ξ) = α+2
p (ξ)

∫ ε

0
s2p
∣∣∣∣[1− (1 + i)s2

]− 2+p
2

+iξ
∣∣∣∣2 sds,

wobei

α∓2
p (ξ) =

∫ 1

0
s2p
∣∣∣[1− (1∓ i)s2]−

2+p
2

+iξ
∣∣∣2 sds.

Mit ∣∣∣[1− (1∓ i)s2]−
2+p
2

+iξ
∣∣∣2 = r(s, p)u±(s, ξ),

wobei

r(s, ξ) :=
(
(1− s2)2 + s4

)− 2+p
2 , u±(s, ξ) = exp

(
−2ξ arctan

(
±s2

1− s2

))
erhalten wir

γa1(p, ξ) =

∫ ε
0 s

2pr(s, p)u+(s, ξ)sds∫ 1
0 s

2pr(s, p)u+(s, ξ)sds
=

1

1 + I+([ε,1],ξ)
I+([0,ε],ξ)

.

Hierbei sei

I±(A, ξ) =

∫
A
s2pr(s, p)u±(s, ξ)sds für ein Intervall A ⊂ [0, 1].

Analog schreiben wir

γa2(p, ξ) =
1

1 + I−([ε,1],ξ)
I−([0,ε],ξ)

.

Für ε < ε1 < 1 setzen wir

δ := 2 arctan

(
ε2

1− ε2

)
und δ1 := 2 arctan

(
ε21

1− ε21

)
.
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Dann folgt für alle ξ ∈ R−

I+([ε, 1], ξ)

I+([0, ε], ξ)
≥ I+([ε1, 1], ξ)

I+([0, ε], ξ)

≥
e−δ1ξ

∫ 1
ε1
s2pr(s, p)sds

e−δξ
∫ ε
0 s

2pr(s, p)sds

≥ e−(δ1−δ)ξC(ε, p) → ∞ für ξ → −∞,

wobei C(ε, p) eine Konstante ist, die nur von ε und p abhängt. Somit folgt für
festes p ∈ Z+

γa1(p, ξ) → 0 für ξ → −∞.

Analog ergibt sich für festes p ∈ Z+

γa2(p, ξ) → 0 für ξ → ∞.

Außerdem folgt für alle ξ ∈ R+ mit δ2 := 2 arctan
(

(ε/2)2

1−(ε/2)2

)
, dass

I+([0, ε], ξ)

I+([ε, 1], ξ)
≥ I+([0, ε/2], ξ)

I+([ε, 1], ξ)

≥
e−δ2ξ

∫ ε/2
0 s2pr(s, p)sds

e−δξ
∫ 1
ε s

2pr(s, p)sds

≥ e(δ−δ2)ξC(ε, p) → ∞ für ξ → ∞

d.h.
I+([ε, 1], ξ)

I+([0, ε], ξ)
→ 0 für ξ → ∞.

Somit folgt für festes p

γa1(p, ξ) → 1 für ξ → ∞.

Analog ergibt sich für festes p ∈ Z+

γa2(p, ξ) → 1 für ξ → −∞.

Die Stetigkeit der Funktionen γa1(p, .) und γa1(p, .) in ξ ∈ R für festes p ∈ Z+

liefert dann

γa1(p,R) = [0, 1] und γa2(p,R) = [0, 1].

Folglich folgt aus Korollar 3.21, dass

σe(Tφ) = [0, 1].

Bemerkung 3.23. Da die Folge γa von einem diskreten Parameter abhängt liegt
die Vermutung nahe, dass das Spektrum von Tφ nicht immer zusammenhängend
ist. Leider bereitet die Behandlung mit der Integraldarstellung von γa Schwierig-
keiten, ein Beispiel zu finden.
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3.6. Symbolklasse von Davie und Jewell

Nach einer Anregung von Davie und Jewell in [16] wollen wir uns einer Ver-
allgemeinerung des quasi-elliptischen Falls zuwenden. Wir betrachten Symbole
φ ∈ L∞(Sn, dσ) mit der Eigenschaft

(3.18) φ(z) = φ(eiθz) für alle θ ∈ [0, 2π] und z ∈ Sn.

Obwohl Tφ kein normaler Operator mehr sein muss, lässt sich einiges über Tφ und
sein Spektrum aussagen.

Ein Operator T ∈ L(X), wobei X ein Banachraum ist, hat die eindeutige
Fortsetzungseigenschaft (EFE) in einem Punkt λ0 ∈ C, falls für jede offene Menge
G mit λ0 ∈ G gilt: Ist f : G→ X eine holomorphe Funktion mit (λI−T )f(λ) = 0,
so ist f ≡ 0 auf G. Man sagt T hat die eindeutige Fortsetzungseigenschaft, falls T
diese Eigenschaft in jedem Punkt λ0 ∈ C hat. Die lokale Resolventenmenge ρT (x)
von T in x ist definiert als die Menge aller z ∈ C für die eine offene Umgebung U
von z und eine analytische Funktion u : U → X existiert mit

(ξ − T )u(ξ) ≡ x auf U.

Für eine Menge F ⊆ C definieren wir

XT (F ) := {x ∈ X : σT (x) ⊂ F},

wobei σT (x) := C\ρT (x) das lokale Spektrum von T in x ist. Zu den Eigenschaften
siehe [14].

Ferner sei Hm die Menge aller holomorphen homogenen Polynome vom Grad
m in Cn. Die kanonische Orthonormalbasis von H2(Bn) ist {eα, α ∈ Zn+}, wobei
eα(ξ) = cn,αξ

α, ξ ∈ Sn und cn,α durch (1.2) gegeben ist.

Lemma 3.24. Ist φ ∈ L∞(Sn, dσ) ein Symbol von der Gestalt (3.18), so gilt:

i) Hm ist ein reduzierender invarianter Unterraum für Tφ.
ii) Tφ und T ∗

φ haben die eindeutige Fortsetzungseigenschaft.
iii) σ(Tφ)\σe(Tφ) ist diskret.
iv) σp(Tφ) = ∪∞

m=0σ(Tφ|Hm) ist abzählbar.

Beweis. i) Für zwei Multiindizes α, β ∈ Zn+ gilt

〈Tφeα, eβ〉 =
∫
Sn
φ(ξ)eα(ξ)eβ(ξ)dσ(ξ)

und so ergibt sich durch Anwendung von [41, Proposition 1.4.7], die Definition
(3.18) und der Homogenität von eα

〈Tφeα, eβ〉 =
∫
Sn

1

2π

∫ π

−π
φ(eiθξ)eα(e

iθξ)eβ(eiθξ)dθdσ(ξ)

=

∫
Sn
φ(ξ)eα(ξ)eβ(ξ)dσ(ξ)

1

2π

∫ π

−π
ei|α|θe−i|β|θdθ

= δ|α|,|β|

∫
Sn
φ(ξ)eα(ξ)eβ(ξ)dσ(ξ),

wobei δi,j das Kronecker-Symbol ist mit i, j ∈ N.
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Sei nun p ∈ Hm. Dann folgt

〈Tφp, eβ〉 = 0 für m 6= |β|,

d.h. Tφp ∈ Hm. Unter Verwendung von T ∗
φ = Tφ erhalten wir ebenfalls T ∗

φp ∈ Hm.
ii) Nach i) folgt Tφ =

⊕∞
m=0 Sm, wobei Sm = Tφ|Hm . Da Hm endlichdimensio-

nal ist, besitzt jeder Operator Sm die eindeutige Fortsetzungseigenschaft und so
auch Tφ. Der adjungierte Operator T ∗

φ hat ebenfalls die eindeutige Fortsetzungs-
eigenschaft.

iii) Sei λ ∈ σ(Tφ)\σe(Tφ). Dann ist λI−Tφ ein Fredholmoperator mit ind(λI−
Tφ) = 0. Nach [27, Theorem 5.31,IV] existiert eine Umgebung U von λ, so dass
für alle z ∈ U\{λ} gilt

dim ker(z − Tφ) = codim ran(z − Tφ) = k,

wobei k unabhängig von z ist. Ist k > 0, so hat nach [6, Lemma 5.1] die Funktion

z 7→ ker(z − Tφ)

auf U\{λ} eine holomorphe Basis, d.h. es existieren H2(Bn)-wertige holomorphe
Funktionen u1, . . . , uk auf U\{λ}, so dass für alle z ∈ U\{λ} die Funktionen
u1(z), . . . , uk(z) eine Basis von ker(z − Tφ) bilden. Daraus folgt

uj(z) 6= 0 für alle z ∈ U\{λ}

und
(z − Tφ)uj(z) ≡ 0 auf U\{λ}

für j = 1, . . . , k, was der eindeutigen Fortsetzungseigenschaft von Tφ widerspricht.
Daher ist k = 0, und somit ist λ isoliert.

iv) Offensichtlich gilt σ(Sm) = σp(Sm) ⊆ σp(Tφ). Umgekehrt sei λ ∈ σp(Tφ).
Dann gilt für alle 0 6= f ∈ H2(Bn)

(λ− Tφ)f = 0 genau dann, wenn (λ− Tφ)Pmf = 0,

wobei Pm die orthogonale Projektion auf Hm ist. Aus f 6= 0 folgt, dass Pmf 6= 0

für wenigstens ein m. Somit ist λ ein Eigenwert von Tφ mit Eigenvektor Pmf und
die Behauptung folgt. �

Eine Kontraktion T ∈ L(X) (d.h. ‖T‖ ≤ 1) gehört zur Klasse C00 im Sinne
von Sz.-Nagy und Foiaş [34, S. 66], falls beide Folgen {Tn}∞n=1 und {T ∗n}∞n=1

gegen 0 in der starken Operatortopologie konvergieren.
Bevor wir ein konkretes Beispiel angeben machen wir folgende Bemerkung.

Bemerkung 3.25. Im Spezialfall, dass das Symbol φ in (3.18) nicht mehr von
|zi|, i = 1, . . . , n abhängt, lässt sich die Matrixdarstellung von Tφ in der Ortho-
normalbasis {ep : p ∈ Z+} von H2(Bn) berechnen. Ist

φ(z1, z2) = φ(%eiθ,
√
(1− %2)eiη) = h(θ − η), % ∈ [0, 1], θ, η ∈ [0, 2π],

wobei h ∈ L∞([0, 2π]), so gilt

〈Tφep, eq〉 = δ|p|,|q|ĥ(q1 − p1)
Γ(p1+q12 + 1)Γ(p2+q22 + 1)

√
p1!p2!q1!q2!

.

Hierbei sind ĥ(j), j ∈ Z, die Fourierkoeffizienten von h.
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Die Matrixdarstellung von Tφ auf Hm bezüglich der kanonischen Orthonor-
malbasis e0,m, e1,m−1, . . . , em,0 ist

ĥ(0)g0,0 ĥ(1)g0,1 . . . ĥ(m)g0,m
ĥ(−1)g1,0 ĥ(0)g1,1 . . . ĥ(m− 1)g1,m
ĥ(−2)g2,0 ĥ(−1)g2,1 ĥ(0)g2,2 . . .

...
...

ĥ(−m+ 1)gm−1,0 . . .
. . . ĥ(1)gm−1,m

ĥ(−m)gm,0 . . . ĥ(−1)gm,m−1 ĥ(0)gm,m


,

wobei

gp1,q1 =
Γ
(p1+q1

2 + 1
)
Γ
(
2m−p1−q1

2 + 1
)

√
p1!(m− p1)!q1!(m− q1)!

, p1, q1 = 0, . . . ,m.

Beispiel 3.26. Sei

φ(z1, z2) =
z1z̄2
|z1z2|

= ei(θ−η), θ, η ∈ [0, 2π].

Die Funktion φ ist stetig auf S2\{(z1, z2) : z1 = 0 oder z2 = 0} und es gilt:

a) Hm = LH{eα | |α| = m} ist ein reduzierender invarianter Unterraum für
Tφ.

b) Tφ und T ∗
φ haben die eindeutige Fortsetzungseigenschaft.

c) Tφ ist eine C00-Kontraktion.
d) σp(Tφ) = ∪∞

m=0σ(Tφ|Hm) = {0}.
e) σe(Tφ) = σ(Tφ) = D.
f) XTφ({0}) liegt dicht in H2(B2).

Beweis. a) und b) folgen aus Lemma 3.24. Es gilt H2(Bn) =
⊕∞

m=0Hm,
und Tφ lässt sich nach Bemerkung 3.25 darstellen als Tφ =

⊕∞
m=0 Sm, wobei

Sm := Tφ|Hm der Operator ist, der durch die ((m+ 1)× (m+ 1))-Matrix

Sm =



0 a
(m)
0 0 0 . . . 0

0 0 a
(m)
1 0 . . . 0

...
. . .

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 a
(m)
m−1

0 0 . . . 0 0


definiert ist. Die Einträge a(m)

k , k = 0, . . . ,m− 1 sind gegeben durch

a
(m)
k :=

√
m− k

k + 1

Γ
(
k + 3

2

)
Γ
(
m− k + 1

2

)
k!(m− k)!

.
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Für k ∈ N und m− k ∈ N sehr groß folgt nach der Stirling-Formel
√
m− kΓ

(
k + 3

2

)
Γ
(
m− k + 1

2

)
√
k + 1k!(m− k)!

∼
√
m− k

(
k + 1

2

)k+1 (
m− k − 1

2

)m−k

√
k + 1kk+

1
2 (m− k)m−k+ 1

2

∼
kk+1

(
1 + 1

2k

)k+1

√
k + 1kk+

1
2

(
1− 1

2(m− k)

)m−k

∼ 1

und somit ist

(3.19) lim
m→∞

a
(m)
k = 1.

Zu c). Offenbar gilt
(Sm)

m+1 = 0.

Daher folgt für alle f ∈ H2(B2)

lim
m→∞

Tmφ f = 0 und lim
m→∞

T ∗m
φ f = 0,

und die Behauptung c) ist gezeigt.
d) ist klar.
Zu e). Nach [16, Corollaries of Theorems 2.1 and 2.2] gilt

‖Tφ‖ = ‖φ‖∞ = 1 und T ⊆ σe(Tφ)

und somit
r(Tφ) = lim

p→∞
‖T pφ‖

1
p = 1.

Folglich gilt
{0} ∪ T ⊆ σe(Tφ) ⊆ σ(Tφ) ⊆ D.

Es bleibt zu zeigen, dass
D ⊂ σe(Tφ) ⊆ σ(Tφ).

Sei 0 6= λ ∈ D. Dann ist λ−Sm bijektiv für alle m ∈ N0 mit ker(λ−Sm) = {0} und
ker(λ − Sm)

∗ = {0} und damit auch ker(λ − Tφ) = {0} und ker(λ − Tφ)
∗ = {0}.

Daraus folgt ran(λ− Tφ) = H2(B2) und im Fall λ ∈ σ(Tφ) auch

ran(λ− Tφ) 6= H2(B2).

Folglich ist ran(λ − Tφ) nicht abgeschlossen und λ − Tφ kein Fredholmoperator.
Also λ ∈ σe(Tφ).

Nun nehmen wir an, es gibt ein λ ∈ D\σ(Tφ) und eine offene Umgebung U
von λ, so dass für alle f ∈ Hm und µ ∈ U gilt

(µ− Tφ)(µ− Tφ)
−1f ≡ f.

Insbesondere gilt ebenfalls

(µ− Tφ)(µ− Tφ|Hm)
−1f ≡ f.

Da Tφ die eindeutige Fortsetzungseigenschaft hat, ergibt sich

(µ− Tφ)
−1|Hm = (µ− Tφ|Hm)

−1 =
m∑
j=0

1

µj+1
T jφ|Hm
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und

Sjm =



0 . . . a
(m)
0 · · · a(m)

j−1 0 . . . 0

0 . . . 0 a
(m)
1 · · · a(m)

j 0
...

...
. . . 0

. . . a
(m)
m−1+j · · · a

(m)
m−1

. . . 0 0

. . .
...

0 0 . . . 0 0


.

Sei nun ε > 0 beliebig mit |λ| < 1− ε, und wähle n ∈ N so groß, dass(
1− ε

|λ|

)n
> ‖(λ− Tφ)

−1‖.

Des Weiteren wähle m = 2m0 mit m0 > n so groß, dass der Eintrag b(2m0, n)

von Snm mit Index (m0,m0 + n)

b(2m0, n) = a
(m)
m0−1 · · · a

(m)
m0−1+n

ist. Nach (3.19) existiert ein m1 ∈ N derart, dass für alle m0 > m1 gilt

a
(m)
m0−1+j > 1− ε für j = 0, . . . , n− 1.

Nun ist der Eintrag r(2m0, n) von (λ − Sm)
−1 zum Index (m0,m0 + n) gegeben

durch

r(2m0, n) =
a
(m)
m0−1 · · · a

(m)
m0−1+n

λn+1

mit

|r(2m0, n)| >
(1− ε)n

|λ|n+1
>

(
1− ε

|λ|

)n
> ‖(λ− Tφ)

−1‖,

was absurd ist. Also war die Annahme falsch und

(3.20) σe(Tφ) = σ(Tφ) = D.

Zu f). Sei Yl =
⊕l

m=0Hm. Wegen T lφg = 0 für alle g ∈ Yl ist

(λ− Tφ)
−1g =

l−1∑
j=0

1

λj+1
T jφg

definiert für alle λ 6= 0 und somit ist Yl in XTφ({0}) enthalten.
Nun nehmen wir an, dass XTφ({0}) abgeschlossen ist. Dann gilt

H2(B2) = ∪∞
l=0Yl ⊂ XTφ({0})

und somit gilt XTφ({0}) = H2(B2). Nach [14, Proposition 3.8 of Chapter 1] ist
XTφ({0}) ein maximaler Spektralraum von Tφ mit

σ(Tφ) = σ(Tφ|XTφ({0})) ⊂ σ(Tφ) ∩ {0} ⊂ {0},

und so folgt σ(Tφ) = {0} im Widerspruch zu (3.20).
�
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Zum Abschluss wird ein Dilatationssatz für den Operator Tφ aus Beispiel 3.26
gegeben. Zuvor sollen einige Begriffe definiert werden.

Sei H ein separabler Hilbertraum. Dann ist (L(H), ‖.‖) bekanntlich der Dual-
raum des Ideals C1 der Spurklassenoperatoren (versehen mit der Spurnorm). Zu
T ∈ L(H) sei AT die von 1H und T erzeugte schwach ∗-abgeschlossene Unteralge-
bra von L(H) und QT der Quotientenraum C1/A⊥

T , wobei C1 die Spurklasse und
A⊥
T der Annihilator von AT in C1 ist. Also ist AT der Dualraum von QT und die

Dualität ist gegeben durch

〈T, [L]〉 = tr(TL), T ∈ AT , [L] ∈ QT ,

wobei [L] die Äquivalenzklasse in QT vom Operator L in C1 ist. Siehe [9].
Eine Kontraktion T ∈ L(H) heißt absolut stetige Kontraktion, falls die kano-

nische Zerlegung T = T1⊕T2 von T in eine vollständige nicht unitäre Kontraktion
T1 und einen unitären Operator T2 die Eigenschaft hat, dass T2 absolut stetig ist
(oder auf dem Nullraum operiert). Für so ein T gibt es nach [9, Theorem 4.1] einen
Sz.-Nagy-Foiaş Funktionalkalkül ΦT : H∞ → AT definiert durch ΦT (f) = f(T )

für alle f ∈ H∞(D).

Definition 3.27. Sei A die Klasse aller absolut stetigen Kontraktionen T ∈
L(H), für welche der Funktionalkalkül ΦT : H∞(D) → AT eine Isometrie ist.
Ist n eine Kardinalzahl mit 1 ≤ n ≤ ℵ0, so bezeichnen wir mit An die Menge al-
ler Operatoren T aus A, für die gilt: Ist {[Lij ]}i,j∈Zn

+
eine beliebige n×n indezierte

Familie von Elementen aus QT , so besitzt das n× n Gleichungssystem

[xi ⊗ yj ] = [Lij ], 0 ≤ i, j ≤ n

eine Lösung von Vektoren {xi}0≤i≤n, {yi}0≤i≤n aus H.

Offensichtlich folgt aus dieser Definition

A ⊃ A1 ⊃ · · ·An ⊃ · · · ⊃ Aℵ0 .

Besonders wichtig sind die beiden folgenden Aussagen.

Lemma 3.28. [9, Corollary 6.9] Ist T ∈ C00 und σ(T ) = D, so ist T ∈ Aℵ0 .

Satz 3.29. [8, Theorem 4.8] Sei T ∈ Aℵ0 und seien {Aj}∞j=0 eine Folge von strik-
ten Kontraktionen auf Hilberträumen der Dimension kleiner oder gleich ℵ0. Dann
existiert ein semi-invarianter Unterraum N für T , so dass TN unitär äquivalent
zur direkten Summe

⊕
j∈Z+

Aj ist. Hierbei sei TN die Kompression von T auf N .

Korollar 3.30. Der Operator Tφ aus Beispiel 3.26 ist eine universelle Dilatation
im Sinne von [8, 9], d.h. ist H ein separabler Hilbertraum und A ∈ L(H) mit
‖A‖ < 1, so gibt es abgeschlossene invariante Unterräume M1,M2 von H2(B2)

mit M1 ⊂ M2, so dass A unitär äquivalent zu PM2	M1Tφ|M2	M1 ist. Hierbei
bezeichnet PM2	M1 die orthogonale Projektion auf M2 	M1.

Beweis. Nach Lemma 3.28 ist Tφ ∈ Aℵ0 . Mit Satz 3.29 folgt die Behauptung.
�

Bemerkung 3.31. Eine andere Anwendung von Lemma 3.28 gilt für den To-
eplitzoperator Tz auf dem gewichteten Bergmanraum A2

λ(D), λ > −1. Siehe [9,



74 3. SYMBOLE MIT INVARIANZEIGENSCHAFTEN

Proposition 10.1] für die Anwendung auf A2(D). Die kanonische Orthonormalbasis
für A2

λ(D), λ > −1 ist gegeben durch [57, S. 78]

en(z) =

√
Γ(n+ λ+ 2)

n!Γ(λ+ 2)
zn, n ≥ 0.

Offensichtlich gilt ‖Tz‖ ≤ 1 und somit auch ‖T kz ‖ ≤ 1 für k ∈ N. Für alle n,m ∈
Z+ folgt〈

T kz en, em

〉
=
〈
zken, em

〉
= δn+k,m

√
Γ(n+ λ+ 2)

n!

√
(n+ k)!

Γ(n+ k + λ+ 2)
.

Nun ist

‖T kz en‖2 ≤ ‖zken‖2

≤ Γ(n+ λ+ 2)

n!

(n+ k)!

Γ(n+ k + λ+ 2)
.

Für k sehr groß gilt nach der Stirling-Formel

(n+ k)!

Γ(n+ k + λ+ 2)
∼

√
2π(n+ k)n+k+(1/2)e−(n+k)

√
2π(n+ k + λ+ 1)n+k+λ+(3/2)e−(n+k+λ+1)

∼
kn+k+(1/2)(1 + n

k )
n+k+(1/2)

kn+k+λ+(3/2)(1 + n+λ+1
k )n+k+λ+(3/2)e−(λ+1)

∼ 1

kλ+1
→ 0 für k → ∞

und somit ‖T kz en‖2 → 0 für k → ∞. Analog folgt ‖T ∗k
z en‖2 → 0 für k → ∞.

Folglich gehört Tz zur Klasse C00 und erfüllt σ(Tz) = D. Also ist Tz ∈ Aℵ0 .



KAPITEL 4

Lokale Struktur von Toeplitzoperatoren

4.1. Das lokale Prinzip von Allan und Douglas

4.1.1. Raum der maximalen Ideale. Sei A eine kommutative Banach-
algebra mit dem Einselement e. Ein multiplikatives lineares Funktional auf A ist
ein stetiger linearer Homomorphismus m : A → C mit m(ab) = m(a)m(b) für
alle a, b ∈ A und m(e) = 1. Der Kern von m ist die Menge aller a ∈ A für die
m(a) = 0 gilt. Zwischen den multiplikativen linearen Funktionalen auf A und den
maximalen Idealen in A besteht eine eindeutige Beziehung. Der Kern jedes mul-
tiplikativen linearen Funktionals ist nämlich ein maximales Ideal und umgekehrt.
Daher können wir die multiplikativen linearen Funktionale mit den maximalen
Idealen identifizieren. Die Menge aller multiplikativen linearen Funktionale auf A
soll mit M(A) bezeichnet werden. Über die Formel â(m) = m(a) (m ∈ M(A))

ordnen wir nun dem Element a der Algebra A eine Funktion â : M(A) → C zu.
Diese Funktion heißt die Gelfandtransformierte von a. Sei Â = {â : a ∈ A}.

Die Gelfandtopologie auf M(A) ist die schwächste Topologie, in der alle Funk-
tionen â ∈ Â stetig sind. Jedes multiplikative lineare Funktional hat offenbar die
Norm 1. Die Mengen

Ua1,...,an;ε(m0) = {m ∈M(A) : |âi(m)− âi(m0)| < ε, i = 1, . . . , n}

bilden eine Umgebungsbasis der Gelfandtopologie, wobei ai, . . . , an ∈ A vorgege-
bene Elemente und ε > 0 sind. Der so enstandene topologische Raum M(A) heißt
der Raum der maximalen Ideale von A und ist ein kompakter Hausdorffraum. Die
Algebra Â ist eine Teilalgebra der Algebra C(M(A)) aller auf dem Kompaktum
M(A) stetigen Funktionen.

Die Abbildung Γ : A → C(M(A)), a 7→ â, heißt Gelfandabbildung. Ist A eine
kommutative C∗-Algebra, so vermittelt die Gelfandabbildung einen isometrischen
∗-Isomorphismus von A auf C(M(A)).

4.1.2. Das Lokale Prinzip.

Definition 4.1. Eine Funktion f : M(A) → R ist oberhalbstetig in x0 ∈ M(A),
falls für jedes ε > 0 eine Umgebung Uε ⊂M(A) von x0 existiert, so dass

f(x) < f(x0) + ε für alle x ∈ Uε.

Die Funktion f ist oberhalbstetig auf M(A), falls sie in jedem Punkt von M(A)

oberhalbstetig ist. Da M(A) kompakt ist, gibt es zu jeder oberhlabstetigen Funktion
f :M(A) → R ein x0 ∈M(A) mit

f(x0) = sup
x∈M(A)

f(x).

75
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Nun wollen wir die Lokalisierungsmethode von Allan und Douglas für C∗-
Algebren beschreiben. Sei A eine Banachalgebra mit Einselement e. Das Zentrum
CenA von A ist die Menge aller Elemente a ∈ A mit der Eigenschaft xa = ax für
alle x ∈ A. Offenbar ist CenA eine abgeschlossene kommutative Unteralgebra von
A.

Satz 4.2 (Allan/Douglas). Sei I eine C∗-Algebra und A eine C∗-Algebra, die
im Zentrum von I liegt und den Raum der maximalen Ideale M(A) hat. Für
x ∈ M(A) sei Jx das abgeschlossene Ideal in I, das von {a ∈ A : x(a) = 0}
erzeugt wird. Dann gilt:

a)
⋂
x∈M(A) Jx = {0}.

b) Bezeichnet Φx den kanonischen ∗-Epimorphismus Φx : I → I/Jx, so ist

Φ :=
⊕

x∈M(A)

Φx : I →
⊕

x∈M(A)

I/Jx

ein isometrischer ∗-Monomorphismus. Ferner ist T ∈ I genau dann in
I invertierbar, wenn Φx(T ) invertierbar in I/Jx für alle x ∈M(A) ist.

c) Die Abbildung

M(A) → R+, x 7→ ‖Φx(T )‖

ist oberhalbstetig für jedes T ∈ I. Ferner gilt: Wenn T ∈ I und Φy(T )

invertierbar in I/Jy ist, dann ist Φx(T ) invertierbar in I/Jx für alle x
aus einer Umgebung von y.

d) Für alle T ∈ I gilt

‖T‖ = max
x∈M(A)

‖Φx(T )‖.

Beweis. Siehe [19, Theorem 7.47] und [11, Theorem 1.35]. �

Definition 4.3. Sei die Situation wie in Satz 4.2 gegeben. Die Quotientenalgebra
Ix = I/Jx heißt die lokale Algebra zum Punkt x, x ∈M(A).

Definition 4.4. Eine Teilmenge S von L(H2(Bn)) ist irreduzibel, falls kein echter
abgeschlossener Unterraum für alle S in S reduzierend ist.

Sei τ(C(Sn)) die abgeschlossene Unteralgebra von L(H2(Bn)), die von {Tϕ :

ϕ ∈ C(Sn)} erzeugt wird.

Satz 4.5. [13]
i) Die Algebra τ(C(Sn)) ist irreduzibel und enthält das abgeschlossene Ideal

K der kompakten Operatoren aus L(H2(Bn)).
ii) τ(C(Sn))/K ist isometrisch ∗-isomorph zu C(Sn) und somit ist Sn sein

Raum der maximalen Ideale.

Satz 4.2 lässt sich im folgenden Kontext auf Toeplitzoperatoren anwenden. Sei
τ(L∞(Sn)) die von {Tφ : φ ∈ L∞(Sn, dσ)} erzeugte abgeschlossene Unteralgebra
von L(H2(Bn)). Nach Lemma 1.6 ist die Algebra τ(C(Sn))/K im Zentrum von
τ(L∞(Sn))/K enthalten und so können wir die Algebra τ(L∞(Sn))/K zu den
Punkten von Sn lokalisieren.
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Für ω ∈ Sn sei F∞
ω das von {Tφ : φ ∈ C(Sn), φ(ω) = 0} erzeugte abge-

schlossene Ideal in τ(L∞(Sn)). Mit I∞
ω bezeichnen wir die Quotientenalgebra

τ(L∞(Sn))/F∞
ω und mit Φω den zugehörigen kanonischen Epimorphismus.

Ferner sei σ(Φω(Tφ)) das Spektrum von Φω(Tφ) in I∞
ω .

Satz 4.6. Sei Φ gegeben durch

Φ : τ(L∞(Sn)) →
⊕
ω∈Sn

I∞
ω , Φ :=

⊕
ω∈Sn

Φω.

i) Die Sequenz

0 → K → τ(L∞(Sn))
Φ−→
⊕
ω∈Sn

I∞
ω

ist exakt bei τ(L∞(Sn)).
ii) Ist U auf Cn unitär, so gilt für alle ω ∈ Sn: I∞

ω ist isometrisch ∗-isomorph
zu I∞

U(ω). Insbesondere folgt für alle φ ∈ L∞(Sn, dσ)

σ(Φω(Tφ)) = σ(ΦU(ω)(Tφ◦U−1)).

iii) Sei φ ∈ L∞(Sn, dσ). Dann ist Tφ genau dann ein Fredholmoperator in
H2(Bn), wenn Φω(Tφ) invertierbar in I∞

ω für alle ω ∈ Sn ist.
iv) Die Abbildung

Sn → R+, ω 7→ ‖Φω(Tφ)‖

ist oberhalbstetig für jedes φ ∈ L∞(Sn, dσ) und es gilt

‖Tφ‖e = max
ω∈Sn

‖Φω(Tφ)‖.

Ferner gilt: Ist Φω(Tφ) invertierbar in I∞
ω , so ist Φω0(Tφ) invertierbar in

I∞
ω0

für alle ω0 aus einer Umgebung von ω.
v) Ist φ stetig in ω, so gilt Φω(Tφ) = φ(ω)eω, wobei eω das Einselement von

I∞
ω ist.

Beweis. Da τ(C(Sn)) nach Lemma 4.5 irreduzibel ist und in τ(L∞(Sn)) ent-
halten ist, ist auch τ(L∞(Sn)) irreduzibel. Jedes F∞

ω ist ein abgeschlossenes Ideal
in τ(L∞(Sn)). Der Selbst-Kommutator TφT ∗

φ − T ∗
φTφ mit φ(z) = ω1 − z1, z ∈ Sn

ist kompakt und nicht trivial in F∞
ω (Lemma 1.6). Daher enthält F∞

ω nach [19,
Theorem 5.39] schon alle kompakten Operatoren. Die Algebra τ(C(Sn))/K ist ei-
ne abgeschlossene C∗-Unteralgebra des Zentrums von τ(L∞(Sn))/K. Nach Lemma
4.5 ist Sn der Raum der maximalen Ideale von τ(C(Sn))/K und somit folgen i),
iii) und iv) direkt aus Satz 4.2.

Seien ω, ξ ∈ Sn und sei U eine unitäre Transformation von Cn mit U(ω) = ξ.
Dann induziert U einen ∗-Automorphismus von τ(L∞(Sn)), welcher F∞

ω auf F∞
ξ

abbildet und somit existiert ein isometrischer ∗-Isomorphismus von I∞
ω nach I∞

ξ .
Dies zeigt ii).

Zu v) genügt es φ(ω) = 0 anzunehmen. Dann existiert zu jedem ε > 0 eine
Umgebung U von Sn mit ω ∈ U , so dass ‖φχU‖∞ < ε. Sei ψ ∈ C(Sn), so dass
ψ ≡ 1 auf Sn\U und ψ ≡ 0 auf V , wobei V ⊂ U eine Umgebung von ω ist. Dann
gilt

Tφ = TφχU
+ TφχSn\U (1−ψ) + TφχSn\Uψ.
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Da χSn\U (1− ψ) = 0, folgt Φω(TφχSn\U (1−ψ)) = 0 und damit

Φω(Tφ) = Φω(TφχU
) + Φω(TφχSn\Uψ).

Da ψ stetig ist, existiert nach Lemma 1.6 iv) ein kompakter Operator K mit
TφχSn\Uψ = TφχSn\UTψ +K und da Tψ ∈ F∞

ω , ist Φω(Tψ) = 0, d.h.

Φω(TφχSn\Uψ) = Φω(TφχSn\U )Φω(Tψ) = 0.

Daher folgt

‖Φω(Tφ)‖ = ‖Φω(TφχU
)‖ ≤ ‖TφχU

‖e = ‖φχU‖∞ < ε.

�

Aus Satz 4.6 folgt

σe(Tφ) =
⋃
ω∈Sn

σ(Φω(Tφ)).

Diese Lokalisierungsmethode erweist sich als sehr nützlich für die Untersu-
chung des wesentlichen Spektrums von Toeplitzoperatoren mit gewissen Klassen
unstetiger Symbole.

Lemma 4.7. Sei (Kε)ε>0 eine Familie kompakter Mengen in C mit ∅ 6= Kε1 ⊆
Kε2 für 0 < ε1 < ε2. Dann gilt mit K :=

⋂
ε>0Kε, dass

max
λ∈K

|λ| = inf
ε>0

max
λ∈Kε

|λ|.

Beweis. Die Abschätzung “≤” ist offensichtlich. Wäre

max
λ∈K

|λ| < inf
ε>0

max
λ∈Kε

|λ|

so gäbe es eine streng monoton fallende Nullfolge (εk)
∞
k=1 und Punkte λk ∈ Kεk ,

k ∈ N sowie ein δ > 0 mit

max
λ∈K

|λ|+ δ ≤ |λk| für alle k ∈ N.

Aus Kompaktheitsgründen gäbe es eine konvergente Teilfolge (λkj )
∞
j=1 von (λk)

∞
k=1,

so dass

λ0 := lim
j→∞

λkj ∈
∞⋂
j=1

Kεj = K

und somit der Widerspruch

|λ0| ≤ max
λ∈K

|λ| < max
λ∈K

|λ|+ δ ≤ |λ0|.

Damit folgt die Behauptung. �

Lemma 4.8. Sei (Kk)
∞
k=1 eine Folge kompakter Mengen in Rm mit ∅ 6= Kk+1 ⊆

Kk für alle k ∈ N. Dann gilt

conv
∞⋂
k=1

Kk =
∞⋂
k=1

conv Kk.
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Beweis. Die Inklusion “⊆” ist offensichtlich. Sei nun x ∈
⋂∞
k=1 convKk belie-

big. Nach dem Lemma zu [42, Theorem 3.25] lässt sich x für alle k ∈ N darstellen
als Konvexkombination von m+ 1 Punkten u1,k, . . . , um+1,k ∈ Kk, d.h.

x =
m+1∑
k=1

αj,kuj,k mit α1,k . . . , αm+1,k ∈ [0, 1] und
m+1∑
j=1

αj,k = 1.

Wegen der Kompaktheit der Mengen Kk können wir durch Übergang zu einer
Teilfolge erreichen, dass die Folgen (uj,kl)

∞
l=1 und (αj,kl)

∞
l=1 konvergieren mit vj :=

liml→∞ uj,kl ∈ K, wobei K :=
⋂∞
k=1Kk und αj := liml→∞ αj,kl ∈ [0, 1] mit∑m+1

j=1 αj = 1. Es folgt x =
∑m+1

j=1 αjvj ∈ conv K und damit ist die Behauptung
bewiesen. �

Wir zeigen nun eine lokale Variante der N -Tupel Variante des Satzes von
Brown und Halmos. Für ein Tupel f = (f1, . . . , fN ) von Funktionen in L∞(Sn, dσ)
und ω ∈ Sn nennen wir

Rω(f) :=
⋂
ε>0

ess-ran
(
f |Uε(ω)∩Sn

)
den lokalen wesentlichen Wertebereich von f in ω. Hierbei sei ess-ran

(
f |Uε(ω)∩Sn

)
der wesentliche Wertebereich von f |Uε(ω)∩Sn in L∞(Uε(ω) ∩ Sn) bezüglich des
Oberflächenmaßes σ. Für die Definition siehe Kapitel 1.3.

Für f ∈ L∞(Sn, dσ) und ω ∈ Sn schreiben wir

Vε(ω) := Uε(ω) ∩ Sn = {z ∈ Sn : |z − ω| < ε}

und setzen
‖f‖∞,ω := max

λ∈Rω(f)
|λ|

Satz 4.9. Für alle f ∈ L∞(Sn, dσ) und w ∈ Sn gilt

‖Φω(Tf )‖ = ‖f‖∞,ω.

Beweis. Wegen Φω(Tf ) = Φω(TχVε(ω)f ) für alle ε > 0 folgt nach Lemma 4.7

‖Φω(Tf )‖ ≤ inf
ε>0

max{|λ| : λ ∈ ess-ran f |Vε(ω)}

= max
λ∈Rω(f)

|λ|

= ‖f‖∞,ω.

Nun nehmen wir an, dass ‖Φω(Tf )‖ < ‖f‖∞,ω. Da z 7→ ‖Φz(Tf )‖ oberhalbstetig
ist, gibt es ein ε > 0 und ein δ > 0 mit

‖Φz(Tf )‖ ≤ ‖f‖∞,ω − δ für alle z ∈ Vε(ω).

Sei ϕ ∈ C(Sn) mit ϕ ≡ 1 auf Vε/2(ω), supp ϕ ⊂ Vε(ω) und 0 ≤ ϕ ≤ 1 auf Sn.
Dann gilt

‖Φz(Tϕf )‖ = ‖Φz(Tϕ)Φz(Tf )‖
= |ϕ(z)|‖Φz(Tf )‖
≤ ‖Φz(Tf )‖.
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Beachte, dass ‖Φz(Tϕf )‖ = 0 für z ∈ Sn\Vε(ω). Somit folgt nach Satz 4.6 iv)

‖f‖∞,ω ≤ ‖ϕf‖∞ = ‖Tϕf‖e = max
z∈Sn

‖Φz(Tϕf )‖ ≤ ‖f‖∞,ω − δ,

was zu einem Widerspruch führt. Also muss doch ‖Φω(Tf )‖ = ‖f‖∞,ω gelten. �

Satz 4.10. Sind f1, . . . , fN ∈ L∞(Sn, dσ), so gilt für alle ω ∈ Sn

σ(Φω(Tf1), . . . ,Φω(TfN )) ⊆ conv Rω(f)

mit f = (f1, . . . , fN ). Hierbei sei σ(Φω(Tf1), . . . ,Φω(TfN )) der Durschnitt von
Links- und Rechtsspektrum von Φω(Tf ) := (Φω(Tf1), . . . ,Φω(TfN )) in der lokalen
Toeplitzalgebra I∞

ω .

Beweis. Sei ε > 0 beliebig. Wir wenden Satz 1.14 mit R = L∞(Vε(ω)) und
D = I∞

ω an. Die Abbildung κ : L∞(Vε(ω)) → I∞
ω sei definiert durch κ(g) =

Φω(Tg̃) ∈ I∞
ω , wobei

g̃(z) :=

{
g(z), für z ∈ Vε(ω),
0, für z ∈ Sn\Uε(ω).

Offensichtlich gilt ‖κ‖ = 1 und κ(1L∞(Vε(ω))) = 1I∞
ω

. Sei f ∈ L∞(Vε(ω))N , dann
ergibt sich mit g := f |Vε(ω)

σ(Φω(Tf ) = σ (Φω(Tg̃))

= σ
(
κ(f |Vε(ω))

)
⊆ conv ess-ran

(
f |Vε(ω)

)
.

Beachte, dass ess-ran
(
f |Vε(ω)

)
= σL∞(Vε(ω))

(
f |Vε(ω)

)
. Zusammen mit Lemma 4.8

folgt
σ(Φω(Tf )) ⊆

⋂
ε>0

conv ess-ran
(
f |Vε(ω)

)
= conv Rω(f).

�

Bekanntlich gilt nach Davie und Jewell [16]

ess-ran f ⊆ σe(Tf ) für alle f ∈ L∞(Sn, dσ).

Gilt auch

Rω(f) ⊆ σ(Φω(Tf )) für alle ω ∈ Sn und f ∈ L∞(Sn, dσ)?

Eine schwache Aussage erhalten wir im folgenden Satz.

Satz 4.11. Sei K ⊂ Sn kompakt mit σ(K) = 0 und sei f ∈ L∞(Sn, dσ) eine auf
Sn\K stetige Funktion. Dann gilt für alle ω ∈ Sn

Rω(f) ⊆ σ(Φω(Tf )) ⊆ conv Rω(f).

Beweis. Die Behauptung ist bekannt für alle Punkte ω ∈ Sn, in denen f

stetig ist. Die rechte Inklusion wurde bereits allgemein gezeigt.
Sei also nun ω ∈ K beliebig. Wir nehmen an, es gibt ein λ ∈ Rω(f)\σ(Φω(Tf )),

d.h. (λ− Φω(Tf ))
−1 existiert in I∞

ω . Dann ist

Af (ω) := (λ− Φω(Tf ))
∗(λ− Φω(Tf ))
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invertierbar in I∞
ω . Also gibt es ein δ > 0, so dass

‖‖Af (ω)‖ω −Af (ω)‖ω < ‖Af (ω)‖ω − δ < ‖Af (ω)‖ω.

Wegen der Oberhalbstetigkeit der Norm gibt es ein ε > 0 mit

‖‖Af (ω)‖ω −Af (z)‖z < ‖Af (ω)‖ω − δ

für alle z ∈ Vε(ω)\K. Da f auf Sn\K stetig ist, ist diese Abschätzung äquivalent
zu

‖‖Af (ω)‖ω − |λ− f(z)|2‖z < ‖Af (ω)‖ω − δ.

Da λ ∈ Rω(f), gibt es eine Folge (zn)n in Vε(ω)\K mit zn → ω für n → ∞ und
f(zn) → λ für n→ ∞. Daraus folgt

lim
n→∞

|‖Af (ω)‖ω − |λ− f(zn)|2| ≤ ‖Af (ω)‖ω − δ < ‖Af (ω)‖

und dies ist ein Widerspruch. �

Zum Schluss wollen wir Satz 4.6 auf die Situation des oberen Halbraums über-
tragen. Sei ∂D∞

n := ∂Dn ∪ {∞} die Einpunktkompaktifizierung von ∂Dn und sei
ωc(−en) = ∞. Dann ist die Cayleyabbildung ωc : Sn → ∂Dn∪{∞} ein Homöomor-
phismus. Die triviale Fortsetzung des Maßes β auf die Einpunktkompaktifizierung
(mit Masse 0 in ∞) bezeichnen wir weiterhin mit β.

Sei τ(L∞(∂D∞
n )) die von {TD

ϕ◦ω−1
c

: ϕ ∈ L∞(Sn, dσ)} erzeugte abgeschlossene

Unteralgebra von L(H2(Dn)) und für w ∈ Sn sei F̃∞
ωc(w)

das von

{TD
ϕ◦ω−1

c
: ϕ(w) = 0, ϕ ∈ C(Sn)}

erzeugte abgeschlossene Ideal in τ(L∞(∂D∞
n )). Wegen (1.14) ist

TSϕ 7→ UTSϕU
−1

ein isometrischer ∗-Isomorphismus von L(L2(Sn, dσ)) nach L(L2(∂D∞
n , dβ)) und

bildet die Toeplitzalgebra τ(L∞(Sn)) auf die Toeplitzalgebra τ(L∞(∂D∞
n )) ab, das

Ideal F∞
w auf das Ideal F̃∞

ωc(w)
ab und somit die Quotientenalgebra I∞

w auf Ĩ∞
ωc(w)

ab. Hiermit ist Ĩ∞
ωc(w)

die Quotientenalgebra τ(L∞(∂D∞
n ))/F̃∞

ωc(w)
und Φωc(w) der

zugehörige kanonische Epimorphismus.
Mit σ(Φλ(TDϕ )) wird das Spektrum von Φλ(T

D
ϕ ) in Ĩ∞

λ bezeichnet.

Korollar 4.12. Sei Φ gegeben durch

Φ : τ(L∞(∂D∞
n )) →

⊕
λ∈∂D∞

n

Ĩ∞
λ , Φ :=

⊕
λ∈∂D∞

n

Φλ.

i) K̃ ⊂ F̃∞
λ , wobei K̃ das Ideal der kompakten Operatoren auf H2(Dn) ist.

ii) Die Sequenz

0 → K̃ → τ(L∞(∂D∞
n ))

Φ−→
⊕

λ∈∂D∞
n

Ĩ∞
λ

ist exakt bei τ(L∞(∂D∞
n )).

iii) Ist ϕ ∈ L∞(∂D∞
n , dβ), so ist Tϕ genau dann ein Fredholmoperator in

H2(Dn), wenn Φλ(Tϕ) invertierbar in Ĩ∞
λ für alle λ ∈ ∂D∞

n ist.
iv) Ist ϕ stetig in λ, so gilt: Φλ(Tϕ) = ϕ(λ)eλ, wobei eλ das Einselement von

Ĩ∞
λ ist.
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v) Seien ψ1, ψ2 ∈ C(∂D∞
n ). Dann gilt für alle ϕ ∈ L∞(∂D∞

n , dβ) und alle
λ ∈ ∂D∞

n , dass

σ(Φλ(Tψ1+ψ2·ϕ)) = ψ1(λ) + ψ2(λ) · σ(Φλ(Tϕ)).

vi) Die Abbildung

∂D∞
n → R+, λ 7→ ‖σ(Φλ(Tϕ))‖

ist oberhalbstetig für alle ϕ ∈ L∞(∂D∞
n , dβ) und es gilt

‖[Tϕ]‖L(H2(Dn))/K̃ = max
λ∈∂D∞

n

‖σ(Φλ(Tϕ))‖.

Ferner gilt: Ist Φλ(Tϕ) invertierbar in Ĩ∞
λ , so ist Φλ0(Tϕ) invertierbar in

Ĩ∞
λ0

für alle λ0 aus einer Umgebung von λ.

Beweis. i), ii), iii), iv) und v) folgen direkt aus Satz 4.6 und vi) aus iv). �

Aus dem obigen Korollar ergibt sich unmittelbar, dass

σe(T
D
ϕ ) =

⋃
λ∈∂D∞

n

σ(Φλ(T
D
ϕ )).

Satz 4.13. Sei U ein Automorphismus von Dn. Besitzt U eine stetige Fortsetzung
auf ∂D∞

n , die ∂D∞
n homöomorph auf sich abbildet und ist die durch f 7→ f ◦ U

definierte Abbildung ein positives Vielfaches einer unitären Abbildung

V : H2(Dn) → H2(Dn),

so folgt für alle λ ∈ ∂D∞
n und ϕ ∈ L∞(∂D∞

n , dβ)

σ(Φλ(Tϕ)) = σ(ΦU(λ)(Tϕ◦U−1)).

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine Konstante c > 0 mit

f ◦ U = cV f für alle f ∈ H2(Dn).

Durch Λ : A 7→ V ∗AV ist ein isometrischer ∗-Isomorphismus von L(H2(Dn)) auf
sich gegeben mit Λ(Tϕ) = Tϕ◦U−1 für alle ϕ ∈ L∞(∂D∞

n , dβ) und Λ(τ(L∞(∂D∞
n )))

= τ(L∞(∂D∞
n )) sowie Λ(F∞

λ ) = F∞
U(λ) für alle λ ∈ ∂D∞

n . Damit folgt die Behaup-
tung. �

Das folgende Beispiel illustriert Satz 4.13 für bestimmte Automorphismen von
Dn.

Beispiel 4.14. a) Sei U eine Translation durch die Heisenberggruppe oder eine
Rotation bzgl. der (n − 1)-ersten Variablen von Dn. Mit U(∞) = ∞ ist U ein
Homöomorphismus von ∂D∞

n auf sich. Die durch V f = f ◦U definierte Abbildung
V : H2(Dn) → H2(Dn) ist unitär (in diesem Fall ist c = 1) und es gilt für alle
ϕ ∈ L∞(∂D∞

n , dβ) und λ ∈ ∂D∞
n

σ(Φλ(Tϕ)) = σ(ΦU(λ)(Tϕ◦U−1)).

b) Sei U die Dilatation τδ für δ > 0. Mit τδ(∞) = ∞ ist τδ ein Homöo-
morphismus von ∂D∞

n auf sich. Wir definieren Vδ : H2(Dn) → H2(Dn) durch
f 7→ δn(f ◦ τδ), so dass Vδ nach Bemerkung 1.1 unitär mit ‖Vδf‖2 = ‖f‖2 für alle
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f ∈ H2(Dn) ist (in diesem Fall ist c = δ−n). Nach Satz 4.13 ergibt sich für alle
ϕ ∈ L∞(∂D∞

n , dβ) und λ ∈ ∂D∞
n

σ(Φλ(Tϕ)) = σ(ΦU(λ)(Tϕ◦U−1)).

c) Wir notieren, dass die Elemente der in Kapitel 2 aufgelisteten maximal
kommutativen Untergruppen von Aut(Dn) Hintereinanderausführungen von Au-
tomorphismen aus a) und b) sind.

Bemerkung 4.15. Das Analogon zu Satz 4.11 gilt ebenfalls auf ∂D∞
n .

4.2. Stückweise stetige Symbole von McDonald

Sei E eine (2n − 1)-dimensional reelle Hyperebene in Cn, die einer nichtlee-
ren Schnitt mit Bn hat. Die Menge Bn\E besteht aus zwei Komponenten, die
wir mit B+ und B− bezeichnen. Die Toeplitzoperatoren auf dem Bergmanraum
A2(Bn), deren Symbole aus gewissen Klassen stückweiser stetiger Symbolen ge-
hören, also Symbole die auf B+ und B− gleichmäßig stetig sind, wurden erstmals
von McDonald in [33] und danach von Yan in [56] studiert. Dabei wurde in der
ersten Arbeit das wesentliche Spektrum solcher Toeplitzoperatoren berechnet und
in der zweiten Arbeit die Automorphismengruppe auf der entsprechenden Toep-
litzalgebra diskutiert. Im Hardyraum-Fall stammen die ersten Ergebnisse über
Toeplitzoperatoren mit stückweise stetigen Symbolen auf T von Widom [53], De-
vinatz [18] und danach von Gohberg und Krupnik [22]. In diesem Abschnitt wird
das wesentliche Spektrum für Toeplitzoperatoren mit solchen speziellen stückwei-
se stetigen Symbolen auf H2(Bn) untersucht und insbesondere gezeigt, dass das
wesentliche Spektrum zusammenhängend ist.

Außerdem wird nach der Bestimmung des Raumes der maximalen Ideale der
Toeplitzalgebra modulo der kompakten Operatoren eine Indexformel für solche
Toeplitzoperatoren mit matrixwertigen Symbolen angegeben. Schließlich wird ge-
zeigt, dass sich die Indexformel für Toeplitzoperatortupel mit Hilfe der Indextheo-
rie für wesentlich vertauschende Tupel, die einen wesentlich stetigen Funktional-
kalkül besitzen, beweisen lässt.

Wir betrachten die Hyperebene

E = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn : Imzn = 0}.

Dies entspricht im Fall n = 1 der Situation für PC auf T. Sei daran erinnert,
dass PC die abgeschlossene Unteralgebra von L∞(T) aller stückweise stetigen
Symbolen ϕ auf T ist. Die stetige Kurve ϕ# wird erhalten, indem alle einseitigen
Grenzwerte von ϕ im Unstetigkeitspunkt durch Strecken verbunden werden. Siehe
z.B. [20, S. 20-23]. Mehr über die Algebra PC findet man im Buch von Böttcher
und Silbermann [11].

Weiterhin sei

S+ = {(z1, . . . , zn) ∈ Sn : Imzn > 0}, S− = {(z1, . . . , zn) ∈ Sn : Imzn < 0}.

Wir schreiben ∂E für Sn ∩ E. Es gilt Sn\∂E = S+ ∪ S− .
Wir definieren

HC(Sn) = {ϕ ∈ L∞(Sn, dσ) : ϕ|S+ und ϕ|S− sind gleichmäßig stetig}.
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Dann ist HC(Sn) eine abgeschlossene Unteralgebra von L∞(Sn, dσ) und wie in
[33] können wir schreiben

HC(Sn) = {〈f, g〉 : f ∈ C(S+), g ∈ C(S−)}.

Falls ϕ in z ∈ Sn stetig ist, schreiben wir ϕ(z) für f(z) oder g(z).
Sei τ(HC(Sn)) die abgeschlossene Unteralgebra von L(H2(Bn)), die von

{Tϕ : ϕ ∈ HC(Sn)}

erzeugt wird.
Für ω ∈ Sn sei Fω das abgeschlossene Ideal in τ(HC(Sn)), das von {Tϕ :

ϕ ∈ C(Sn), ϕ(ω) = 0} erzeugt wird. Die Quotientenalgebra τ(HC(Sn))/Fω werde
mit Iω bezeichnet, der zugehörige kanonische Epimorphismus mit Φω und Φ sei
gegeben durch

Φ : τ(HC(Sn)) →
⊕
ω∈Sn

Iω, Φ :=
⊕
ω∈Sn

Φω.

Satz 4.16. i) K ⊂ Fω.
ii) Die Sequenz

0 → K i−→ τ(HC(Sn))
Φ−→
⊕
ω∈Sn

Iω

ist exakt bei τ(HC(Sn)).
iii) Ist ϕ ∈ HC(Sn), so ist Tϕ genau dann ein Fredholmoperator in H2(Bn),

wenn Φω(Tϕ) invertierbar in Iω für alle ω ∈ Sn ist.
iv) Sei ϕ ∈ HC(Sn). Für ω ∈ Sn\∂E gilt Φω(Tϕ) = ϕ(ω)eω, wobei eω das

Einselement von Iω ist.

Beweis. i) Die Algebra τ(C(Sn)) ist nach Lemma 4.5 irreduzibel. Wegen
τ(C(Sn)) ⊂ τ(HC(Sn)) ist τ(HC(Sn)) ebenfalls irreduzibel. Jedes Fω ist ein
abgeschlossenes Ideal in τ(HC(Sn)). Der Selbst-Kommutator TfT ∗

f − T ∗
f Tf mit

f(z) = ω1 − z1 ist ein kompakter nicht verschwindender Operator in Fω (siehe
Lemma 1.6 ii)) und daher enthält Fω nach [19, Theorem 5.39] schon alle kom-
pakten Operatoren.

ii) und iii). Die Algebra τ(C(Sn))/K ist im Zentrum von τ(L∞(Sn))/K ent-
halten (siehe Abschnitt 4.1) und somit auch im Zentrum von τ(HC(Sn))/K. Der
Raum der maximalen ideale von τ(C(Sn))/K ist Sn. Daher folgen ii) und iii) aus
Satz 4.2.

Zu iv) genügt es ϕ(ω) = 0 anzunehmen. Dann existiert zu jedem ε > 0 eine
Umgebung U von Sn mit ω ∈ U , so dass ‖ϕχU‖∞ < ε. Sei ψ ∈ C(Sn), so dass
ψ ≡ 1 auf Sn\U und ψ ≡ 0 auf V , wobei V ⊂ U eine Umgebung von ω ist. Dann
gilt

Tϕ = TϕχU + TϕχSn\U (1−ψ) + TϕχSn\Uψ.

Da χSn\U (1− ψ) = 0, folgt Φω(TϕχSn\U (1−ψ)) = 0 und damit

Φω(Tϕ) = Φω(TϕχU ) + Φω(TϕχSn\Uψ).
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Da ψ stetig ist, existiert nach Lemma 1.6 iv) ein kompakter Operator K mit
TϕχSn\Uψ = TϕχSn\UTψ +K, und da Tψ ∈ Fω, ist Φω(Tψ) = 0 , so dass

Φω(TϕχSn\Uψ) = Φω(TϕχSn\U )Φω(Tψ) = 0.

Somit folgt

‖Φω(Tϕ)‖ = ‖Φω(TϕχU )‖ ≤ ‖TϕχU ‖e = ‖ϕχU‖∞ < ε.

�

Es ist anzumerken, dass ϕ ∈ HC(Sn) eine weitere Darstellung besitzt. Zu-
nächst beachten wir, dass ϕ|S± stetige Fortsetzungen ϕ|± auf ganz Sn besitzen.
Es folgt

ϕ = ϕ+χS+ + ϕ−χS−

= f1 + f2χS+(4.1)

mit auf Sn stetigen Funktionen f1 = ϕ− und f2 = ϕ+ − ϕ−.

Satz 4.17. Für ϕ,ψ ∈ HC(Sn) ist TϕTψ − TψTϕ kompakt. Somit ist die Algebra
τ(HC(Sn))/K kommutativ.

Beweis. Seien ϕ,ψ ∈ HC(Sn) mit ϕ = f1+f2χS+ und ψ = g1+g2χS+ , wobei
fi, gi ∈ C(Sn), i = 1, 2. Wir zeigen, dass TϕTψ − TψTϕ kompakt ist. Es gilt

Tf1+f2χS+
Tg1+g2χS+

− Tg1+g2χS+
Tf1+f2χS+

=[Tf1 , Tg1 ] + [Tf2χS+
, Tg1 ]

+ [Tf1 , Tg2χS+
] + [Tf2χS+

, Tg2χS+
].

Die Kompaktheit der drei ersten Kommutatoren folgen aus Lemma 1.6. Es bleibt
nur noch die Kompaktheit von [Tf2χS+

, Tg2χS+
] nachzuweisen. Es gilt

Tf2χS+
Tg2χS+

− Tg2χS+
Tf2χS+

= TχS+
Tf2Tg2TχS+

− TχS+
Tg2Tf2TχS+

+K

= TχS+
(Tf2Tg2 − Tg2Tf2)TχS+

+K,

wobei K ein kompakter Operator ist. Wiederum liefert Lemma 1.6 die Behaup-
tung. �

Mit σ(Φω(Tϕ)) bezeichnen wir das Spektrum von Φω(Tϕ) in Iω. Nach Satz
4.16 erhalten wir für ϕ ∈ HC(Sn)

σe(Tϕ) =
⋃
ω∈Sn

σ(Φω(Tϕ))

= {ϕ(ω) : ω ∈ Sn\∂E} ∪

[ ⋃
ω∈∂E

σ(Φω(Tϕ))

]
.(4.2)

Zur Berechnung von σe(Tϕ) genügt es also, die lokalen Spektren σ(Φω(Tϕ)) für
alle ω ∈ ∂E zu berechnen.

Als Vorarbeit soll die Algebra PC(D) aller in D stückweise stetigen Funktionen
eingeführt werden. Sei gτ die positiv orientierte Tangente an T im Punkt τ ∈ T.
Der Strahl aus τ , der mit gτ den Winkel ϑ ∈ (0, 2π) einschließt, nennen wir hτ .
Alle zwischen gτ und hτ liegenden Punkte von D bilden die Menge U+

τ , die übrigen
Punkte von D die Menge U−

τ .
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Die Funktion a ∈ L∞(D) gehört nach Definition zu PCϑ(τ), wenn zwei kom-
plexe Zahlen a(τ + 0) und a(τ − 0) mit

lim
ε→0

ess-sup
w∈U±

τ ,|w−τ |<ε
|a(w)− a(τ ± 0)| = 0

existieren. Eine stetige Funktion ϑ : T → (0, π) definiert eine Menge PCϑ(D)
von L∞(D)-Funktionen, die für jeden Punkt τ ∈ T zu PCϑ(τ) gehören. Offenbar
ist PCϑ(D) eine abgeschlossene Unteralgebra von L∞(D). Die Funktion ϑ wird
ab jetzt als fest vorgegeben und die Funktionen aus PC(D) := PCϑ(D) werden
stückweise stetig genannt.

Ferner definieren wir für jede stückweise stetige Funktion a ihre Restriktion
a|T auf T durch die Gleichung

(a|T)(τ) =
[a(τ − 0) + a(τ + 0)]

2
, τ ∈ T.

Es lässt sich zeigen, dass mit Ausnahme abzählbar vieler Punkte τ ∈ T die Gleich-
heit a(τ − 0) = a(τ + 0) erfüllt ist und dass a|T zur Algebra PC auf T gehört.
Siehe [54, Kapitel 4.5].

Nun definieren wir

L∞
1 (Sn) := {ϕ ∈ L∞(Sn, dσ) : ϕ(z1, . . . , zn) ≡ hϕ(zn) für ein hϕ ∈ L∞(D)}

und bezeichnen mit C1(Sn) und HC1(Sn) die Menge derjenigen Funktionen ϕ in
C(Sn) bzw. HC(Sn), für die ϕ(z1, . . . , zn) ≡ hϕ(zn) gilt mit hϕ ∈ C(D) bzw.
hϕ ∈ PC(D).

Für jedes (n − 1)-Tupel k′ ∈ Zn−1
+ definieren wir H2(k′) als den Unterraum

von H2(Bn), der von

{eν : ν = (k′,m),m = 0, 1, 2, . . .}

erzeugt wird, wobei {eν}ν∈Zn
+

die Orthonormalbasis von H2(Bn) ist. Es gilt

H2(Bn) =
⊕

k′∈Zn−1
+

H2(k′).

Lemma 4.18. Ist ϕ ∈ L∞
1 (Sn), so gilt:

i) Für alle k′ ∈ Zn−1
+ ist H2(k′) ein reduzierender Unterraum für Tϕ.

ii) Falls es ein ε ∈ (0, 1) gibt, so dass ϕ ≡ 0 für ε < |zn| < 1, so ist Tϕ|H2(k′)

für alle k′ ∈ Zn−1
+ ein kompakter Operator .

iii) Für alle ϕ ∈ C1(Sn) und k′ ∈ Zn−1
+ ist Tϕ|H2(k′) unitär äquivalent zu

einer kompakten Störung von Tϕ|H2(0).
iv) Tϕ|H2(0) ist unitär äquivalent zu T̃hϕ , wobei T̃hϕ der zugehörige Toeplitz-

operator auf dem gewichteten Bergmanraum A2
n−2(D) ist.
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Beweis. i) Für zwei Multiindizes ν = (k′,m) und υ = (l′, q) erhalten wir aus
dem Ausdruck (2.2)

〈Tϕeν , eυ〉 =cνcυ
∫
Sn
ϕ(ξ)ξ′k

′
ξ̄′
l′
ξmn ξ̄

q
ndσ(ξ)

=
Cn
2π

∫
τ(Bn−1)

∫ 2π

0
ei(k1−l1)θ1dθ1 . . .

∫ 2π

0
ei(kn−1−ln−1)θn−1dθn−1

·
∫ 2π

0
hϕ(e

iθn
√

1− |%′|2)ei(m−q)θndθn%
′k′+l′√1− |%′|2

m+q
n−1∏
k=1

%kd%k

=δk′,l′Cn(2π)
n−2

∫
τ(Bn−1)

∫ 2π

0
hϕ(e

iθn
√

1− |%′|2)ei(m−q)θndθn

· %′2k′
√

1− |%′|2
m+q

n−1∏
k=1

%kd%k

wobei Cn := cνcυ
(n− 1)!

πn−1
mit cν = (2π)−1αν und αν durch (2.9) gegeben ist.

Daraus folgt

〈Tϕeν , eυ〉 = δk′,l′

∫
Sn
ϕ(ξ)eν(ξ)eυ(ξ)dσ(ξ).

Ist also F ∈ H2(k′), so gilt TϕF ∈ H2(k′). Unter Verwendung von T ∗
ϕ = Tϕ

erhalten wir ebenfalls T ∗
ϕF ∈ H2(k′).

ii) Für zwei Multiindizes ν = (k′,m), υ = (k′, q) folgt aus (2.2)

| 〈Tϕeν , eυ〉 | ≤Cn
∫
Tn−1

∫
τ(Bn−1)

1

2π

∫ 2π

0
|ϕ(eiθ

√
1− |%′|2, t′%′)|dθ

· %2k22 . . . %
2kn−1

n−1 %m+q
n

√
1− |%′|2

2k1
n∏
k=2

%kd%k

n∏
k=2

dtk
itk

.

Da ϕ ∈ L∞
1 (Sn) mit ϕ(eiθ

√
1− |%′|2, t′%′) = hϕ(tn%n) und hϕ ≡ 0 für ε < %n < 1,

ergibt sich

| 〈Tϕeν , eυ〉 | ≤Cn
∫
T

∫
τ(Bn−1)

|hϕ(tn%n)|%2k22 . . . %
2kn−1

n−1 %m+q
n

√
1− |%′|2

2k1

·
n∏
k=2

%kd%k
dtn
itn

≤Cn
∫
T

∫ 1

0

∫ 1−%22

0
. . .

∫ 1−
∑n−1

j=2 %
2
j

0
|hϕ(tn%n)|%m+q+1

n (1− |%′|2)k1d%n

%2k2+1
2 . . . %

2kn−1+1
n−1 d%n−1 . . . d%2

dtn
itn

≤Cn
∫
T

∫ 1

0

∫ 1−%22

0
. . .

∫ ε

0
|hϕ(tn%n)|%m+q+1

n (1− |%′|2)k1d%n

%2k2+1
2 · · · %2kn−1+1

n−1 d%n−1 · · · d%2
dtn
itn

.
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Der Term (1− |%′|2)k1 wird durch 1 abgeschätzt und damit folgt

| 〈Tϕeν , eυ〉 | ≤2πCnε
m+q+1‖ϕ‖∞

∫ 1

0

∫ 1−%22

0
. . .

∫ ε

0
d%n

%2k2+1
2 · · · %2kn−1+1

n−1 d%n−1 · · · d%2,

d.h.

| 〈Tϕeν , eυ〉 | ≤ ČCn‖ϕ‖∞εm+q+2,

wobei Č von n und k abhängt. Dies führt zu∑
m

∑
q

|〈Tϕeν , eυ〉|2 <∞.

Folglich ist Tϕ|H2(k′) ein Hilbert-Schmidt-Operator und somit kompakt.
iii) Sei Sϕ := Tϕ|H2(0) und identifiziere m ∈ Z+ mit (0, . . . , 0,m). Weiterhin

sei der durch V (em) = eν mit ν = (k′,m) definierte unitäre Operator

V : H2(0) → H2(k′).

Es ist zu zeigen, dass der Operator

V −1TϕV − Sϕ

für jedes ϕ ∈ C1(Sn) kompakt ist. Beachte, dass [V −1TϕV −Sϕ]∗ = V −1TϕV −Sϕ.
Zunächst zeigen wir, dass der Operator V −1TznV − Szn kompakt ist. Es gilt

V −1TznV em(z) = V −1zneν(z) = V −1cνz
′k′zm+1

n = cνc
−1
υ em+1(z),

wobei υ = (k′,m+ 1) und cνc−1
υ =

√
(m+ 1)

(n+m+ |k′|)
, und

Sznem(z) = cmz
m+1
n =

√
m+ 1

n+m
em+1(z).

Somit folgt [
V −1TznV − Szn

]
em(z) = λ(m)em+1(z)

mit

λ(m) =

[√
(m+ 1)

(n+m+ |k′|)
−
√
m+ 1

n+m

]
.

Folglich ist der obige Operator diagonal mit λ(m) → 0 für m → ∞, was zur
Kompaktheit von V −1TznV − Szn und somit auch von V −1Tz̄nV − Sz̄n führt.

Des Weiteren zeigen wir, dass der Operator

V −1Tznz̄nV − Sznz̄n

kompakt ist. Setze T 0
znz̄n := V −1Tznz̄nV . Dann gilt

T 0
znz̄n − Sznz̄n =T 0

znz̄n − T 0
znT

0
z̄n + T 0

znT
0
z̄n − T 0

znSz̄n

+ T 0
znSz̄n − SznSz̄n + SznSz̄n − Sznz̄n .
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Unter Verwendung der ersten Teils und eines entsprechenden Satzes im Hardy-
raum erhalten wir

T 0
znz̄n − Sznz̄n =T 0

znz̄n − T 0
znT

0
z̄n + T 0

zn

[
T 0
z̄n − Sz̄n

]
+
[
T 0
zn − Szn

]
Sz̄n + SznSz̄n − Sznz̄n .

Damit ist der Operator T 0
znz̄n − Sznz̄n kompakt.

Durch vollständige Induktion folgt nun die Kompaktheit von T 0
pk

− Spk für
alle Polynome pk der Gestalt pk(z) = zlnz̄

δ
n, wobei l + δ = k und k ∈ N. Da die

Polynome in zn und z̄n dicht in C1(Sn) liegen, ist die Behauptung bewiesen.
iv) Die kanonische orthonormale Basis für A2

n−2(D) [58, S. 78] ist gegeben
durch

ẽm(z) =

√
(m+ n− 1)!

(n− 1)!m!
zm, m ≥ 0.

Wir identifizieren m mit (0, . . . , 0,m). Es gilt

〈Tϕem, em〉 =
∫
Sn
ϕ(ξ)|em(ξ)|2dσ(ξ)

∗
= (n− 1)

∫
D
hϕ(w)|ẽm(ξ)|2(1− |w|2)n−2dA(w)

=

∫
D
hϕ(w)|ẽm(ξ)|2dAn−2(w)

=
〈
T̃hϕ ẽm, ẽm

〉
,

wobei dAa(z), a > −1, das durch

dAa(z) = (a+ 1)(1− |z|2)adA(z)

definierte Borelmaß auf D, und dA(z) das normalizierte Flächenmaß auf D ist. Bei
(∗) wurde die Identität (1) in [41, 1.4.4] ausgenutzt. �

Lemma 4.19. Ist ϕ ∈ HC1(Sn) und

lim
%n→1

sup
θn∈[0,2π]

|hϕ(%neiθn)| = 0,

so ist Tϕ|H2(k′) für alle k′ ∈ Zn−1
+ kompakt.

Beweis. Für r ∈ N sei χr die charakteristische Funktion der Menge

Sr :=

{
z = (z1, . . . , zn) ∈ Sn : |zn| < 1− 1

r

}
.

Dann folgt für alle k′ ∈ Zn−1
+ und für r → ∞

‖Tϕ|H2(k′) − Tϕχr |H2(k′)‖ = ‖T[ϕ−ϕχr]|H2(k′)‖
≤ ‖T[ϕ−ϕχr]‖
= ‖ϕ− ϕχr‖∞
= sup

1− 1
r
<|zn|<1

|hϕ(zn)| → 0.

Nach Lemma 4.18 ii) ist Tϕχr |H2(k′) kompakt, und weil Tϕχr |H2(k′) in der Opera-
tornorm gegen Tϕ|H2(k′) konvergiert, ist auch Tϕ|H2(k′) kompakt. �
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Der zu beweisende Hauptsatz lautet wie folgt.

Satz 4.20. Sei ϕ = 〈f, g〉 ∈ HC(Sn). Dann besteht das wesentliche Spektrum von
Tϕ aus {ϕ(ω) : ω ∈ Sn\∂E} zusammen mit den abgeschlossenen Verbindungsstre-
cken zwischen f(ω) und g(ω) für jedes ω ∈ ∂E.

Dieselbe Methode wie in [33, Seite 290-294] wird zum Beweis von Satz 4.20
herangezogen werden. Sei ω ∈ ∂E. Sei ϕ = 〈f, g〉 ∈ HC(Sn) und definiere

ψ(z) :=

{
f(ω), für z ∈ S+,
g(ω), für z ∈ S−.

Dann ist ψ konstant auf S+ und auf S− und nach Satz 4.16 iv) gilt Φω(Tϕ) =

Φω(Tψ). Somit reicht es aus zu zeigen, dass das Spektrum von Φω(Tψ) aus der
Verbindungsstrecke zwischen f(ω) und g(ω) besteht. Dies formulieren wir im fol-
genden Lemma.

Lemma 4.21. Seien α, β ∈ C und

ψ(z) :=

{
α, für z ∈ S+,
β, für z ∈ S−.

Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
a) Für jedes ω ∈ ∂E ist Φω(Tψ) invertierbar.
b) Die Verbindungsstrecke zwischen α und β verläuft nicht durch den Ur-

sprung .

Beweis. Die Richtung b) ⇒ a) wird sofort bewiesen. Wir nehmen an, dass die
Verbindungsstrecke zwischen α und β nicht den Ursprung enthält. Da aTψ = Taψ
für eine Konstante a, können wir voraussetzen, dass sich α und β in der oberen
rechten Halbebene befinden. Also es existiert ein ε > 0, so dass |εα − 1| < 1 und
|εβ − 1| < 1 und daher ‖εψ − 1‖∞ < 1. Wegen

‖Tεψ − 1‖ = ‖Tεψ−1‖ = ‖εψ − 1‖∞ < 1

ist der Operator Tψ invertierbar und damit ist Φω(Tψ) invertierbar. �

Zum Beweis der Richtung a) ⇒ b) in Lemma 4.21 werden zwei Lemmata
benötigt. Wir betrachten für p ∈ [−1, 1] die Menge

∆p = {ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ ∂E : ωn = p},

so dass
⋃
p∈[−1,1]∆p = ∂E. Für p = ±1 gilt offensichtlich ∆p = {(0, . . . , 0, p)}.

Lemma 4.22. Sei ω, µ ∈ ∆p und sei U eine unitäre Transformation von Cn,
welche die zn-Koordinate festhält und ω auf µ abbildet. Dann gibt es einen isome-
trischen ∗-Isomorphismus W : Φω(τ(HC(Sn))) → Φµ(τ(HC(Sn))), so dass für
ϕ ∈ HC(Sn) gilt

W (Φω(Tϕ)) = Φµ(Tϕ◦U−1).

Beweis. Definiere die Abbildung D : HC(Sn) → HC(Sn) durch Dϕ = ϕ◦U .
Dann ist D ein Automorphismus von HC(Sn) und bildet Fµ auf Fω ab. Als
linearer Operator auf H2(Bn) ist D unitär. Wir zeigen nun, dass

Tϕ◦U−1 = D−1TϕD.
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Sei f ∈ H2(Bn), dann gilt

D−1TϕDf(z) = D−1

[∫
Sn

ϕ(ζ)(f ◦ U)(ζ)

(1− 〈z, ζ〉)n
dσ(ζ)

]
=

∫
Sn

ϕ(ζ)(f ◦ U)(ζ)

(1− 〈U−1z, ζ〉)n
dσ(ζ).

Mit ϕ̂ = ϕ ◦ U−1 folgt wegen der Rotationsinvarianz von σ

D−1TϕDf(z) =

∫
Sn

ϕ̂(U(ζ))f(U(ζ))

(1− 〈z, U(ζ)〉)n
dσ(ζ)

=

∫
Sn

ϕ̂(w)f(w)

(1− 〈z, w〉)n
dσ(w)

= Tϕ̂f(z).

Daher ist V : L(H2(Bn)) → L(H2(Bn)), Tϕ 7→ Tϕ̂, ein isometrischer ∗-Automor-
phismus mit V (τ(HC(Sn))) ⊂ τ(HC(Sn)) und V (Fω) = Fµ und induziert einen
unitalen isometrischen ∗-Isomorphismus Ṽ : Iω → Iµ. �

Lemma 4.23. Seien α, β ∈ C und ψ wie in Lemma 4.21 und sei p ∈ [−1, 1]

vorgegeben. Dann existiert eine Funktion φ ∈ HC(Sn) mit den folgenden Eigen-
schaften:

i) Tφ ist kein Fredholmoperator.
ii) Φµ(Tφ) ist invertierbar in Iµ, µ ∈ Sn\∆p.
iii) φ(ω) = ψ(ω) für ω ∈ ∆p.

Anstatt dieses Lemma zu zeigen, beweisen wir ein äquivalentes Lemma. Wir
notieren, dass die Richtung “b) ⇒ a)“ von Lemma 4.21 benötigt wird.

Lemma 4.24. Seien α, β ∈ C beliebig und p ∈ [−1, 1] vorgegeben. Dann existiert
eine Funktion φ = 〈φ1, φ2〉 ∈ HC(Sn), so dass gilt:

i) Tφ ist kein Fredholmoperator.
ii) φ verschwindet nicht auf Sn\∂E.
iii) Die Verbindungsstrecke zwischen φ1(µ) und φ2(µ) läuft nicht durch den

Ursprung für µ ∈ ∂E\∆p.
iv) φ1(ω) = α und φ2(ω) = β für ω ∈ ∆p.

Beweis. Wir konstruieren eine Funktion φ, die diese Voraussetzungen erfüllt.
a) Wir behandeln zunächst den Fall −1 < p < 1 und nehmen an, dass α und β

rein imaginär sind mit Imβ < 0 < Imα. Wir betrachten den speziellen Fall p = 0

und definieren eine Funktion f : T → C durch

(4.3) f(eiθ) =



1 +
2

π
(α− 1)θ, 0 ≤ θ ≤ π

2
,

1 + 2α− 2

π
(α+ 1)θ,

π

2
≤ θ ≤ π,

1 +
2

π
(1− β)θ,

−π
2

≤ θ ≤ 0,

1 + 2β +
2

π
(1 + β)θ, −π ≤ θ ≤ −π

2
.

Für p 6= 0 läuft das Verfahren genauso mit einer nahe liegenden Abänderung in
der Definition von f . Wir definieren φ = 〈φ1, φ2〉 ∈ HC(Sn) durch

φ1(z1, . . . , zn) = f(cos−1(Rezn)) für Imzn ≥ 0,
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φ2(z1, . . . , zn) = f(− cos−1(Rezn)) für Imzn ≤ 0.

Das Bild von φ und f ist das Viereck, das durch die Eckpunkte 1, α, −1 und β

bestimmt ist. Wir beachten, dass φ ∈ HC1(Sn) und φ1(ω) = f(cos−1 0) = α und
φ2(ω) = f(− cos−1 0) = β für ω ∈ ∆0. Offenbar erfüllt φ die Eigenschaften ii), iii)
und iv) von Lemma 4.24.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass Tφ kein Fredholmoperator ist. Nach Lemma
4.18 i) lässt sich Tφ darstellen als

Tφ =
⊕

k′∈Zn−1
+

Tφ|H2(k′).

Wir definieren eine Funktion g : Sn → C durch

g(z1, . . . , zn−1, %ne
iθn) = hg(%ne

iθn) = %nf(e
iθn),

wobei f ∈ C(T) durch (4.3) erklärt ist. Dann gilt g ∈ C1(Sn). Schreibt man
φ = g + (φ− g) so ergibt sich aus Lemma 4.19

(4.4) Tφ =
⊕
k′

(
Tg|H2(k′) +Kk′

)
,

wobei Kk′ ein kompakter Operator auf H2(k′) ist. Lemma 4.18 iii) zusammen mit
iv) zufolge ist Tg|H2(k′) unitär äquivalent zu einer kompakten Störung von T̃hg ∈
L(A2

n−2(D)). Nach [13, Lemma 3] ist T̃hg unitär äquivalent zu einer kompakten
Störung von Tf ∈ L(H2(T)). Nun war f so definiert, dass Tf vom Index ind(Tf ) =
−1 ist [19, S. 185]. Daraus folgt, dass ind

(
Tg|H2(k′) +Kk

)
= −1, also ist

dim ker
(
Tg|H2(k′) +Kk

)∗
> 0.

Mit (4.4) folgt dim kerT ∗
φ = ∞. Daher kann Tφ kein Fredholmoperator sein.

b) Wir betrachten nun den Fall p = −1. Der Fall p = 1 ist analog. Wir
definieren eine Funktion f : T → C durch

f(eiθ) =

{
1 + 1

π (α− 1)θ, 0 ≤ θ ≤ π,

1 + 1
π (1− β)θ, −π ≤ θ ≤ 0,

wobei α und β wie in a) betrachtet, und definieren φ = 〈φ1, φ2〉 ∈ HC(Sn) durch

φ1(z1, . . . , zn) = f(cos−1(Rezn)) für Imzn ≥ 0,

φ2(z1, . . . , zn) = f(− cos−1(Rezn)) für Imzn ≤ 0.

Offenbar erfüllt φ die Eigenschaften ii), iii) und iv) von Lemma 4.24.
Nach der vorhergehenden Überlegung wissen wir, dass

M :=
⋃

λ∈∂E\∆(1,−1)

[φ1(λ), φ2(λ)] ⊂ σe(Tφ)

gilt, wobei ∆(1,−1) := ∆1 ∪∆−1. Da das Intervall [α, β] nach Definition von f in
M liegt und 0 enthält, folgt 0 ∈ σe(Tφ). Daher ist Tφ kein Fredholmoperator. �

Nun können wir den Beweis von Lemma 4.21 abschließen.
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Beweis von Lemma 4.21. a) ⇒ b) Wir nehmen an, dass die Verbindungs-
strecke zwischen α und β durch den Ursprung läuft und zeigen, dass Φω(Tψ) für
jedes ω ∈ ∂E =

⋃
−1≤p≤1∆p nicht invertierbar in Iω ist. Für ein p ∈ [−1, 1] exis-

tiert nach Lemma 4.23 eine Funktion φ ∈ HC(Sn), die die Eigenschaften dieses
Lemmas erfüllt. Nach Satz 4.16 iii) gibt es ein ω0 ∈ ∆p, so dass Φω0(Tφ) nicht
invertierbar ist. Zusammen mit Satz 4.16 iv) gilt aber Φω0(Tφ) = Φω0(Tψ). Der
Isomorphismus W in Lemma 4.22 bildet Φω0(Tψ) auf Φµ(Tψ) ab, µ ∈ ∆p. Insbe-
sondere gilt, falls Φω(Tψ) für irgendein ω ∈ ∆p nicht invertierbar ist, ist er für alle
ω ∈ ∆p nicht invertierbar. Da ∂E = ∪p∆p, folgt die Behauptung. �

Bemerkung 4.25. Satz 4.20 kann für Symbole φ ∈ HC1(Sn) auf den eindimen-
sionalen Fall zurückgeführt werden. Sei φ(z) = hφ(zn), z ∈ Sn mit hφ ∈ PC(D).
Nach einer Anwendung von [36, Theorem 2] und dem Beweis zu [54, Satz 4.6.3 (b)]
erhalten wir

σe(T̃hφ) = ran h#φ ,

wobei die Funktion h#φ : T× [0, 1] → C durch die Formel

h#φ (τ, x) = (1− x)hφ(τ − 0) + xhφ(τ + 0), (τ, x) ∈ T× [0, 1]

gegeben ist. Aus Lemma 4.18 iv) ergibt sich

σe(Tφ|H2(0)) = σe(T̃hφ) = ran h#φ .

Zusammen mit Lemma 4.18 i) folgt

(4.5) ran h#φ ⊂ σe(Tφ).

Andererseits ist ϕ ∈ HC(Sn) in der Form (4.1), so folgt für alle ω ∈ ∂E

Φω(Tf1+f2·χS+
) = f1(ω) + f2(ω) · Φω(TχS+

).

Da nach (3.3) die Abschätzung σ
(
Φω(TχS+

)
)
⊂ σ(TχS+

) ⊆ [0, 1] gilt, folgt

σ
(
Φω(Tf1+f2·χS+

))
)
⊆ [f1(ω), f1(ω) + f2(ω)].

Aus (4.2) folgern wir
σe(Tϕ) ⊆ ran ϕ#,

wobei die Funktion ϕ# : (Sn\∂E) ∪ (∂E × [0, 1]) → C durch

ϕ#(z) = ϕ(z), z ∈ Sn\∂E,(4.6)

ϕ#(z, x) = f1(z) + xf2(z), (z, x) ∈ ∂E × [0, 1]

definiert ist.
Folglich ergibt sich speziell für ϕ = φ ∈ HC1(Sn)

σe(Tφ) ⊆ ran φ# = ran h#φ ,

und diese zusammen mit (4.5) führt zur Aussage

σe(Tφ) = ran h#φ .
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Als Nächstes wollen wir den Raum der maximalen Ideale von τ(HC(Sn))/K
bestimmen und danach die Indexformel für Toeplitzoperatoren mit matrixwerti-
gen Symbolen angeben.

Sei X := (Sn\∂E) ∪ (∂E × [0, 1]). Für ϕ ∈ HC(Sn) mit

(4.7) ϕ(z) =

{
f(z), Imzn > 0,

g(z), Imzn < 0,

wobei f ∈ C(S+) und g ∈ C(S−), definieren wir ϕ# auf X durch

ϕ#(z) = ϕ(z), z ∈ Sn\∂E,

ϕ#(z, x) = xf(z) + (1− x)g(z), (z, x) ∈ ∂E × [0, 1].

Nach Satz 4.20 ist σe(Tϕ) = ran ϕ#.
Wir fassen X vermöge der Punktevaluation x 7→ δx als Teilmenge des alge-

braischen Dualraums E von HC# := {ϕ# : ϕ ∈ HC(Sn)} auf und versehen X mit
der durch σ(E,HC#) auf X gegebenen Relativtopologie. Eine Umgebungsbasis
für diese Topologie ist gegeben durch die Mengen

Uε(z) ⊆ S± für z ∈ S±,
[Uε(z) ∩ ∂E]× Uδ(x) ⊆ ∂E × [0, 1] für (z, x) ∈ ∂E × (0, 1),

[Uε(z) ∩ S+] ∪ {[Uε(z) ∩ ∂E]× (δ, 1]} für z ∈ ∂E,

[Uε(z) ∩ S−] ∪ {[Uε(z) ∩ ∂E]× [0, δ)} für z ∈ ∂E,

wobei Uε(z) die ε-Umgebung von z ist und ε, δ > 0.

Bemerkung 4.26. Wir beachten die punktweise Konvergenz einer Folge in X.
• Falls zn ∈ S± und zn → z ∈ S±, dann gilt zn → z ∈ X.
• Falls zn ∈ ∂E und zn → z, xn → x ∈ (0, 1), dann gilt (zn, xn) → (z, x) ∈
∂E × [0, 1] in X.

• Falls zn ∈ ∂E und zn → z, xn → 1−, dann gilt (zn, xn) → (z, 1) in X,
aber falls zn ∈ S+ und zn → z ∈ ∂E, dann gilt zn → (z, 1) in X.

• Falls zn ∈ ∂E und zn → z, xn → 0+, dann gilt (zn, xn) → (z, 0) in X,
aber falls zn ∈ S− und zn → z ∈ ∂E, dann gilt zn → (z, 0) in X.

Nach Satz 4.20 ist der Raum der maximalen Ideale von Φω(τ(HC(Sn))) für
ω ∈ ∂E homöomorph zu {ω} × [0, 1]. Da Φω für ω ∈ Sn\∂E Punktevaluationen
sind, ist der Raum der maximalen Ideale von Φ(τ(HC(Sn))) homöomorph zu
(Sn\∂E) ∪ (∂E × [0, 1]). Wegen der Kommutativität der Algebra τ(HC(Sn))/K
(Satz 4.17) ist der Raum der maximalen Ideale von τ(HC(Sn))/K homöomorph
zu X. Die Gelfandabbildung Γ : τ(HC(Sn))/K → C(X) ist gegeben durch

Γ(Tϕ +K) = ϕ# für ϕ ∈ HC(Sn) und K ∈ K.

Nach Satz 4.16 erhalten wir die exakte Sequenz

0 → K → τ(HC(Sn))
Γ−→ C(X) → 0.

Die Erweiterung der obigen exakten Sequenz zum Matrixfall durch Bildung des
Tensorproduktes führt zur exakten Sequenz

(4.8) 0 → K⊗Mn(C)
i⊗1−−→ τ(HC(Sn))⊗Mn(C)

Γ⊗1−−→ C(X)⊗Mn(C) → 0.
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Sei H2
N (Bn) = H2(Bn)⊗ CN . Für ϕ ∈ C(Sn)⊗MN (C) sei Tϕ ∈ L(H2

N (Bn))
definiert durch

Tϕf = CN (ϕf) für alle f ∈ H2
N (Bn),

wobei CN : L2
N (Sn, dσ) → H2

N (Bn) die orthogonale Projektion ist.
Für ψ ∈ C(Bn)⊗MN (C) sei T̃ψ definiert auf A2

N (Bn) wie in [52].
Sei nun U : H2(Bn) → A2(Bn) die unitäre Transformation mit U(eα) = ẽα,

wobei {eα}α die kanonische Orthonormalbasis (1.2) für H2(Bn) ist und {ẽα}α die
durch

ẽα(z) =

√
Γ(n+ |α|+ 1)

α!Γ(n+ 1)
zα, α ∈ Zn+

gegebene kanonische Orthonormalbasis für A2(Bn) ist. Wir setzen Un = U ⊗ Cn.

Lemma 4.27. [13, Lemma 3] Sei ψ ∈ C(Bn) ⊗ Mn(C). Dann gilt U∗
nT̃ψUn =

Tϕ +K, wobei ϕ = ψ|Sn und K ein kompakter Operator auf A2
n(Bn) ist.

Definition 4.28 (Venugopalkrishna). Sei F : Sn → GL(N,C) eine stetige Ab-
bildung und N = n. Die erste Spalte von F definiert eine Abbildung F1 : Sn →
CN\ {0}, so dass g = F1

|F1| : Sn → Sn. Wir definieren den Abbildungsgrad von F

durch

deg F =
(−1)n−1

(n− 1)!
deg g.

Sei nun G : Sn → GL(N,C) eine stetige Abbildung mit N > n. Nach [5, S. 239]
existiert eine stetige Abbildung

H : Sn × [0, 1] → GL(N,C),

so dass H(z, 0) = G(z) und

H(z, 1) =

(
G′(z) 0

0 IN−n

)
,

wobei IN−n die (N − n)× (N − n)-Einheitsmatrix ist. Dann definieren wir

deg G = deg G′.

Die folgende Indexformel für Toeplitzoperatoren mit stetigen matrixwertigen
Symbolen auf Bn wurde von Venugopalkrishna in [52, Theorem 1.5] aufgestellt.

Satz 4.29. [52] Seien N ≥ n und ψ ∈ C(Bn)⊗MN (C). Falls det ψ|Sn nullstel-
lenfrei ist, dann ist T̃ψ : A2

N (Bn) → A2
N (Bn) ein Fredholmoperator und der Index

von T̃ψ ist gegeben durch

ind T̃ψ = (−1)ndeg ψ|Sn .

Dieser Satz liefert zusammen mit Lemma 4.27 sofort eine analoge Aussage auf
H2
n(Bn).

Korollar 4.30. Sei N ≥ n und sei ϕ ∈ C(Sn)⊗MN (C). Falls det ϕ nullstellenfrei
ist, dann ist Tϕ : H2

N (Bn) → H2
N (Bn) ein Fredholmoperator und der Index von Tϕ

ist gegeben durch
ind Tϕ = (−1)ndeg ϕ.



96 4. LOKALE STRUKTUR VON TOEPLITZOPERATOREN

Nun sei ϕ ∈ HC(Sn) wie in (4.7). Für t ∈ [0, 1] definieren wir ϕt auf Sn durch

ϕt(z
′, %ne

iθn) =

f
(
z′, %ne

i[π2−
2

2−t(
π
2
−θn)]

)
,

πt

4
≤ θn ≤ π − πt

4
,

g
(
z′, %ne

i[−π
2
+ 2

2−t(
π
2
+θn)]

)
, −π +

πt

4
≤ θn ≤ −πt

4
,

ϕt(z
′, %ne

iθn) =

{(
2θn
π + 1− t

2

)
f(z′, %n) +

(
t
2 − 2θn

π

)
g(z′, %n), 0 < θn ≤ πt

4 ,(
2θn
π + t

2

)
f(z′, %n) +

(
1− t

2 − 2θn
π

)
g(z′, %n), −πt

4 ≤ θn < 0,

ϕt(z
′, %ne

iθn) =

(
−2θn

π
+

6− t

2

)
f(z′,−%n) +

(
t− 4

2
+

2θn
π

)
g(z′,−%n),

π(4− t)

4
≤ θn < π,

ϕt(z
′, %ne

iθn) =

(
−2θn

π
+
t− 4

2

)
f(z′,−%n) +

(
6− t

2
+
2θn
π

)
g(z′,−%n),

− π < θn ≤ π(t− 4)

4
.

Ferner definieren wir die Gelfandtransformierte ϕ#
t von ϕt auf X durch

ϕ#
t (z

′, %ne
iθn) = ϕt(z

′, %ne
iθn), (z′, %ne

iθn) ∈ Sn

ϕ#
t ((z

′, %n), x) =

(
x(1− t) +

t

2

)
f(z′, %n) +

(
1− t

2
− x(1− t)

)
g(z′, %n),

ϕ#
t ((z

′,−%n), x) =
(
x(1− t) +

t

2

)
f(z′,−%n) +

(
1− t

2
− x(1− t)

)
g(z′,−%n),

wobei x ∈ [0, 1].
Wir notieren, dass ϕ0 = ϕ gilt und ϕ1 stetig auf Sn ist.

Lemma 4.31. t 7→ Tϕt ist stetig auf [0, 1] bezüglich der Operatornorm.

Beweis. Es gilt

‖Tϕt1
− Tϕt2

‖ ≤ ‖ϕt1 − ϕt2‖∞, ∀t1, t2 ∈ [0, 1].

Somit genügt es für die Stetigkeit von t 7→ Tϕt auf [0, 1] zu zeigen, dass es zu
jedem ε > 0 ein δ > 0 gibt mit

(4.9) sup
z∈Sn

|ϕt1(z)− ϕt2(z)| < ε für |t1 − t2| < δ.

Sei ε > 0 beliebig vorgegeben. Wir nehmen 0 ≤ t2 ≤ t1 ≤ 1 an und setzen

αt(θn) :=
π

2
− 2

2− t

(π
2
− θn

)
=
π

2

1

1− t/2

[
2θn
π

− t

2

]
,

βt(θn) := −π
2
+

2

2− t

(π
2
+ θn

)
=
π

2

1

1− t/2

[
2θn
π

+
t

2

]
.

Für z = (z′, %ne
iθn) folgt

(4.10)

|ϕt1(z)−ϕt2(z)| ≤

{
|f(z′, %neiαt1 (θn))− f(z′, %ne

iαt2 (θn))|, πt1
4 ≤ θn ≤ π − πt1

4 ,

|g(z′, %neiβt1 (θn))− g(z′, %ne
iβt2 (θn))|, π(t1−4)

4 ≤ θn ≤ −πt1
4 ,
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(4.11) |ϕt1(z)− ϕt2(z)| ≤

{
1
2 |t1 − t2||f(z′, %n)− g(z′, %n)|, 0 < θn ≤ πt2

4 ,
1
2 |t1 − t2||f(z′, %n)− g(z′, %n)|, −πt2

4 ≤ θn < 0,

(4.12)

|ϕt1(z)− ϕt2(z)| ≤

{
1
2 |t1 − t2||f(z′,−%n)− g(z′,−%n)|, π − πt2

4 < θn < π,
1
2 |t1 − t2||f(z′,−%n)− g(z′,−%n)|, −π < θn ≤ −π + πt2

4 .

Insbesondere ergibt sich aus (4.11) und (4.12)

(4.13) |ϕt1(z)− ϕt2(z)| ≤M |t1 − t2|, −πt2
4

≤ θn ≤ πt2
4
,

(4.14) |ϕt1(z)− ϕt2(z)| ≤M |t1 − t2|,
π(4− t2)

4
≤ θn ≤ π(t2 − 4)

4
,

wobei M := M1+M2
2 mit M1 := ‖f‖∞ und M2 := ‖g‖∞.

Im Fall πt2
4 ≤ θn ≤ πt1

4 gilt

|ϕt1(z)− ϕt2(z)| ≤

∣∣∣∣∣
(
2θn
π

+ 1− t1
2

)
f(z′, %n) +

(
t1
2
− 2θn

π

)
g(z′, %n)

− f(z′, %ne
iαt2 (θn))

∣∣∣∣∣
≤2
∣∣∣f(z′, %n)− f(z′, %ne

iαt2(θn))
∣∣∣+M |t1 − t2|.(4.15)

Für π(t1−4)
4 ≤ θn ≤ π(4−t2)

4 erhalten wir

|ϕt1(z)− ϕt2(z)| ≤

∣∣∣∣∣
(
2θn
π

+
6− t1

2

)
f(z′,−%n) +

(
2θn
π

+
t− 4

2

)
g(z′,−%n)

− f(z′, %ne
iαt2 (θn))

∣∣∣∣∣
≤2
∣∣∣f(z′,−%n)− f(z′, %ne

iαt2 (θn))
∣∣∣+M |t1 − t2|.(4.16)

Analog erhalten wir für −πt1
4 ≤ θn ≤ −πt2

4

(4.17) |ϕt1(z)− ϕt2(z)| ≤ 2
∣∣∣g(z′, %n)− g(z′, %ne

iβt2 (θn))
∣∣∣+M |t1 − t2|,

und für π(t2−4)
4 ≤ θn ≤ π(t1−4)

4

(4.18) |ϕt1(z)− ϕt2(z)| ≤ 2
∣∣∣g(z′,−%n)− g(z′, %ne

iβt2 (θn))
∣∣∣+M |t1 − t2|.

Da (t, θn) 7→ αt(θn) gleichmäßig stetig auf [0, 1]× [−π, π] ist und z 7→ f(z′, %ne
iθn)

gleichmäßig stetig auf S+ ist, ist auch (z, t) 7→ f(z′, %ne
iαt(θn)) als Hintereinan-

derausführung gleichmäßig stetiger Funktionen gleichmäßig stetig auf [0, 1]× S+.
Also gibt es ein δ0 > 0, so dass für alle (z, t) ∈ [0, 1]× S+ gilt

(4.19)
∣∣∣f(z′, %neiαt1 (θn))− f(z′, %ne

iαt2 (θn))
∣∣∣ < ε für 0 ≤ t1 − t2 ≤ δ0.

Nach (4.10) folgt für alle t1, t2 ∈ [0, 1] mit 0 ≤ t1 − t2 ≤ δ0, dass

(4.20) |ϕt1(z)− ϕt2(z)| < ε für alle z ∈ Sn mit
πt1
4

≤ θn ≤ π − πt1
4
.
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Analog gibt es ein δ1 > 0, so dass für alle t1, t2 ∈ [0, 1] mit 0 ≤ t1 − t2 ≤ δ1 gilt

(4.21) |ϕt1(z)− ϕt2(z)| < ε für alle z ∈ Sn mit − π +
πt1
4

≤ θn ≤ −πt1
4
.

Wegen (4.13) und (4.14) gibt es ein δ2 > 0, so dass für alle t1, t2 ∈ [0, 1] mit
0 ≤ t1 − t2 ≤ δ2 :=

ε
M+1 gilt

(4.22) |ϕt1(z)− ϕt2(z)| < ε für alle z = (z′, %ne
iθn) ∈ Sn

mit −πt2
4 ≤ θn ≤ πt2

4 oder π(4−t2)
4 ≤ θn ≤ π(t2−4)

4 .
Nun zu (4.15). Für alle t1, t2 ∈ [0, 1] und θn ∈ [−π, π] mit t2 ≤ 4θn

π ≤ t1 gilt

αt2(θn) ≤
π

2
(t1 − t2),

und für alle %n ∈ [0, 1] gilt

|%n − %ne
iαt2θn | ≤ %n|αt2(θn)|ei|αt2 (θn)|

≤ %n
π

2
(t1 − t2)e

iπ
2
(t1−t2).

Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von f auf S+, (4.15) und dieser Abschätzung
gibt es ein δ3 > 0, so dass für alle t1, t2 ∈ [0, 1] mit 0 ≤ t1 − t2 ≤ δ3 gilt

(4.23) |ϕt1(z)− ϕt2(z)| < ε für alle z ∈ Sn mit
πt2
4

≤ θn ≤ πt1
4
.

Verfährt man analog mit den Ungleichungen (4.16), (4.17) und (4.18), so gibt es
ein δ4 > 0, so dass für alle t1, t2 ∈ [0, 1] mit 0 ≤ t1 − t2 ≤ δ4 gilt

(4.24) |ϕt1(z)− ϕt2(z)| < ε für alle z = (z′, %ne
iθn) ∈ Sn

mit π(t1−4)
4 ≤ θn ≤ π(4−t2)

4 oder −πt1
4 ≤ θn ≤ −πt2

4 oder π(t2−4)
4 ≤ θn ≤ π(t1−4)

4 .
Mit δ := min{δ0, . . . , δ4} folgt aus (4.20), (4.21), (4.22), (4.23) und (4.24), dass
für alle t1, t2 ∈ [0, 1] mit |t1 − t2| < δ gilt

|ϕt1(z)− ϕt2(z)| < ε für alle z ∈ Sn.

Damit ist der Beweis abgeschlossen. �

Sei ϕ = (ϕi,j)
N
i,j=1 ∈ HC(Sn)⊗MN (C), N ≥ n, mit

ϕ(z) =

{
f(z), Imzn > 0,

g(z), Imzn < 0,

wobei f = (fi,j) ∈ C(S+)⊗MN (C) und g = (gi,j) ∈ C(S−)⊗MN (C).
Für t ∈ [0, 1] definieren wir ϕt = (ϕti,j) auf Sn komponentenweise wie in

Lemma 4.31 mit ϕ0 = ϕ und ϕ1 ∈ C(Sn)⊗MN (C).
Mit dieser Bezeichnung formulieren wir den folgenden Satz.

Satz 4.32. Sei ϕ ∈ HC(Sn) ⊗MN (C) und ϕ# ∈ C(X) ⊗MN (C) mit N ≥ n.
Dann ist Tϕ : H2

N (Bn) → H2
N (Bn) ein Fredholmoperator genau dann, wenn det ϕ#

nullstellenfrei auf X ist und der Index von Tϕ ist gegeben durch

ind Tϕ = (−1)ndeg ϕ1.
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Beweis. Die Aussage über das Fredholm-Kriterium von Tϕ folgt unmittelbar
aus der exakten Sequenz (4.8). Wir müssen nur noch die Indexformel zeigen. Sei
ϕ ∈ HC(Sn)⊗MN (C) mit det ϕ#(z) 6= 0 für alle z ∈ X.

Da ϕt für t ∈ [0, 1] so definiert war, dass ran ϕ#
t = ran ϕ#, ist det ϕ#

t (z) 6= 0

für z ∈ X und t ∈ [0, 1]. Also für jedes 0 ≤ t ≤ 1 ist Tϕt ein Fredholmoperator
auf H2

N (Bn). Lemma 4.31 zufolge ist t 7→ Tϕt komponentenweise stetig auf [0, 1]
und somit stetig bezüglich der Operatornorm. Folglich liefert der Stabilitätssatz
des Indexes zusammen mit Korollar 4.30 die gewünschte Behauptung

ind Tϕ = ind Tϕ0 = ind Tϕ1 = (−1)ndeg ϕ1.

�

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir Satz 4.32 für das Toeplitz-Tupel
TΦ = (Tφ1 , . . . , Tφn) mit Symbol Φ = (φ1, . . . , φn) ∈ HC(Sn)n formulieren.

Réolon hat in seiner Doktorarbeit [39, Satz 1.3.1] eine Indexformel für ein we-
sentlich vertauschendes Tupel T = (T1, . . . , Tn) von Operatoren auf einem Banach-
raum E, das einen stetigen wesentlichen Kalkül besitzt, erhalten. Ein Spezialfall
dieses Satzes ist das folgende Korollar. Für die Definitionen siehe Abschnitt 1.3.

Korollar 4.33. Sei Φ = (φ1, . . . , φn) ∈ C(Sn)n. Ist 0 6∈ Φ(Sn), so ist TΦ =

(Tφ1 , . . . , Tφn) ∈ L(H2(Bn))n ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt

ind TΦ = (−1)ndeg Φ,

wobei deg Φ im Sinne der Definition 1.16 zu verstehen ist.

Außerdem haben wir im Abschnitt 1.3 Beispiel 1.13 gesehen, dass das Tupel
TΦ = (Tφ1 , . . . , Tφn) für 0 6∈ Φ(Sn) wesentlich Fredholm ist und die assozierte
Matrix T̂Φ = T

Φ̂
zu TΦ ein Fredholmoperator ist, wobei Φ̂ ∈ C(Sn) ⊗M2n−1(C)

durch (1.20) erklärt ist. Ferner gilt

ind TΦ = ind T
Φ̂
.

Nach Korollar 4.30 ergibt sich

ind TΦ = ind T
Φ̂
= (−1)ndeg Φ̂,

wobei deg Φ̂ im Sinne der Definition 4.28 zu vertsehen ist.
Diese Formel liefert zusammen mit der Formel in Korollar 4.33 die Aussage

(4.25) deg Φ = deg Φ̂

für Φ = (φ1, . . . , φn) ∈ C(Sn)n.

Beispiel 4.34. Sei TΦ = (Tz1 .Tz3 , Tz2) ∈ L(H2(B3))
3. Dann gilt

Φ̂ =


z1 −z̄2 −z̄3 0

z2 z̄1 0 −z̄3
z3 0 z̄1 z̄2
0 z3 −z2 z1


und der Index von TΦ ist

ind TΦ = ind T
Φ̂
= (−1)3deg Φ̂ = −1.
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Sei nun Φ = (φ1, . . . , φn) ∈ HC(Sn)n, wobei

φi(z) =

{
fi(z), Imzn > 0,

gi(z), Imzn < 0

mit fi ∈ C(S+) und gi ∈ C(S−) für i = 1, . . . , n, und definiere Φ# = (φ#1 , . . . , φ
#
n )

∈ C(X)n durch

φ#i (z) = φi(z), z ∈ Sn\∂E,

φ#i (z, x) = xfi(z) + (1− x)gi(z), (z, x) ∈ ∂E × [0, 1]

für i = 1, . . . , n.
Ist 0 /∈ Φ#(X), so liefert ein ähnliches Verfahren wie in Beispiel 1.13, dass

das Tupel TΦ = (Tφ1 , . . . , Tφn) ein wesentliches Fredholm-Tupel und seine asso-
zierte Matrix T

Φ̂
ein Fredholmoperator ist. Wir beachten, dass TΦ nach Satz 4.17

wesentlich vertauschend ist. Eine allgemeine Matrixdarstellung von Φ̂ ist gegeben
wie in (1.20), d.h.

(4.26) Φ̂ =

(
Φ1,n−1 −Φ̃n
Φ̃n Φ∗

1,n−1

)
∈ HC(Sn)⊗MN (C),

wobei

Φ1,n−1
∼= ( ̂Φ1,n−2, Φ̃n−1) für n > 3, Φ1,2 =

(
φ1 −ψ2

φ2 ψ1

)
,

und

Φ̃n = diag(φn) ∈ HC(Sn)⊗MN (C), Φ̃∗
n = diag(−ψn) ∈ HC(Sn)⊗MN (C), n ≥ 3

mit ψi =
φi∑n

i=1 |φi|2
, i = 1, . . . , n und N = 2n−1. Das Zeichen ∼= bedeutet, dass

einige Permutationen von Spalten und Zeilen notwendig sind, um die Gleichheit
zu erhalten.

Ferner gilt
ind TΦ = ind T

Φ̂
.

Schließlich definieren wir für t ∈ [0, 1] die Abbildung Φ̂t = (Φ̂ti,j) wie in Satz 4.32
mit Φ̂0 = Φ̂ und Φ̂1 = (Φ̂1

i,j) ∈ C(Sn)⊗M2n−1(C) sowie Φt = (φt1, . . . , φ
t
n) mit φti

für i = 1, . . . , n wie in Lemma 4.31.
Mit dieser Bezeichnung lautet der Satz wie folgt.

Satz 4.35. Sei Φ = (φ1, . . . , φn) ∈ HC(Sn)n. Ist 0 6∈ Φ#(X), so ist TΦ =

(Tφ1 , . . . , Tφn) ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt

ind TΦ = (−1)ndeg Φ1.

Beweis. Ist 0 6∈ Φ#(X), so ist TΦ nach der obigen Überlegung ein wesentli-
ches Fredholm-Tupel und somit ist die assozierte Matrix T

Φ̂
zu TΦ ein Fredholm-

operator, wobei Φ̂ ∈ HC(Sn) ⊗ M2n−1(C) durch (4.26) gegeben ist. Nach Satz
4.32 ist det Φ̂# nullstellenfrei auf X, und es folgt

ind TΦ = ind T
Φ̂
= (−1)ndeg Φ̂1.
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Zusammen mit dem Ausdruck (4.25) ergibt diese Formel die Behauptung

ind TΦ = (−1)ndeg Φ1.

�

4.3. Symbole mit Invarianzeigenschaften bezüglich der maximal
kommutativen Untergruppen von Aut(Bn)

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Invarianz der Symbole unter der
Aktion der maximal kommutativen Untergruppen von Aut(Bn) zur Symmetrie
der lokalen Spektren in den bestimmten Bahnen führt. Dabei werden einige Toep-
litzoperatoren mit unstetigen Symbolen untersucht.

Vorher machen wir eine Bemerkung über die Indexformel für Toeplitzoperator-
Tupel mit Symbole aus An

G.

Bemerkung 4.36. Für ein normales n-Tupel N = (N1, . . . , Nn) ∈ L(H)n (d.h.
[Ni, Nj ] = 0 und NiN

∗
i = N∗

i Ni für i, j = 1, . . . , n), welches ein Fredholm-Tupel
ist, gilt nach [15, S. 147] für den Index

ind N = 0.

Nach Satz 3.1 wissen wir, dass das Tupel TΦ = (Tφ1 , . . . , Tφn) ∈ L(H2(Bn))n
für φi ∈ AG, i = 1, . . . , n normal ist. Sind ferner die Funktionen φi stetig für
i = 1, . . . , n mit 0 /∈ Φ(Sn), so folgt

ind TΦ = ind T
Φ̂
= 0.

Wir erinneren an die durch

ωc(ξ
′, ξn) =

(
i

ξ′

1 + ξn
, i
1− ξn
1 + ξn

)
definierte Cayleyabbildung ωc : Sn\{−en} → ∂Dn. Ist ωc(−en) = ∞, so wird
ωc zu einem Homöomorphismus zwischen Sn und die Einpunktkompaktifizierung
∂D∞

n := ∂Dn ∪ {∞} von ∂Dn.

4.3.1. Quasi-elliptische Symbole.

Lemma 4.37. Sei ϕ ∈ L∞(Sn, dσ) ein quasi-elliptisches Symbol. Dann gilt für
alle z ∈ Sn

σ(Φz(Tϕ)) = σ(Φ(|z1|,...,|zn|)(Tϕ)).

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 4.6 (ii). Beachte, dass ϕ invariant unter
Drehungen ist. �

Für %′ = (%1, . . . , %n−1) ∈ τ(Bn−1) sei

K%′ := {z ∈ Sn : |zj | =: %j , j = 1, . . . , n− 1}.

Lemma 4.38. Sei ϕ ∈ L∞(Sn, dσ) wie in Lemma 4.37. Existiert nur ein %′ ∈
τ(Bn−1), so dass z ∈ K%′ ein Unstetigkeitspunkt ist, so gilt für alle ω ∈ K%′

σe(Tϕ)\ϕ(Sn\K%′) ⊆ σ(Φ
(%′,

√
1−|%′|2)(Tϕ)) = σ(Φω(Tϕ)) ⊆ σe(Tϕ).
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Beispiel 4.39. Wir kommen zurück zum Beispiel 3.5 und betrachten die Funktion

g(%) = χ[
0, 1√

2

)(%), % ∈ [0, 1] mit ϕ(z) := g(|z1|), z ∈ S2.

Da 1√
2

der einzige Unstetigkeitspunkt von g ist, so folgt nach Lemma 4.38

[0, 1) ⊆ σ

(
Φ( 1√

2
, 1√

2

)(Tϕ)
)

= σ(Φω(Tϕ)) ⊆ [0, 1]

für alle ω ∈ K 1√
2
. Daher gilt

(4.27) σ(Φω(Tϕ)) = [0, 1] für alle ω ∈ K 1√
2
.

Sind nun f1, f2 ∈ C(S2), so ergibt sich aus Satz 4.6 für alle ω ∈ K 1√
2

Φω(Tf1+f2·ϕ) = Φω(Tf1) + Φω(Tf2)Φω(Tϕ)

= f1(ω) + f2(ω) · Φω(Tϕ).

Also gilt
σ(Φω(Tf1+f2·ϕ)) = f1(ω) + f2(ω) · σ(Φω(Tϕ)).

Wegen (4.27) besteht das Spektrum σ(Φω(Tf1+f2·ϕ)) aus der Verbindungsstrecke
zwischen f1(ω) und f1(ω) + f2(ω) für alle ω ∈ K 1√

2
.

Beispiel 4.40. Sei

g(%) = e2i ln %, % ∈ [0, 1] mit ϕ(z) := g(|z1|), z ∈ S2.

Die Funktion g hat nur einen Unstetigkeitspunkt bei %0 = 0 und erfüllt ess-ran g =

T. Aus Lemma 4.38 und dem Beweis zu Satz 3.4 folgt für alle z ∈ K0

σe(Tϕ)\T ⊆ σ(Φ(0,1)(Tϕ)) = σ(Φz(Tϕ)) ⊆ σe(Tϕ) = ∪p∈Z+Tp,

wobei Tp der Kreis mit Mittelpunkt (0, 0) und Radius

rp =

∣∣∣∣Γ(p+ i+ 1)

p!

∣∣∣∣
ist und

lim
p→∞

rp = 1

gilt. Somit ergibt sich für alle z ∈ K0

σ(Φ(0,1)(Tϕ)) = σ(Φz(Tϕ)) = ∪p∈Z+Tp.

4.3.2. Quasi-parabolische Symbole.

Lemma 4.41. Sei ϕ ∈ L∞(∂D∞
n , dβ) eine quasi-parabolische Funktion. Dann gilt

für alle z ∈ ∂Dn

σ(Φz(Tϕ)) = σ
(
Φ(|z1|,...,|zn−1|,i|z′|2)(Tϕ)

)
.

Beweis. Sei z ∈ ∂Dn beliebig. Für alle (t′, h) ∈ Tn−1×R betrachten wir den
Automorphismus

τ(t′,h) : (w
′, wn) ∈ Dn 7→ (t′w′, wn + h) ∈ Dn,



4.3. SYMBOLE MIT INVARIANZEIGENSCHAFTEN 103

welcher ∂Dn auf sich abbildet. Sei h0 := −Rezn. Dann ist τ(t′,h0) Element der
quasi-parabolischen Untergruppe von Aut(Dn) mit

τ(t′,h0)(z
′, zn) = (t′z′, iImzn) = (t′z′, i|z′|2).

Wegen τ(t′,h0) = τt′ ◦ τg, wobei g = (0, h0) ∈ H, und da ϕ unter der quasi-
parabolischen Gruppenoperation invariant ist, folgt die Behauptung aus Beispiel
4.14 und Satz 4.13.

�

Wir betrachten die Beispiele aus Abschnitt 3.2 und untersuchen die lokalen
Spektren in den Unstetigkeitspunkten.

Beispiel 4.42. Sei

a(r) = e2ir
2
, r ∈ R+ und ϕ(z) := a(|z1|) für alle z ∈ ∂D2.

Der Unstetigkeitspunkt von a liegt bei ∞ und man hat ess-ran ϕ = T. Aus Korollar
4.12 und Beispiel 3.10 folgt

σe (Tϕ) = D

= ϕ (∂D2) ∪ σ
(
Φ{∞}(Tϕ)

)
= T ∪ σ

(
Φ{∞}(Tϕ)

)
.

Da das Spektrum abgeschlossen ist, ergibt sich

σ
(
Φ{∞}(Tϕ)

)
= D.

Beispiel 4.43. Sei

a(r) = e2i ln r, r ∈ R+ und ϕ(z) := a(|z1|) für alle z ∈ ∂D2.

Die Funktion a hat zwei Unstetigkeitspunkte in r = 0 und im Unendlichen und
so hat ϕ die Unstetigkeitsmenge L :=M ∪ {∞}, wobei M := {(0, x) : x ∈ R}.

Aus Beispiel 3.11 ergibt sich

σe(Tϕ) = ∪p∈Z+Tp,

wobei Tp der Kreis mit Mittelpunkt (0, 0) und Radius

rp =

∣∣∣∣Γ(p+ i+ 1)

p!

∣∣∣∣
ist und

lim
p→∞

rp = 1

gilt. Nach Korollar 4.12 folgt

σe (Tϕ) = ϕ (∂D∞
2 \L) ∪

⋃
λ∈L

σ (Φλ(Tϕ)) .

Somit erhalten wir ⋃
λ∈L

σ (Φλ(Tϕ)) = ∪p∈Z+Tp.

Nun liefert Lemma 4.41

σ (Φλ(Tϕ)) = σ
(
Φ(0,0)(Tϕ)

)
für alle λ ∈M.
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Daher folgt
σ
(
Φ(0,0)(Tϕ)

)
∪ σ

(
Φ{∞}(Tϕ)

)
= ∪p∈Z+Tp.

Beispiel 4.44. Sei

ϕ(z) = a(|z1|) = χ[0,1)(|z1|) z ∈ ∂D2.

Die Funktion a hat Unstetigkeitspunkte in |z1| = 1 und so hat ϕ die Unstetig-
keitsmenge M := TD ∪ {∞} in ∂D∞

2 , wobei TD := {(z1, z2) ∈ ∂D2 : |z1| = 1}.
Wir notieren, dass

ϕ ◦ ωc(ξ) = χA(ξ), ξ ∈ S2,

wobei A :=
{
(ξ1, ξ2) ∈ S2 :

∣∣ξ2 + 1
2

∣∣ ≥ 1
2

}
. Die Funktion ϕ ◦ωc hat also die Unste-

tigkeitsmenge ∂A.
Nach Beispiel 3.9 und Korollar 4.12 gilt

σe(Tϕ) = ϕ(∂D∞
2 \M) ∪

⋃
λ∈M

σ (Φλ(Tϕ)) = [0, 1],

und somit folgt ⋃
λ∈M

σ (Φλ(Tϕ)) = [0, 1].

Nach Lemma 4.41 gilt

σ (Φλ(Tϕ)) = σ
(
Φ(1,i)(Tϕ)

)
für alle λ ∈ TD.

Daher ergibt sich

σ
(
Φ(1,i)(Tϕ)

)
∪ σ

(
Φ{∞}(Tϕ)

)
= [0, 1].

4.3.3. Nilpotente Symbole.

Lemma 4.45. Sei ϕ ∈ L∞(∂D∞
n , dβ) eine nilpotente Funktion. Dann gilt für alle

z ∈ ∂Dn

σ
(
Φ(z′,zn)(Tϕ)

)
= σ

(
Φ(iImz1,...,iImzn−1,i|Imz′|2)(Tϕ)

)
.

Beweis. Sei z ∈ ∂Dn beliebig. Die Abbildung

τ(ξ′,h) : (w
′, wn) 7→ (w′ + ξ′, wn + h+ 2i

〈
w′, ξ′

〉
+ i|ξ′|2)

definiert für alle (ξ′, h) ∈ Cn−1 × R einen Automorphismus von Dn und bildet
∂Dn homöomorph auf sich ab.

Sei (ξ′0, h0) := (−Rez′,−Rezn−2 〈Rez′, Imz′〉). Dann ist der Automorphismus
τ(ξ′0,h0) Element der nilpotenten Untergruppe von Aut(Dn) mit

τ(ξ′0,h0)(z
′, zn) = (iImz′, i|Imz′|2).

Da ϕ unter der nilpotenten Gruppenoperation invariant ist, d.h. ϕ ◦ τ(ξ′0,h0) = ϕ

erfüllt, ergibt sich nach Beispiel 4.14 a) und Satz 4.13

σ
(
Φ(z′,zn)(Tϕ)

)
= σ

(
Φ(iImz′,i|Imz′|2)(Tϕ)

)
für alle z ∈ ∂Dn. �
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Beispiel 4.46. Für α, β ∈ R mit α < β sei

a(y) = χ[α,β)(y), y ∈ R und ϕ(z) := a(Imz1), z ∈ ∂D2.

Wir untersuchen das lokale Spektrum in den Unstetigkeitspunkten von Tϕ.
Nach Beispiel 3.16 gilt

σe(Tϕ) = σ(Tϕ) = [0, 1].

Die Funktion a besitzt zwei Unstetigkeitspunkte y0 = α und y1 = β, und so
besitzt ϕ die Unstetigkeitsmenge M :=Mα ∪Mβ ∪ {∞} in ∂D∞

2 , wobei

Mγ := {(z1, z2) ∈ ∂D2 : Imz1 = γ} für alle γ ∈ R.

Nach Korollar 4.12 ergibt sich

σe(Tϕ) = ϕ(∂D∞
2 \M) ∪

⋃
λ∈M

σ (Φλ(Tϕ)) .

Nach Lemma 4.45 gilt

σ (Φz(Tϕ)) = σ
(
Φ(iα,iα2)(Tϕ)

)
und σ (Φw(Tϕ)) = σ

(
Φ(iβ,iβ2)(Tϕ)

)
für alle z ∈Mα und w ∈Mβ . Folglich gilt

σ (Φλ(Tϕ)) ∪ σ (Φµ(Tϕ)) ∪ σ
(
Φ{∞}(Tϕ)

)
= [0, 1]

für alle λ ∈Mα und alle µ ∈Mβ .
Im Spezialfall β = −α betrachten wir die Abbildung

R : ∂D2 −→ ∂D2,

(z1, z2) 7→ (−z1, z2),

so dass R(Mα) = M−α. Mit R(∞) = ∞ ist R ein Homoömorphismus von ∂D∞
2

auf sich. Da ϕ ◦R = ϕ gilt, ergibt sich nach Satz 4.13

σ
(
Φ(iα,iα2)(Tϕ)

)
= σ

(
Φ(−iα,iα2)(Tϕ)

)
,

und somit gilt

σ (Φλ(Tϕ)) ∪ σ
(
Φ{∞}(Tϕ)

)
= [0, 1]

für alle λ ∈Mα ∪M−α.
Lässt sich nun ein Symbol ψ ∈ L∞(∂D∞

2 , dβ) darstellen als ψ = g1 + g2ϕ,
wobei g1, g2 ∈ C(∂D∞

2 ), so folgt nach Korollar 4.12 v)

σ (Φλ(Tψ)) = σ (Φλ(Tg2)) + σ (Φλ(Tg2))σ (Φλ(Tϕ))

=

{
{ψ(λ)}, λ ∈ ∂D∞

2 \M
g1(λ) + g2(λ) · σ (Φλ(Tϕ)) , λ ∈M.
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4.3.4. quasi-nilpotente Symbole. Wir schreiben z = (z′′, w′, zn) für Punk-
te von Dn, wobei z′′ ∈ Ck und w′ ∈ Cn−k−1 für k ∈ N mit 1 ≤ k ≤ n− 2.

Lemma 4.47. Sei ϕ ∈ L∞(∂D∞
n , dβ) eine quasi-nilpotente Funktion. Dann gilt

für alle z ∈ ∂Dn

σ
(
Φ(z′′,w′,zn)(Tϕ)

)
= σ

(
Φ(|z′′|,iImw′,i|z′′|2+i|Imw′|2)(Tϕ)

)
,

wobei |z′′| = (|z1|, . . . , |zk|) und Imw′ = (Imzk+1, . . . , Imzn−1).

Beweis. Sei z = (z′′, w′, zn) ∈ ∂Dn beliebig. Die Abbildung

τ(t′′,b′,h) : (ξ
′′, ξ′, ξn) 7→ (t′′ξ′′, ξ′ + b′, ξn + h+ 2i

〈
ξ′, b′

〉
+ i|b′|2)

definiert für alle (t′′, b′, h) ∈ G := Tk × Rn−k−1 × R einen Automorphismus von
Dn und bildet ∂Dn homöomorph auf sich ab.

Sei (b′0, h0) = (−Rew′,−Rezn−2 〈Imw′,Rew′〉). Dann ist der Automorphismus
τ(t′′,b′0,h0) Element der quasi-nilpotenten Untergruppe von Aut(Bn) mit

τ(t′′,b′0,h0)(z
′′, w′, zn) = (t′′z′′, iImw′, Imzn − i|Rew′|2)

= (t′′z′′, iImw′, i|Imz′′|2 + i|Imw′|2).

Wir beachten, dass diese Untergruppe eine Zusammensetzung aus der nilpoten-
ten und quasi-parabolischen Untergruppe ist. Da ϕ unter der quasi-nilpotenten
Gruppenoperation invariant ist, liefert Satz 4.13 die gewünschte Behauptung. �

4.3.5. Quasi-hyperbolische Symbole.

Lemma 4.48. Sei ϕ ∈ L∞(∂D∞
n , dβ) eine quasi-hyperbolische Funktion. Dann

gilt für alle z ∈ ∂Dn

σ
(
Φ(z′,zn)(Tϕ)

)
= σ

(
Φ(q′,qn)(Tϕ)

)
,

wobei (q′, qn) =

(
|z1|√

|z′|2 + |Rezn|
, . . . ,

|zn−1|√
|z′|2 + |Rezn|

,
Rezn + i|z′|2

|z′|2 + |Rezn|

)
.

Beweis. Sei (z′, zn) ∈ ∂Dn beliebig. Die Abbildung

τ(t′,r) : (w
′, wn) 7→ (

√
rt′w′, rwn),

definiert für alle (t′, r) ∈ Tn−1 × R+ einen Automorphismus von Dn und bildet

∂Dn homöomorph auf sich ab. Sei r0 :=
1√

|z′|2 + |Rezn|
> 0. Dann ist der Auto-

morphismus τ(t′,r0) Element der quasi-hyperbolischen Untergruppe von Aut(Dn)

mit

τ(t′,r0)(z
′, zn) =

(
t′z′√

|z′|2 + |Rezn|
,

zn
|z′|2 + |Rezn|

)
.

Wegen τ(t′,r0) = τt′ ◦ τr0 und da ϕ unter der quasi-hyperbolischen Gruppenopera-
tion invariant ist, folgt die Behauptung aus Beispiel 4.14 und Satz 4.13.



4.4. SYMBOLKLASSE VON DAVIE UND JEWELL 107

Beachte, dass

zn
|z′|2 + |Rezn|

=
Rezn + i|z′|2

|z′|2 + |Rezn|

=
sign(Rezn)|Rezn|+ i|z′|2

|z′|2 + |Rezn|

= sign(Rezn)
(
1− |z′|2

|z′|2 + |Rezn|

)
+

i|z′|2

|z′|2 + |Rezn|
.

�

Beispiel 4.49. Sei a(s, sign(x)) = χ[
0, 1√

2

)(s), s ∈ [0, 1] und

ϕ(z1, z2) = a

(
|z1|√

|z1|2 + |Rez2|
, sign(Rez2)

)
, z ∈ ∂D2.

Die Funktion a ist unstetig in s = 1√
2

und somit hat ϕ die Unstetigkeitsmenge
L :=M ∪ {0} ∪ {∞} in ∂D∞

2 , wobei

M := {(z1, z2) ∈ ∂D2\{(0, 0)} : |Rez2| = |z1|2}.

Nach Beispiel 3.22 und Korollar 4.12 gilt

σe(Tϕ) = {0, 1} ∪
⋃
λ∈L

σ (Φλ(Tϕ)) = [0, 1].

Nach Lemma 4.48 ergibt sich für alle λ ∈M

σ (Φλ(Tϕ)) =


σ+ := σ

(
Φ( 1√

2
, 1+i√

2

)(Tϕ)
)
, falls Reλ2 > 0,

σ− := σ

(
Φ( 1√

2
,−1+i√

2

)(Tϕ)
)
, falls Reλ2 < 0.

Folglich erhalten wir

σ
(
Φ(0,0)(Tϕ)

)
∪ σ

(
Φ{∞}(Tϕ)

)
∪ σ+ ∪ σ− = [0, 1].

4.4. Symbolklasse von Davie und Jewell

Lemma 4.50. Sei ϕ ∈ L∞(Sn, dσ) ein Symbol mit der Eigenschaft, dass

ϕ(z) = ϕ(tz) für alle t ∈ T und z ∈ Sn.

Dann gilt für alle z ∈ Sn

σ (Φz(Tϕ)) = σ
(
Φ(|z1|,...,|zn|)(Tϕ)

)
.

Beweis. Für t ∈ T betrachten wir die durch die Formel

V (z1, . . . , zn) = (tz1, . . . , tzn).

definierte unitäre Abbildung V : Sn → Sn. Da ϕ unter gemeinsamer Drehung
invariant ist, folgt die Behauptung aus Satz 4.6 ii).

�

Wir untersuchen die lokalen Spektren in den Unstetigkeitspunkten von Tϕ aus
Beispiel 3.26.
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Beispiel 4.51. Sei

ϕ(z1, z2) = ϕ(%eiθ,
√

1− %2eiη) = ei(θ−η), % ∈ [0, 1], θ, η ∈ [0, 2π].

Dann ist ϕ stetig auf S2\K, wobei

K := {(z1, z2) ∈ S2 : z1 = 0 oder z2 = 0},

und erfüllt ess-ran ϕ = T. Nach Satz 4.6 und Beispiel 3.26 e) folgt

σe(Tϕ) = ϕ(S2\K) ∪
⋃
ω∈K

σ(Φω(Tϕ)) = D,

und deshalb ist ⋃
ω∈K

σ(Φω(Tϕ)) = D.

Wir setzen

σ1 := σ
(
Φ(0,1)(Tϕ)

)
und σ2 := σ

(
Φ(1,0)(Tϕ)

)
.

Dann gilt

1) T ⊆ σi ⊆ D für i = 1, 2.
2) σ1 = σ2 mit σ1 ∪ σ2 = D.

Beweis. Wir schreiben K = K1 ∪K2, wobei

Ki := {z = (z1, z2) ∈ S2 : zi = 0} für i = 1, 2.

Nach Lemma 4.50 folgt⋃
ω∈K1

σ (Φω(Tϕ)) = σ
(
Φ(0,1)(Tϕ)

)
= σ1

und ⋃
ω∈K2

σ (Φω(Tϕ)) = σ
(
Φ(1,0)(Tϕ)

)
= σ2.

Außerdem liefert Satz 4.11 die Inklusionen

T ⊆ σ1 ⊆ D und T ⊆ σ2 ⊆ D .

Nun betrachten wir die unitäre Abbildung

U : C2 → C2, U(z1, z2) = (z2, z1)

mit U(S2) = S2 und U(Ki) = Kj für i, j = 1, 2, i 6= j. Wegen ϕ ◦ U = ϕ ergibt
sich nach Satz 4.6 ii)

σ (Φz(Tϕ)) = σ
(
ΦU(z)(T

∗
ϕ)
)
= σ

(
ΦU(z)(Tϕ)

)
für alle z ∈ Ki, i = 1, 2. Somit gilt

σ1 = σ2 und σ1 ∪ σ1 = D.

�
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Allgemeiner betrachten wir Symbole ψ der Art

(4.28) ψ(z) = f(z)ϕ(z) + g(z), z = (z1, z2) ∈ S2,

wobei f, g ∈ C(S2) und ϕ(z) =
z1z̄2
|z1z̄2|

.

Die Funktion ψ ist stetig auf S2\K, wobei K die Menge aus Beispiel 4.51.
Nach Satz 4.6 ergibt sich für alle ω ∈ S2

σ (Φω(Tψ)) = σ (Φω(Tf ))σ (Φω(Tϕ)) + σ (Φω(Tg)) ,

also gilt

σ (Φω(Tψ)) =


{f(ω)ϕ(ω) + g(ω)}, , ω ∈ S2\K,
f(0, ω2) · σ1 + g(0, ω2), |ω2| = 1,

f(ω1, 0) · σ2 + g(ω1, 0), |ω1| = 1.

Setzt man voraus, dass f(z) = f(tz) und g(z) = g(tz) für alle t ∈ T, so folgt

σe(Tψ) ⊆ ψ(S2\K) ∪
⋃
ω∈K1

[
|f(ω)| · D+ |g(ω)|

]
∪
⋃
ω∈K2

[
|f(ω)| · D+ |g(ω)|

]
.

Da f und g auf K1 und K2 stetig sind, nehmen sie ihre Maximum und Minimum
in K1 und K2 an. Insbesondere erhalten wir für das wesentliche Spektrum von Tψ
die Inklusion

σe(Tψ)⊆ψ(S2\K) ∪ max
ω∈K1

[
|f(ω)| · D+ |g(ω)|

]
∪ max
ω∈K2

[
|f(ω)| · D+ |g(ω)|

]
.

Beispiel 4.52. Als Beispiel für (4.28) betrachten wir

ψ(z) = f(%)ei(θ−η) + %, z ∈ S2,

wobei f ∈ C([0, 1]) mit f(%) =
(
%− 1

2

)2, % ∈ [0, 1].
Es gilt

σ (Φω(Tψ)) =


{ψ(ω)}, ω ∈ S2\K,
1
4 · σ1, ω ∈ K1,
1
4 · σ2 + 1, ω ∈ K2.

Nun ist {ψ(S2\K)} die Vereinigung von Kreisen T% mit Mittelpunkt (%, 0) und
Radius |f(%)|, % ∈ (0, 1). Wegen den Eigenschaften von σi, i = 1, 2 ist

T% ⊆ σ (Φω(Tψ)) ⊆ D% für ω ∈ K%+1, % = 0, 1,

wobei D% die Kreischeibe mit Mittelpunkt (%, 0) und Radius |f(%)|, % ∈ {0, 1} ist.
Folglich erhalten wir⋃

%∈[0,1]

T% ⊆ σe(Tψ) ⊆
⋃

%∈(0,1)

T% ∪D0 ∪D1.

Also gilt

σe(Tψ) =
⋃

%∈[0,1]

T% ∪D0 ∪D1.

Siehe Abbildung 4.1.
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Abbildung 4.1. Das wesentliche Spektrum von Tψ.
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Abbildung 4.2. Das wesentliche Spektrum von Tψ.

Beispiel 4.53. Sei

ψ(z1, z2) = f(%) cos(θ − η) + g(%), % ∈ [0, 1], θ, η ∈ [0, 2π],

wobei f, g ∈ C([0, 1]). Die Funktion h mit

h(z1, z2) := Re[ei(θ−η)] = cos(θ − η) für alle z ∈ ∂D2

hat offensichtlich die Unstetigkeitsmenge K aus Beispiel 4.51. Nach Satz 4.11
ergibt sich

(−1, 1) ⊆ σ (Φω(Th)) ⊆ [−1, 1]

für alle ω ∈ K und somit gilt

σ (Φω(Th)) = [−1, 1] für alle ω ∈ K.

Daher folgt
σe(Tψ) =

⋃
%∈[0,1]

(f(%) · [−1, 1] + g(%)) .

In Abbildung 4.2 präsentieren wir das wesentliche Spektrum von Tψ für konkretes

f und g mit f(%) =
(
%− 1

2

)2

und g(%) = i%.
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[39] E. Réolon, Zur Spektraltheorie vertauschender Operatortupel -Fredholmtheorie und subnor-
maler Operatortupel, Dissertation, Saarbrücken, 2004.

[40] W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, Second edition McGraw-Hill, New-York,
1964.

[41] W. Rudin, Function Theory in the Unit Ball of Cn, Springer-Verlag, New York, 1980.
[42] W. Rudin, Functional Analysis. Second edition. International series in Pure and Applied

Mathematics, McGraw-Hill, New York, 1991.
[43] J. L. Taylor, A joint spectrum for several commuting operators, J. Funct. Anal. 6 (1970),

172-191.
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