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Zusammenfassung

Diese Arbeit ist der Spektraltheorie der kommutativen C*-Algebren von Toep-
litzoperatoren auf dem Hardyraum H?(B,) und ihrer Anwendungen gewidmet.
Sie bezweckt, die fiir die gewichteten Bergmanrdume bekannten Ergebnisse von
Quiroga-Barranco und Vasilevski auf den Hardyraum zu iibertragen. Insbeson-
dere zeigen wir, dass fiir jede maximal kommutative Untergruppe G der Auto-
morphismengruppe Aut(B,,) die C*-Algebra, die von den Toeplitzoperatoren mit
G-invarianten Symbolen erzeugt wird, kommutativ auf H?(B,,) ist. Aukerdem zei-
gen wir, dass in jedem Fall die entsprechenden Toeplitzoperatoren Spektraldar-
stellungen besitzen, die zur Gewinnung ihrer Spektraleigenschaften fiihren.

Ein weiteres Ziel der Arbeit ist, die Fredholmstruktur von Toeplitzoperatoren
mit gewissen unstetigen Symbolen zu untersuchen. Zwei Symbolklassen von Toep-
litzoperatoren werden behandelt, zum einen die Symbolklasse von McDonald und
zum anderen Symbole mit Invarianzeigenschaften beziiglich gewisser kommutati-
ven Untergruppen von Aut(B,,).

Abstract

This thesis is devoted to the spectral theory of commutative C*-algebras of
Toeplitz operators on the Hardy space H?(B,,) and its applications. The purpose
is to extend the results obtained by Quiroga-Barranco and Vasilevski for the case
of weighted Bergman spaces to the situation of Hardy spaces. In particular we
prove that, for any maximal commutative subgroup G of automorphism group
Aut(B,,), the C*-algebra generated by Toeplitz operators with symbols which are
invariant under the action of G is commutative on H?(B,,). Moreover we show that
in each case the corresponding Toeplitz operators admit spectral representations
which describe their spectral properties.

Another aim of this work is to study the Fredholm structure of Toeplitz ope-
rators with certain discontinuous symbols. We will discuss two classes of symbols
of Toeplitz operators, namely those of McDonald, and symbols with properties of
invariance with respect to certain commutative subgroups of Aut(B,,).
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Einleitung

1911 befasste sich Otto Toeplitz mit einer Klasse von Operatoren, die durch
sogenannte Toeplitzmatrizen auf I2(Zy) definiert war. Eine Toeplitzmatrix ist ei-
ne Matrix, deren Eintrdge auf den Haupt- und Nebendiagonalen konstant sind.
Unter Verwendung der Fouriertransformation nimmt diese Klasse von Operatoren
eine einfache Form an. Ein Toeplitzoperator ist definiert als die Kompression eines
Multiplikationsoperators auf den Hardyraum H?(T). Seit ihrer Einfiihrung wur-
de der Bereich der Toeplitzoperatoren auf den Bergmanraum A%(D) und andere
Banachrdume holomorpher Funktionen erweitert. Obwohl sich die grundlegenden
Eigenschaften und einige Resultate in den Theorien der Toeplitzoperatoren auf
H?(T) und A%(D) dhneln, sind beide Sorten von Operatoren ganz verschieden.
Im Gegensatz zum Hardyfall lisst sich der Toeplitzoperator auf A?(D) unter der
kanonischen Orthonormalbasis nicht als Toeplitzmatrix darstellen. Ein weiterer
Unterschied ist, dass auf H?(T) das Spektrum eines Toeplitzoperators immer zu-
sammenhéngend ist [I™]. Wahrend die einzig mogliche kommutative C*-Algebra
von Toeplitzoperatoren auf H?(T) diejenige ist, die von Toeplitzoperatoren mit
reellen Symbolen und der Identitét erzeugt wird [I2, S. 98|, tauchte vor etwa
zehn Jahren ein unerwartetes Phénomen in der Theorie der Toeplitzoperatoren
auf dem Bergmanraum auf: Es gibt eine iiberraschend grofse Familie kommutativer
C*-Algebren, die von den Toeplitzoperatoren mit nicht trivialen Symbolen erzeugt
werden. In den Arbeiten |23, 24, PH, 28, @7, 8| wurden diese kommutativen
C*-Algebren untersucht und charakterisiert. Diesbeziiglich ist eine umfassende
Ubersicht im Buch von Vasilevski [E9] zusammengestellt. Dariiber hinaus sind
darin auch die bekannten Ergebnisse auf die gewichteten Bergmanrdume Ai(]]])),
A > —1, iibertragen worden.

Zusammen mit Quiroga-Barranco verallgemeinerte Vasilevski [B7, BR| dieses
Phénomen auf die Einheitskugel B,,. Sie zeigten, dass:

A. es bis auf Konjugation n + 2 maximal abelsche Untergruppen G von
Aut(B,,) gibt.

B. fiir jede solche Untergruppe G die C*-Algebra, die von den Toeplitz-
operatoren mit G-invarianten Symbolen erzeugt wird, kommutativ auf
dem gewichteten Bergmanraum A3 (B,), A > —1, ist.

Diese Arbeiten lassen folgende Frage offen: Was geschieht im Grenzfall A = —17
Da dieser Fall dem Hardyraum H?(B,,) entspricht, ist insbesondere die Giiltigkeit
der Aussage B auf H?(B,) nachzuweisen.

Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist, diese Frage zu beantworten und dariiber
hinaus die Spektraltheorie der kommutativen C*-Algebren, die von den Toeplitz-
operatoren auf H?(B,) erzeugt werden, niher zu beleuchten.
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2 EINLEITUNG

Der entscheidende Punkt bei der Untersuchung von Quiroga-Barranco und
Vasilevski ist die alternative Charakterisierung der Funktionen auf dem Berg-
manraum durch die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Die Idee be-
stand darin, diese Gleichungen unter Verwendung der maximal kommutativen Un-
tergruppen von Aut(B,,) und der Variablensubstitution zu reduzieren. Zu diesem
Zweck wurde ein allgemeines Schema konstruiert, welches auf der Konstruktion
eines auf dem Bergmanraum eingeschrinkten Operators R beruht, und welches
die Zerlegung der Bergman Projektion mittels R und R* liefert. Damit wurde
in jedem Fall der kommutativen Untergruppen von Aut(B,) die unitire Aquiva-
lenz der entsprechenden Toeplitzoperatoren Ty mit der Darstellung RT,R* aufge-
stellt, die zur Gewinnung ihrer Spektraleigenschaften fithrt. Beim Ubergang zum
Hardyraum-Fall miissen statt der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
die tangentiellen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen zu Grunde gelegt
werden und dementsprechend die verwendeten Methoden der harmonischen Ana-
lysis angepasst werden.

Es sei darauf hingewiesen, dass eine der obigen kommutativen C*-Algebren,
néamlich die quasi-elliptische, bereits im Jahr 1977 von Davie und Jewell |[IH|
im Hardyraum-Fall entdeckt wurde. Die Einfiihrung dieser Klasse von Toeplitz-
operatoren lieferten Beispiele, die zeigten, dass der Satz von Widom iiber das
zusammenhéngende Spektrum fiir n > 1 nicht mehr richtig bleibt. Die in der
vorliegenden Arbeit beschriebenen kommutativen C*-Algebren fligen weitere Bei-
spiele dieser Art hinzu.

Als wichtiges Hilfsmittel fiir die Untersuchung von Toeplitzoperatoren steht
das lokale Prinzip von Allan [B, @] und Douglas [[9] fiir C*-Algebren (Satz B3)
im Mittelpunkt. In dieser Verbindung wurden Toeplitzoperatoren mit unstetigen
Symbolen betrachtet und studiert. Die bekanntesten sind:

e Toeplitzoperatoren mit stiickweise stetigem Symbol auf dem Hardyraum
H?(T) (siehe z.B. |20, @T));

e Toeplitzoperatoren mit speziellen stiickweise stetigen Symbolen auf dem
Bergmanraum A2(B,,), wie sie erstmals von McDonald [B3] und danach
von Yan [BH| betrachtet wurden. Diese Symbole werden Symbole von
McDonald genannt.

Dass dieses lokale Prinzip fiir das Studium der Fredholmtheorie von Toeplitzope-
ratoren auf H2(T) erfolgreich anwendbar war, ist wohlbekannt aus dem Buch von
Douglas [20]. Auch das Buch von Béttcher und Silbermann [I| leistete spéter
eine Reihe neuer Beitrége in dieser Richtung. Weitere Versuche fiir die Untersu-
chung von Toeplitzoperatoren mit anderen Klassen unstetiger Symbole auf A%(B,,)
gibt es in [@]. Dort wurden z.B. Symbole auf S,, betrachtet, die eine bis auf einen
Randpunkt stetige Randfunktion besitzen. Die Schwierigkeiten bei der Betrach-
tung einer entsprechenden Klasse von Funktionen auf B,, liegt darin, dass auf der
Kugel - anders als auf der Einheitssphére - innere Effekte auftauchen. Die Sym-
bolklasse von McDonald sind die einfachste Klasse unstetiger Symbole, mit denen
man arbeiten kann, da sie ein sinnvolles Analogon der Algebra PC ist. Es sei daran
erinnert, dass die Algebra PC' die abgeschlossene Unteralgebra von L°(T) aller
stlickweise stetigen Funktionen auf T ist. Eine Funktion ¢ € PC besitzt einseitige
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endliche Grenzwerte (¢t £0) (in der Notation von [I|) iiberall auf T, und es gibt
hochstens abzihlbar viele t € T, so dass (t — 0) # o(t + 0). Das Bild von ¢¥,
wobei o : T x [0,1] — C durch die Formel o7 (11, t) = (1 — p)@(t — 0) + e (t +0)
definiert ist, ist eine stetige Kurve und wird ausgehend vom wesentlichen Bild
von ¢ erhalten, wenn alle Punkte ¢(t — 0) # (¢t + 0) durch Strecken verbunden
werden, und damit gilt o.(7,) = Ran ©#. Das wesentliche Spektrum fiir Toeplitz-
operatoren mit Symbolen von McDonald wurde auf A?(B,,) berechnet [B3]. Die
Fredholmstruktur von solchen Toeplitzoperatoren wurde im Fall n = 1 von Wolf
[B4] behandelt und danach von Yan |BH| verallgemeinert.

Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag leisten zur Untersuchung von Toep-
litzoperatoren auf dem Hardyraum H?(B,), deren Symbole aus gewissen Klassen
unstetiger Symbole stammen. Sie behandelt zwei Symbolklassen von Toeplitzope-
ratoren, zum einen die Symbolklasse von McDonald und zum anderen die Sym-
bole mit Invarianzeigenschaften beziiglich gewisser kommutativen Untergruppen
von Aut(B,,). Es wird ausfiihrlich auf das Studium der Fredholmtheorie sowie der
lokalen Methoden dieser Operatoren auf H?(B,,) eingegangen. Ausgangspunkt ist
wieder das lokale Prinzip von Allan und Douglas.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt organisiert:

Im FEinfiihrungskapitel werden notwendige Grundlagen und benétigte Vorar-
beiten bereit gestellt.

Im Abschnitt 1.1 geben wir die Definitionen des Hardyraumes auf B,, und dem
Siegel-Halbraum D,, und deren Beziehungen und charakterisieren den Hardyraum
auf der Heisenberggruppe H durch die tangentiellen Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen (ICI3).

Im Abschnitt 1.2 wird an das Abstrakte Schema von Quiroga-Barranco und
Vasilevski erinnert, welches die weitere Vorgehensweise wesentlich mitbestimmt.
Kurz gefasst sei H ein separabler Hilbertraum und A ein abgeschlossener Un-
terraum von H. Die orthogonale Projektion von H auf A sei mit P bezeichnet.
Weiterhin seien X, Y und X7 C X messbare Radume. Ziel des Schemas ist die Dar-
stellung von A als L?(X1, 1) im Rahmen der reellen Analysis und die Konstruktion
eines Operators R : H — L?(X1, ;) mit der Eigenschaft, dass die Einschrinkung
R|4 : A — L?(X1,u) ein isometrischer Isomorphismus ist und sich die orthogo-
nale Projektion P : H — A als P = R* R schreiben lasst. Folgendes kommutatives
Diagramm veranschaulicht diese Konstruktion (siche Kapitel I32).

I P=R*R A

lR:RgU = iRMN

L*( X1, p)

L*(X,pu) @ L*(Y,n)

Hierbei seien U : H — L*(X,pu) ® L*(Y,n) ein unitirer Operator und Ry :
L*(X1,p) — L?(X, 1) ® L?(Y, ) eine isometrische Einbettung.
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Im Abschnitt 1.3 fassen wir einige zentralen Definitionen und Ergebnisse aus
der mehrdimensionalen Indextheorie zusammen.

In Kapitel 2 werden die n + 2 Typen maximal kommutativer Untergruppen
G von Aut(B,) klassifiziert: Die quasi-elliptische, quasi-parabolische, nilpotente,
quasi-nilpotente und quasi-hyperbolische Gruppe. In fiinf verschiedenen Féllen wird
das Schema von Quiroga-Baranco und Vasilevski geméafs der obigen kommutati-
ven Untergruppen von Aut(B,,) angewendet. Mit den Methoden der harmonischen
Analysis werden die tangentiellen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
zu Systemen von gewohnlichen parameterabhéngigen Differentialgleichungen re-
duziert und mit Hilfe der reellen Analysis gelost. Im quasi-parabolischen Fall wird
das obige Schema beispielsweise mit folgenden Raume realisiert:

H = L*(dD,,, dp),

A= H*D,),

LX(X,p) =Pz 1) © L(R),
L(Xy,p) = (2 ® L*(Ry),
LA(Y,n) = L* (R r'dr).

Dieses Vorgehen erméglicht die Kernaussagen des dritten Kapitels: Fiir jede
maximal kommutative Untergruppe G der Automorphismengruppe ist die von
der Menge aller Toeplitzoperatoren T, mit G-invarianten Symbolen ¢ erzeugte
C*-Algebra kommutativ und RT,R* ist ein zu Ty unitir dquivalenter Diagonla-
operator bzw. Multiplikationsoperator auf einem L?-Raum (Satz 3.1 und die Sitze
B3, B, BT2, 18 und B20). Der Aufbau dieses Kapitels sieht wie folgt aus.

Im Abschnitt 3.1 wird der Begriff des quasi-elliptischen Symbols ¢ eingefiihrt
und gezeigt, dass der Toeplitzoperator Tj fiir ¢ € L>(S,,do) ein diagonaler
Operator ist. Es wird auch bemerkt, dass die Berechnung der Matrixdarstellung
von Ty in der kanonischen Orthonormalbasis {e, : « € Z"} von H?*(B,) auch
zu diesem Ergebnis fiihrt. Dennoch wird fiir die Vereinheitlichung des Vorgehens
ein allgemeines Verfahren durchgefiihrt. Das Problem iiber zusammenhéngendes
Spektrum im Fall n > 1 wurde wie bereits erwéhnt von Davie und Jewell |IH|
durch die Einfiihrung dieser Symbolklasse behoben. Da diese Problematik unser
Interesse geweckt hat, wird der Beweis hierfiir vorgefiihrt (siche Satz B3).

Eine weitere Symbolklasse, die auch ein nicht zusammenhangendes Spektrum
im Fall n > 1 liefert, ist die quasi-parabolische. Sie wird im Abschnitt 3.2 definiert
und untersucht. Eine Funktion ¢ € L (9D, df) wird quasi-parabolisch genannt,
falls ¢ unter der quasi-parabolischen Gruppenoperation invariant ist. In diesem
Fall ist ¢ von der Gestalt

0.1)  ¢(2) = d(z1l,- - |2no1l,il2'[2) = a(|z1), . . ., |20_1]) filr alle z € OD,,.

Damit gilt folgender Satz.
SATZ BZ2. Sei ¢ € L>®(ID,,,dp) eine quasi-parabolische Funktion. Dann ist
der Toeplitzoperator Ty auf H?(D,,) unitir dquivalent zum Diagonaloperator

Diag(M,,) = RT,R* € L(*(Z", L*(R4))).
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Hierbei ist M, = (M.,
Ya(P',.) auf L*(Ry). Die Folge v, = {’ya(p’,/\)}p,ezifl, A € Ry, ldsst sich dar-

stellen als

a(p’v-))p’eZi‘l und M.,y Operator der Multiplikation mit

NP [Hn—1 / /
e, ) = PV i / a(Vr)r? e PN,
b RT!
+

wobei 1" = (\/T1,. .., /Tn—1) und ['|1 =71+ +7n_1.
Als Folgerung ergibt sich

0e(Ty) = 0(Ty) = Upegr1an 3a(#,),

Hingegen liefert die in Abschnitt 3.3 eingefithrte Symbolklasse der nilpoten-
ten Funktionen nur ein zusammenhéngendes Spektrum. In diesem Fall ist der
Toeplitzoperator Ty unitdr dquivalent zu einem Multiplikationsoperator und es
gilt o(Ty) = 0c(Ts). In einem Beispiel wird gezeigt, dass das Spektrum von Ty,
wobei der wesentliche Wertebereich von ¢ nur aus drei Punkten besteht, in der
abgeschlossenen konvexen Hiille dieser Punkte echt enthalten sein kann. Ein dhn-
liches Phénomen wurde von Béttcher || und von Béttcher und Silbermann [,
S. 219-226] betrachtet.

Eine andere Symbolklasse ist die quasi-nilpotente, die in Abschnitt 3.4 einge-
fiihrt wird. Dieser Fall ergibt Sinn fiir n > 3. Fiir n = 2 ist die Funktion entweder
nilpotent oder quasi-parabolisch.

Ferner wird im Abschnitt 3.5 die quasi-hyperbolische Symbolklasse vorgestellt
und fiir Symbole ¢ dieser Klasse die unitéire Aquivalenz von Ty zu einer unend-
lichen direkten Summe von Operatoren der Multiplikation mit stetiger Funktio-
nen gezeigt. Damit gilt o(Ty) = 0.(T}). Fiir die Veranschaulichung wird als ein
Beispiel fiir eine quasi-hyperbolische Funktion ¢ eine charakteristische Funktion
betrachtet und gezeigt, dass o(Ty) = [0, 1].

Im abschliefsenden Abschnitt 3.6 wird eine auf Davie und Jewell zuriickge-
hende Symbolklasse untersucht, die den quasi-elliptischen Fall verallgemeinert.
Fiir Symbole ¢ dieser Art ist Ty nicht mehr notwendig unitar dquivalent zu ei-
nem Diagonaloperator aber hat noch die schwache Eigenschaft, dass die endlich
dimensionalen Unterrdume H,, := LH{e, : |a| = m} reduzierende invariante Un-
terrdume fiir Tj, sind. Wie im quasi-elliptischen Fall ist o(Ty)\o(7}) noch diskret.
Diese Ergebnisse werden an einem Beispiel illustriert. In diesem Beispiel, wo das

Symbol ¢ € L>®(S,,, do) durch
¢(zl7 Z2) = ¢(Qei67 V (1 - 92)ei77) = ei(Q—n), S [0’ 1]7 9»0 € [07 27T]7

gegeben ist, ist Tj eine universelle Dilatation im Sinne von Bercovici, Foiag und
Pearcy (B, B|. Insbesondere gilt: Ist H ein separabler Hilbertraum und A € L(H)
mit || A]| < 1, so gibt es abgeschlossene invariante Unterriume My, My von H?(By)
mit M; C Ms, so dass A unitér dquivalent zu Pyr,enr, Tg|mmenm, ist. Hierbei
bezeichnet Pys,onr, die orthogonale Projektion auf MyS M. (Siehe Korollar B=30).

Toeplitzoperatoren mit speziellen stiickweisen stetigen Symbolen auf H?(1B,,)
und die lokalen Eigenschaften des Spektrums von Toeplitzoperatoren, deren Sym-
bole iiber bestimmte Invarianzeigenschaften verfiigen, werden in Kapitel 4 unter-
sucht. Im Zentrum dieser Untersuchungen steht das lokale Prinzip von Allan und
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Douglas fiir C*-Algebren. Dieses wird im ersten Abschnitt zur Verfligung gestellt.
Wie bei McDonald betrachten wir folgende Situation auf H?(B,,): Sei

E={(z,...,2,) € C": Imz, = 0}

eine (2n — 1)-dimensionale reelle Hyperebene in C”, welche S,, in zwei Kompo-
nenten

St ={(21,.-.,2n) €Sy : Imz, >0} und S_ = {(21,...,2,) €Sy : Imz, < 0}
zerlegt. Sei
HC(S,) = {p € L*™(Sy,do) : ¢ls,, ¢ls_ sind gleichméRig stetig}.

Damit lautet die zentrale Aussage (Satz B20): Das wesentliche Spektrum von T,
fir o = (f,9) € HC(Sy,) besteht aus {p(w) : w € S,\(ENS,,)} zusammen mit den
abgeschlossenen Verbindungsstrecken zwischen f(w) und g(w) fir allew € S, N E.
Ferner wird eine Indexformel fiir solche Toeplitzoperatoren im Matrixfall bewie-
sen. Zusammen mit einer Indexformel fiir stetige Funktionalkalkiile wesentlich
vertauschender Tupel [BH, Satz 1.3.1] wird eine Aussage tiber die Indexformel
fiir Toeplitz-Tupel Ty € L(H?(B,))™ mit Symbol ® € HC(S,)" gewonnen. Ein
weiteres Ziel dieses Kapitels ist der Beweis, dass die Symbole mit Invarianzeigen-
schaften beziiglich der maximal kommutativen Untergruppen G von Aut(B,,) zur
Symmetrie der lokalen Spektren in den bestimmten Bahnen fiihrt. Bei der kon-
kreten Anwendung dieser Resultate in den Beispielen stellt sich heraus, dass eine
Inklusion fiir den lokalen wesentlichen Wertebereich R, (f) von Nutzen sein kann,
um die lokalen Spektren zu bestimmen. Davie und Jewell || haben gezeigt, dass

ess-tan f C o.(Ty), f € L™(Sy,do),
und wir stellen die Frage, ob auch die Inklusion
Ru(f) Co(@u(T)), wEeS,

fiir alle f € L>(S,, do) gilt, wobei o(®, (7)) das lokale Spektrum von ®,,(T%) in
der Quotientenalgebra Z2° ist (siehe Satz B4).

Diese Frage wird unter schwacher Voraussetzung an f im Abschnitt 4.1 be-
antwortet. Nachdem der Satz von Allan und Douglas fiir C*-Algebren erlautert
wird, werden wir eine konkrete Anwendung auf die Toeplitzalgebra 7(L>(S,))
schildern (Satz BR). Hierbei ist 7(L>(S,)) die von {75 : ¢ € L>(S,,,do)} erzeug-
te abgeschlossene Unteralgebra von £(H?(B,,)). Dieser Satz wird abschliefend auf
die Situation vom Rand von D,, iibertragen (Korollar ET2), welche in spéteren
Paragraphen benétigt wird.

Der bereits weiter oben beschriebene Satz {iber das wesentliche Spektrum von
T,, ¢ = (f,9) € HC(S,) wird im Abschnitt 4.2 bewiesen. Der Beweis hierfiir ist
aufwendig. Sei w € S, N E. Die Kernidee ist es nachzuweisen, dass fiir

) flw), fiir z €8y,
=) = {g(w), firzeS_,

das Spektrum von ®,(7T;) aus der Verbindungsstrecke zwischen f(w) und g(w) be-
steht. Aukerdem wird der Raum der maximalen Ideale der Algebra 7(HC'(S,,))/K
bestimmt, wobei 7(HC(S,,)) die abgeschlossene Unteralgebra von £(H?(B,,)), die
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von {1, : ¢ € HC(S,)} erzeugt wird, und damit die Indexformel fiir Toeplitzope-
ratoren mit matrixwertigen Symbolen aus HC(S,,) angegeben (Satz E=32). Diese
Indexformel lésst sich im mehrdimensionalen Fall verallgemeinern (Satz E=33).

Dass die Indexformel fiir Toeplitz-Tupel mit G-invariantem stetigen Symbol
den Index Null ergibt, wird im Abschnitt 4.3 vermerkt. Hierbei sei G eine maxi-
mal kommutative Untergruppe von Aut(B,,). Auerdem werden in jedem Fall die
lokalen Eigenschaften des Spektrums der Toeplitzoperatoren mit G-invarianten
L*>®(S,, do)- bzw. L>® (9D, d)-Symbolen untersucht. Hierbei ist 0D3° = 0D, U
{oc} die Einpunktkompaktifizierung von 0D,,. Fiir quasi-parabolische Symbole
¢ € L>®(0D°,df) der Gestalt () erhalten wir beispielsweise die folgende Aus-
sage (Lemma BM): Fiir alle z € 9D,, gilt

o(P=(Ty) = 0 (D (121, zm 1 sile'2) (Ts)) »

wobei o(®,(Ty)) das lokale Spektrum von ®,(T,) in der Quotientenalgebra Z2°
ist (siehe Korollar ET3).

Auch auf lokale Eigenschaften des Spektrums von Toeplitzoperatoren Ty, ¢
aus der Symbolklasse von Davie und Jewell, wird im abschlieftenden Abschnitt 4.4
eingegangen.






KAPITEL 1

Praliminarien

1.1. Hardyridume

Mit B, = {z € C" : |z| < 1} bezeichnen wir die Einheitskugel und mit
Sn, = {z € C" : |z] = 1} die Einheitssphére in C". Das normalisierte Lebesgue-
Maifs von B,, und das normalisierte Oberflachenmaifs von S,, werden mit dv bzw.
do bezeichnet. Der Hardyraum HP(B,,), 0 < p < oo, ist definiert als der Raum
aller holomorphen Funktionen f auf B,,, so dass

151 = s [ 17oPdo(e) < oc

und H*°(B,,) als der Raum der beschrénkten holomorphen Funktionen auf B,, mit
der Supremumnorm || - ||oc-

Da H?(B,) mit einem abgeschlossenen Unterraum von L%(S,,, do) identifiziert
werden kann, existiert eine orthogonale Projektion C von L2(S,, do) auf H?(B,,).
Diese Projektion wird Cauchy-Szegé Projektion genannt und ist durch

(1.1) (Cf)(z) = : C(2,8) f(£)do ()
fiir alle f € L?(S,,,do) und z € B,, gegeben, wobei

_

(]‘ - <Za£>)n

der reproduzierende Kern von H?(B,,) ist.
Bekanntlich bilden die Funktionen e, (§) = ¢pol%, a € Z", die kanonische
Orthonormalbasis fiir H?(B,,), wobei

C(Z,g) =

(n—1+|af)!

(1.2) Cnyo i= a1

Mehr iiber die Theorie der Rdume HP(B,,), 0 < p < oo, findet man z.B. in [B2|.
Fiir z € C" wird ab jetzt folgende Notation verwendet
2= (2, 2,), mit 2’ = (21,...,2p-1) € C" 1 und 2, € C.
Der obere Siegel-Halbraum in C™ ist definiert durch
Dy ={z=(¢,2,) €C" ! xC:Imz, — ‘z"z >0}
und sein Shilovrand 0D, ist gegeben durch

0D, = {z=(7,2,) € C" 1 xC:Imz, — ‘z"Q =0}.

9
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Die Cayleyabbildung

We: B, — D,

/ & 1-6
(gafn)'_) (Zl+§n7zl+fn>

ist eine biholomorphe Abbildung und ldsst sich zu einem Diffeomorphismus zwi-
schen S, \ {—e,} und 9D,, erweitern. Hierbei sei e, = (0,...,0,1) der n-te Ein-
heitsvektor.

Die Umkehrabbildung w_ ! : D,, — B,, ist gegeben durch

WL+ 2 = —2iz" 1+iz, .
¢« 1—izy, 1 =iz,

Sei 2 C C™. Wir bezeichnen mit Aut € die Menge aller biholomorphen Selbstab-
bildungen von €2. Diese Menge bildet beziiglich der Komposition von Abbildungen
eine Gruppe. Ein Isomorphismus zwischen Aut B,, und Aut D, ist gegeben durch

hGAutIB%nchohowc_leAut D,,.

Nun beschreiben wir in Aut D,, die Untergruppen der Dilatationen, der Rotationen
beztiglich der ersten (n — 1)-Variablen und der Translationen. Die Gruppe der
Dilatationen besteht aus den “nicht-isotropen* Abbildungen

(1.3) 75 : (2, 2,) € Dy = (02,6%2,) € D,

fiir jede positive Zahl § > 0 und die Gruppe der Rotationen bzgl. der (n—1)-ersten
Variablen ist gegeben durch die Abbildungen

(1.4) T 1 (2, 2n) € Dp s (2, 2,) € Dy,

fiir jede Drehung ¢’ € T"~!. Um die Translationen zu beschreiben fithren wir die
Heisenberggruppe H ein. Als eine Menge definieren wir

H:=C"!xR={(z):2 eC" ! zeR}
und versehen wir sie mit der Gruppenmultiplikation
(21, @1) - (2, x2) = (2] + 2, 21 + w2 + 2Im (2], 23)),

wobei (2, x;) € H, ¢ = 1,2. So wird H zu einer Gruppe mit (0,0) als neutralem
Element und (2/,2)~! = (—2/, —x) als inversem Element.
Sei (¢',y) € C"~! x R. Dann definiert die Abbildung

(1.5) Tyt (Zv2n) € Dp = (2 + & zn+y+2i (2, &) +i \g’F) e D,

einen Automorphismus, welcher 0D,, auf sich abbildet. Die Operation von 7 ist
transitiv auf D,,, d.h. fiir je zwei Elemente (2, 2,,),(n', m,) € dD,, gibt es genau
ein Element (¢, z) € C" ' xR, so dass 7(¢r 4 (%', 2n) = (11, m). Uber die Operation
im Nullpunkt kénnen wir die Heisenberggruppe H mit dem Rand 90D, von D,
identifizieren durch

(1.6) k(L x) € (¢ a+il¢)P) = 11020/, 0) € DDy,
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Die Abbildung x erméglicht die Ubertragung der Topologie und der Maftheorie
von H nach 9D,,. Insbesondere konnen wir das Mafs 8 auf dD,, wie folgt definieren:
Sei f stetig mit kompaktem Tréager auf 0D,,, dann gilt

(1.7) /aD f(z)dﬁ(z):/Hf(z’,:n—i—iz’|2)d)\2n1(2’,1‘),

wobei d)o,_1(2',z) das Lebesgue-Maf auf C" ! x R ist und z = Rez,. Dieses
Malfs lasst sich schreiben in der Form

n—1
dhon—1(7,x) = (;) dzy Ndzy A+ Ndzp_1 NdZp,—1 A da.

Das Haarsche Maf 3 ist links- und rechtsinvariant bzgl. der durch die Heisenberg-
gruppe induzierten Gruppenoperationen auf dD,,.

Fiir 0 < p < oo bezeichnen wir mit LP(9D,,,d3) den LP-Raum beziiglich S.
Fiir eine Funktion F': D,, — C und t > 0 definieren wir F; : D,, — C durch

Fi(2) = Fi(2,2,) = F(2, 2 + it).

Der Hardyraum HP(D,), 0 < p < oo, ist nun definiert als der Raum aller holo-
morphen Funktionen F auf D,,, so dass

Y2 p
1P = SR 1,

= sup/ |F (2, x4+ |> 4 it) [Pdhan_1 (2, 1) < oo,
t>0 JH

und H*°(D,,) als der Raum aller beschriankten holomorphen Funktionen auf D,,.
Bekanntlich gilt:
i) HP(Dy,) fur p > 1 ist ein Banachraum versehen mit der Norm ||.||, .
ii) Falls F € H%(D,,), so existiert limy_o Fy(2) = f(2) in L?(0D,,,dB) fiir
fast alle z € 9D,,.
iii) Der Raum der Randfunktionen f von F' in ii) ist ein abgeschlossener
Unterraum von L?(0D,,,df). Ferner gilt

| fllz20Dn,d8) = [IFl2-
Insbesondere ist H?(D,,) ein Hilbertraum. Wir notieren, dass H?(D,,) invariant
unter der Operation (IC3) von H ist. Fiir Beweise und weitere Eigenschaften siehe
z.B. [29] und [B4F|.
Bemerkung 1.1. Sei g € H und ¢ € T"~!. Dann definieren die Formeln
Fr—Fory, und F~ Fory
unitire Abbildungen H?(D,,) — H?(Dy,).
Ist 6 > 0, dann gilt
|F o753 = Sup/ |Fy(87',6%2,)dB(2).
t>0 JoD,

Die Variablensubstitution w' = 62/, w, = 6%z, liefert d3(z) = §~2"dB(w) und
damit gilt

|F ol = 62" sup / Fy (0, wn) 2dB(w) = 52| F|3.
t>0 JOoD,
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Lemma 1.2. Fir f € C(S,) gilt

(n — 1)! —1/ 22”
do(§) = ——— W, ) 5 dB(Q).
[ r@arte =T [ e ¢ e 0
BEWEIS. Sei f € C(S,). Wir teilen den Beweis in fiinf Schritte.

(1) Zunéchst gilt nach [EM, S. 344], dass

(1.8) nen / F©do€) = | FOWE) Aw©),
Sn OB,
wobel
DT e
me n!
und

W) =dG A NdEn, () =D wj(&).
j=1

Hiermit sei wj(€) = (=1)771d& A+ A d/g] A -+ AdE,. Das Symbol cgf:] deutet auf

die Entfernung des j-ten Ausdrucks hin. Setze o := (&) = W'(£) A w(§).
(2) Nun betrachten wir die Abbildung

T C"\(C"7! x (C\{~i})) = C"\(C"™! x (C\{1}))
, —2i¢" 141Gy
e (T ).
Dann ist 7" biholomorph und es gilt T(0D,,) = 0B, \{—e,}. Wir berechnen die

zuriickgezogene Differentialform ap. Mit

= 2a¢ _ 1+,
§j—1_i£n,]—1,...,n 1 und §n—1_i<n
folgt
N 4 2¢;
B A (e
oy 20 o 2(; .
(dfj)T - 1+ifnd§] + (1+i€7n)2d<n
firj=1,...,n—1und
J B 2i J JE Ve —2i JE
(d&n)T = m Cny (d€n)T = m Cn-

Daraus ergibt sich

R Y Ch 2i
A [1 —iG z‘cn)?dC”] : [(1 - z‘cn>2d<“]
_ (—1)"*1(27;)’“‘%1 Ao ndC
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Des Weiteren gilt

<mmpvwﬂwzi@+f@¢qAL%%m]

py L+ iGn (1+1i¢, 1+4G,)
k#j

_ (=17 - A aE

=i dCi A=+ A dcj A dp

<w&m4nml@A[”(x+2@wq

LtiGn ) L+ iGn (1+ ¢,
e @) =G
7( ) (1 + @C_n)n dCl A A an—l

n—1 . .= =
(20" 2 (1 —i6a)2G5 = = =
W e A NG A NG

Mit
w (é gnwn + Z g]wj

erhalten wir
a — 71)n—1 (21')”_1(17_ Zgn)
(1 + i)™

n—1 . e =
Q-G .
+2_ (1+ iGn)mt! FAQUA - NG A N dGy

dCy A -+ N dGna

7=1
n—1 : N =
(1P 20)"G - z -
=l A ANdG A NdCp,
Jj=1 (1 +dCp)mHt ' ’
d.h.
W' ()l =(=1)" i G iC”)dil A NG

(1 +iCn)"
+nz:1 CJC/\ Acf-A---/\dE.

— 21 + iCn)" ! "
(3) Weiterhin betrachten wir die Abbildung x : C*~! x R — C", die durch
W', ) = (W2 + i)

gegeben ist. Dann ist k eine Parametrisierung von 9D,,. Wir berechnen die zu-
riickgezogene Differentialform (ag),. Mit

(=w und ¢, =z+ilw)?

gilt
(de),{ :dwj, (déj),{ :d’lf)j fir j=1,...,n—1,
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und
n—1

(an)m =dr+1 Z(U)kdwk + ’lf)kdwk)
k=1

n—1

(dCn)w = dx — iZ(wkdwk + Wy dwy).
k=1
Daraus folgt

CIEDY

[(w(&))r]x :(1 — iz + [w![2)n dwy A+ Adwn_1 A (dGn)r
(=Dt (2)"
(1.9) :(1_m+|wl|2)n+1dw1/\---/\dwn,1/\dac
n—1
i) ]
+12(1 e \w’P)”Hdwl A Adwn_q /\Zwkdwk
k=1
und
; 1 (20" (1 =i — [w']?) _
[(w/<£))T]m :(_1) ! (1—i—z’a:+ ]w’]2)" dwi A -+ A dp_1
n—1 _
wj _ i =
d coedwi A A (G s
+;21+m+]w’|) w1 A w; A - A (dG)
also
ey (D) (L ) .
K= dwy A - N dwy,—
[(w (é))T] ( +ir+ "U}/‘ ) w1 Wn—1
n-l 1)7-1(2i) _
(1.10) + Z i) diwy A -+ dwj A -+ Adiy—1 A dz

:12 1—|—zx—|—|w’| K

ks (23) ™0 n—1
’ (=17 (2i)"w; S _ _
k=1

<.

Folglich erhalten wir aus (9) und ()
(24)%"1(1 — ix)
(1 —dx 4 |w)2) (1 + iz + w2
ANdwy A - ANdwp—1 Ndx
n—1 +j—1(9:\2 2
+Z.Z . (—1)n/2ﬂ (fz) ”Wﬂ o (—1yni
= 2(1 — iz + |w'[2)" (1 + iz + |w/[2)"

lar], = dwy A -+ A diby_q

ANdwy N - Ndwy_1 ANdwy A -+ Adw,_1 N dz,
und so ldsst sich die zuriickgezogene Differentialform

lar] = [(W' ()]s A l(w(€))7]x
auf H darstellen als
<2i)2n71

dwy A - ANdwp—1 Ndwi A -+« A dwp—1 N dx.
11+ [w!|?2 — iz

(111)  ape =
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Wir beachten nach [A0, Theorem 9.43|, dass [ar]x = ar,. Die Abbildung
S:=Tor:C\{(w,wy) | w, =—i(Jw|>+ 1)} = C\(C"! x (C\{-1}))
ist gegeben durch
S(w', wy) = <

mit S(H) = 0B, \{—ex,}.
(4) Mit dem Transformationssatz [A0, Theorem 9.45] erhalten wir die Integ-
raldarstellung

—2iw’ 1— |[w']? +dw,
1+ w2 —dw, 14 [0']? = dw,,

i 2n—1
f©w' /f (2) , |2nw(u7/)/\w(w’)/\dx,

OB, \1 + Jw')? —

wobei w(w') = dwy A -+ A dwp_1.
(5) Schlieflich folgt nach (I3) und (I32), dass

i 2n—1
[ steiote) = - o [ s @) @) A ww') A de

\1 + |w'|? — ix]

B n_ 1 ! . 22n
_ W/aan(wc (€ G = 8O
Beachte, dass

(n—=1)(n—2)

w@) Aw(w') = (—1)7dw1 Adwy A -+ A dwp—1 A didg,—1,
und damit ist die Behauptung bewiesen. O

Der niichste Satz liefert die Beziehung zwischen den Riumen L%(S,,do) und
L%*(dD,,, dB). Dafiir setzen wir
(n—1)!
4gn
Satz 1.3. Fiir f € L*(S,,do) definieren wir U : L*(S,,do) — L?*(0D,,,d3) durch
2 " _
WO = (125 ) 1)

Dann ist U unitdr und sein inverser Operator

VUp —

U™t L*(0D,,dB) — L*(S,,do)

ist gegeben durch

a1
(U f)(2) = \/ﬁmﬂwdz))'
BEWEIS. Da C(S,) dicht in L?(S,, do) liegt, ergibt sich nach Lemma 2
2 _ (n—1)! -1 ) 2
[irt@raote) = P [ e O s

fiir alle f € L?(S,,, do) und somit folgt hieraus, dass U eine Isometrie ist, d.h.

11725, 00y = NUFl 220, 08
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Auflerdem zeigt die Rechnung

1 1
P EEE—— wc 7d0’ z
H\/VTL (1+Zn)n 12 (Sn, do‘) / |f 1+Zn) ( )

1 22n

— 2
= | RO e e e 0O

2
= Hf”p(apn,d,g)a

f(wc(~))

dass U ein unitdrer Operator ist. Beachte, dass

i e fir 2=w(0),

Wir notieren, dass der wie in Satz 3 definierte Operator
U: H*B,) - H*(D,)

ebenfalls unitéar ist.

Die orthogonale Projektion P : L?(0D,,d3) — H?(D,) ist offensichtlich ge-
geben durch die Formel P = UCU ™. Mit z = w1 (y) und € = w_1(n) liefert eine
direkte Rechnung

_ 4 Hn — 1n S n
1=(z,¢) = (1 — i) (1 + 7 < 2% ;Mnk>

und damit folgt
(Pg)(n) =(UCU"g)(n)

(1—wn>n/n< +gn))31 (R IO

/ 1 — znn) (1-— z,un)”(l + @i )"
1 — iy, aDn 22n

22n n—1)!
e I 11— i) : 47Tn) dB(n)
( Zk 1 Hkﬁk) n

1 n
= [ g = Lagim)
0D, (;un Mn Zk luknk>
fiir alle g € L?(0D,,, dB). Folglich besitzt P die Integraldarstellung

(Pg)(p) = /OD g(m)S(u,m)dB(n),

wobel
1

(:u'n n Zk; 1 /“Lk‘nk‘)
der reproduzierende Kern von H?(D,,) ist. Siehe [29] und [3T].

S(p,n) = vy -

Bemerkung 1.4. Der Kern S besitzt unter Automorphismen von D,, folgende
Eigenschaften (siehe B, Chapter 10.3.2|):
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i) Ist g ein Element von H, so gilt S(74(1), 74(n)) = S(p,n) fiir alle p,
n € D, wobei 7, in (IZ3) gegeben ist.
i) Ist 6 > 0, so gilt S(7s(p), 75(n)) = d=22S(u,n) fiir alle u, n € Dy, wobei
75 in (I33) gegeben ist.
i) Ist #' € T"7L, so gilt S(r¢ (1), 7 (n)) = S(u,n) fiir alle u, n € D,,, wobei
Ty in () gegeben ist.

Nun betrachten wir den Operator Uy : L2(0Dy,, dS) — L?*(H), der durch

(1.12) (Uf)(#, @) = f(K(2', 7))

definiert ist, wobei die Abbildung x durch (@) gegeben ist. Dann ist Uy offen-
sichtlich unitdr mit dem Inversen Uy : L2(H) — L?*(0D,,,df), der durch

Uy I &) = f(r7H(E &)

definiert ist, wobei k=1 : (¢/,&,) € OD, — (&', Reé,) € H.

Der Raum H?(H) = Uy(H?(D,,)) ist nun der Abschluss in L?(H) des Vektor-
raumes derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen fy = Uy f, die den
tangentiellen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

0z ox

auf H geniigen. Fiir die Literatur verweisen wir auf [EH, Chapter 5|. Siehe auch
[28, Chapter 7].

(1.13) (8—¢8zk> fo(2',x) =0, E=1,...,n—1,

Bemerkung 1.5. Eine dhnliche Charakterisierung des Hardyraumes H? fiir das
Siegel-Gebiet von Typ IT wurde von Végi in [Ed| dargestellt. In dem Korollar zum
Hauptsatz zeigte er: Falls D hermitesch symmetrisch mit dem Rand 0D ist, dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

i) D hat keinen irreduziblen Faktor von Tubentyp.

ii) H2(D) besteht aus Funktionen f € L?(0D), die im Sinne der Distribu-
tion, den tangentiellen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen auf
0D geniigen.

Der obere Siegel-Halbraum D,, erfiillt die Voraussetzung dieses Korollars.

Fir ¢ € L*(S,,,do) definieren wir den Toeplitzoperator Tg mit Symbol ¢
durch
TS : H*(B,) — H>(By), f— T,f = C(pf).
Im nachfolgenden Lemma fassen wir wichtige bekannte Eigenschaften von Toep-
litzoperatoren auf H?(B,,) zusammen.

Lemma 1.6. Sei ¢, € L>®(S,,do). Dann gilt:
1) Toiy =Ty + Ty, (Ty)" =T

i) 175 = ¢l

iii) ess-ran(¢) C o(Ty), wobei ess-ran(¢) der wesentliche Wertebereich von
¢ ist.

iv) Ist ¢,¢ € C(Sy), so ist der Kommutator [Ty, Ty| = TyTy — TyTy kom-
pakt.
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v) Ist ¢ € C(Sy), so ist der Semi-Kommutator [Ty, T,) = TyT, — Ty,
kompakt.

BEWEIS. i) folgt direkt aus der Definition der Toeplitzoperatoren. ii) und iii)
finden wir in |8, Corollary of Theorem 2.1| und iv) in [I3].
Zu v). Es gilt
TyTy, — Ty, = CpCpC — CihpC = CYp(CpC — pC')
= CyY(CpC — CpC — (I — C)pC)
=CyY(I —C)eC.
Dem Beweis von [[3, Theorem 1| zufolge ist (I — C')¢C kompakt und so auch
TyTy — Ty (]

Analog definieren wir fiir v» € L*°(0D,,dB) den Toeplitzoperator T f mit
Symbol v durch

T : H(Dy) — H*(Dy), f~Tj f = Pf).
Die beiden Toeplitzoperatoren auf H?(B,) und H?(D,,) sind unitir dquivalent
mit
S _ yr—1mD
(1.14) TS =UT'TD U,

wobei U wie in Satz =3 erklart ist. Wenn es vom Kontext klar ist, wo der Toep-
litzoperator operiert, schreiben wir anstelle Tg und Tf nur T, bzw. Ty,.

1.2. Transformationen vom Bargmann-Typ

Der in B3| prasentierte Abschnitt zu Transformationen vom Bargmann-Typ
beinhaltet ein abstraktes Schema, das wir erldutern und in fiinf kommenden Fallen
verwenden werden. Ziel dieses Schemas ist es, den Raum der analytischen Funk-
tionen als geeigneten L?-Raum im Rahmen der reellen Analysis darzustellen.

Sei H ein separabler Hilbertraum und A sein abgeschlossener Unterraum. Mit
P bezeichnen wir die orthogonale Projektion von H auf A. Wir nehmen an, es
gibt

i) messbare Rdume X und Y beziiglich der Make u bzw. 7,
ii) einen unitiiren Operator U : H — L?(X, u) ® L?(Y,n) und
iii) einen messbaren Unterraum X7 von X und eine Funktion gy = go(z,y)
auf X7 x Y, so dass
- fiir jedes z € X7 die Funktion go(z,-) € L*(Y,n) mit
llgo(@, )l L2y = 1,
- der Operator U den Unterraum A auf goL?(X1,u) C L*(X,p) ®
L?(Y,n) abbildet.

Offensichtlich folgt fiir jedes ¢ = gof € U(A) = goL?(X1, ), f € L*(X1, ),
Pllocay = 11122 (x1)-
Nun fithren wir die isometrische Einbettung

Ry : L2(X1’:U’) - LQ(X’ :U’) ®L2(Y777)
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durch die Formel

Ro: f+ fgo,
ein, wobei
= ), xeXy
f_{o, z € X\Xi.

Der adjungierte Operator
Ry : L*(X, p) @ L(Y, ) = L*(X1, )

ist gegeben durch

(Roo)(x) = /Y¢(x,y)go(x,y)dn, x € X1
Dann gilt
RSRO =1: LQ(Xla.u) - L2(X17:U“)
und RoRj ist die orthogonale Projektion @ von L?(X,u) ® L*(Y,n) auf den
Bildraum U (A) = goL?(X1, ).
Zusammengefasst ergibt sich der folgende Satz.

Satz 1.7. Der Operator R = RU bildet den Hilbertraum H in L*(X1, u) ab und
seine Restriktion

R4 A— L*(Xy, )
st ein isometrischer Isomorphismus.
Der adjungierte Operator
R*=U*Ry: L*(Xy,pn) = H

1st eine lineare Isometrie mit ran R* = A.
Ferner gilt

RR* =1:L*(X1,p) — L*(X1, p)
und R*R ist die orthogonale Projektion P von H auf A.

Bei den konkreten Anwendungen dieses Satzes von Quiroga-Barranco und
Vasilevski in [B3| ist A stets ein gewichteter Bergmanraum. In dieser Arbeit wird
Satz A auf den Hardyraum tiber B,, bzw. D, angewendet. Wie in [B7| muss
dabei die Konstruktion von U, R und den Mafrdumen den jeweiligen maximal
kommutativen Untergruppen der Automorphismengruppe angepasst werden.

1.3. Mehrdimensionale Spektraltheorie

Es sei daran erinnert, dass ein Operator T € L(H?(B,,)) ein Fredholmoperator
ist, falls T+ K invertierbar in £(H?(B,,))/K ist, wobei K das Ideal der kompakten
Operatoren auf H?(B,) ist. Ist T also ein Fredholmoperator, so sind dim ker T
und dim ker 7™ endlichdimensional. Der Index von T' ist definiert durch

(1.15) ind(7T") = dim(ker T') — dim(ker 7).
Das wesentliche Spektrum von T ist

0e(T) = {\ € C: X\ — T ist kein Fredholmoperator}.
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Die wesentliche Norm von T ist
ITlle == 1T (2@ = WH{IT + K| - K € K}
Ein Banachraum-Komplez ist eine Folge (X*,6°) = (X?, 0P),cz bestehend aus
Banachriumen X? und Operatoren 67 € £(XP, XPT1) mit §P+16P = 0 fiir alle p €
Z. Ein wesentlicher Banachraum-Komplex ist eine Folge (X*,6%) = (X?,6P)pez

bestehend aus Banachriumen X? und Operatoren §? € £(XP, XPT1) mit 6P+16P €
K(XP, XPF2) fiir alle p € Z.

Fiir ein Operatortupel A = (Ay,..., A,) auf einem Banachraum X betrachten
wir den Vektorraum AP(s, X) = AP(s) ® X, wobei AP(s) die Menge der Formen
vom Grad p € {0,...,n} in der d&uBeren Algebra in den Unbestimmten sy, ..., S,

bezeichnet. Wir schreiben s = (s1,...,,) und definieren die Abbildung & :
AP(s,X) — AP*1(s, X) durch

(1.16) S = (Z Aisi> Nz, xeAP(s,X).

i=1
Mit Hilfe dieser Operatoren (II3) ist der Koszul-Komplex K*®(A, X) von A als
die Sequenz linearer Abbildungen

0 1 6n—1
(1.17) 0 = A%s, X) 25 Al(s, X) 24 ... 24 A"(s,X) = 0

gegeben. Ist A = (Ay,. .., Ay) ein vertauschendes Operatortupel (d.h. [4;, A;] =0
fiir 4,§ = 1,...,n) und setzt man A~'(s, X) = A"*(s,X) = {0}, ;' = 0 und
o7 M = 0 fiir alle I € N, so ist der Koszul-Komplex (ICI2) ein Banachraum-
Komplex. Die Kohomologiegruppen eines solchen Komplexes, d.h. die Quotienten
ker 6% /ran (512_1, p € Z, werden mit HP(X*®,0°®) bezeichnet.

Fir z = (z1,...,2p) und A = (A1,...,4,) € L(X)" sel 2z — A = (21 —
A1, ..., zn — Ay). Das (Taylor)-Spektrum o(A) von A ist

0(A) = {z € C" : Der Koszul-Komplex K*(z — A, X) ist nicht exakt}.

Diese Definition wurde erstmals von Taylor in [AE3| gegeben. Das wesentliche
(Taylor)-Spektrum o.(A) von A ist

0e(A) ={z € C": dimHP(K*(z — A, X)) = o fiir wenigstens ein p € {0,...,n}}
Im Falle eines Hilbertraumes H gilt eine andere Definition fiir das Spektrum:
Ist T = (Th,...,Tn) € L(H)" ein vertauschendes Tupel, H = P _,AP(s, H)

(versehen mit der kanonischen Hilbertraumstruktur) und 6,7 = 6% . & - @
6" € L(H) (2 € CM), so gilt

o(T)={z€C": 6,1+ 0;_p ist nicht invertierbar in £(H)}.

Dies ldsst sich zur Definition eines Spektrums fiir ein vertauschendes Tupel a =
(ai,...,ay) von Elementen in einer unitalen C*-Algebra A verallgemeinern [EH]|.
Sei hierzu A(s) = @,_, AP(s) die dukere Algebra in den Unbestimmten s =
(s1,...,5n) und seien fiir j = 1,...,n die Abbildungen o; : A(s) — A(s) definiert
durch 0;(§) = s; A& Ist a = (a1, ..., a,) ein vertauschendes Tupel in A und ist
do=a1®01+ - +a,®0, € AR L(A(s)), so kann o 4(a) definiert werden durch

oala) ={z€C":0,_,+ 0;_, ist nicht invertierbar in A ® L(A(s))}.
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Ist B eine weitere unitale C*-Algebra und ist ¢ : A — B ein unitaler *-Monomor-
phismus, so gilt fiir ¢(a) = (p(a1),...,e(a,)) die Gleichheit o4(a) = op(p(a)).
Nach Gelfand-Naimark-Segal existieren ein Hilbertraum H und ein unitaler *-
Monomorphismus ¢ : A — L(H). In diesem Fall gilt

oala) = opm)(e(a) = o(p(a)).
Definition 1.8. Ist T = (T1,...,T,) € L(X)" ein wesentlich vertauschendes
Operatortupel (d.h. [T;,T;] = T;T; —T;T; € K(X) firallei,j =1,...,n), so gilt in
diesem Fall 50760, € KC(AP(s, X), AP+2(3 X)) und die Folge (Ap(s X) 8%.) ist ein
wesentlicher Banachmum Komplex. Im Fall eines wesentlichen vertauschenden
Tupels T € L(X)" wird K*(T, X) fir die Sequenz (AP(s,X),0P)pecz geschrieben.
K*(T,X) heifit der wesentliche Koszul-Komplex von T'.

Bemerkung 1.9. Ist X = H ein Hilbertraum und 7" = (73, ...,T,) € L(H)" ein
wesentlich vertauschendes Tupel, so ist das wesentliche Spektrum von T definiert
durch

0e(T) = ooz (m(T)),
wobel 7 : L(H) — Q(H) die Quotientenabbildung und Q(H) die Calkin-Algebra
L(H)/K(H) bezeichnen.

Der in ([I3) definierte Index lésst sich folgendermafken auf den mehrdimen-
sionalen Fall verallgemeinern.

Definition 1.10. Ist A = (Ay,...,An) € L(X)™ ein vertauschendes Tupel und
sind die Kohomologiegruppen HP(K*(A, X)) firp =0,...,n endlichdimensionale
Vektorrdume, so heifst das Tupel A Fredholm-Tupel. Der Index von A ist definiert
durch die Euler-Charakteristik des Koszul-Komplexes von A, d.h.

(1.18) ind A = Z DFdim H*(K*(A, X)).

Definition 1.11. Fin wesentlicher Banachraum-Komplex (X*,0°*) ist wesentli-
cher Fredholm-Komplex, wenn eine Familie (eP),cz von stetigen Operatoren P :
XP — XP~L egistiert mit der Eigenschaft

P71l 4 PTISP € Tdxr + K(XP)
fir alle p € Z. Die Familie €®* = (eP),cz wird in diesem Fall eine wesentlich

splittende Familie fir (X*®,0°) genannt.

Sei (X*,0°) ein wesentlicher Fredholm-Komplex und sei €* = (eP),cz eine
beliebige wesentlich splittende Familie fiir (X*®,46®). Dann ist der durch D|x2, =
2P 4 5P fiir alle p € Z definierte Operator

D=5 +e:PHxr - PHxrt!

PEL PEZL

ein Fredholmoperator und der Index
(1.19) ind (X*,0°) =ind D
ist wohldefiniert.
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Definition 1.12. FEin wesentlich vertauschendes Tupel T € L(X)™ heifit wesent-
liches Fredholm-Tupel, wenn K*(T, X) ein wesentlicher Fredholm-Komplez ist. In
diesem Fall ist der Fredholm-Index von T definiert durch

ind T = ind K*(T, X).

Diese Definition des Index stimmt im Fall eines vertauschenden Operatortu-
pels, dessen Koszul-Komplex ein Fredholm-Komplex ist, mit der Definition (IIX)
iiberein.

Alle Details dieser Definitionen sind in [B9| Kapitel 1 und 2 zu lesen. Siehe
auch |21, Chapter 10]. Eine dquivalente Definition iiber den Koszul-Komplex und
den Fredholm-Komplex finden wir in [IH].

Beispiel 1.13. a) Sei ¢1,¢2 € C(S,) ohne gemeinsame Nullstellen und sei der
Koszul-Komplex fiir das Toeplitz-Tupel Tg = (T}, , Ty,) auf H := H*(B,) gegeben
durch . )
0— HX(B,) & HX(B,) ® H2(B,) > H2(B,),

wobei

8°f = (Ty, [, Ty, f)

51(f7g) = _T¢2f + T¢1g
fiir alle f,g € H?(B,). Offensichtlich gilt 6'5° € K.

Wir betrachten nun eine Familie (¢”),ez von Operatoren

82 81
O—-H—>HEH —H—0,

wobei
gl(f’g) = T¢1f + Twzga
52f = (_Twaa T¢1f)v
mit o o
P P2
wl - ) ¢2 = .
|[$11% + |2 6117 + ||
Dann gilt
0% (f.9) = (Tou Ty, f + T, T 9 Ton T |+ Tp,T09)
5251(f7 9) = (Tw2T¢2f = Ty, T4,9, Ty T, f + T1/11T¢1g)
und somit

(0% +e26")(f.9) = (Tp, Ty, + Ty, Tpy) f + (T, Ty, — Ty, T, ) g,
(Tp, Ty, — Ty, T ) f + (T, Ty + Ty, Ty, )9)-

Also ist 6%! 4+ €26t € Id + K und Ty ein wesentliches Fredholm-Tupel.
Der Operator Ty = 6° + 2 : H® H — H & H ist ein Fredholmoperator mit

f@(f, g) = (T¢1f - T1/12.ga T¢2f + T¢1g)
und hat die Matrixdarstellung

f(b _ <T¢1 _T¢2> _
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b) Sei To = (T, Ty, Ty,) mit ¢; € C(Sy,), i = 1,...,3, ohne gemeinsame
Nullstellen. Der wesentliche Koszul-Komplex von T ist

0-H S HoHoH S HoHoH S H -0,
wobei
50f: (T¢1faT¢2faT¢3f)a
61(f’ga h) = (7T¢2.g + T¢1fa 7T¢3g +T¢1h? 7T¢3f + T¢29),
52(f,g,h) = (T¢3f - T¢2g +T¢1h)'

fir alle f,g,h € H. Weiterhin definieren wir eine Familie (e?),cz von Operatoren

O H S HOHOH S HOHOH > H — 0,

wobei
€3f = (Twsfv _Tllizf? TI/)1f)7
52(f797 h) = (_Twzf - T¢397T¢1f - Twsthwlg + T¢2h)7
e (f,9,h) = Ty, f + Tyog + Ty, h

mit

b= o
Lo+ 2l + (s
Eine direkte Rechnung liefert

1=1,2,3.

52+ 3%5%2eld+ K und %' +£%' eld+ K,

und somit ist Te ein wesentliches Fredholm-Tupel. Nach der Aussage (CI9) ist
ind Ty = ind Tg. Die Matrixdarstellung von

Tp =+ +2 - HoHOHOH > HOHOHOH

ist gegeben durch
Ty, Ty, —Tys O
T Ty, Ty, 0 — Ty,
Ty, 0 Ty, Ty,
0 Ty, —Ty, Ty
Wir notieren, dass Tp € Man—1(C) @ L(H) mit Ty = T3. Mn(C) ist die Algebra

der komplexen N x N Matrizen. Ferner lasst sich ® in der Form

o —= Pry —F
- (3 3

(D1 —2 « (1 e
q)1’2_<¢2 1#1)’ q)1’2_<—¢2 ¢1>

s = ding(on) = (3 ). 5 =agov = (7300 ).

schreiben mit

und
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Allgemein gilt:

Sei ® = (¢1,...,0,) € C(Sp)™ mit 0 ¢ ®(S,,). Dann ist das n-Toeplitz-Tupel
To = (Ty,,...,Ty,) von Operatoren auf H?(B,,) ein wesentliches Fredholm-Tupel
und die assozierte Matrix f@ =Tg zu Ty ein Fredholmoperator. Das matrixwer-
tige Symbol ® von T’ 3 ist rekursiv definiert durch

~ —_— (I) e _én
(120) @ = (11, Bn) = & 4o ") EMpa(C)@C(S), n >3,
7 (I)” (I)l,n—l
wobei
Prp1 = (‘I)l,n—z,(i)nﬂ) firn>3, und 9= <¢1 _¢2> )
b2 Y1

Das Zeichen = bedeutet, dass einige Permutationen von Spalten und Zeilen not-
wendig sind, um die Gleichheit zu erhalten. Hiermit sind

®,, = diag(¢n) € Man—2(C) ® C(S,) n > 3,

i’: = dlag(—wn) € Myn—2 (C) & C(Sn)7 n=>3

und
b :
Vi = =5, t=1,...,n.
Lkl
Ferner gilt
(1.21) ind Ty = ind T%.

Als Néchstes formulieren wir einen Satz, der von Nutzen ist. Sei BB eine Bana-
chalgebra mit Einselement 1. Dann bezeichnen

op(z) ={AeC™: > B\ — ;) # B}
j=1

und
m

or(z) ={A€C™: ) (N —z;)B # B}.

j=1
das Links- bzw. das Rechtsspektrum eines nicht notwendigen vertauschenden Tu-
pels x = (z1,...,xy) € B™.

Satz 1.14. B, Corollary 5.5] Sei R eine C*-Algebra mit Einselement 1z und

sei x = (x1,..., TN) € RN ein N-Tupel von N vertauschenden normalen Ele-
menten x1,...,xny € R. Sei D eine Banachalgebra mit Finselement 1p und sei
s : LH{1g,x1,...,xn} — D eine lineare Abbildung mit »(1g) = 1p und ||| = 1.
Dann gilt

conv o(x(x)) C conv op(x) = conv o(x)

fiir alle kommutativen C*-Unteralgebren B von R mit 1g,x1,...,xny € B. Hierbei
bezeichnet o(x) und o(s(x)) den Durschnitt von Links- und Rechtsspektrum von
x bzw. »x(z) in R bzw. D.
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Als Folgerung erhalten wir die multi-Variable Variante des Satzes von Brown
und Halmos fiir Toeplitzoperatoren. (Siche [M9, S. 182] im Fall n = N = 1). Es sei
daran erinnert, dass der wesentliche Wertebereich eines N-Tupels f = (f1,..., fn)
von Funktionen in L*°(S,,do) die Menge ess-ran(f) ist bestehend aus allen A =
(A,...,An) € CV, so dass fiir alle £ > 0 das Oberflichenmaf der Menge

N
{f €Sn: Y 1fi(&) =Nl < 5}
i=1

von Null verschieden ist.

Korollar 1.15. Sind fi,..., fn € L>®(Sy,do) und Ty, ..., Ty, die entsprechen-
den Toeplitzoperatoren auf H*(B,,), so gilt

O'(Tfl, PN ’TfN) C conv O’(Tfl, e 7TfN) C conv O'Loo(gn)(fl, . .,fN).
Wir beachten, dass opec(s,)(f1,---, fn) =esstan (f1,..., fn) C CcN.

Zum Schluss wird die Definition des Abbildungsgrades einer stetigen Funk-
tion bendtigt. Fiir eine offene Teilmenge Q € R™ und k € N sei C*(Q,R") die
Menge der k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen f :  — R”. Fiir
f € CYQ,R") wird mit J¢(z) die Jacobi-Determinante von f an der Stelle z € Q
bezeichnet und mit k¢ die Menge {z € Q2 : J¢(x) = 0} der kritischen Punkte von
[ Ein regulirer Wert von f ist ein y € R™ mit f~'(y) Nks = 0.

Der analytische Abbildungsgrad ist eine Abbildung, die einem Tripel (f,,y)
bestehend aus einer beschriankten offenen Menge 2 C R™, einer Funktion f €
C(©,R™) und einem Punkt y € R™\ f(992) die ganze Zahl

d(f,Qy) = > sen J(x)
zef ()
zuordnet, wobei f € C(Q,R™) mit flg € C?(Q,R™), ||f — flloo < dist(y, £(9Q))
und § ein regulirer Wert von f mit |§—y| < dist(y, f(9)) ist. Hierbei bezeichnet
|.| die euklidische Norm auf R™ und dist(x, A) den Abstand eines Punktes = € R”
zu einer Menge A C R”™. Siehe || fiir weitere Details und Eigenschaften des

Abbildungsgrades.

Definition 1.16. [B9, S. 14| Sei K C R"™ kompakt und sei f € C(K,R™). Sei C
eine beschrinkte Zusammenhangskomponente von R™\ K und sei y € R™\ f(9C).
Der Abbildungsgrad deg(f,C,y) von f um y bzgl. C ist dann definiert durch

deg(fv C7 y) - d(.ﬂf? Cv y)7

wobei f eine beliebige stetige Fortsetzung von floc auf C ist. Diese Definition ist
unabhdngig von der speziellen Fortsetzung f von f.

Ist f € C(K,R"\{0}) und ist C eine beschrinkte Zusammenhangskomponente
von R"\ K, so sei deg(f,C) = deg(f,C,0). Besitzt die Menge R"\K nur eine
Zusammenhangskomponente C und ist f € C(K,R™\{0}), so sei

deg(f) = d@g(f, C, 0)






KAPITEL 2

Kommutative Untergruppen von Aut(B,)

In [B7| haben Quiroga-Barranco und Vasilevski verschiedene Modelle kommu-
tativer Untergruppen von Automorphismengruppen auf der Einheitskugel B,, und
dem oberen Halbraum D,, aufgelistet. Im zweiten Teil der Arbeit [B8| haben sie ge-
zeigt, dass bis auf Konjugation diese kommutativen Untergruppen maximal sind.
Das Hauptresultat beider Arbeiten ist das Folgende. Fiir jede maximal kommu-
tative Untergruppe G von Aut(B,,) sei g die Menge aller L*°(BB,,)-Funktionen,
die unter der G-Operation invariant sind. Dann ist die C*-Algebra, die von den
Toeplitzoperatoren mit Symbolen aus 2g erzeugt wird, kommutativ auf jedem
gewichteten Bergmanraum A%(B,), A > —1. Spiter stellten sie in [0, &I fest,
dass es auch andere von Toeplitzoperatoren erzeugte Banachalgebren gibt, die
kommutativ sind. Keine davon ist eine C*-Algebra.

In diesem Abschnitt betrachten wir die Erweiterung solcher maximal kommu-
tativen Untergruppen auf der Einheitssphére S, und dem Rand des oberen Halb-
raums 9D,, und iibertragen die Ergebnisse aus [B2] auf den Hardyraum H?(B,,).
Dies entspricht dem Grenzfall A = —1.

Wie in [B3] listen wir die maximal kommutativen Untergruppen der Automor-
phismengruppe von B,, auf.

1. Die quasi-elliptische Untergruppe von Aut(B,,) ist isomorph zu T" mit der
Gruppenoperation

Tt:z2=(21,...,2n) €EBp—>tz=(t121,...,thzn) € B,

fir alle t = (t1,...,t,) € T™. Die Abbildung 7; ist sogar ein Automorphismus von
C™ und seine Einschréankung 7|s, ist ein Diffeomorphismus auf S,,.
Der entsprechende Automorphismus von D,, ist

Tt i=weomow, € Aut(Dy).

Eine direkte Rechnung ergibt

~ _ 2611 (L+tn)&n +1(1 —tn)
Rl ab) = <(1+tn) S (= b)) (T ) — (T —tn)> |

2. Die quasi-hyperbolische Untergruppe von Aut(D,,) ist isomorph zu T~ x
R, mit der Gruppenoperation

Ty : (2',2n) € Dp—= (Vrt'2',12,) € Dy

fiir alle (#,7) € T""' x Ry Die Abbildung 74 )|ap, lisst sich zu einem Diffeo-
morphismus auf dD,, erweitern.

27
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3. Die quasi-parabolische Untergruppe von Aut(D),,) ist isomorph zu T"~! x R
mit der Gruppenoperation

Twn (2 2n) € Dy (2, 204+ h) € Dy

fiir alle (#/,h) € T"! x R. Die Abbildung 7 p)|ap, lésst sich zu einem Diffeo-
morphismus auf dD,, erweitern.

4. Die nilpotente Untergruppe von Aut(D),,) ist isomorph zu R"~! x R mit der
Gruppenoperation

T p) - (2',2,) € Dy (2 +a 2z +h+2i <z’,a’> +ild'|?) € D,

fiir alle (a/,h) € R"™! x R. Die Abbildung 7,/ p)lap, ldsst sich zu einem Diffeo-
morphismus auf 0D,, erweitern.

5. Zur Definition der quasi-nilpotenten Untergruppen von Aut(D,,) beachten
wir folgende Notation fiir Punkte von D,, fiir ganzzahliges k mit 1 < k <n —2

z= (2" w', 2p) € Dy, mit 2" € C*¥, w' € C" %1 und z, € C.

Die quasi-nilpotente Untergruppe von Aut(D,,) ist isomorph zu TF x R**~1 x R,
0 < k <n—1, mit der Gruppenoperation

Tanarny o (2w, 20) € Dy (72" W' + a2 + h+ 20 (w',d") +ild'|*) € Dy,

fiir alle (¢”,a’,h) € T x R"™*~1 x R. Die Abbildung 7 o p)|op, ldsst sich zu
einem Diffeomorphismus auf dD,, erweitern.

In den nachfolgenden fiinf Abschnitten wenden wir das in Abschnitt 2 dar-
gestellten Schema von Quiroga-Barranco und Vasilevski auf fiinf verschiedene Fal-
le geméfs der obigen maximal kommutativen Untergruppen der Automorphismen-
gruppe an. Dabei suchen wir die messbaren Rdume X, X; und Y und konstruieren
fiir jeden bestimmten Fall den geeigneten unitédren Operator U. Um dies zu tun,
flihren wir bei der Betrachtung der dazugehoérigen kommutativen Untergruppen
von Aut(B,,) die entsprechende Fourier- und Mellintransformation ein. Dies fithrt
zu einer Reduktion der Systeme der partiellen Differentialgleichungen (CI3) und
(E3d) zu Systemen von gewohnlichen parameterabhédngigen Differentialgleichun-
gen, deren Losung mit Hilfe der reellen Analysis erfolgt.

2.1. Quasi-elliptischer Fall

Sei &£ € Sy,. Mit 7(B,,—1) bezeichnen wir die Menge
T(Bn-1) = {d' = (01, 00-1) = (|&1],- s [éna]) 1 [0 = o+ . +ah_y €10,1)}
und verwenden die Parametrisierung der Einheitssphére S,
(2.1) e = trOk, ok ERy, tp €T, k=1,...,n—1,

&n = ta/1—|0)% t, €T,

wobel ¢ = (01,...,0n-1) € T(Bp-1).

Aus der Identitét [EM, Proposition 1.4.7]

B 1 27 R ,
[ siotr= [ o [ € eaddbiv ),
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wobel & = (&1,...,&—1) und |&,] = /1 — |¢|?, ergibt sich unter der Koordina-
tentransformation

52 (617"‘7671) — (tlu"'atn7Q17"'7Qn—1)7

(n—1) 1 — 3
| reate) = WnlAM/mﬂ% (T [oPde

— dtk
: H 0k Aok H E
k=1 k=1
n—1)! n—1 n dt
(22) ) / / £t ta/T=10P) [T onder [T
27 n I (Br-1) k=1 k=1 W

Damit folgt

do(€) = iy

Durch die Identifikation
f(2) = g(t. o),
wobei
g(t,0") = floit1, -, 0n—1tn—1,\/1 —|0'|*tn)
folgt
L(S,,do) = L*(T") @ L*(1(Bn_1), du).
Hierbei sei

n—1

®L2 < dtk) und d,u _ (TLQ nl H degk

Als Néachstes benotlgen wir den Satz von Bochner [E, Theorem 18.1.10]. Jede
Funktion f € C*(0B,), welche die tangentielle Cauchy-Riemannsche Differen-
tialgleichungen erfiillt, ist zu einer holomorphen Funktion f € C* (B,,) fortsetzbar.
Die Operatoren, die zu 9B, tangentiel sind, sind auf C" gegeben durch

Lk,j gk 5] - f] 85

fir £ = (&,...,&) € C". Um Ly ;f zu berechnen, setzen wir f auf C" fort,
wenden Ly ; auf diese Fortsetzung an und schrinken das erhaltene Ergebnis auf

1<k<j<n

die Sphére ein. Wir notieren, dass (L ; f)(£) fiir alle £ € S,, unabhéngig von der
Wahl der Fortsetzung ist.

Sei nun f € C(S,) und sei f die durch f(z) := rf(€) definierte Fortsetzung
von f auf C", wobei z = r€ mit 0 < r < 1 und & € S,,. Die Funktion f erfiillt
genau dann die tangentiellen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, wenn

N . C PSRN

Die Parametrisierung der Einheitssphére (E10) fiihrt zu

Zr = TOoRtE, k=1,...,n—1,
zn =11 — |0 |?tn,
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mit
r=lz|, o0oj=-—, tj=—> ,j=1...,n
T e
Wir driicken die Gleichungen (E33) in dem obigen Koordinatensystem aus.
Fir f(z) = g(r, o, t) gilt

of i, 0 10  N~ad 10
0z; 2 0j or  r0o; 0j — 0oy roj Ot g

fir j=1,...,n—1und

of ¢ ) o 0 t 0
G Wl Al AN e e o Y )
0%, 2( 7P 2 2 9o 1 |gP ot )’
Somit ergibt sich fir 1 <k < j<n-—1

Lk,jf(z) = 2 8£§) — zj 85;:)

tit; 0 i 0 t; 0 ity O
S U B R L O )
2 r 0p; r 0ok roj Ot;  rop Oty
tit; 0 0 ort; O ity O
=21 [Qk —gjp—— I "k} g(r,d',t)
2 0oj dor o0 Ot; o Ot
und firk=1,...,n—1
7 0f(2) af(2)
Ly =2k~ — Zn o
knf(2) = 2k 07, z 0%
V 1— |Ql|2tktn |: 0 12 0 Okln 0 :| /
= — — —— 4+ ar T, at .
2 dor o0ty (1—|[d]?) 0ty g(r,€1)
Die Einschrinkung der obigen Gleichungen auf die Sphére liefert
(2.4)

(O PR R N

]9(9’775):0, 1<k<j<n-1,

Ok — —0j3 — — —
2 k@gj T 00k 0j Ot; o Oty
(2.5)
V 1- ‘Ql‘2tktn |: 0 tk 0 thn 0 :| /
4 | — -+ ——— 1 g(0,t) =0, k=1,...,n—1.
2 dor  onOtr | (1—|J2) Oty 9(e'?)

Beachte, dass g(r, ¢/, t)|s, = g(d',t).
Da aus (E4) die Gleichheit
o 0 tr O
folgt, gentigt es, die Gleichungen (EH) zu betrachten.

Nun kénnen wir eine dquivalente Definition des Hardyraumes H?(B,) ange-
ben. Die verschiedenen Definitionen des Hardyraumes und deren Aquivalenz wur-
den bereits in [BH] studiert. Der Raum H?(B,,) ist der Abschluss in L*(S,, do) des
Raumes aller hinreichend oft differenzierbaren Funktionen F', die die tangentiellen
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillen

LijF(€)=0 firl<k<j<n, £€S,.
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Diese sind in den Koordinaten (E) dquivalent zu

(o) VIZloFhin [ e 0 | Oitn )8} F(d.t)=0

2 dor. ox Oty (1—1d]?
firk=1,...,n—1.

Zur Abkiirzung schreiben wir

a0 60t 0]
RT T 00 ok Ot | (1— )

Die diskrete Fouriertransformation F : L?(T) — [?(Z) ist bekanntlich definiert
durch

(2.7) (F)(t) m/ft ez

Der Operator F ist unitéir mit dem Inversen F 1 : l2(Z) — L?(T), der durch

1
F Lt {catnez — m%cnt"
definiert ist. Wir fithren den unitdren Operator
U=Fuy®I: LT") @ L*(1(Bn-1),dp) — L*(T") @ L*(7(Bp—1), du)
ein, wobei F,) = F ® --- ® F, und erhalten

_ B titn 0 tp O Oktn )
UZy.U He n=U (_+ !
k, { p}PGZ 2 0o ok Oty (1 - ’Q ‘ GZZ” "
_ tPtity, ( 0 _ Pr OkPn ) ]
—U > Tao )
W NN
P 0  pr—1  ok(pn—1)
—U 7 + Cp—er—en | s
\ﬁ GZZn <3Qk Ok L=l )

wobei tP =t} -+ - tb". Folglich gilt
- 10 pe—1 Ok
UEk:nUlc ”:{<_ + Pn—1) | Cp—ep—en
e =5 o T T ) ey
firk=1,...,n— 1.
Somit ist der Bildraum H; = U(H?(B,,)) der Abschluss in I2(Z")®L?(7(B,,_1),
du) des Raumes derjenigen Folgen {c,(0')}pezn» von C1-Funktionen, die den Glei-

chungen

(2.8) 1 ( 0 Ok

7_74_7 c /:()7 k=1,...,n—1
Por A=l )p“’)

genﬁgenu wobei p= (p17 s )pn) und Q = (le s Qn—l) € T(]Bn—l)‘
Die Gleichungen (E8) besitzen eine allgemeine Losung der Form

~ " Pn
e(e) = et oy (VI=10P)”

wobei €, € C. Nun soll jede Funktion ¢, in L?(7(B,,—1), du) liegen, d.h. ¢, = 0 fiir
p € ZM\Z".
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Setze €, = apep mit e, € C und

(TL — 1)' / 2p1 2Pn— 1( ‘ /|2)p = d )
ap = 0 Y — |0 " | | OkAOk
8 21 Jr(Baoy) ' " k=1

Fiir die Berechnung von «), betrachten wir das Integral

/S 2o (c) = / 2P 6P do ()
dt,
/nnwk 0;?

= (2m)"a, o2,

N|—=

Andererseits wissen wir nach [54, Lemma 1.11], dass
— )iy
| st -
T (=T
so dass
1
(2m)"(n —1+[p)" 2
2.9 =
(29) “ < pl(n —1)!
In Bezug auf das Schema in Kapitel A erhalten wir

L(X, p) = 1X(Z"),
L(Xy, p) = PP(Z),
L*(Y,n) = L*(7(By-1), dp).
Die Funktion gg ist gegeben durch
90(p, &) = {opd” V1= 0" Ypezn, ¢ € T(Bu-1),
wobei o7 = i - gﬁ” 5 und p = (p', py) mit p (P1s-- s Pn1)-

Die isometrische Einbettung Ry : 1?(Z7) — I*(Z") ® L*(1(By,—1), dp) und sein
adjungierter Operator Rf, : I*(Z™) @ L*(7(Bp—1),dp) — [*(Z") sind durch

, Pn
/D 12 n
pep0 (\/1 IQ\) peZl
Ry : {ep}peli = cp(d) = mr ’
0 sonst

bzw.

Rg : {ep(0) }pezn —
(n—1)! o Pn , nol
O o (VI—=121?) " ep(e) [ ] endon
27
T(Bn—l) k=1 pEZi
erklart. Dann gilt
RiRo =1:1%(Z7%) — 1*(Z1)

und Ry R} ist die orthogonale Projektion von 1?(Z") ® L*(7(Bn—1),du) auf H,.
Zusammenfassend ergibt sich der folgende Satz.
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Satz 2.1. Der Operator R = RiU bildet L*(S,,do) in I*(Z") ab und seine Re-
striktion
R|p2m,) : H*(By) — 1(Z7)
st ein isometrischer Isomorphismus.
Der adjungierte Operator

R* =U*Ry : *(Z") — L*(Sy,do)
ist eine lineare Isometrie mit ran R* = H*(B,,).
Insbesondere gilt
RR* =1:1%(Z%) — 1*(Z7)
und R*R ist die Cauchy-Szegé Projektion C von L*(S,,do) auf H?*(B,,).
2.2. Quasi-parabolischer Fall
Wir stellen L?(H) als das Hilbertraum-Tensorprodukt
L*(H) = L*(C" ") ® L*(R)

dar und betrachten den unitaren Operator

(2.10) Up=1®F:L*(C" Y ®L*R) - L*(C" 1) ® L*[R),
wobei die Fouriertransformation F : L?(R) — L%(R) durch
1 4
2.11 FHN) = — —idug
(.11) (FHW) = 7= [ flujedu

gegeben ist. Dann gilt

0 .0 1 0
—_— — = — + A k=1,...,n—1.
Uy (0Zk zaxzk) U, R + Azg, R )

Der Bildraum H; = U (H?(H)) ist der Abschluss in L?(C"~! x R) des Vektorrau-
mes derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen v, die den Gleichun-

gen

(2.12) (az—i—)\zk)w(z’,)\)_O, k=1,...,n—1
k

geniigen.

Folgende Uberlegung steht bei [E8, S. 73] und weil sie von Interesse ist, werden
wir niher auf die Schritte eingehen. Wir fiihren den Raum L?(C"! x R,dpu)
beziiglich des Mafes

dp = e 2P drg, 1 (2, N)
ein und betrachten den isometrischen Isomorphismus
W L2(C" ! xR) — L*(C"! x R, dp),
der durch
(W) (', A) = (', N1 = h(z',))
definiert ist. Es gilt
oh 0

) =N "N, k=1,...,n—1.
azk(zv ) € 6§k+ 2k 1#(27 )7 ) ,
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Oh
Ist ¢b € Hi, so erfiillt h die Gleichungen 95 0 fir k = 1,...,n — 1. Daher
2k
ist die Funktion h = @Z)e’\|zl|2 fiir alle A € R eine ganze Funktion in z’. Wegen
¥ = he 1" € L2(C"1 x R) ergibt sich
(2.13) supp ¥(2',\) € {(z,\) : 2 e C" L A e R},
Mittels der Polarkoordinaten z, = rit; in C"!, wobei r, € R und t;, € T,
k=1,...,n—1, folgt

0 tr 0 tp, O
— F A= — | — — ——— 42X k=1,...,n—1.
0z, + A% 2 (ark 7 Otk + Tk> ’ ’ "

Der Raum L?(H) ist somit isometrisch isomorph zu
LARY rdr') © L2(T" ) @ L*(R),
wobei
n—1 n—1 dtk
‘dr’ = dr, L* (T H=Q)L*(T,— ).
'dr’ = T redrr, AT =@ Vit
k=1 k=1
Wir betrachten den unitdren Operator

Uy=1®Fpa@I: ARy 7dr) o LA(T" ) @ L*(R) —
LARY rdr') @ P(271) ® LA(R),
wobei F(,,_1) = F ®@...® F und F die eindimensionale diskrete Fouriertransfor-

mation (E72) ist.
Setze

ik 0 tr, O 1
6 =Us— | — — —— + 2\ U, .
) (81"k 7 Otk + AT 2

In Analogie zur Rechnung in [B3, S. 392| erhalten wir

tr 0 tr 0 _n-1 /
5{Cp/}p/ezn—l = UQE <8rk - 4+ 2)\Tk (27[') 2 Z Cp/t/p

ry Oty ez
_n-1 vty (O py
= U 2 2 P2 — —ZE 2 /
2 | (2m) Z 2<8rk Tk+ Tk | Cp
p/ezn—l
_n—1 t’Pl 8 pk—l
“orfen 3 (g e o
p/eznfl

1 0 —1
= { < _ pk + 2)\Tk> Cpl_ek} 3
2 ark Tk p’eZ"il

wobei p' = (p1,...,pn_1), t* = (5. . ,th") und ey der k-te Einheitsvektor
ist.

Nun ist der Raum Hs = Us(H1) der Abschluss in 12(Z"~ 1, L2(RY !, /dr')) ®
L?(R) des Vektorraumes derjenigen Folgen {cp },sezn-1 von Cl-Funktionen, die
den Gleichungen

1 0 Pk /
2.14 | =— =42 / = =1,....n—1
( ) 2 <8Tk - + )\’I"k) Cp (T ’)‘) Oa k ) y
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geniigen mit
supp ¢ (', A) € {("',\) 1 e RN R, Y.
Die Gleichungen (EZT4) besitzen eine allgemeine Losung der Form
dy (1", 0) = Xz, N7 e gy (), ez
wobei gy € L*(R) und |[r/[> =72 + - +1r2_,.
Wegen {dyy }pczn-1 € (2" LR}, r'dr')) @ L(R) folgt dyy = 0 fiir alle
p/ c Z”{'L—l\ZTJ’L_—l.
In Bezug auf das Schema in Kapitel 2 erhalten wir
LX(X,p) = (") © L*(R),
L*(X1,p) = (271 @ L*(Ry),
L2 (Y,n) = LR odr).
Der unitére Operator U ist wie folgt definiert
U=UyoUoUy: L*(0Dy,dB) — 1* (2", L*(R} 1, r'dr')) @ L*(R),
wobei Uy durch (II2) definiert ist und die Funktion gg von der Form

1
on=1(g)\)lp'[+n-1y2 )
g0, 7, A) = ( ( p?. P e

p’ 621*1
ist mit (', \) € R%"! x R. Ferner gilt

2n—1(2)\)|p'|+n—l

/o /|2
20 e 2|7 rdr’
p'!

2 _
||go||L2(R1_l,7"d’r’) - /I%n—l
+

/
2P Hn—1 ol
_ ( ) ; PP e 2/\|r|dr/
! n—1
p R’}

=1
Zusammenfassend ergibt sich das folgende Lemma.

Lemma 2.2. Der unitire Operator U bildet den Hardyraum H?(D,) auf den
Raum Ha = go(I(Z") @ L*(Ry)) ab, welcher der Abschluss in

Pz 2R dr)) © LA(R)

des Vektorraumes derjenigen Folgen {d, (r’, )\)}p/ezi—l von C*-Funktionen ist, wo-
bei die Funktionen dy (r', \) sich als

1
n=l(o\)lPHn=tN 2
dy (r',\) = < (2) ) PP oAl |2gp,()\)7 A eR,,

p'!
darstellen lassen mit g,y € L?(Ry). Ferner gilt

||dp’ HL%RK”,r’dr’)@L?(R) = ng’ HL2(R+)-
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Schlieflich setzen wir

1
gn—1(g)\)P/l+n-1 2
P!

5(p',\) = (

und fiithren die isometrische Einbettung
Ro: (2771 L2(Ry)) — 2z Y LA (R /dr')) ® LA(R)
durch die Formel

VA 1”/2
Ry : {Cp’(/\)}p/ez’fl = {XZifl(p/)Xﬂh M@ A)r'Pe Al ey () }p’eZ"*

ein, wobei die Funktion ¢, () fiir jedes p’ € Zt™! zu Null fortgesetzt wird fiir
A € R\R;.
Der adjungierte Operator

Ry 2z Y AR rdr)) @ LA(R) — 12271 LA(Ry))

ist gegeben durch

Ry {dy (7', N} yegn—1 — {(5(19/, /\)/ r'ple)‘|Tl|2dp/(r’,)\)r’dr’}
R

n-1 n—1
, _
+ pEZJr

Dann gilt
RyRy = I+ P(Z1Y I3(Ry)) > B(Z17, LA(R,))

und RoRj ist die orthogonale Projektion von (3(Z"~%, L3R, +/dr")) @ L*(R)
auf gol2(Z", L2(R, ).

Wir kommen zum folgenden Ergebnis.

Satz 2.3. Der Operator R = RiU bildet den Hilbertraum L?(9D,,,dB) in1*(Z} ", L*(R4.))
ab und seine Restriktion

R [y, HX(Dy) = P2 LA(R,))

st ein isometrischer Isomorphismus.
Der adjungierte Operator

R* =U*Ry : *(Z"7 ', L*(Ry)) — L*(0Dy,, dB)

ist eine lineare Isometrie mit ran R* = H%(D,,).
Insbesondere gilt

RR* =1:1%Z7 ' L*(Ry)) — (2" LA(Ry))

und R*R ist die orthogonale Projektion P von L*(0D,,,dB) auf H?(D,,).
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2.3. Nilpotenter Fall

Der erste Schritt verlauft genauso wie im quasi-parabolischen Fall. Wir stellen
L?(H) als Hilbertraum-Tensorprodukt

L*(H) = L*(C" 1) ® L*(R)

dar und betrachten den in (E10) definierten unitaren Operator Uy = [ ® F.

Somit ist der Bildraum #H; = Us(H?(H)) der Abschluss in L?(C" 1) @ L?(R)
des Vektorraumes derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen ), die
den Gleichungen

0 F oy _
(M-l-)\zk)l/}(z,)\)—o, k=1,...,.n—1

geniigen mit
supp ¥ (2, A) C {(z/,A) : 2 € C"H A e Ry}

Unter Verwendung des kartesischen Koordinatensystems 2’ = (z/,3) in C"~1 =
R x R mit o' = (21,...,2p-1) und v/ = (y1,...,Yyn_1) ist

L*(H) = L2 (R" ) @ L2 (R ) ® L*(R).
Weiterhin betrachten wir den unitdren Operator Uz = F,_1) ® [ ® I auf der

obigen Tensor Zerlegung, wobei F,,_1) = FF ® --- ® F die (n — 1)-dimensionale
Fouriertransformation beziiglich der ersten Variable 2’ ist. Dann gilt

1/ 0 0 i 0 0
Up|=(s—+i— ] +A k) | Uy ' = = — ) +ir [ — :
2 [2 (axk +Z8yk> + Mk +Zyk)} 2 7 (Ck: + 8yk) t+ <5Ck; +yk>
Der Bildraum Hs = Uj(H1) ist der Abschluss in L?(R" 1) ® L?(R"!) @ L?(R)
des Vektorraumes derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen ¢, die

den Gleichungen

) 0 0
B (Ck—i—(.a%) +iA (agk—i—yk)ﬂ oy N =0, k=1,...,n—1

geniigen mit

supp (¢, v, \) € {(¢, ¢, N) : oy e RN e Ry}

Die Einfiihrung der Variablensubstitution

1 1
up = ——C — VAyp, ve=——CG+VAyr, k=1,...,n—1
k 2\5@@ Yk k 2\/XCk Yk
oder
1
= V(g + vp), = ——(~up+v) k=1,...,n—1
Ck (uk + k), Yk 2\5( K+ Uk)

und des unitdren Operators
Us: PR Y @ L2(R") ® LA(R) — L2(R"!) @ LA(R"!) ® L*(R)

durch die Formel

Uso(Cy/ N = (m' o) 1), A) ,

1
2v/\
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wobei u' = (uq,...,up—1) und v’ = (v1,...,v,—1), fithrt zu

(Lo ) (o).

Somit ist der Bildraum H3 = Us(Hz) der Abschluss in L?(R" 1) @ L2(R" 1) ®
L?(R) derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen @, die den Glei-
chungen

(215) <£+Uk> QZD(U/,'UI?)\):O7 k=1,...,n—1
k

geniigen mit
supp ¢(u/, v/, \) € {(u/, 0", A) : (v, v) e R xR A e Ry}
Die Gleichungen (EZ13) besitzen eine allgemeine Losung der Form

ne1 |v/‘2

P, v\ N) =7 T e 2 w(W, Nxr. (M),
wobei @ € L?(R""! x R). Ferner gilt

15122 &n-1)@ r2n 1)@ 12(R) = / T e (o, )X, (V) d'do'dA
R2(n—1) xR
=" e—”’|2d1// o(u, \)[2du/d)
Rn-1 R—1xR4
= lo(@, M Z2@n-1 xR, )-
In Bezug auf das Schema in Kapitel 32 ergibt sich
LA(X, 1) = LR @ LA(R),
L2(X1,p) = LA(R™™) @ LR ),
L*(Y,n) = L*(R"1).
Der unitdre Operator U ist wie folgt definiert
U=UsoUyolUolUy: L*(dD,,dB) — L*(R" 1) @ L*(R"1) @ L*(R),
wobei Uy durch (ITI2) gegeben ist und die Funktion gg sich darstellen ldsst als

/ S R / n—1
go(v)=m""1e 2, vV eR".
Wir fassen zusammen und erhalten das folgende Lemma.

Lemma 2.4. Der unitire Operator U bildet den Hardyraum H*(D,,) auf H3 =
goL?(R"! xR ) ab, welcher der Abschluss in L*>(R" 1) ® L?(R" 1) ® L?(R) des
Vektorraumes derjenigen hinreichend oft differenzierbaren Funktionen o ist, wobei
@ sich als

‘;0(“/7 U/’ >‘) = gﬂ(vl)w(u/a /\)
darstellen lisst mit w € L2(R"~! x R,).

Schlieflich fithren wir die isometrische Einbettung
Ro: LR xR,) = LR ) @ L*(R") ® L*(R)

durch die Formel

ne1 |v/|2

Ry : W(’LL/, )‘) =Tt e 2 XRy ()\)W(ul, )‘)7
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ein, wobei die Funktion w(u’, \) fiir jedes /' € R"~! zu Null fortgesetzt wird fiir
A € R\R;.
Der adjungierte Operator
Ry : L*(R"Y) @ L2(R"™) @ L?(R) — LA (R" x R;)

ist gegeben durch

R§ (U, v \) = T / 1 e_lv;|2 o(u, v, N)dv'.
Rn—
Es gilt
RiRy=1:L*R"! xRy) — LAR"! xRy)
und Ry R} ist die orthogonale Projektion von L*(R"1) @ L?(R"™!) ® L?(R) auf
Hs.
Wir erhalten das folgende Ergebnis.

Satz 2.5. Der Operator R = R3U bildet den Hilbertraum L*(0D,,,dB) in L?(R" 1 x
Ry) ab und seine Restriktion
R |H2(Dn)l HQ(Dn) — L2(Rn71 X R+)
ist ein isometrischer Isomorphismus.
Der adjungierte Operator
R*=U*Ry: L*(R"! xR,) = L*(0D,,,dB)
ist eine lineare Isometrie mit ran R* = H?(D,,).
Insbesondere gilt
RR* =T:L*R" ' xRy) = L*(R"! xRy)
und R*R ist die orthogonale Projektion P von L*(0D,,df) auf H*(D,,).

2.4. Quasi-nilpotenter Fall

Dieser Fall ist fiir n > 2 eine Zusammensetzung aus dem quasi-parabolischen
und dem nilpotenten Fall.

Sei k ganzzahlig mit 1 < k < n — 2. Die Punkte von dD,, schreiben wir als
z = ("0, z,), 2" € CF, w' € C" %1 und 2, € C und die Punkte von H als
(2", w',z), * € R. Gemih dieser Notation ist L2(H) isometrisch isomorph zu

L2(Ck) ® LQ(Cn—kz—l) ® LQ(R).
Analog zu den beiden vorherigen Féllen ergibt sich unter der Betrachtung des uni-
tiren Operators Uy = I®I®F, dass der Bildraum H; = Uy (H?(H)) der Abschluss
in L2(CF) ® L2(CF—"~1) @ L2(R) ist, des Vektorraumes derjenigen hinreichend oft
differenzierbaren Funktionen 1, die den Gleichungen

0 ‘
<8z] + )\zj> (" W' N =0, j=1,...,k,

0
<awl +)\’LUl> w(z”,w’,)\) :0, = 1,...,n—k— 1
geniigen mit

supp ¥ (2", w', ) € {(z",w',\) : 2" € CF w’ e CFL N e R, ).
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Durch Ubergang zu Polarkoordinaten in C* und zu kartesischen Koordinaten
Cn~k=1 gchreiben wir zj = rjt; mit r; € Ry und t; € T, j = 1,...,k, bzw.
w=x+iy,l=1,...,n—k—1,mit /.,y € R*~+-1,

Der Raum L?(H) ist isometrisch isomorph zu

LQ(R{C’_,T”CZT”) ® LQ(Tk) ® L2(Rn—kz—1) ® LQ(Rn—k—l) ® LQ(R).

Weiterhin betrachten wir den unitdren Operator Uy = I ® F @ Fp,_p_1) @ I @ I
von L?(H) nach

LQ(RI_T_, T/,dT”) ® lQ(Zk) ® LQ(Rn—k}—l) ® LQ(Rn—k—l) ® L2(R),

wobel F, = F ® --- ® F die k-dimensionale diskrete Fouriertransformation und
F, 1 1=F®---®F die n — k — 1-dimensionale Fouriertransformation ist.

Nach den Ergebnissen aus Abschnitt 2 und P33 ist der Bildraum Ho =
U1(H1) der Abschluss in

L*(RE ") @ P(ZF) @ 2R 1) @ LR ® L*(R)

des Vektorraumes derjenigen Folgen {d,(r",&' 3/, \)} 7k von C'-Funktionen,

p//e
wobei die Funktionen

1
ok=1o\)P"I+k\ 2, e ~
(p//l) r”p €_>“7" Pdp” (5/7 y/7 >\)

dp”(rﬂa gla ylv >\) = (
mit (¢,y/,A) € R*F1 x R* -1« R, im Raum L2(RE,+"dr") @ L2(R" 1) @

L*(R" 1) @ L2(R) liegen. Dariiber hinaus miissen die Funktionen d, (&', v/, \)
die Gleichungen

1 0 0 ~
| = — A = dy (&,9',0) =0
i {2 (§z+8yl> + (a& +yz>} (69 A)
firl=1,...,n— k —1 erfiillen.
Wir fithren folgende Variablensubstitution

1 1
w=——00-Vy, vw=—=G+Vy, l=1,....n—k—1
! 2\5([ Yl ! 2\5\@ Yl
oder
1
= VA(u + v), =——(w+v) I=1,....n—k—1
Q (wg+v1), w 2\5( 1+ vr)

ein und definieren den unitdren Operator
Us : (2" LA(RE 7"dr")) @ LR 1) @ L2R"* ) @ L*(R) —
l2(Zk,L2(R§_, T/,d’l”//)) ® LQ(Rn—k—l) ® LQ(Rn—k—l) ® LZ(R)

durch die Formel

1
U3 : {dp// (’I“”a gla y,7 A)}p”GZk = {dp” <T,/, \/X(’LL/ + Ul), 2\—[\(—1/ + ’Ul), /\) } s

p”eZk

wobei u' = (u1,...,up_k—1) und v’ = (vy,...,Vp_k_1).
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Zusammen mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2 und B33 ergibt sich fiir das
Schema in Kapitel T2
L2(X, ) = I2(Z¥) @ LR+ @ LA(R),
L*(Xy,p) = P(Zh) @ PR @ LA(Ry),
L2(Y,n) = L*RE,7"dr") @ L2(R™F1).
Der unitdre Operator U ist wie folgt definiert
U =UsoUyoUyoly: L*(dD,,,dB) —
P(ZF, LP(RE, r"dr")) @ LR @ 2R @ L*(R)

und die Funktion gg ist gegeben durch

1
Ip"”|+k\ 2 /2
AN/ —nzkol k(2>\) [\ I i
gO(p7T7v’)‘):Tr 4 2T Tpe |T| 2,

wobei (p”, 7", v/, \) € ZE x RE x R"*~1 x R, . Es gilt

k |p"|+k
n—k—1 2 2)\ p Z 12 712
” O||2 - ( 2, 2" 2A|r" |2 =0’ P dr” do’
RE xRn—k—1 p"!

k(o) P+
_n—k—-1 (a2 2 2)\ p iy "2
=T 2 e [v] dﬁ# T//2p e Alr”| .
Rn—k—1 ! R

k
k
Da jedes Integral mit dem entsprechenden Vorfaktor eins ergibt, folgt

HQO(P//, BED >‘)H%Q(Rl_c’_,Tudru)®L2(Rnfkfl) =1

Lemma 2.6. Der unitire Operator U bildet den Hardyraum H?*(D,) auf Hz =
gol>(Z% , L2(R"*=1 x R})) ab, welcher der Abschluss in

P(ZF, LP(RE, r"dr")) @ LR @ LR @ L*(R)
des Vektorraumes derjenigen Folgen {d»(r", ', U/v)‘)}p”eZ’jr von Cl-Funktionen

ist, wobei die Funktionen dys (r",u',v', X), p" € Z’j, sich als

1
7" 3
_ n—k—1 2\ p"|+k o2 1012
dp// (r//7 u/7 UI) )\) =T 4 (2]6(;)”' T,/p e )\lr I 2 Cp" (ul7 )\)

darstellen lassen mit c,n € L2 (R k=1 x Ry). Ferner gilt
H{dp”}pNEZiH = H{Cp”}p"ez’i”mzk JL2(Rn—k—1xRL )

Schlieflich setzen wir

1
a1 2N) P71k 2
%k(p”, A)i=m 4 <2k()/”

p
und fiithren die isometrische Einbettung
Ry : P(ZE, LA (R"F < Ry)) —
l2(Zk, L2(R§_,T”d7'”)) ® LQ(Rn—k—l) ® L2(Rn_k_1) ® LQ(R)
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durch die Formel

Ry : {cpn (W, )‘)}p”EZ’j_ >

!
[v|2

{%k(p//7 A)Xzi (p//)XR+ ()\)T//p//ef)\‘r”‘Qi 5 Cp//(u/, )\)}

p”EZk
ein, wobei die Funktion ¢, (u’, A) fiir jedes v’ € R""*~1 und jedes p” € Z* zu Null
fortgesetzt wird fir A € R\R,.

Der adjungierte Operator

Rg . l2(Zk,L2(RIj_,TﬂdT”)) ® L2(Rn—k—1) ® LQ(Rn—k—l) ® L2(R) N
P(ZE, DR < Ry))
ist gegeben durch

Ry {dy (7" u 0", N) Y e

12
" np!! A2 12 "o "o
{%k(p ,A)/k . 17‘” e A= dp (7" u’ 0", N)rdr” dv
ke
R+XR

p"ezk
Es gilt
RiRo =1 : (2% L2 (R"F1 x Ry)) — 12(ZF, L2(R"F 1 xRy))
und Ry R ist die orthogonale Projektion () von
P(ZF, LR r"dr”)) @ LX(R* 1) @ LAR" 1) @ L*(R)

auf Hs.
Zusammengefasst ergibt sich der folgende Satz.

Satz 2.7. Der Operator R = R3U bildet den Hilbertraum L*(0D,,,df) in ZQ(Zi, L2(Rn—F=1x
R4)) ab und seine Restriktion

R |p2(p,y: HA (D) = P(ZE, LP(R"F1 X Ry))

st ein isometrischer Isomorphismus.
Der adjungierte Operator

R* =U*Ry : (2%, L*(R"* 1 x Ry)) — L*(8Dy, dB)

ist eine lineare Isometrie mit ran R* = H%(D,,).
Ferner gilt

RR* =1:1%(Zk, (R x Ry)) — 2(ZF, L2 (R x Ry))
und R*R ist die orthogonale Projektion P von L*(0D,,df) auf H*(D,,).
2.5. Quasi-hyperbolischer Fall
Die “nicht-isotrope” obere Halbsphére von H ist definiert durch
Y={(Z,2) e C" I xR: >+ |z| = 1}.
Die Punkte von ¥ nehmen folgende Parametrisierung
zr = Sptg, sp€10,1), th, €T, k=1,...,n—1
T = ep, p€l0,1]]und e € {-1,1},
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an, so dass
n—1
2P+ 2l =) st +p=1,
k=1
welche wiederum folgende Darstellung der Punkte (2, ) € H induziert
2 =rspte, k=1,...,n—1 x = €rp,
mit 7 € Ry und |2/|> + |z| = 7. Dies schreiben wir in der Form

zk = |rlskte, k=1,....,n—1 x=rp

fiir r € R mit |22 + |z| = |r].
Wir beachten, dass r = 0 genau dann ist, wenn (2/,x) = (0/,0).
Wir stellen H als
H=:B, 1) x T xR

dar, wobei

n—1
t(By_1) = {s/ = (81, 8n-1) ERIT |2 = Zs% < 1}
k=1

und
T !'=Tx...xT,

und fithren in H das neue Koordinatensystem (s',t',r) ein mit

‘Zk‘ Zk 12
(2.16) sk = =, =17, [r|=[]"+]z],
|2/|% + |x| |2
oder

Zk:\/msktk,kzl,...,n—l x:T’(l—’S/‘Q), TER.

Fiir eine messbare Funktion f : D, — C betrachten wir das Integral

I(f) ::/Hf(z',a:+i]2’|2)d)\2n_1(z’,a?)

und fithren die Polarkoordinaten (EI3) ein.
Zunichst setzen wir

ZkZZkeiwk, lk€R+, ZZJkE (0,27T], k=1,...,n—1
r=p p €R,

so dass |2/[? + |z| = 2721 17 + |p| = 1 ist und erhalten

I(f):/Oooll.../oooln_l/j;/o%.../:ﬂ

f(1e™, p+ill'|1P)dyy ... dipp_1dpdly ... dl,_;.
Weiter fiihren wir die Variablensubstitution durch

le = /|r|sk, spel0,1),k=1,...,n—1
p=r(1—|?2), reRr.

Die Jakobi-Matrix ist
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ol oly oly
o Bs1 Osp
J = alnfl 8ln71
or o 08p—1
Op Op dp
or  0sy T Osp

und damit gilt

/T
: 0 :

Sn—2 n—1
|J| = 0 e 0 =|r|" 2.

2¢/Ir|

on—l 0 0 B

2/Ir|

(1—|s>) —2s17 ... —28,_1T

Daraus folgt

I(f)—/C:|r\”1/0131.../013”_1/02#.../02”

f ( Irs'e®’ r(1—|s']?) + i\rHs'F) diy...dpp_1dsy . ..ds,_1dr.
Unter der Variablensubstitution (E7I3) ist

s dt
dhon_1(',x) = |[r|" tdr H skdsy, H R

Der Raum L?(H) ist isomorph zu
L*(u(B,,_1),s'ds") @ LA (T" ') @ L3R, |r|"tdr),

wobei
n—1 dtk
s'ds' = spdsi und L2 T 1 L? ( > .
[T s ® T

Sei nun f € L2(H) mit f(2/,2) = g(s',t',r) und setzen wir abkiirzend
L*(A) := L2 (u(By—1), 8'ds) @ LX(T"Y) @ L*(Ry, r"dr).
Auferdem wird folgende Identifikation bendtigt
L*(1(B,_1),5'ds") @ LX(T" Y @ LA(R, |r|"tdr) — L*(A) @ L*(A),

(2.17) g = (91,92)
mit
gi(s,t',r) = g(s,t',r), fallsr >0,
go(s',t',r) = g(s,t',—r), fallsr>0.

Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

(91792) =g,
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mit
str falls r > 0
g(s',t/,r) _ gl( s by )7 )
go(s',t',—r) falls r <O0.

Wir driicken die Gleichungen (ICI3) im neuen Koordinatensystem (s',¢',r) aus.
e Falls » > 0, ist

0 0 ' o < gy 25l5k; 1 9g
<azk ZBx >gl(s,t,r) <2\[ Zasl f@sl

tr, 0g1 dg1 1 51091
TSk 8tk> VTSt ( 2 Z r 3Sl>

_ b 5‘91_”21 g1\ | skt Og
TSk l@sl 2 Osi, 2 Oty

‘ on — g
Ry

e Falls r < 0, schreiben wir ¥ = —r > 0 und erhalten

n—1
0 0 23 392 092 s 092t 0g2
- t = T _Z=
(sz "9z >g2(s )= fsk{ ( Z l@s;) 2 9s, 2 Oty

n—1
0 0
+15k< gz Z l£j>}
firk=1,...,n— 1.

Im folgenden Lemma fassen wir die obigen Ergebnisse zusammen.

Lemma 2.8. Der Raum H?(H) ist der Abschluss in L*(H) des Vektorraumes
aller oft hinreichend differenzierbaren Funktionen g, deren Funktionspaare (g1, g2)
folgenden Gleichungen geniigen

. dg1 1= g LS g1ty Ogy
— 2 - v g Mg
(2.18) (1= )sj, ( Z o5, ) T2 0s, 2ot 0
und
. 392 = 0g2 L Sk dg2  t 092
2 —_— — — —
(2.19) (1+z)sk< Z e +5 3. " 2 9t 0

firk=1,...,n—1, wobei g1 € L2(L(Bn_1),s’ds ) ® L2(T" 1) @ L2(Ry, r"tdr)
und ga € L*(1(B,,_1), s'ds") @ L*(T" ') @ L*(Ry, 7"~ 1dF).

Als Nichstes sei M : L2(Ry, 7" !dr) — L?(R) die Mellintransformation

(M)(€) P G () dr

mit dem Inversen M~!: L2(R) — L?(R,,r""tdr)

(M 1)(r) = jg /R P S €)de.
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Wir setzen
L3 (t(Bpo1),Z" 1 R) := L2 (1(B,_1), 8'ds’) @ 12(Z") ® L*(R)
und fithren den unitdren Operator
Uy :=VioVa: L2(A)OLA(A) — [L3(1(By_1), 2" 1 R) @ [LE («(Bn_1), Z" 1, R))]

ein, wobei
Vi :I®f(n_1) QM firi=1,2

und F,_1y) = F®...®@F die (n—1)-dimensionale diskrete Fouriertransformation
(272) ist.
Der Bildraum H; = Uy (H?(H)) ist der Abschluss in

L3 (1(Bn1), 2" R)] @ [LF (1(Bn1), 2", R)]
des Verkorraumes allen Paarfolgen
(dy =A{dp }yezn-1,by = {by }yezn-1)
von C'-Funktionen, so dass
(s by) € (LR (1(Bor), 2~ R & (L3 (1(Bo1), 2" R)]
und dy = dpy(5',§), by = by (s, ) folgende Gleichungen

(0 1 PN U I
(220) Vi [(1—1i) (T Z las,> 205 20|+ WY
bzw.
- 8 17171 8 s a t a_
N 9 -0 1 v ii_ﬁi —1 ) =
(221) Vo |(1+1d)st <raf 22%5)*28% 2 1| 2 =0

fir k=1,...,n — 1 erfiillen.
Diese Gleichungen sind dquivalent zu

n—1
i li(evi™N g, — 1856 0% | 0y e,
(2.22) (1—1i)ss 1(£+12)dp/ Z Gsl] 2 B Sy =0
bzw.
(2.23) (1+1)s2 z’(gﬂ'ﬁ) nz L T
’ k 2 l&sl 2 0y 21

Setze a = £ + zg Dann ist (Z22) dquivalent zu

. n—1
a2 Dk s 0dy (1 —1) 4 Ady
(2.24) [(1 i)spa+ 5 } dy —i— 2 Dsr. i sk E s = 0.

Die letzte Gleichung summieren wir iiber alle k£ auf und erhalten

n—1

Ody
[(1 i)|s’ ]204—1—2‘1)} dyy +2 (1 —4)|s)* —1] § ) asp -0
l
=1
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also

ds,  [1—(1—d)sP] "

. n—1 - »|p'|

i od,, 1—3)|s/|2 + 42

i3, 0y _ [0 Dl i)
=1

Diese Gleichung setzen wir in (2Z24) ein und erhalten

(1 —d)|s'[? +12]]

. Ody
1—4)s? 'pi}d,_i W (1) dy =0
[( Z)SkOé+Z 9 P 2Sk aSk +( Z)‘Sk [1_ (1—1)’8/‘2] P
d.h.
Oy o M=l il
—= — prdyy +2(1 dy =0
Sk g, Phlp +2(1 +14)sy, (a—l— T= (=)0 b
d.h.
de/ N 2 o+ ZI];J
— prdy + 2(1 dy =0
Skask Drly + ( +2)3k[1_(1_2‘)‘s|2] P
firalle k=1,...,n—1.
Schlieflich sind die reduzierten Gleichungen
Jdyy n+ [p/| 2(1 + i) s}
2.2 L prdy k—dy =
(225) sy, T owb (5“ > )i—a—ap™ =’

firk=1,...,n—1, wobei p’ = (p1,...,pn—1) und [p'| =p1 + - + pp_1.
Die allgemeine Losung von (EZ23) fiir k = 1,...,n — 1 ist gegeben durch

dy(5,) = B (€)' [1 = (L= )5 )27 45,

wobei ¢y € L?(R). Da fiir jedes p’ die Funktion d,y in L%(t(B,,—1),s'ds’) @ L*(R)
liegen soll, folgt d,y = 0 fiir alle p’ € Z"~N\Z1 .
Ahnliche Rechnungen fiir die Gleichungen (Z2Z3) liefern

n+|¢| 2(1+1i)s?
2 ) 1—(1+i)sP

Oby
(2.26) L — qpby + <g +i

by =0
Skask a

firk=1,...,n—1und ¢ = (q1,...,qn_1) € Z" L.
Die allgemeine Losung von (EZ28) fiir k = 1,...,n — 1 ist gegeben durch

by (5, €) = e (€)s'7 [L — (L +d)|s/[2) 2"+,

wobei ¢, € L*(R). Da fiir jedes ¢’ € Z"~! die Funktion by in L*(1(B,,_1), s'ds’) ®
L?(R) liegen soll, folgt by = 0 fiir alle ¢/ € Z"~N\Z" .
Im Folgenden seien
_1
2 2
s/d5/>
) _
s/ds'>

n+lp’| | ;
[ — (1 —d)|s/|?] =+

(2.27) 0 (€) = ( / o o

und

(2.28) af(€) = ( / o §2

N|=

(L= (L /25 e
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Mit &y (€) = a,,(€)éy (€) und &y (€) = aj,(€)éy (€) fiir ¢y und &y € L*(R) ergibt

sich fiir p’ € 27!
ldy |2 = / dy (s, €)' ds'de
L(anl)XR

/
nt|p’|

2
:/ & (P ([(1— (1= d)|s' ") 2 7] s'ds'de.
L(anl)X]R

Also ist

172 (8, 1) srasnyorz@ = 161 220)-
Analog folgt

2 .2
”bp’||L2(L(Bn,1),s/dsf)®L2(R) = HCP’HL?(R)'
In Bezug auf das Schema in Kapitel A erhalten wir

L*(X,p) =1P*2Z" "o (L*(R) & L*(R)),

(X, p) = P23 @ (P(R) @ LA(R)).

LAY, n) = L*(u(B,_1), s'ds").
Der unitdre Operator U ist definiert durch

U="U oUy: L*(0D,,d3) —
Ly (4(Bn1), 2", R) @ LY («(Bn-1), 2", R),
und die Paare von Funktionen-Folgen go = (g3, g3), mit
g0 =190, 5, )} yezn-r, i =12,

sind gegeben durch

— / . _ntlpl
90,5, 6) = a (O L —(1—d)s]~ 2 T

/ . _ntlp’|
g, 8,8 = af (s [ — (1L +i)|s'P) 2 ¢
fiir p’ € Z" und (s, €) € ((Bp—1) x R.
Zusammenfassend kommen wir zum folgenden Lemma.

Lemma 2.9. Der unitire Operator U bildet den Hardyraum H?(D,) auf den
Raum H; = gél2(Z’}r_1, L*R)) @ g%lQ(Z’}r_l, L3(R)) ab, welcher der Abschluss in

(22", L*(1(B-1), §'ds")) ® L*(R)] & [12(Z" ", L*(u(By—1), 8'ds")) ® L*(R)]
des Vektorraumes allen Paarfolgen
(1 (5.} e o (5O} e )

von C'-Funktionen, wobei die Funktionen dy (s',€) und by (s',€), p' € Zfﬁ_l, sich
als

dp/ (Sla 5) = C'p’(g)g(% (p/a 5/7 ‘S) bzw. bp/ (5/7 E) = ép’(g)gg (p/v 5/7 5)
darstellen lassen mit ¢y ,éy € L*(R). Ferner gilt

2 . 2
Hdp’||LQ(L(Bn,l),sfds/)@@L?(R) = ”%’HL?(R)v

pr’|’%Q(L(Bn,l),s/ds/)@aﬂ(ﬂx) = HEP'H%Q(R)'
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Wir fiihren die isometrische Einbettung
Ry : (271 L*(R) @ 122771, LA(R)) —
L%/([’(Bn—l)a anl’ R) D L%/([’(BN—l)v Znil’ R)

durch die Formel

o ({6(€0) ey 7€) e ) >

<{C.P/ (E)a;"ﬂ;' (8,7 g) }p’GZ"—l ) {ép’ (g)a;;r/ﬁ;;r/ (Slv 5)}p/€Z”_1>

ein, wobei die Funktionen 19;,(5’, €) und 19; (s',€) gegeben sind durch

n+|p’]

(2:20 I (,) = (1 (1 D
bzw.
(2.30) (€)= S 1 — (14 )]s/~ e,

Der adjungierte Operator
Ry : Ly (1(Bn-1),Z" Y R) @ L ((By—1),Z2" 1, R) —
Py PR) @ PEL T IA(R)

lasst sich darstellen als

RS ({dp«s',s)}p/ezn1,{bpf<s’,f>}p/ezn1) -

(6D yem 5Oz ).
wobei

O =ay(© [ IOy (s )5

v(Brn-1)
86 =af(o) | o T (O
Dann gilt
RiRo=1:1*(z" ' L*(R)) & 1>z ', L*(R)) —
P2 L(R) & (24 L(R))
und Ry R ist die orthogonale Projektion () von
L3 (¢(Bp-1),Z" 1 R) @ L} (1(By—1), Z" 1, R)

auf Hi.
Zusammengefasst ergibt sich der folgende Satz.

Satz 2.10. Der Operator R = R3U bildet den Hilbertraum L*(0Dy,, df3) in 1*(Z"!, L*(R))®
(27, L2(R)) ab und seine Restriktion

R |g2(p,): HY(Dn) = P(237, LA(R)) @ (27, L*(R))

ist ein isometrischer Isomorphismus.
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Der adjungierte Operator
R*=U*Ry: (271 I*(R)) @ 1>, L*(R)) — L*(D,,dp)

ist eine lineare Isometrie mit ran R* = H*(Dy,).
Insbesondere gilt

RR*=1:1*z7 ' L*(R)) @ *(Z} ", L*(R)) —
PRI TAR) @ B2 TA(R))
und R*R ist die orthogonale Projektion P von L%*(0D,,,dp) auf H?(D,,).



KAPITEL 3

Symbole mit Invarianzeigenschaften

In diesem Kapitel zeigen wir, dass es in jedem Fall der vorhergehenden fiinf
Abschnitte eine Klasse von beschrénkten messbaren Symbolen ¢ gibt, so dass die
entsprechenden Toeplitzoperatoren Tj unitdr dquivalent zu gewissen Diagonal-
operatoren RTyR* sind. Fiir eine Untergruppe G von Aut(B,,) sei Ag die Menge
aller L>°(S,,, do)-Funktionen, die unter der G-Operation invariant sind. Insgesamt
lautet die zentrale Aussage wie folgt.

Satz 3.1. Fir eine mazimal kommutative Untergruppe G ist die C*-Algebra, die
von den Toeplitzoperatoren mit Symbolen aus Ag erzeugt wird, kommutativ auf
dem Hardyraum.

Am Ende dieses Kapitels werden wir eine weitere Familie von Symbolen ken-
nen lernen, die die elliptische Symbolklasse echt enthélt und fiir die die entspre-
chenden Toeplitzoperatoren nicht normal sein miissen. Dieser Teil beruht auf einer
Bemerkung von Davie und Jewell [I&|. Schlieflich wird ein Beispiel angegeben,
welches eine universelle Dilatation im Sinne von Bercovici, Foiag und Pearcy |8, 9|
ist.

3.1. Quasi-elliptischer Fall
Eine Funktion ¢ € L*°(S,,do) wird quasi-elliptisch genannt, falls gilt

(3'1) ¢(£) - g(\&\, RS ‘gn—l‘) fiir alle f € Sn

Satz 3.2. Sei ¢ € L*>(S,,do) eine quasi-elliptische Funktion der Gestalt (B).
Der Toeplitzoperator Ty auf H?(B,,) ist unitir dquivalent zum Diagonaloperator
Diag(vy) = RT,R* € L(I*(Z")), wobei R und R* im Abschnitt definiert sind.
Die Folge v4 = {’Yg(p)}peli ist gegeben durch

n—1

2" L(n—1+[p)! /
V9(p) = ( , 2 / 9()® (1 =117 T erder
bp: T(Brn-1) he1

(n— 1+ [p])! o o T
= TP 9(V2)e? (1 o1 ] dex,
A(Bn-1) k=1

p!
’lUObC?;p = (p/7pn) € Zn7 \/E: (\/57 IRV Qn—l) und
ABp-1) ={0' = (01, - 0n-1) : 1 =01+ + on—1 €[0,1)}.

BEWEIS. Der Operator Ty ist offensichtlich unitér dquivalent zu RTy,R*. We-
gen R*R = C und RR* =1 gilt

RT,R* = RC$CR* = RYR*

51
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und
Rg(d)R* = RyUg(d')U™ Ry = Rig(d)Ro =: T.
Fiir alle {cp}pezn € I>(Z") ergibt sich

/ Pn
T{ephpery = By {o()apepe” VI=T0P)"}
+

—1
= o Qp Ql2p (1 - ’Q,‘Q)png(gl)apcp H 0rd oy,
™ T(anl) "
pEZJr

k=1

={(p) - Cp}peli-

Die Funktionen e, (&) = ¢, pE&P, p € 27, wobei

(n—1+p|)!
plin —1)! ~

bilden die kanonische Orthonormalbasis fiir H?(B,,). Das folgende Korollar wurde
erstmals von Davie und Jewell [I8, Proposition 4.2] im Fall n = 2 bewiesen.

(3.2) Cnp =

Korollar 3.3. Sei ¢ wie in Satz T2 gegeben. Dann ist Ty ein diagonaler Operator
mit

Tyep = v4(P)ep, p€Z.

Es sollte bemerkt werden, dass das obige Korollar auch anders gezeigt werden
kénnte und zwar durch eine direkte elementare Rechnung, welche Davie und Jewell
auch im Fall n = 2 durchgefiihrt haben. Damit hétten wir uns die Analyse im
Abschnitt P ersparen koénnen. Jedoch haben wir fiir die Vereinheitlichung des
Vorgehens den quasi-elliptischen Fall untersucht. Kurz erklart, betrachten wir fiir
alle Multiindizes p,q € Z'} das Skalarprodukt

(Tyep,eq) = /S B(E)ep(€)eq(E)do (€)

und verwenden die Identitét (222) und [@X, Proposition 1.4.8].
Aus Korollar B3 folgt unmittelbar

o(Ty) = {vy(p) :p € 221 }.

Ist ¢ € C(S,), dann ist 0.(Ty) = ¢(S,) und somit ist das wesentliche Spektrum
zusammenhéngend. Im Fall n = 1 sind o(Ty) und o.(T5) fiir jedes ¢ € L>(T)
immer zusammenhéngend [[™, Theorem 7.45 and Corollary 7.46]. Diese Aussage
trifft im Allgemeinen fiir n > 1 nicht zu, wie der Satz von Davie und Jewell zeigt.

Satz 3.4. |8, Theorem 4.3| Es gibt

(i) ein Symbol ¢ € C(S,) derart, dass o(Ty) nicht zusammenhdingend ist,
und

(ii) ein Symbol ¢ € L>(Sy,do) derart, dass oc(Ty) nicht zusammenhdngend
18t.
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BEWEIS. Der Beweis dieses Satzes wurde im Fall n = 2 folgendermafien ge-
fithrt. Sei ¢(z1, 22) = g(]z1]) fir alle (21, 22) € Sg mit g € L*[0, 1].

(i) Sei g(,/0) = €*™, o € [0,1]. Dann ist g stetig auf [0,1] mit ran g = T.
Offenbar gilt fiir alle p1,p2 € Zy, dass |v4(p1,p2)] = 1, und so ist die Menge
der Haufungspunkte von {v,(p1,p2) : p1,p2 € Z4} die Einheitskreislinie. Da aber
74(0,0) = 0 ergibt, ist o(Ty) nicht zusammenhéngend.

(ii) Sei g(\/0) = o' = e'™™¢. Dann ist ess-ran g = T und

1
Vg(p1,p2) = W/ 0" (1 — 0)P2do
p1:p2: 0
_Tpi+i+1) (pr+pe+1)!
P! I(pr+p2+i+2)
Fiir p; sehr grof folgt nach der Stirling-Formel

r 141 : .
(pl +' + ) szl _ ezlnpl
p1:

T(py +i+1)
|
1-
linie. Ist py € Z fest, so gilt fiir po — 00, dass die Menge der Haufungspunkte
1!
von (p1 + P2 +, ) die Einheitskreislinie ist. Deshalb ist die Menge der Hau-
L(p1 +p2+i+2)
fungspunkte von {v,(p1,p2) : p2 € Z4} der Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und

Radius

und damit ist die Menge der Haufungspunkte von die Einheistkreis-

F(P1+i+1)’:'(p1+i)(p1—1+i)~-il“(i) ez,

K ’ p1! pi(pr—1)---1
mit

p}l_l;noo rp, = 1.
Also ist limy,, o0 [74(p1,.)| = 1. Folglich ist die Menge der Haufungspunkte von
{v9(p1,p2) : p1,p2 € Z,} die Vereinigung von Kreisen mit Mittelpunkt (0,0) und
Radius 7, p1 € Z4, die zu der Einheitskreislinie héuft. Dies zeigt, dass o.(Ty)

nicht zusammenhéangend ist. ([l

Zum Schluss noch eine Beobachtung zum Spektrum. Falls ¢ € L*(S,,do)
reellwertig ist, gilt
(3.3) o(Ty) C [ess inf ¢, ess sup ¢@]

und es wird vermutet, dass hierbei die Gleichheit gilt. Siehe [I8, S. 359].
Das folgende Beispiel mit ess-ran ¢ = {0,1} und o.(Ty) = o(Ty) = [0,1]
stiitzt diese Vermutung.

Beispiel 3.5. Sei

¢(21,22) = X1y (|21])  fiir alle (21, 22) € Ss.
Dann gilt
0e(Ty) = o (Ty) = [0, 1].

Das Punktspektrum o, (T}) besteht aus rationalen Zahlen und liegt dicht in [0, 1].

% ist ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit von Tj.
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Fiir den Beweis benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.6. Seim € N beliebig.
(a) Fiir alle j € N mit 0 < j < 2m gilt

2m) (2 o L g oadn
7 T\m /) T \JTm

(b) Firallej e Nmit0<j <2m+1 gilt

<2m‘+ 1> < <2m+1) < L.22m+1_em.

7 m T m™m
BEWEIS. Dies zeigt man durch direkte Rechnung mit Hilfe der Stirling-Formel.
O
BEWEIS. Mit g(o) = X[o L )(g), o0 € [0,1], erhalten wir fiir 7, nach Satz B2
X

fiir alle p = (p1,p2) € Zi

(p1 +p2 +1)! 1/2
p1!pa! 0
(3.4) =I/5(p1 +1,p2 + 1).

Yg(P1,p2) = 0" (1 — o)P2do

Hierbei ist I,(a,b) die normalisierte unvollstindige Betafunktion mit

1 €T
I(E — a—1 1— b—1
(@) = g | 700"

flir0 <z <1, Rea>0,Reb>0und B die durch
1
B(a,b) := / 0“1 -0)"tdo (Rea>0,Reb>0)
0

definierte Betafunktion [0, Sections 6.2, 6.3, 6.6 und 26.5].
Fiir diese gelten folgenden Beziehungen

(3.5) I(a,b) + I1_z(b,a) =1,
I'(a+0) b
. I =——" 21— I 1,0).
(3.6) »(a,b) F(a—f—l)F(b)x (1—2)"+I;(a+1,b)
Hiermit folgt fiir alle py = p2a =p € Z
1

Daher ist % ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit fiir Tjs. Aus der Integraldarstel-
lung in (B3) erkennt man durch mehrfache partielle Integration, dass v4(p) € Q
fiir alle p € Zi gilt.

Durch direkte Abschéitzung in (B3) folgt fiir alle po € Z4
(3.8) lim ~4(p1,p2) = 0.

pP1—00

Mit (B3) folgt hieraus fiir alle p; € Z4

lim v4(p1,p2) = 1.

p2—00
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Aus (B3) folgt mit (BM) die Rekursionsformel

F(p1—|—p2+2) (1>p1+p2+2
= + + 1,
T+ 20 + 1) Tolpr ¥ 1L 22)

2
und hieraus mit Hilfe von (B3)

(3.9) Yg(p1,p2) =

Fp +p +9 1 p1+p2+2
(3.10) Yg(P1,P2) = V4(p1. 02 +1) — (Pt p2+2) <>

D(po+2)0(p1 +1) \ 2

Also ist fiir festes po € Z4 (bzw. p1 € Z4) die Folge (v4(p1,p2))pi—o (bzw.

[e.o]

(Vg(P1,p2))ps—0) streng monoton fallend (bzw. wachsend).
Sei nun z € (0, %) beliebig vorgegeben. Dann gibt es wegen (BR) ein kg € N,
so dass fiir alle k > kg gilt

’Yg(k', ]-) <z

Wegen der streng Monotonieaussagen und (B=2) gibt es genau ein py(k) € N mit
p2(k) < k und

Yok, pa(k)) < & < vg(k,p2(k) +1).
Mit (81m) folgt

|2 =9 (k, p2(K))| < 79 (K, pa(F) + 1) = 74k, p2(K))]

<<k+m%y+ﬁ<?>“mW“

- pg(k) +1 2 '

Unter Verwendung von Lemma B@ zeigt man, dass es eine konstante C > 0 gibt
mit

(@ — g (, pa(k))| < S =0 fiir k — o0,

VEk
Es folgt

1
0,5| € {wlp):pezi}.

Mit Hilfe von (B3) erhdlt man ebenfalls

1
5,1 C {'yg(p) :p € Zi}

Damit folgt

oe(Ty) = o(Ty) = 0p(Ty) = [0,1].

3.2. Quasi-parabolischer Fall
Eine Funktion ¢ € L*°(0D,,,df) wird quasi-parabolisch genannt, falls gilt

¢(2) = ¢zl -, Lz, i)
(3.11) =a(|z1],.-.,|zn-1]) fiir alle z € 9D,,.
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Satz 3.7. Sei ¢ € L*°(0D,,dB) von der Gestalt (B). Dann ist der Toeplitz-
operator Ty auf H?(Dy,) unitir dquivalent zum Diagonaloperator Diag(M.,) =
RT,R* € L(I2(Z, L*(Ry))), wobei R und R* im Abschnitt B3 definiert sind.
Die Folge v = {v.(V, )‘)}p’eZT“ A € Ry, lasst sich darstellen als

2\ [H+n—1 , /
'mmnz()é (Vi ey,

T .
p'! no1
wobei V1! = (V715 s /Tnm1) und |71 =711 + - + 1.

BEWEIS. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von |84, Theorem 10.2|. Der
Operator Ty ist offensichtlich unitér dquivalent zu RTyR*. Wegen R*R = P und
RR* =T folgt

RT,R* = RP¢PR* = R(R*"R)¢p(R*R)R" = R¢R".
Somit ergibt sich

Ra(r')R* = RyU U Upa(r' ) Uy UL U5 Ry
= Ria(r')Ry =: T.

Sei {cp,(.)}p,em_l € 3(zy", L*(R4)). Dann mit ¢ := {cp,(A)}p,eﬁ_l folgt

1
on—l(on)lPHn-t\ 2
Te= R} a(r’)xr, (V) < (23) ) P e Alr ‘Zcp/()\)

'l
p’ EZiﬁl
21 (2\) P THn—1 , :
:{ O [t e e oy
! n—1
p R+ p’EZT_:fl
und durch eine Variablensubstitution ist die Behauptung gezeigt. (I

Korollar 3.8. Sei die Voraussetzung des obigen Satzes erfillt. Dann folgt

oe(Ty) = o(Ty) = Up,eziqran Ya(P',.).

BEWEIS. Sei z € o(Ty)\oe(Ty). Da T, ein normaler Operator ist, ist z ein
isolierter Punkt von o(Ty) und somit ein Eigenwert von T} von endlicher Viel-
fachheit [B2, Proposition 10]. Da fiir festes p’ € Z"' die Funktion ~,(p/,.) eine
stetige Funktion aus L?(R,) ist, kann der Multiplikationsoperator M, (. keine
Eigenwerte endlicher Vielfachheit besitzen. Daher gilt o.(Ty) = o(Ty). O

Fiir die Veranschaulichung betrachten wir einige Beispiele. Aus Vereinfachungs-
griinden schranken wir uns auf den Fall n = 2 ein.

Beispiel 3.9. Sei

(21, 22) = a(|z1]), (z1,22) € Dy mit a(v/7) = X[o,)(r), T E€RL.
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Dann gilt
2))p+1 00
o) = B [T agmre v
b 0
_(2aptt p! Zp: p! e\
R VoY pey S eIV
» .
_ _aan- (2A)
=1l-—e¢ Z o
=0

Fiir festes p € Z ergibt sich also
lim v, (p, A) =0, lim 7,(p,\) = 1.
A—=0 A—00

Da fiir festes p € Z4 die Funktion 7,(p,.) stetig in A € Ry ist, nimmt ~,(p,.)
nach dem Zwischenwertsatz jeden Wert zwischen 0 und 1 an.
Ferner gilt fiir festes A € R,

;1_1%7@(]% )\) =1, pILHgOVG(py )\) =0

und somit folgt

0(Ty) = Upez, ran vq(p,.) = [0,1].
Beispiel 3.10. Sei
¢(2) = a(|z1]), 2 € Dy mit a(yr) =e*", r € R,

Die Funktion a ist stetig im Punkt » = 0 und hat eine Unstetigkeitsstelle in oo
mit ess-ran a = T. Weiterhin gilt

p+1 [e’s) )
Ya(p, A) = (i , / e 200 gy
p: 0

Aerl 1 00
= - —SgPd
(A—z‘)pﬂp!/o T

)\ p+1
- (%)
1
)\2 ) %l ei(p—l—l) arctan(}\) '

- <>\2+1
Offensichtlich gilt fiir festes p € Z

lim v,(p,A) =1 und lim 7,(p,\) = 0.
A—00 A—0
Speziell fiir A = /p, p € Z, ergibt sich

lim |y.(p,\)| = e /2 < 1.

p—o0

Fiir festes p ist das Bild von ~,(p, .) also eine Spirale, die vom Punkt z = 0 startet
und gegen den Punkt z = 1 strebt fiir A — oo. Diese Spirale verlduft innerhalb
der Kreisscheibe, und bei wachsendem p wird die Spirale langer und dichter. Siehe
Abbildung B
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A
A—1

p+1
Nun zeigen wir, dass die Menge R := < ) tA>0,p€ Z+} dicht in

_ 1
D liegt. Mit der Variablensubstitution # := arctan ()\> gilt

R = {(cos&)pﬂei(”l)e 0<0< g,p € Z+} :

Sei z = re’® € D beliebig mit 0 < r < 1 und 0 < ¢ < 27, und sei € > 0 beliebig.
1
Wegen lim,_,, 77+ = 1 kénnen wir pg € Z4 so wéhlen, dass fiir alle p > pp und
1
0, := arccosritr gilt
€

2T
0<#6 0 —_—<
<O <bpt =7 <o

2
Sei p > pg beliebig. Zu ¢ existiert ein 6, € {Qp, 0p + _:_TJ mit
p

(p+1)0. =¢ mod 27.

Dann folgt
z — (cos 0, )PT1eiP o) — |(cos 0,)PT! — (cos 9*)p+1‘
— 16, — 0.1 (0 + 1)(cos€)P sin()
2
< +1
p+1@ I3
fiir ein £ mit 0 < 0, < € < 6, < 0, + —7— < - Also gilt
ir ein £ mi b n <Ot T <or gi

2 — (cos 0, )Pt D0 ¢

Folglich ist

0e(Ty) = 0(Ty) = D.

Wie im quasi-elliptischen Fall zeigen wir, dass o.(Ty) fiir ¢ € L>(0D,,dS)
von der Gestalt (BT) nicht immer zusammenhéngend ist.

Beispiel 3.11. Sei
¢(21722) = a(‘lea (Z17Z2) € aDQ mit a’(\/;) = Ti = eilnr, (S R-‘r'

Dann ist ess-ran ¢ = T und es gilt

NP+ 00 )
Ya(p; A) = @) )' / P2 gy
p: 0

1 i 4
= - tPTedt

(207! /0 ’

1 T(p+i+1)
eVE - g
Fiir p — oo folgt aus der Stirling-Formel

'p+i+1) ;
= ~ ot
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19 19

ABBILDUNG 3.1. Funktion v,(p,A) fir p = 0, p = 10, p = 100
und p = 1000.

T(p+i-+1)
P!
T. Fiir festes p € Z4 ist das Bild von ~,(p,.) der Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und
Tr 4+ 1
Radius | -2+ i+ 1)
p!
p € Ziy, A € Ry} die Vereinigung von Kreisen T, mit Mittelpunkt (0,0) und
Radius

Daher ist die Menge der Haufungspunkte von die Einheitskreislinie

‘. Somit ist die Menge der Haufungspunkte von {v,(p, \) :

_wfw+i+U’:Vp+O@—1+““”N”,peZ+

r, =
v ! 1)1
mit
pli}rglo rp = 1.

Siehe Abbildung B2. Daraus folgt, dass o.(7) nicht zusammenhéngend ist.

3.3. Nilpotenter Fall
Wir erinnern an die nilpotente Gruppe R"~! x R, die auf D,, durch
T h) (2 z0) = (2 + b, 2+ h+2i <z/, b/> + i|b/\2)

fiir (', h) € R"~! x R operiert. Fiir jedes g = (V,h) € G := R"! x R liisst sich

die Abbildung 74 |sp,, zu einem Diffeomorphismus auf 0D,, erweitern.
Wir notieren, dass die Punkte Imz’ und Imz, — |2|? unter der G-Operation

invariant bleiben. Da auf dD,, die Zahl Imz,, — |2’|? verschwindet, nennen wir eine
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1

0.59

-0.51

ABBILDUNG 3.2. Die ersten 10 Kreise und T.

Funktion ¢ € L*>(9D,,,df3) nilpotent, falls gilt

(3.12) #(2) = ¢(ilm2’,i|Imz'|*) = a(Imz’) fiir alle z € dD,,.

Satz 3.12. Sei ¢ € L>®(9D,,dp) eine nilpotente Funktion. Dann ist der Toep-
litzoperator Ty auf H 2(Dy,) unitir dquivalent zum Multiplikationsoperator M., =

RTyR* € L(L*(R"1 xR})), wobei R und R* im Abschnitt definiert sind. Die
Funktion ~, ist gegeben durch

n—1

(3.13) Yo', ) =772 (—u' + v')) e 1V do!

1
al ——
Rn—1 (2\5
fiir alle v’ € R"~! und X\ € R.

BEWEIS. Der Satz wird genauso wie in B2, Theorem 10.3] bewiesen. Der
Operator Ty ist unitér dquivalent zu RT, R*. Wegen R*R = P und RR* = I gilt

RT,R* = RP¢PR* = R(R*R)¢(R*R)R* = R$R".
Weiterhin gilt
R(2', 2,) R = RU3UU Upa(Imz Uy ' U Uy UL P Ry
= RyU3UsUra(Im2\ U Uy U P Ry
= RyUsa(Im2')U; 'Ry

1
= Ry '+’)R::A.
0“(2\&(“ v)) Ho

Fiir w € L2(R"! x Ry) folgt

1 n— o 2
Aw(u',\) = R} [a <M(—u' + v')) e xr, (N)w (', \)
n— 1 /
— W_Tl 1 a <2\/X(_ul + 'U,)> e_‘v |2w(u’, )\)dU/

=Y (u', \) - ww(u, \).
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Korollar 3.13. Sei die Voraussetzung des obigen Satzes erfillt. Dann folgt
0e(Ty) = 0(Ty) = Tan v,.

BEWEIS. Da die Funktion v, in v/ € R und A € R, stetig ist, kann der

Multiplikationsoperator M., keine Eigenwerte besitzen. Daher ist o.(Ty) = o (Tp).
n

Bemerkung 3.14. Beachte, dass der Beitrag des Integrals (BI3) fiir festes v’ €
R" ! und A — oo durch die Werte von a im Nullpunkt und der Beitrag fiir
A — 0 durch die Werte von a in einer Umgebung von oo bestimmt wird. Falls a
Grenzwerte in den Punkten 0 und oo besitzt, folgt also fiir alle v’ € R?~!

li () = 1i d  lim (v, \) = 1 .
Jm ya(w,A) = lima(y) und - lim ye(u', A) = lim a(y)
Beispiel 3.15. Sei ¢(21, 22) = a(Imz;) fiir alle (21, 22) € 0D mit
a(y) = xj0,1)(¥) +ixpe3)(v), yeR

/ {X[m ( (— U+U)> +iX[2,3) (2\15(—u+v)>} e du

u+2\f u+6vA 5
%y 4 i / e Vdvl|.
u+4ﬁ

Dann gilt

%\

Fiir festes A € Ry folgt
uh—g.lo Va(ua A) =0 , uggloo Va(ua )\) =0
und fiir festes u € R folgt
lim 7, (u, A) =0 und  lim v4(u,\) =1/2 —1/2 - erf(u),
A—=0 A—00

wobei erf die Gaufssche Fehlerfunktion

erf(z) : / xeC
\f
bezeichnet.

Speziell ergibt sich fir u = s — 4V, s € R

1 s—2V A ) s+2vVA 5
Ya(u, A) = N / i e’ dv—i—i/ eV dv

und so folgt fiir festes s € R
lim g (u,\) =1i/2 —1i/2 - erf(s).
A—00

Insbesondere erhalten wir

lim o (—5VA,\) =14, /\lim Ya(—4VAN) = =
—00

A—00

1
Jim (- 3VAA) =0,  lim ,(—2VA ) = 5 Jim ya(= VA A) =1

A—00 A—00 A—00

Also ist
[0,1] U [0,7] C o(Ty).
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v

® liegt ~a(u, A)
genau dann auf dem Strahl S := {x +ix : x > 0}, wenn die beiden Intervalle
[, u 42V ] und [u+ 4V, u + 6v/A] symmetrisch zum Nullpunkt liegen. Beachte,
dass die beiden Intervalle die Lénge 2v/X haben. Dies ist genau dann der Fall,
wenn —(u + 2v/A) = u+ 4V, d.h. wenn v = —3+v/X gilt. Dann ist

Re Ya(=2VA, A) = Im 74 (—V\, \)
A

1 /_f _Uzd
= — e v
VA JZsvx

Wegen der Symmetrie und Monotonieeigenschaft von v +— e~

1
1 2 1
Der Wert F(v/)\) wird maximal fiir v/Xg := <O§3> ~0,2422 < T Daraus folgt

o(Ty) NS =1[0,F(v/ Ao)(1+1)].
Insbesondere ist § + £ & o(T}). Da
conv(ess-ran)a = A(0, 1, 1)

gilt, wobei conv(ess-ran)a die abgeschlossene konvexe Hiille von ess-ran a und
A(0,1,7) das Dreieck mit den Eckpunkten 0, 1 und i ist, ist o(Ty) eine echte
Teilmenge von A(0, 1,14). Folglich gilt

[0,1]U[0,7] C o(Ty) C A(0,1,1).
Beispiel 3.16. Sei K € R"! eine kompakte Teilmenge mit int K # () und sei
#(2) = a(Imz'), z € D, mit a(y) = xx(y), y € R" L

Dann gilt fiir alle «/ € R* ! und A € R

n— 1 /
Yo(u!, \) = WQI/R B XK (M(_u/ 4 7/)> P G

_ i / o0 g
2VAK 4/

lim v, (u/,\) =0 fiir alle ' € R"™%
A—=0

Daraus folgt

Speziell ergibt sich fiir o/ = —2v/Aw’ mit w’ € int K fest, dass
’Va(ula >‘) = ﬂ-inTil / ei‘v
2V A (K —w')

lim ~,(—2Vw’, \) = 1.
A—00

/|2

dv’,

und damit folgt

Da die Funktion 7, in v/ und X stetig ist, nimmt sie nach dem Zwischenwertsatz
jeden Wert zwischen 0 und 1 an. Folglich gilt

oe(Ty) = o(Ty) = [0,1].
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Bemerkung 3.17. Sei ¢ € L*°(9D,,,df) in der Form (BT32). Da die Funktion -,
inu' € R" ! und A € Ry stetig ist, ist das Spektrum von M, € L(L*(R"1xR,))
und somit von T} immer zusammenhéngend.

3.4. Quasi-nilpotenter Fall

Fiir k € Nmit 1 < k < n — 2 wird die Notation z = (2”,w’, 2,,) fiir Punkte
von D,, verwendet, wobei 2" € C*¥ und w’ € C**~1. Die quasi-nilpotente Gruppe
Tk x R*~*~1 x R operiert auf D,, durch

T - (270 ) = (72w Y 2+ 4 20 ('Y ) + i|v'|?)

fiir alle (¢”,0',h) € G := TF x R"*~1 x R. Fiir jedes g = (t,b',h) € G lisst sich
die Abbildung 74|sp,, zu einem Diffeomorphismus auf 0D,, erweitern.

Wir notieren, dass r; := |z, i=1,...,k ! = Imw’ und Imz,, — w’ 2 unter
) J 7 ) s Ivy n
/12 //|2

der G-Operation invariant bleiben. Da auf 9D,, die Gleichheit Imz,, — |w'|* = |z
gilt, nennen wir eine Funktion ¢ € L*>(9D,,,df) quasi-nilpotent, falls gilt
o(2) = a(ry, ...y, 7" %) fiir alle z € 9D,

wobei |r|? = r? +---+r,§ )
Satz 3.18. Sei ¢ € L>*(0D,,dB) eine quasi-nilpotente Funktion. Dann ist Ty,
auf H?*(Dy) unitir dquivalent zum Diagonaloperator Diag(M.,) = RT,R* €
LOX(ZE, L2 (RM*=1 x RY))), wobei R und R* im Abschnitt definiert sind.
Die Folge vy, = {va(p", v/, )\)}puezi7 (u/,\) € RP=F=1 x R, , ist gegeben durch
ke 262N PR

2 p//!

1
. a 7“",7 _ul+vl , ~ 1)
foren (7 gy

"o 1 1ay]2
e 2" 1=V T//dT//dU/,

Ya(p" ', N) =n

wobet 7|1 =11+ -+ und V' = (1, /T)-

BEWEIS. Wie im Beweis von |8, Theorem 10.4] ist der Operator T} offen-
sichtlich unitar dquivalent zu RTyR* = RoR*. Es gilt

Ra(r",y,|r"})R* = RyUsUU Uga (", o/, |7 |*)Uy UL UL YU Ry
= RyUsUsUra(r", o/, |r"|H)U; U, U5 Ry
— RSUgCL(T’”, y/, |7’”’2)U3_1R0

1
= Rja (r", ——(—u" + "), \r”\z) Ry =:T.
2V

Fiir alle {Cp//(., ')}p”GZi S ZQ(Z]_T_, L2(Rn—k—1 % R+)) folgt

1 _n—k—-1
T{ep (W', N} ezt :RS{G (T//a ﬁ(—uﬂ +0"), \7‘"’2> T g (0 (V)
1
2k_1 2A |p//|+k 2 7 7 |v/|2
p p!' €L
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so dass
1
e k-1 p"|+k \ 2
" o _n—k—1 2 (2)\)
T {cpr(u ’)‘)}p”eZﬁ —{71' 2 <p//|
. / a (T” 1 (_u/ + ’U,) ‘7“”|2)
RE xRn—Fk=1 "2V ’
-1"”2p”€_2>“T”‘2_|v/‘2Cp// (u/’ A)r”dr"dv’} :
p”Gle_
und durch eine Variablensubstitution folgt die Behauptung. (I

Korollar 3.19. Sei die Voraussetzung des obigen Satzes erfillt. Dann folgt

0e(Ty) = o(Ty) = Uprrezp ran Y (D", ., ).

BEWEIS. Analog zum Beweis von Korollar B3. (]

3.5. Quasi-hyperbolischer Fall
Wir erinnern an die quasi-hyperbolische Gruppe T"~! x R, , die auf D,, durch
Ty - (2 20) = (Vrt'2  rzp)

fir (¢,r) € T"! x Ry operiert. Die Abbildung T(¢r)lop, lésst sich zu einem
Diffeomorphismus auf dD,, erweitern.

Eine Funktion ¢ € L*°(0D,,, dS) wird quasi-hyperbolisch genannt, falls ¢ unter
dieser Gruppenoperation invariant bleibt.

Wir wollen solche invariante Funktionen beschreiben. Dazu betrachten wir die
Gruppe der nicht isotropen Dilatationen {4, }, r € Ry

6 RVTXR R xR
(¢, 2) = (Vrd' ra)
und die Menge

n—1
Sy ={(d,2) R X R:D g+ |a = 1},
k=1
Nun héngt jede Funktion a(qi,...,qn—1,), welche auf R’}r_l x R nicht isotrop
homogen vom Grad Null beziiglich der nicht isotropen Dilatationen 9, ist, von
ihren Werten auf ¥ ab. Schreibt man = = |z| - sign(z), so ist @ von der Gestalt

a(q, |z],sign(z)) = a @ et /2|x| sign(z) |,
VI + |z V0P + 2] 1d'? + [2]

wobei |¢/|> = 3021 7.
Wir parametrisieren die Punkte von ¥ durch die Punkte s = (s, ..., Sp—1,sign(x))
durch

qk 2 |JU‘ .
Sk = ) (1 - ’S ‘ ) = ) s1gn(w) € {_17 1}7
Vg2 + |z ¢'|? + ||
/|2 — n—1 _2

wobei |s b1 Sic-
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So ist jede invariante Funktion auf ¥4 von der Gestalt a(s’,sign(x)), wobei
s =(s1,...,8n-1) € t(By—1) und sign(z) € {-1,1}.
Wir benétigen die Identifikation
(3.14) a(s',sign(z)) — (a1(s'),az(s")),
wobei
a1(s’) = a(s,sign(z)) |z>0,
ax(s") = a(s', sign(@)) la<o -

So ist jede quasi-hyperbolische Funktion ¢ € L>(9D,,,df) genau in der Form

3.15 Zz) =a 4] s 201l ,sign(Rezy,) |,
(38:15)  #(z,zn) (\z’]2+\Rezn\ T RenyBu(Rem)

wobei mittels der Identifikation (BTId), die Funktionen a; und as auf ¢(B,,_1)
definiert sind.

Satz 3.20. Sei ¢ € L>°(0D,,,dS) von der Gestalt (BI3). Dann ist der Toeplitz-
operator Ty auf H 2(Dy,) unitir dquivalent zum Diagonaloperator

RT,R* = (Diag(M,, ), Diag(M,,)) € L(*(Z~", L*(R))) @ L(*(Z ", L*(R))),
wobei R und R* in Satz ZID erkldrt sind. Die Folgen v, = {Va, (P, &)}
und Ya, = {Vas (p/@}peri‘l’ & e R, sind gegeben durch

n—1
p'ELY

(3.16) 0t =@ [ s R as
(317) O =0 [ g oRsas,

wobei oy (€), i} (€), (!, €) und V(s',€) durch (€20), (EZ8), (€Z9) bow. (D)

gegeben sind.

BeEwEIS. Wir gehen wie im Beweis von |82, Theorem 10.5] vor. Der Operator
Ty ist offensichtlich unitér dquivalent zu RTyR*. Wegen R*R = P und RR* =1
gilt
RT,R* = RP$PR* = R(R*R)¢p(R*R)R" = RoR".
Weiterhin gilt
Ro(2, z0) R* = RyUUod(2', z0)Uy Uy ' Ry
= RyUi(a1(s), az(s)U; ' Ry
= Ri(a1(s"),a2(s")) Ry =: T.
Fir alle ({é ()}, {#()}) € (21" L2(R)) ® (2, LA(R) folgt
T ({e (O} Acw(9)})
= RS <{a1(5/)ép’ (5)9(1) (p/7 8/, f) }p’EZi_l’ {G’Q(s/)ép’ (5)9(2) (p/’ 8/7 f) }p’GZi_l)

= ({7a1 (p/7€) : C'p’(f)}p/ezzjla {’Yag (p/af) - Cpy (é)}p/GZi’l) .
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Korollar 3.21. Sei ¢ € L>*(0D,,,df) von der Gestalt (B13). Dann ist der To-
eplitzoperator Ty stetig auf H 2(Dy,) und das Spektrum ist gegeben durch

o0e(Ty) = o(Ty) = U ran v, (p/,.) U U ran g, (9, .)-
p'ezt! pezy

BEWEIS. Analog zum Beweis von Korollar B=. (]
Beispiel 3.22. Sei n = 2. Fiir 0 < € < 1 betrachten wir die Funktionen
G(S, mgn(a:)) = X[O,e}(s)’ 5 € [07 1]

und

d(z1,22) = a ( 1] ,sign(Rezg)) , 2= (21,22) € IDs.

V|z1]? + |Rez|

Dann gilt fir alle p € Z4y und £ € R

Yar (P, €) = 0, 2(€) / |1 (1)) el
0
und
'Yaz(pag) = 06;2(6) /E 82p [1 — (1 +i)8 ] 2“’4,-15 SdS,
0
wobei
1
ay?(6) = / s2p\[1—(1¢¢>32]—“7”+2’f " sds.
0
Mit
- 022 = (s pus(5.6),
wobei
P58 = (L= +5%) 77 ui(s,6) = oxp <‘2€ arctan < izz >)
erhalten wir
fe s*Pr(s, p)u(s,€)sds _ 1

a1 \Ds —

Hierbei sei
I.(A¢) = / s%Pr (s, p)us(s,&)sds fiir ein Intervall A C [0, 1].
A
Analog schreiben wir

Yao (pa 5) = W
L+ T ods

Fiir € < €1 < 1 setzen wir

€2 e%
o und 41 := 2arctan . e% .

:= 2arctan (
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Dann folgt fiir alle £ € R_

L1  Lo(len 1.9
I ([0,€,6) = 14([0,¢€],€)

e01€ fell 52Pr(s,p)sds

~ e [ s%Pr(s, p)sds

> e~ 100 (e, p) = 00 fiir £ = —o0,

wobei C(e,p) eine Konstante ist, die nur von € und p abhéngt. Somit folgt fiir
festes p € Z4

Yar (P, §) = 0 fiir & — —oc.

Analog ergibt sich fiir festes p € Z
Yaz (p,§) = 0 fiir £ — oo.

Auferdem folgt fiir alle £ € Ry mit d9 := 2 arctan (%), dass

([0,€],€) o 1+([0,¢/2],€)
(I6,1,8) = Ii([e,1],€)
e 028 fOE/Q s2Pr(s,p)sds
e—%¢ fel s2Pr(s,p)sds
> 6(5_52)50(6,1)) — oo firé — oo

Iy
Iy

d.h.
— 0 fir £ — cc.
Somit folgt fiir festes p

Yar (P, §) = 1 fiir & — oo.
Analog ergibt sich fiir festes p € Z

Yoy (0, &) = 1 fir £ — —o0.

Die Stetigkeit der Funktionen v, (p,.) und v4,(p,.) in & € R fiir festes p € Zy
liefert dann

Yo, (0, R) = [0,1] und 4, (p,R) =[0,1].
Folglich folgt aus Korollar B=20, dass

Ue(T¢) = [07 1]'

Bemerkung 3.23. Da die Folge v, von einem diskreten Parameter abhangt liegt
die Vermutung nahe, dass das Spektrum von T nicht immer zusammenhéngend
ist. Leider bereitet die Behandlung mit der Integraldarstellung von -, Schwierig-
keiten, ein Beispiel zu finden.
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3.6. Symbolklasse von Davie und Jewell

Nach einer Anregung von Davie und Jewell in [IH| wollen wir uns einer Ver-
allgemeinerung des quasi-elliptischen Falls zuwenden. Wir betrachten Symbole
¢ € L*®(S,,do) mit der Eigenschaft

(3.18) P(z) = ¢(e?z) fiir alle # € [0,27] und z € S,,.

Obwohl T kein normaler Operator mehr sein muss, lisst sich einiges iiber Ty und
sein Spektrum aussagen.

Ein Operator T' € L£(X), wobei X ein Banachraum ist, hat die eindeutige
Fortsetzungseigenschaft (EFE) in einem Punkt Ay € C, falls fiir jede offene Menge
G mit Ao € G gilt: Ist f : G — X eine holomorphe Funktion mit (A —T') f(A) = 0,
so ist f = 0 auf G. Man sagt T hat die eindeutige Fortsetzungseigenschaft, falls T'
diese Eigenschaft in jedem Punkt A\g € C hat. Die lokale Resolventenmenge pr(x)
von T in z ist definiert als die Menge aller z € C fiir die eine offene Umgebung U
von z und eine analytische Funktion u : U — X existiert mit

(E—=T)u(§) =x auf U.
Fiir eine Menge F' C C definieren wir
Xr(F):={ze€ X :0p(x) C F},

wobei op(z) := C\pr(x) das lokale Spektrum von T in x ist. Zu den Eigenschaften
siehe [I4.

Ferner sei H,, die Menge aller holomorphen homogenen Polynome vom Grad
m in C". Die kanonische Orthonormalbasis von H?(B,,) ist {eq, @ € Z"}, wobei
ea(§) = cnak®, € €Sy, und ¢ o durch (IA) gegeben ist.
Lemma 3.24. Ist ¢ € L*°(S,,do) ein Symbol von der Gestalt (BIR), so gilt:

i) H,y, ist ein reduzierender invarianter Unterraum fiir Ty.
ii) Ty und T(; haben die eindeutige Fortsetzungseigenschaft.
iii) o(Ty)\oe(Ty) ist diskret.

iv) 0p(Ty) = Ups_oo (Ty|H,,) ist abzihlbar.

BEWEIS. i) Fiir zwei Multiindizes a, 8 € Z7} gilt

(Tyea,ep) = A P(§)ea(§)es(§)do(€)

und so ergibt sich durch Anwendung von [E, Proposition 1.4.7], die Definition
(B18) und der Homogenitét von e,

Toemes) = [ 5= [ oePOealcejes(ceabaac)

=/ ¢(f)€a(§)€ﬂ(§)da(§)% / ileld —i1810 gg

s /S B(E)ea(€)es()do(E),

wobei §; ; das Kronecker-Symbol ist mit 7,5 € N.
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Sei nun p € Hy,. Dann folgt

(Typ,ep) =0 fiir m #|f],
d.h. Typ € Hp,. Unter Verwendung von T; = Tg erhalten wir ebenfalls T’ (; p e Hpy,.

ii) Nach i) folgt Ty, = €@, _q Sm, wobei Sy, = Ty|g,,. Da H,, endlichdimensio-
nal ist, besitzt jeder Operator Sy, die eindeutige Fortsetzungseigenschaft und so
auch Ty. Der adjungierte Operator T;; hat ebenfalls die eindeutige Fortsetzungs-
eigenschaft.

iii) Sei A € 0(T»)\oe(Ty). Dann ist AI —Ty ein Fredholmoperator mit ind(A] —
Ty) = 0. Nach |27, Theorem 5.31,IV] existiert eine Umgebung U von A, so dass
fir alle z € U\{\} gilt

dim ker(z — Ty) = codim ran(z — Ty) = k,
wobei k unabhéngig von z ist. Ist £ > 0, so hat nach [B, Lemma 5.1] die Funktion
z = ker(z — Tj)

auf U\{\} eine holomorphe Basis, d.h. es existieren H?(B,)-wertige holomorphe
Funktionen wy,...,u; auf U\{\}, so dass fiir alle z € U\{\} die Funktionen
u1(2), ..., ur(2) eine Basis von ker(z — Ty) bilden. Daraus folgt

uj(z) #0 fiir alle z € U\{\}
und

(z =Ty)uj(2) =0 auf U\{\}
fir j = 1,...,k, was der eindeutigen Fortsetzungseigenschaft von T} widerspricht.
Daher ist £ = 0, und somit ist A isoliert.

iv) Offensichtlich gilt 0(Sy,) = 0p(Sm) C 0p(Ty). Umgekehrt sei A € 0,(T5).
Dann gilt fiir alle 0 # f € H?(B,,)
(A=Ty)f =0 genau dann, wenn (A —Ty)P,f =0,

wobei P, die orthogonale Projektion auf H,, ist. Aus f # 0 folgt, dass P, f # 0
fiir wenigstens ein m. Somit ist A ein Eigenwert von T mit Eigenvektor P, f und
die Behauptung folgt. O

Eine Kontraktion 7' € £(X) (d.h. ||T|| < 1) gehort zur Klasse Cpp im Sinne
von Sz.-Nagy und Foias [B4, S. 66], falls beide Folgen {77}>°; und {T7"}5,
gegen 0 in der starken Operatortopologie konvergieren.

Bevor wir ein konkretes Beispiel angeben machen wir folgende Bemerkung.

Bemerkung 3.25. Im Spezialfall, dass das Symbol ¢ in (BI8) nicht mehr von
|zi|, i = 1,...,n abhéngt, lasst sich die Matrixdarstellung von Ty in der Ortho-
normalbasis {e, : p € Z} von H?(B,,) berechnen. Ist

#(21,22) = d(0e”, /(1 — 02)e™) = h(0 —n), o€ [0,1], 0,1 € [0,27],
wobei h € L>([0, 27]), so gilt
. F(P1+q1 +1>F<p2+tI2 + 1)
Twep, eq) =0 higr — 2 2 .
(Tpep, €q) ipl.JatP (g1 — p1) N

Hierbei sind h(j), j € Z, die Fourierkoeffizienten von h.
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Die Matrixdarstellung von Ty auf H,, beziiglich der kanonischen Orthonor-
malbasis €, €1,m—1,- -, €m0 ist

ﬁ( )90,0 @(1)90,1 A h(m)go.m
h(=1)g1,0 h(0)grn h(m — 1)g1,m
(— )92,0 (=1)g21 h(0)g22

}Al(_Am + 1)gm—1,0 R . Agl)gm—l,m
h(—m) gm0 o h(—1)gm,m—1 h(0) Grm.m

wobei
T (Pl‘gfh + 1) T <2m—1271—q1 +1

Vil (m —p)lgl(m — q1)!

9p1,q1 = ) P17Q1:07~~7m~

Beispiel 3.26. Sei

zZ12 (60—
¢(21722) = \ziz; = 61(6 77)7 9777 € [07 2’/‘[’]

Die Funktion ¢ ist stetig auf Sa\{(21, 22) : 21 = 0 oder z2 = 0} und es gilt:
a) H,, = LH{e, | |a] = m} ist ein reduzierender invarianter Unterraum fiir
T.
b) T4 und T* haben die eindeutige Fortsetzungseigenschaft.
c) Ty ist elne Coo-Kontraktion.

)
)
) Up( 6) = Un=00 (Ty|m,,) = {0}.
)
)

(oW

D

0e(Ty) = o(Ty) = D.
f) Xr,({0}) liegt dicht in H?(B,).

BEWEIS. a) und b) folgen aus Lemma BZ4. Es gilt H?(B,) = @>_, H,

m=0 my

und Ty lésst sich nach Bemerkung B3 darstellen als Ty = €. Spm, wobei
Sm = Ty|n,, der Operator ist, der durch die ((m + 1) x (m + 1))-Matrix

0a™ 0 0 ... 0
o 0o a™ 0o ... 0
S =
. . 0
0o ... 0 o™,
0 0 .. 0 0

definiert ist. Die Eintrége a,(cm), k=0,...,m— 1 sind gegeben durch

am%:/m—kF@+%ﬂ%m—k+@
B Ve +1 kl(m — k)! ‘
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Fir k£ € Nund m — k € N sehr grofs folgt nach der Stirling-Formel
Vm =R (k+ 3T (m—k+3) Vm—Fk(k+H" (m-k-H""

VE+1k!(m — k)! VEF 1EFT 2 (m — k)m—k+s
A (- )
VE+ 1kF2 2(m — k)
~1
und somit ist
. (m) _
(3.19) n}gnoo a, ’ =1

Zu c). Offenbar gilt
(Sp)™ = 0.
Daher folgt fiir alle f € H?(Bs)

lim T7'f=0 und lim T;™f =0,
m—00

m—ro0

und die Behauptung c) ist gezeigt.
d) ist klar.
Zu e). Nach |@H, Corollaries of Theorems 2.1 and 2.2| gilt

[Toll = ¢l =1 und T C oe(Tp)
und somit
1
1 DIy
H(Ty) = Tim I TZ)7 =1.
Folglich gilt
{0}UT C o.(Ty) C o(Ty) CD.

Es bleibt zu zeigen, dass
D C Je(T¢) - J(T¢).

71

Sei 0 # A € D. Dann ist A\— Sy, bijektiv fiir alle m € Ny mit ker(A—S,,) = {0} und
ker(A — Sp,)* = {0} und damit auch ker(A — T;) = {0} und ker(A — Ty)* = {0}.

Daraus folgt ran(A — T}y) = H?(B2) und im Fall A € o(T}) auch
ran(\ — T) # H?(By).

Folglich ist ran(A — T5) nicht abgeschlossen und A — T} kein Fredholmoperator.

Also X € 0.(Ty).

Nun nehmen wir an, es gibt ein A € D\o(T}) und eine offene Umgebung U

von A, so dass fiir alle f € H,, und p € U gilt
(= To)(p = Ty) "' f = f.

Insbesondere gilt ebenfalls

(= Ts) (= Tolu,) ' f = f.
Da Ty die eindeutige Fortsetzungseigenschaft hat, ergibt sich
m

_ _ 1 j
(= Tp) Mt = (= Tyl )" =D T T},
=0
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und
a(()m) . ag-iq 0 0
0 a(lm) . ag-m) 0
i = 0
QSZL—)H]' T aggl )1
0 0
0 0 .. 0 0

Sei nun € > 0 beliebig mit |A| < 1 — ¢, und wihle n € N so grof, dass

(f5) > =z

Des Weiteren withle m = 2mgy mit mg > n so grof, dass der Eintrag b(2mg,n)
von Sy, mit Index (mq, mo + n)

(m)

mo—1"""

(m)

amo —14n

b(2mg,n) = a
ist. Nach (BT9) existiert ein my € N derart, dass fiir alle mg > mq gilt

a%)_1+j>1—e fir j=0,...,n—1.

Nun ist der Eintrag r(2mq,n) von (A — Sy,) "% zum Index (mq, mo + n) gegeben

durch

(m) )

mo—1 mo—1+4+n
)\n—i-l

a
r(2mo,n) =

(I—¢)m 1—e\" _
remo.m)| > St > (S5) > 10T,
was absurd ist. Also war die Annahme falsch und

(3.20) 0e(Ty) = o(T,) = D.
Zuf). Sei Y, = @inzo H,,,. Wegen qusg =0 fiir alle g € Y, ist

-1
1 .

-1, j

(A =Ty)"'g=>_ T led
=0

definiert fiir alle A # 0 und somit ist }; in X7, ({0}) enthalten.
Nun nehmen wir an, dass Xr,({0}) abgeschlossen ist. Dann gilt
H?(By) = U2 Vi C Xr,({0})

und somit gilt X7, ({0}) = H?(B). Nach [I4, Proposition 3.8 of Chapter 1] ist
Xr,({0}) ein maximaler Spektralraum von Tj, mit

o(Ty) = o(Ty| X1, ({0})) C o(Ty) N {0} C {0},
und so folgt o(T},) = {0} im Widerspruch zu (BZ20).
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Zum Abschluss wird ein Dilatationssatz fiir den Operator T} aus Beispiel
gegeben. Zuvor sollen einige Begriffe definiert werden.

Sei H ein separabler Hilbertraum. Dann ist (L(H), ||.||) bekanntlich der Dual-
raum des Ideals C; der Spurklassenoperatoren (versehen mit der Spurnorm). Zu
T € L(H) sei Ar die von 1y und T erzeugte schwach *x-abgeschlossene Unteralge-
bra von £(H) und Qr der Quotientenraum C; /A%, wobei C; die Spurklasse und
.A% der Annihilator von Ag in Cy ist. Also ist Ap der Dualraum von QO und die
Dualitat ist gegeben durch

(T,[L]) = tx(TL), T € Ar, [L] € Qr,

wobei [L] die Aquivalenzklasse in Q7 vom Operator L in C; ist. Siehe [H].

Eine Kontraktion T' € L(H) heift absolut stetige Kontraktion, falls die kano-
nische Zerlegung 7' = T1 @15 von T in eine vollstédndige nicht unitare Kontraktion
T1 und einen unitdren Operator T5 die Eigenschaft hat, dass T5 absolut stetig ist
(oder auf dem Nullraum operiert). Fiir so ein 7" gibt es nach ||, Theorem 4.1| einen
Sz.-Nagy-Foiag Funktionalkalkiil &7 : H* — Ap definiert durch ®7(f) = f(7)
fir alle f € H*(D).

Definition 3.27. Sei A die Klasse aller absolut stetigen Kontraktionen T €
L(H), fir welche der Funktionalkalkil ®p : H*®(D) — Ap eine Isometrie ist.
Ist n eine Kardinalzahl mit 1 < n < Vg, so bezeichnen wir mit A,, die Menge al-
ler Operatoren T aus A, fiir die gilt: Ist {[Li;]}i jezn eine beliebige nxn indezierte
Familie von Elementen aus Qr, so besitzt das n x n Gleichungssystem

[z @y] = [Liz], 0<id,j<n
eine Losung von Vektoren {x;}o<i<n, {¥ito<i<n aus H.
Offensichtlich folgt aus dieser Definition
ADA;1 DA, D-- DAy,
Besonders wichtig sind die beiden folgenden Aussagen.
Lemma 3.28. [@, Corollary 6.9] Ist T € Coy und o(T) =D, so ist T € Ay,.

Satz 3.29. [B, Theorem 4.8] Sei T € Ay, und seien {A;}32, eine Folge von strik-
ten Kontraktionen auf Hilbertraumen der Dimension kleiner oder gleich Rg. Dann
existiert ein semi-invarianter Unterraum N fiir T, so dass Txs unitir dquivalent

zur direkten Summe €D A; ist. Hierbei sei Ty die Kompression von T auf N

JELy
Korollar 3.30. Der Operator Ty aus Beispiel ist eine universelle Dilatation
im Sinne von B, ||, d.h. ist H ein separabler Hilbertraum und A € L(H) mit
|A|| < 1, so gibt es abgeschlossene invariante Unterridume My, My von H?(Bg)
mit My C My, so dass A unitir dquivalent zu Puyon, To|von ist. Hierbei
bezeichnet Pyr,on, die orthogonale Projektion auf Mo © M.

BEWEIS. Nach Lemma ist Ty, € Ay,. Mit Satz folgt die Behauptung.
O

Bemerkung 3.31. Eine andere Anwendung von Lemma gilt fiir den To-
eplitzoperator T, auf dem gewichteten Bergmanraum A% (D), A > —1. Siche [@,
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Proposition 10.1] fiir die Anwendung auf A%(ID). Die kanonische Orthonormalbasis
fiir A3(D), A > —1 ist gegeben durch [B7, S. 78]
Fn+A+2)
=y " > 0.
en(2) Wt ta) © 0 =Y
Offensichtlich gilt ||T;| < 1 und somit auch ||TF| < 1 fiir k¥ € N. Fiir alle n,m €
Z+ fOlgt

@f%”m>:<ﬁ%ﬂm>=&wmn Hn+A+mvg((n+m!

n! n+k+A+2)
Nun ist
1T enl® < [|2"enl|?
<F(n+)\+2) (n+k)!
- n! F'n+k+X+2)
Fiir k£ sehr grof gilt nach der Stirling-Formel
(n+k)! V21 (n + k)rtEH(1/2) g (ntk)

F(n+k+X+2) ~ V21 (n 4 k + A+ 1)nthtA+(3/2) e— (ntk+A+1)
kn+k+(1/2)(1 + %)n+k+(1/2)
~ kn+k+)\+(3/2)(1 + n+}>€\+1)n+k+)\+(3/2)67()\+1)

und somit ||T%e,||? — 0 fiir k& — oo. Analog folgt || T%e,||?> — 0 fiir k — oo.
Folglich gehort T, zur Klasse Coo und erfiillt o(7,) = D. Also ist T, € Ay,.



KAPITEL 4

Lokale Struktur von Toeplitzoperatoren

4.1. Das lokale Prinzip von Allan und Douglas

4.1.1. Raum der maximalen Ideale. Sei A eine kommutative Banach-
algebra mit dem Einselement e. Ein multiplikatives lineares Funktional auf A ist
ein stetiger linearer Homomorphismus m : A — C mit m(ab) = m(a)m(b) fiir
alle a,b € A und m(e) = 1. Der Kern von m ist die Menge aller a € A fiir die
m(a) = 0 gilt. Zwischen den multiplikativen linearen Funktionalen auf A und den
maximalen Idealen in A besteht eine eindeutige Beziehung. Der Kern jedes mul-
tiplikativen linearen Funktionals ist ndmlich ein maximales Ideal und umgekehrt.
Daher kénnen wir die multiplikativen linearen Funktionale mit den maximalen
Idealen identifizieren. Die Menge aller multiplikativen linearen Funktionale auf A
soll mit M (A) bezeichnet werden. Uber die Formel a(m) = m(a) (m € M(A))
ordnen wir nun dem Element a der Algebra A eine Funktion a : M(A) — C zu.
Diese Funktion heift die Gelfandtransformierte von a. Sei A = {a:a € A}.

Die Gelfandtopologie auf M (A) ist die schwéchste Topologie, in der alle Funk-
tionen a € A stetig sind. Jedes multiplikative lineare Funktional hat offenbar die
Norm 1. Die Mengen

Uagi....ane(mo) = {m € M(A) : |a;(m) — a;(mo)| <e,i=1,...,n}

bilden eine Umgebungsbasis der Gelfandtopologie, wobei a;, ..., a, € A vorgege-
bene Elemente und € > 0 sind. Der so enstandene topologische Raum M (A) heifst
der Raum der mazimalen Ideale von A und ist ein kompakter Hausdorffraum. Die
Algebra A ist eine Teilalgebra der Algebra C(M(A)) aller auf dem Kompaktum
M(A) stetigen Funktionen.

Die Abbildung I' : A — C(M(A)), a — a, heikt Gelfandabbildung. Ist A eine
kommutative C*-Algebra, so vermittelt die Gelfandabbildung einen isometrischen
«-Isomorphismus von A auf C(M(A)).

4.1.2. Das Lokale Prinzip.

Definition 4.1. FEine Funktion f : M(A) — R ist oberhalbstetig in xy € M(A),
falls fiir jedes € > 0 eine Umgebung Uc C M (A) von xq existiert, so dass

f(x) < f(zo) +€ firalle x €U

Die Funktion f ist oberhalbstetig auf M(A), falls sie in jedem Punkt von M (A)
oberhalbstetig ist. Da M (A) kompakt ist, gibt es zu jeder oberhlabstetigen Funktion
f:M(A) = R einxg € M(A) mit

f(zo) = sup f(x).

zeM(A)

75
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Nun wollen wir die Lokalisierungsmethode von Allan und Douglas fiir C*-
Algebren beschreiben. Sei A eine Banachalgebra mit Einselement e. Das Zentrum
CenA von A ist die Menge aller Elemente a € A mit der Eigenschaft za = az fiir

alle x € A. Offenbar ist CenA eine abgeschlossene kommutative Unteralgebra von
A.

Satz 4.2 (Allan/Douglas). Sei T eine C*-Algebra und A eine C*-Algebra, die
im Zentrum von I liegt und den Raum der mazimalen Ideale M(A) hat. Fir
x € M(A) sei J, das abgeschlossene Ideal in Z, das von {a € A : x(a) = 0}
erzeugt wird. Dann gilt:

a) Neerr(ay J= = {0}
b) Bezeichnet ®, den kanonischen x-Epimorphismus ®, : T — L/J,, so ist

o= P ®:I- P I/7%
zeM(A) zEM(A)

ein tsometrischer x-Monomorphismus. Ferner ist T € T genau dann in
T invertierbar, wenn ®,(T) invertierbar in Z/J, fir alle z € M(A) ist.
c) Die Abbildung

M(A) = Ry, x> |[0(T)]]

ist oberhalbstetig fiir jedes T' € I. Ferner gilt: Wenn T € T und ®,(T)
invertierbar in /7, ist, dann ist ®,(T) invertierbar in Z/J, fir alle x
aus einer Umgebung von y.

d) Fir alle T € T gilt

T|| = @, (T)|.
7)) = max |94(7)]

BEWEIS. Siehe [, Theorem 7.47| und [, Theorem 1.35]. O

Definition 4.3. Sei die Situation wie in Satz B-3 gegeben. Die Quotientenalgebra
T, =ZI/J, heifst die lokale Algebra zum Punkt x, x € M(A).

Definition 4.4. Eine Teilmenge & von L(H?(By,)) ist irreduzibel, falls kein echter
abgeschlossener Unterraum fiir alle S in & reduzierend ist.

Sei 7(C(Sy)) die abgeschlossene Unteralgebra von £(H?(B,,)), die von {7}, :
v € C(Sy)} erzeugt wird.

Satz 4.5. |3

i) Die Algebra 7(C(Sy,)) ist irreduzibel und enthdlt das abgeschlossene Ideal
K der kompakten Operatoren aus L(H?*(B,,)).

ii) 7(C(Sy))/K ist isometrisch x-isomorph zu C(Sy) und somit ist S, sein
Raum der maximalen Ideale.

Satz B2 ldsst sich im folgenden Kontext auf Toeplitzoperatoren anwenden. Sei
T(L*>(Sy)) die von {Ty : ¢ € L>(Sy,do)} erzeugte abgeschlossene Unteralgebra
von L(H?*(B,)). Nach Lemma [ ist die Algebra 7(C(S,))/K im Zentrum von
T(L*>(S,))/K enthalten und so kénnen wir die Algebra 7(L*°(S,,))/K zu den
Punkten von S,, lokalisieren.
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Fir w € S, sei F° das von {Ty : ¢ € C(S,),p(w) = 0} erzeugte abge-
schlossene Ideal in 7(L*°(S,)). Mit Z° bezeichnen wir die Quotientenalgebra
T(L*>®(Sy))/F und mit @, den zugehorigen kanonischen Epimorphismus.

Ferner sei o(®,, (7)) das Spektrum von ®,,(Ty) in Z5°.

Satz 4.6. Sei ® gegeben durch
O:7(L(Sn) > P IX, =P T
wEeSy, wESy

i) Die Sequenz
0= K = 7(L%(Sy) = €D I

wWES,
ist exakt bei T(L>®(S,)).
i) IstU auf C™ unitdr, so gilt fir allew € S, : I ist isometrisch x-isomorph
2u I75 . Insbesondere folgt fir alle ¢ € L*°(S,, do)

U(w)
7(Pu(T3)) = 0(Py(w)(Tyor-1))-
ili) Sei ¢ € L>®(S,,do). Dann ist Ty genau dann ein Fredholmoperator in
H%(B,,), wenn ®,(T) invertierbar in I fiir alle w € S, ist.
iv) Die Abbildung

Sp = Ry, w [[00(T5)]
ist oberhalbstetig fir jedes ¢ € L*°(S,,do) und es gilt
Tslle = D,(Ty)||.
ITslle = max |2, (Ty)|

Ferner gilt: Ist ®,,(Ty) invertierbar in I5°, so ist ®u, (Ty) invertierbar in
I7 fiir alle wo aus einer Umgebung von w.

v) Ist ¢ stetig in w, so gilt D, (Ty) = p(w)ey,, wobei e, das Finselement von
I> ist.

BeEwels. Da 7(C(S,,)) nach Lemma 3 irreduzibel ist und in 7(L>°(S,)) ent-
halten ist, ist auch 7(L>°(S,)) irreduzibel. Jedes F° ist ein abgeschlossenes Ideal
in 7(L>(Sy)). Der Selbst-Kommutator TyT; — TjTy mit ¢(2) = w1 — 21, 2 € Sy
ist kompakt und nicht trivial in F° (Lemma [@). Daher enthélt F5° nach [,
Theorem 5.39] schon alle kompakten Operatoren. Die Algebra 7(C(S,,))/K ist ei-
ne abgeschlossene C*-Unteralgebra des Zentrums von 7(L*°(S,))/K. Nach Lemma
3 ist S,, der Raum der maximalen Ideale von 7(C(S,))/K und somit folgen i),
iii) und iv) direkt aus Satz B2

Seien w, & € S;, und sei U eine unitére Transformation von C" mit U(w) = &.
Dann induziert U einen #-Automorphismus von 7(L*(S,)), welcher FZ° auf F¢°
abbildet und somit existiert ein isometrischer *-Isomorphismus von Z7° nach Zg°.
Dies zeigt ii).

Zu v) geniigt es ¢(w) = 0 anzunehmen. Dann existiert zu jedem £ > 0 eine
Umgebung U von S, mit w € U, so dass |[¢xvllec < €. Sei ¢ € C(Sy,), so dass
¥ =1 auf S,\U und ¢ = 0 auf V, wobei V' C U eine Umgebung von w ist. Dann
gilt

Ty = Ty, + T¢XSn\U(1*¢) + Toxs v+
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Da xs,\v(1 = ¢) =0, folgt ®u(Tyyg |, (1-y)) = 0 und damit

(I%J(Tqﬁ) = (I)w(T¢XU) + (I)w(T@(sn\UUJ)'
Da 1 stetig ist, existiert nach Lemma 8 iv) ein kompakter Operator K mit
Toxsvt = Toxs, o T + K und da Ty € F2, ist @4, (Ty) = 0, d.h.
(T o) = PuTon, o) @lTy) = 0.

Daher folgt

[P (To) Il = 1P (Tox )| < I Toxpslle = loxulloo < e

Aus Satz I folgt
oe(Ty) = U o (2w (Ty))-
wWESy
Diese Lokalisierungsmethode erweist sich als sehr niitzlich fiir die Untersu-
chung des wesentlichen Spektrums von Toeplitzoperatoren mit gewissen Klassen
unstetiger Symbole.

Lemma 4.7. Sei (K.).>o eine Familie kompakter Mengen in C mit () # K., C
K., fir 0 < ey < ez. Dann gilt mit K := (.5, Ke, dass

max |A| = inf max |A|.
AeK e>0 ek

BEWwWEIS. Die Abschéitzung “<” ist offensichtlich. Wéare

max |A| < inf max ||
AEK e>0 e K,

so gibe es eine streng monoton fallende Nullfolge ()32, und Punkte A\, € K,

k € N sowie ein ¢ > 0 mit

max |A| + 0 < |\g| fiir alle &k € N.

AEK
Aus Kompaktheitsgriinden gébe es eine konvergente Teilfolge ()\kj );’il von (Ag)p2 4,
so dass

o0
Ao i= lim Ay, € QKaj =K
]:

und somit der Widerspruch
| Aol < max|A| < max |\ + 0 < [Nl
AeK AeK
Damit folgt die Behauptung. O
Lemma 4.8. Sei (Kj)32, eine Folge kompakter Mengen in R™ mit O # Kj4q C
Ky, fiir alle k € N. Dann gilt

(e.0) o
conv ﬂ K, = ﬂ conv K.
k=1 k=1
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BEWEIS. Die Inklusion “C” ist offensichtlich. Sei nun = € (72, convKj}, belie-
big. Nach dem Lemma zu [E2, Theorem 3.25] lésst sich z fiir alle k& € N darstellen

als Konvexkombination von m + 1 Punkten uy g, ..., Um41k € K, d.h.
m+1 m+1
T = Z ajrujr mit aig...,Qmy € (0,1 und Z ajr = 1.
k=1 j=1

Wegen der Kompaktheit der Mengen K}, konnen wir durch Ubergang zu einer
Teilfolge erreichen, dass die Folgen (u;, )72, und (o 5, )72, konvergieren mit v; :=
limy oo ujr, € K, wobei K := (72, Kj und o := limy_,ajp, € [0,1] mit
Z;n:'ﬁl aj = 1. Es folgt « = Z;n:il a;jv; € conv K und damit ist die Behauptung
bewiesen. O

Wir zeigen nun eine lokale Variante der N-Tupel Variante des Satzes von
Brown und Halmos. Fiir ein Tupel f = (f1,..., fx) von Funktionen in L*°(S,,, do)
und w € S,, nennen wir

Ru(f) = ) ess-ran (flu. w)rs,)
e>0
den lokalen wesentlichen Wertebereich von f in w. Hierbei sei ess-ran ( flu. (w)mgn)
der wesentliche Wertebereich von f|y_()ns, in L>(Us(w) N'Sy) beziiglich des
Oberflaichenmafes o. Fiir die Definition siehe Kapitel 3.
Fir f € L*(S,,,do) und w € S,, schreiben wir
Ve(w) :=Ue(w)NSp, ={z€8S,: |z —w| <&}

und setzen

cow A
Iflloow = o N

Satz 4.9. Fir alle f € L*(S,,do) und w € S,, gilt

1w (Tl = [1.f oo -

BEWEIS. Wegen ®,(Ty) = &, (T

Xv.(wf) fiir alle € > 0 folgt nach Lemma I2

()| < inf max{[A] : X € ess-ran fly, )}

= max |\
AERW(f)

= [[flloow-

Nun nehmen wir an, dass ||®,(Ty)|| < ||fllocw- Da 2+ ||®.(T})|| oberhalbstetig
ist, gibt es ein € > 0 und ein ¢ > 0 mit

1@-(TH)|| < | fllocw — 9 fiir alle z € Ve (w).
Sei p € C(Sy) mit ¢ =1 auf V, 5(w), supp ¢ C Ve(w) und 0 < ¢ < 1 auf S,,.
Dann gilt
1@ (Top)ll = [|@=(T) @ (T

= p(2)[[[@=(T7)]
< [|@=(Ty) |l
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Beachte, dass ||®.(T,y)|| = 0 fiir z € S, \V.(w). Somit folgt nach Satz BB iv)
1 llocw < lleflloo = Tt lle = max [ @(Top)ll < || flloow =6,
was zu einem Widerspruch fithrt. Also muss doch || ®,(T)|| = || f]loo,w gelten. O
Satz 4.10. Sind fi,..., fn € L*®(S,,do), so gilt fir alle w € S,
o(Pu(Th,), -, Pu(Thy)) € conv Ry(f)

mit f = (fi1,...,f~n). Hierbei sei o(®y,(Ty,),...,Pu(Tty)) der Durschnitt von
Links- und Rechtsspektrum von ®,(Ty) := (®u(Ty,), ..., Pu(Tyy)) in der lokalen
Toeplitzalgebra ISP .

BEWEIS. Sei ¢ > 0 beliebig. Wir wenden Satz T4 mit R = L*°(V.(w)) und
D = I an. Die Abbildung s : L™ (V.(w)) — Z2° sei definiert durch s(g) =
P, (Ty) € I, wobei

i(z) = g(z), firz e V.(w),
o, fir z € S, \Uz(w).

Offensichtlich gilt [|>¢] = 1 und (1 0y, (W) = lzze- Sei f € L®(Ve(w))Y, dann
ergibt sich mit g := fly, ()

U(wa(Tf) =0 (q>w(T§))
=0 ((flv.)))
C conv ess-ran (f|y, () -

Beachte, dass ess-ran (fly,(w)) = 0reov. (@) (fv.(w))- Zusammen mit Lemma B3
folgt

(P, (Ty)) C ﬂ conv ess-ran (f|y. () = conv Ry, (f).
e>0

Bekanntlich gilt nach Davie und Jewell |IH|
ess-tan f C 0.(Ty) fir alle f e L™(S,,do).
Gilt auch
Ru(f) Co(Pu,(Ty)) fiir allew € Sy, und f € L>(S,,do)?
Eine schwache Aussage erhalten wir im folgenden Satz.

Satz 4.11. Sei K C S,, kompakt mit o(K) = 0 und sei f € L*™(S,,,do) eine auf
Sp\K stetige Funktion. Dann gilt fir alle w € S,

Ru(f) € o(Pu(Ty)) € conv Ry(f).

BEWEIS. Die Behauptung ist bekannt fiir alle Punkte w € S,,, in denen f
stetig ist. Die rechte Inklusion wurde bereits allgemein gezeigt.

Sei also nun w € K beliebig. Wir nehmen an, es gibt ein A € Ry, (f)\o (P, (T¥)),
d.h. (A — @, (Ty)) "t existiert in Z3°. Dann ist

Ap(w) = (A = @u(T5))" (A = 2y (Ty))



4.1. DAS LOKALE PRINZIP VON ALLAN UND DOUGLAS 81

invertierbar in Z3°. Also gibt es ein § > 0, so dass

A (@)llw = Ap@)llo < A7 (@)llw =0 < [|Af(@)]w-
Wegen der Oberhalbstetigkeit der Norm gibt es ein € > 0 mit

Af (@)l = Ap(2)ll: < [Af(w)llw — 0
fiir alle z € V.(w)\K. Da f auf S,\ K stetig ist, ist diese Abschitzung dquivalent
zu

A @)l = A = F)P]: < [Af (@)l — 6.
Da A € Ry (f), gibt es eine Folge (2p,)n in Vo(w)\K mit z, — w fiir n — oo und
f(zn) = A fir n — oo. Daraus folgt

Jim [[[Ap(@) o = [A = F(z) Pl < 147 (@)l = 0 < [[Ap W)l
und dies ist ein Widerspruch. O

Zum Schluss wollen wir Satz B3 auf die Situation des oberen Halbraums tiber-
tragen. Sei 0D2° := 0D, U {co} die Einpunktkompaktifizierung von 0D,, und sei
we(—eyn) = 0o. Dann ist die Cayleyabbildung w, : S,, — 9D,,U{oc} ein Hom6omor-
phismus. Die triviale Fortsetzung des Mafes 8 auf die Einpunktkompaktifizierung
(mit Masse 0 in 00) bezeichnen wir weiterhin mit 3.

Sei 7(L>(0Dg°)) die von {Tciwgl :p € L™(S,,do)} erzeugte abgeschlossene

Unteralgebra von £(H?(D,,)) und fiir w € S,, sei ﬁz(w) das von

{TP 1 :p(w) =0, € C(Sy)}

pow;
erzeugte abgeschlossene Ideal in 7(L*(0D2°)). Wegen (IIA) ist
S Srr—1
;= UTJU
ein isometrischer *-Isomorphismus von £(L?(S,,do)) nach £(L?(0D,dj3)) und

bildet die Toeplitzalgebra 7(L>°(S,,)) auf die Toeplitzalgebra 7(L>°(0D;°)) ab, das
Ideal F7 auf das Ideal F () ab und somit die Quotientenalgebra 7" auf T3 w)

ab. Hiermit ist ioo( ) die Quotientenalgebra T(L°°(8D°°))/f°°(
zugehorige kanonische Epimorphismus.
Mit a(fb,\(Té))) wird das Spektrum von <I>,\(T£) in ZY° bezeichnet.

und @, (,,) der

’LU

Korollar 4.12. Sei @ gegeben durch
O:r(LODY) » P IX, o= @ o

A€ODE A€EODZ
i) K C F5°, wobei K das Ideal der kompakten Operatoren auf H*(Dy,) ist.
ii) Die Sequenz

0K —7(L=0DF) 5 @ Iy
A€ODge
ist exakt bei T(L>(0DL®)).
iii) Ist ¢ € L*®(0D;°,dB), so ist T, genau dann ein Fredholmoperator in
H?(D,,), wenn ®)(T,) invertierbar in I3° fir alle X € 9D ist.
iv) Ist ¢ stetig in X, so gilt: ®x(T,) = p(X)ex, wobei ey das Finselement von
Iy st
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v) Seien 1, Yo € C(OD;C). Dann gilt fir alle ¢ € L*°(0D:°,dfS) und alle
A€ 0D;°, dass
T(PA(Tys+92-)) = L1(A) + P2(A) - o (A(T))-
vi) Die Abbildung
0D =Ry, A [[o(@A(T))l
ist oberhalbstetig fiir alle p € L>®(0D,df) und es gilt

|’[Tw]H£(H2(Dn))/;€ = /\g})fg%o lo(@A(T)) -

Ferner gilt: Ist ®5(T,) invertierbar in I3, so ist ®,(T,) invertierbar in
I3 fir alle Ao aus einer Umgebung von A.

BEWEIS. i), ii), iii), iv) und v) folgen direkt aus Satz B8 und vi) aus iv). O

Aus dem obigen Korollar ergibt sich unmittelbar, dass

o(T)) = |J ea@\(T)).
A€DD

Satz 4.13. Sei U ein Automorphismus von D,,. Besitzt U eine stetige Fortsetzung
auf OD;°, die OD;° homdoomorph auf sich abbildet und ist die durch f — foU
definierte Abbildung ein positives Vielfaches einer unitiren Abbildung

V. H*(Dy) — H*(Dy),
so folgt fir alle A € 0D und ¢ € L (0Dg°, dp)
a(®A(T,)) = o () (Typor—1))-
BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine Konstante ¢ > 0 mit
foU=¢cVf firalle f e H*(D,).
Durch A : A+~ V*AV ist ein isometrischer *-Isomorphismus von £(H?(D,,)) auf
sich gegeben mit A(T,,) = T,y fiir alle € L>°(9D;°, df) und A(T(L>(0D;?)))
= 7(L>*(0Dy?)) sowie A(F3°) = F7,, fir alle A € dD;°. Damit folgt die Behaup-

)
tung. U

Das folgende Beispiel illustriert Satz I3 fiir bestimmte Automorphismen von
D,.

Beispiel 4.14. a) Sei U eine Translation durch die Heisenberggruppe oder eine
Rotation bzgl. der (n — 1)-ersten Variablen von D,,. Mit U(oco) = oo ist U ein
Homdomorphismus von 9Dg° auf sich. Die durch V f = foU definierte Abbildung
V : H*(D,) — H*(D,,) ist unitér (in diesem Fall ist ¢ = 1) und es gilt fiir alle
w € L*(0D;°,dp) und A € 9Dg°

a(®A(T,)) = o (@) (Typor—1))-

b) Sei U die Dilatation 75 fiir § > 0. Mit 75(c0) = oo ist 75 ein Homoo-
morphismus von 9D auf sich. Wir definieren Vs : H%(D,) — H?(D,) durch
f = 0"(forts), so dass V5 nach Bemerkung I unitér mit ||Vsf|l2 = || f]|2 fiir alle
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f € H?(D,,) ist (in diesem Fall ist ¢ = 6"). Nach Satz EI3 ergibt sich fiir alle
p € L®(0Dr,dfS) und A € 0DZ°

o (Pa(Ty)) = o (u ) (Tpo-1))-
¢) Wir notieren, dass die Elemente der in Kapitel B aufgelisteten maximal

kommutativen Untergruppen von Aut(D,,) Hintereinanderausfiihrungen von Au-
tomorphismen aus a) und b) sind.

Bemerkung 4.15. Das Analogon zu Satz BT gilt ebenfalls auf 0D;°.

4.2. Stiickweise stetige Symbole von McDonald

Sei E eine (2n — 1)-dimensional reelle Hyperebene in C", die einer nichtlee-
ren Schnitt mit B, hat. Die Menge B,\E besteht aus zwei Komponenten, die
wir mit By und B_ bezeichnen. Die Toeplitzoperatoren auf dem Bergmanraum
A%(B,,), deren Symbole aus gewissen Klassen stiickweiser stetiger Symbolen ge-
horen, also Symbole die auf By und B_ gleichméfig stetig sind, wurden erstmals
von McDonald in [B3] und danach von Yan in [BH| studiert. Dabei wurde in der
ersten Arbeit das wesentliche Spektrum solcher Toeplitzoperatoren berechnet und
in der zweiten Arbeit die Automorphismengruppe auf der entsprechenden Toep-
litzalgebra diskutiert. Im Hardyraum-Fall stammen die ersten Ergebnisse iiber
Toeplitzoperatoren mit stiickweise stetigen Symbolen auf T von Widom [B3], De-
vinatz [I8| und danach von Gohberg und Krupnik [22]. In diesem Abschnitt wird
das wesentliche Spektrum fiir Toeplitzoperatoren mit solchen speziellen stiickwei-
se stetigen Symbolen auf H?(B,) untersucht und insbesondere gezeigt, dass das
wesentliche Spektrum zusammenhéngend ist.

Auflerdem wird nach der Bestimmung des Raumes der maximalen Ideale der
Toeplitzalgebra modulo der kompakten Operatoren eine Indexformel fiir solche
Toeplitzoperatoren mit matrixwertigen Symbolen angegeben. Schliefslich wird ge-
zeigt, dass sich die Indexformel fiir Toeplitzoperatortupel mit Hilfe der Indextheo-
rie fiir wesentlich vertauschende Tupel, die einen wesentlich stetigen Funktional-
kalkiil besitzen, beweisen lasst.

Wir betrachten die Hyperebene

E={(z,...,2,) € C": Imz, = 0}.

Dies entspricht im Fall n = 1 der Situation flir PC auf T. Sei daran erinnert,
dass PC' die abgeschlossene Unteralgebra von L°°(T) aller stiickweise stetigen
Symbolen ¢ auf T ist. Die stetige Kurve ¢# wird erhalten, indem alle einseitigen
Grenzwerte von ¢ im Unstetigkeitspunkt durch Strecken verbunden werden. Siehe
z.B. |20, S. 20-23]. Mehr iiber die Algebra PC' findet man im Buch von Béttcher
und Silbermann [IT|.

Weiterhin sei

Sy ={(z1,---,2n) €Sy : Imzy, >0}, S_={(z1,...,2n) €Sy : Imz, <0}

Wir schreiben OF fiir S, N E. Es gilt S,\0F =S; US_ .
Wir definieren

HC(S,) = {p € L™ (Sy,do) : ¢|s, und p|s_ sind gleichmébig stetig}.
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Dann ist HC(S,,) eine abgeschlossene Unteralgebra von L™ (S,,do) und wie in
[B3] kénnen wir schreiben

HC(Sn) ={(f.9) : f € C(S4),9 € C(S_)}.

Falls ¢ in z € S,, stetig ist, schreiben wir ¢(2) fiir f(z) oder g(z).
Sei 7(HC(S,)) die abgeschlossene Unteralgebra von £(H?(B,,)), die von

{T, :p e HC(S,)}

erzeugt wird.

Fir w € S, sei F, das abgeschlossene Ideal in 7(HC(S,)), das von {7,
v € C(Sy), p(w) = 0} erzeugt wird. Die Quotientenalgebra 7(HC(S,))/F,, werde
mit Z, bezeichnet, der zugehérige kanonische Epimorphismus mit &, und & sei

gegeben durch
- P L., o= ..

wESy wWESH

Satz 4.16. i) K C F,.
ii) Die Sequenz

0— KL r(HCES @I
weSy,

ist exakt bei T(HC(Sy)).

iii) Ist o € HC(Sy), so ist T, genau dann ein Fredholmoperator in H*(B,,),
wenn @, (T,) invertierbar in I, fir alle w € Sy, ist.

iv) Sei ¢ € HC(S,). Fir w € S,\0F gilt ,(T,) = p(w)ey,, wobei e, das
FEinselement von I, ist.

BEWEIS. i) Die Algebra 7(C(S,)) ist nach Lemma B33 irreduzibel. Wegen
T(C(Sy)) € T(HC(Sy)) ist 7(HC(S,)) ebenfalls irreduzibel. Jedes F, ist ein
abgeschlossenes Ideal in 7(HC(Sy)). Der Selbst-Kommutator T¢T} — T7Ty mit
f(z) = w1 — 21 ist ein kompakter nicht verschwindender Operator in F,, (siche
Lemma [@ ii)) und daher enthélt F, nach [[™, Theorem 5.39] schon alle kom-
pakten Operatoren.

ii) und iii). Die Algebra 7(C(S,))/K ist im Zentrum von 7(L*(S,))/K ent-
halten (siche Abschnitt ET0l) und somit auch im Zentrum von 7(HC(S,,))/K. Der
Raum der maximalen ideale von 7(C(S,,))/K ist S,,. Daher folgen ii) und iii) aus
Satz B2

Zu iv) geniigt es p(w) = 0 anzunehmen. Dann existiert zu jedem ¢ > 0 eine
Umgebung U von S, mit w € U, so dass [[oxv|e < €. Sei ¥ € C(S,), so dass
¥ =1 auf S,\U und ¢ = 0 auf V, wobei V' C U eine Umgebung von w ist. Dann
gilt

To = Toyy + TSDXS \u(1=9) + T@Xsn\mlﬂ'

Da XS”\U(l — 1) =0, folgt @w(Tgpxgn\U(l_w} = 0 und damit

(I)w(Tcp) = (I)w(TL.DXU) + @, ( @XSn\UTlJ)
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Da 1) stetig ist, existiert nach Lemma B iv) ein kompakter Operator K mit

Toxs, vt = LTpxs, v Ty + K, und da Ty € Fy,, ist ®,(Ty) =0, so dass
(I)"J(T‘PXSn\UT/’) = ‘I’w(TsoxSn\U)q)w(Tw) =0.

Somit folgt

1P (To) | = 1 Pw(Tooxi )| < 1 Toxirlle = loxulloo < e
O
Es ist anzumerken, dass ¢ € HC(S,) eine weitere Darstellung besitzt. Zu-
néchst beachten wir, dass p|s, stetige Fortsetzungen ¢|i auf ganz S, besitzen.
Es folgt
© = P4Xs; T P-Xs_
(4.1) = fi+ faxs,

mit auf S,, stetigen Funktionen f; = ¢_ und fo = ¢4 —p_.

Satz 4.17. Fiir ¢, € HC(S,) ist T,Ty — TyT, kompakt. Somit ist die Algebra
T(HC(Sy))/K kommutativ.

BEWEIS. Seien ¢, € HC(S,) mit ¢ = f1+ foxs, und ¢ = g1+ g2xs, , wobei
firgi € C(Sy), i = 1,2. Wir zeigen, dass T,,T,, — Ty T, kompakt ist. Es gilt

TflJrszsJr T91+92Xs+ - T91+92Xs+ Tf1+f2XS+ =[Tp, Tyl + [TfQXS+ Ty, ]
+ [Tf17T92XS+] + [Tf2><s+ ) T92XS+]'

Die Kompaktheit der drei ersten Kommutatoren folgen aus Lemma [@. Es bleibt

nur noch die Kompaktheit von {Tf2xs+ T,

92Xs+] nachzuweisen. Es gilt

Tf2><§4r T,

g2xs;, ngXs+ Tf2><s+ = TXS+ Ty, Ty, TXSJr - TXS+ Ty, Ty, TXS+ + K

= TX§+ (Tr, Ty, — Tg,T,) sz+ + K,
wobei K ein kompakter Operator ist. Wiederum liefert Lemma [ die Behaup-
tung. O

Mit o(®,(T,)) bezeichnen wir das Spektrum von ®,,(7T,) in Z,. Nach Satz
E1d erhalten wir fir o € HC(S,,)

oe(Ty) = U o (@, (T,))

wES),

(4.2) = {p(w) 1w eSNIEIU | | o(Ru(T,))

weIE

Zur Berechnung von o.(T},) geniigt es also, die lokalen Spektren o(®, (7)) fiir
alle w € OF zu berechnen.

Als Vorarbeit soll die Algebra PC(D) aller in D stiickweise stetigen Funktionen
eingefiihrt werden. Sei g, die positiv orientierte Tangente an T im Punkt 7 € T.
Der Strahl aus 7, der mit g, den Winkel 9 € (0,27) einschlieft, nennen wir h..
Alle zwischen g, und h, liegenden Punkte von D bilden die Menge U, die iibrigen
Punkte von D die Menge U
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Die Funktion a € L*°(D) gehért nach Definition zu PCy(,y, wenn zwei kom-
plexe Zahlen a(7 + 0) und a(7 — 0) mit

lim esssup |a(w)—a(r£0)]=0

=0 wely lw—r|<e

existieren. Eine stetige Funktion ¥ : T — (0,7) definiert eine Menge PCy(D)
von L*°(D)-Funktionen, die fiir jeden Punkt 7 € T zu PCy(,) gehoren. Offenbar
ist PCy(D) eine abgeschlossene Unteralgebra von L (D). Die Funktion ¥ wird
ab jetzt als fest vorgegeben und die Funktionen aus PC(D) := PCy(D) werden
stiickweise stetig genannt.

Ferner definieren wir fiir jede stiickweise stetige Funktion a ihre Restriktion
a|lt auf T durch die Gleichung

(alr)(7) = la(r = 0) —; a(r + 0)], reT.

Es lasst sich zeigen, dass mit Ausnahme abzéhlbar vieler Punkte 7 € T die Gleich-
heit a(t — 0) = a(7 + 0) erfiillt ist und dass a|r zur Algebra PC auf T gehort.
Siehe [B4l, Kapitel 4.5].

Nun definieren wir

L¥(Sn) :=={p € L™(Sp,do) : (21, ..,2n) = hy(2y) fiir ein hy, € L>(D)}

und bezeichnen mit C1(S,) und HC,(S;,) die Menge derjenigen Funktionen ¢ in
C(Sp) bzw. HC(S,), fiir die ¢(z1,...,2n) = hy(z,) gilt mit hy, € C(D) bzw.

h, € PC(D).
Fiir jedes (n — 1)-Tupel &' € Z'I™! definieren wir H?(k’) als den Unterraum

von H?(B,), der von
{ey :v=(kK,m),m=0,1,2,...}

erzeugt wird, wobel {ey}yezi die Orthonormalbasis von H?(B,,) ist. Es gilt

HB,) = @ H(K).

n—1
k€T

Lemma 4.18. Ist p € L°(S,), so gilt:

i) Fir alle k' € Z'7" ist H*(K') ein reduzierender Unterraum fiir T,,.
ii) Falls es ein e € (0,1) gibt, so dass ¢ =0 fiire < |z,| < 1, s0 ist Tip| g2 1y
fiir alle k' € Z’}r_l ein kompakter Operator .
iii) Fir alle p € C1(Sy) und k' € Z17" st Tolg2 @y unitdr dquivalent zu
einer kompakten Storung von Ty| g2 (o) -
iv) T¢|H2(0) ist unitar dquivalent zu Thw wobei Th¢ der zugehdrige Toeplitz-
operator auf dem gewichteten Bergmanraum A%_Q(D) ist.
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BEWEIS. i) Fiir zwei Multiindizes v = (k',m) und v = (I, ¢) erhalten wir aus
dem Ausdruck (22)

(Tper, e0) =cyes / p(E)E™ 8 emELdo(¢)

27
/ / i(k1—11)61 doy . / ei(kn71*ln71)9n71d9n_1
Bn 1

/0 ho (e /1 = [¢/2)e! =00 dp,, o '\ /1 — [/ |2 HdeQk

27
0 1 C (272 / / VI [P0 gg,
n 1
/ “+q
1= H ordox
k=1
wobei Cy, := ¢,¢p~———— mit ¢, = (2m)" ap und a,, durch (E3) gegeben ist.

Daraus folgt

(Tyen,e0) = S / H(©)en()en(E)do(€).

n

Ist also F' € H?*(K'), so gilt T,F € H?*(k'). Unter Verwendung von T} = Tj;
erhalten wir ebenfalls T3 F € H?(k').
ii) Fiir zwei Multiindizes v = (k',m), v = (K, q) folgt aus (E32)

1 2 )
(Toene | < [ [ o [l I ToR ) o
Tn—1 n_1 T 0
2y dtk
022 L g gt /T [P H okdor H

Da ¢ € L°(S,,) mit ¢(e?\/1 —[0/|2,¥'0') = hy(tno,) und hy, = 0 fiir € < g, < 1,
ergibt sich

2%y 2k
| <T €y, Cy | <C // thn)|Q2k2 B ] 19?—’_(1 V 1- ‘Ql|2 '
n 1

dt,
degkf
it
1- QQ 1— Zn 2@
<c, / / / / Y (twon) o (1 — ) dg
ey 1+1 dt,,
ookl g2 o, szT
1—g3
<c, / / / / g () [T (1 [¢2) M dy
2k, 1
ookl 2R g, d@zf

ity
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Der Term (1 — |¢'|?)** wird durch 1 abgeschiitzt und damit folgt

1 pl—g3 €
| (Tpew, en) | §27TCn8m+q+1|cp||oo/ / / don,
0 0 0

2ko+1 2kp_—1+1
0y 2 0, dop—1 -+ do2,

d.h.
[{Tpev, ev) | < CClplloce™F2,

wobei C von n und k abhingt. Dies fithrt zu
Z Z (Te,,en)|* < oo
mq

Folglich ist T}, |2 (xy ein Hilbert-Schmidt-Operator und somit kompakt.
iii) Sei Sy 1= Ty|p2(p) und identifiziere m € Z, mit (0,...,0,m). Weiterhin
sei der durch V(e,,) = e, mit v = (k’, m) definierte unitidre Operator

V : H?(0) — H*(K).
Es ist zu zeigen, dass der Operator
VT,V - S,

fiir jedes ¢ € C1(S,) kompakt ist. Beachte, dass [V LT,V —S,]* = V7T,V — S
Zunichst zeigen wir, dass der Operator VT, V — S, kompakt ist. Es gilt

VT, Ven(2) =V znen(2) = Ve, 2 27 = ¢ e Yo (2),

: m+ 1)
bei o= (F,m + 1) und epest = | — g
wobei v = (K',m + 1) und ¢,c, (n+m+\k’])’un
S, em(2) = ezt = 1 em+1(2)
zn&m m n+m m+1 .

Somit folgt
[V_ITZnV = 8., ] em(z) = A(m)emi1(2)

(m+1) /m+1
(n+m+|K) n+m

Folglich ist der obige Operator diagonal mit A(m) — 0 fiir m — oo, was zur
Kompaktheit von V1T, V — S, und somit auch von V1T, V — S; fiihrt.
Des Weiteren zeigen wir, dass der Operator

VT, sV — S, 5,
kompakt ist. Setze TO ; = V1T, > V. Dann gilt
TZE)nZn - Sznzn T,gnzn - TZOn Tgn + TZOn T,gn - Tz?n Sgn

+ T2 S5, — S.,8z, + 2,5z, — Sz
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Unter Verwendung der ersten Teils und eines entsprechenden Satzes im Hardy-
raum erhalten wir

TU

ann - SZ :Tz(?nzn - TZOnTgn + TZOn [Tfon - Szn]

+ 12 - S..] Sz, + 5..55, — S-

nZn
nZn*

Damit ist der Operator 7. Sn s, — S2,z, kompakt.
Durch vollstdndige Induktion folgt nun die Kompaktheit von Tgk — Sy, fir
alle Polynome pj, der Gestalt py(z) = 2,2%, wobei I + 8§ = k und k € N. Da die

n=n’
Polynome in z, und z, dicht in C1(S,) liegen, ist die Behauptung bewiesen.

iv) Die kanonische orthonormale Basis fiir A2 _,(D) [BR, S. 78| ist gegeben
durch

_ (m+n-—1)!
em(Z) = mzm, m 2 0.

Wir identifizieren m mit (0,...,0,m). Es gilt
Toemsen) = [ oOlen(©Pdo(€)
Sn
= (n=1) [ how)len(©F (1L~ [y 2dAw)
D

— [ hotw)en(©)Pdd,a(w

= (Thsmsm )
wobei dA,(z), a > —1, das durch

dAq(2) = (a4 1)(1 — |2|*)*dA(z)

definierte Borelmaf auf D, und dA(z) das normalizierte Flachenmafs auf D ist. Bei
() wurde die Identitat (1) in [, 1.4.4| ausgenutzt. O

Lemma 4.19. Ist p € HC\(S,,) und

lim sup |h@(gnewn)| =0,
on—1 0 €[0,27]

50 ist Tp| 2y fiir alle k' € 7t kompakt.

BEWEIS. Fiir r € N sei x, die charakteristische Funktion der Menge

r

1
S, = {z:(zl,...,zn)ESn:|zn <1—}.
Dann folgt fiir alle ' € Z"! und fiir r — oo

||T<p|H2(k/) - Tsoxr|H2(k')” = ||T[<p—<er]|H2(k’)||
= HTBP—@M]”
= [l = oxrll
= sup |hy(zn)| = 0.
1-L<]z,|<1
Nach Lemma BTH ii) ist Tiy, |g2(rr) kompakt, und weil Ty, |2 in der Opera-
tornorm gegen T, | m2(x) konvergiert, ist auch T,| 2 (k) kompakt. O
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Der zu beweisende Hauptsatz lautet wie folgt.

Satz 4.20. Sei o = (f,g) € HC(S,,). Dann besteht das wesentliche Spektrum von
T, aus {p(w) : w € S,\OE} zusammen mit den abgeschlossenen Verbindungsstre-
cken zwischen f(w) und g(w) fir jedes w € OF.

Dieselbe Methode wie in [B3, Seite 290-294] wird zum Beweis von Satz
herangezogen werden. Sei w € OF. Sei ¢ = (f,g) € HC(S,) und definiere

) flw), fiir z €84,
W) = {g(w), fir z € S_.

Dann ist 1 konstant auf S und auf S_ und nach Satz B8 iv) gilt ®.,(T,) =
P, (Ty). Somit reicht es aus zu zeigen, dass das Spektrum von ®,(Ty) aus der
Verbindungsstrecke zwischen f(w) und g(w) besteht. Dies formulieren wir im fol-
genden Lemma.

Lemma 4.21. Seien o, 8 € C und

_Ja, firzeSy,
viz) = {5, fiir z€S_.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
a) Fiir jedes w € OF ist ®,(Ty) invertierbar.
b) Die Verbindungsstrecke zwischen o und 8 verlduft nicht durch den Ur-
sprung .

BEWEIS. Die Richtung b) = a) wird sofort bewiesen. Wir nehmen an, dass die
Verbindungsstrecke zwischen o und /8 nicht den Ursprung enthalt. Da aTy, = Tgy,
fiir eine Konstante a, kénnen wir voraussetzen, dass sich « und 8 in der oberen
rechten Halbebene befinden. Also es existiert ein € > 0, so dass |ea — 1| < 1 und
le8 — 1] < 1 und daher [[er) — 1|0 < 1. Wegen

ITey = 1 = [ Tep-1]l = ller = 1o <1
ist der Operator T, invertierbar und damit ist ®,,(T) invertierbar. O

Zum Beweis der Richtung a) = b) in Lemma EZ20 werden zwei Lemmata
benotigt. Wir betrachten fiir p € [—1, 1] die Menge

Ap:{w: (Wi, wn) € OF : wy = p},
so dass UpE[—Ll] A, = 0F. Fur p = %1 gilt offensichtlich A, = {(0,...,0,p)}.

Lemma 4.22. Sei w,u € Ay, und sei U eine unitdre Transformation von C",
welche die z,-Koordinate festhdlt und w auf u abbildet. Dann gibt es einen isome-
trischen x-Isomorphismus W : ®,(7(HC(Sy))) = @u(1(HC(Sy))), so dass fir
p e HCO(Sy) gilt

w ((I)w(TsO)) = (I)u(TgooU—l)‘

BEWEIS. Definiere die Abbildung D : HC(S,)) — HC(S,,) durch Dy = poU.
Dann ist D ein Automorphismus von HC(S,) und bildet F, auf F, ab. Als
linearer Operator auf H?(B,) ist D unitir. Wir zeigen nun, dass

T,o-1 = D7'T,D.
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Sei f € H*(B,,), dann gilt

. (L= ()" 1= (U2, )
Mit ¢ = ¢ o U~! folgt wegen der Rotationsinvarianz von o

p1.0s() - [ ST dnc)

L[ S
o (L= (zw)"
=T5f(2).
Daher ist V : L(H?*(B,)) — L(H?*(B,)), T, — T}, ein isometrischer *-Automor-
phismus mit V(r(HC(S,))) C 7(HC(S,)) und V(F,) = F, und induziert einen
unitalen isometrischen *-Isomorphismus V' : Z,, — Z,,. O

Lemma 4.23. Seien o, € C und 1 wie in Lemma 21 und sei p € [—1,1]
vorgegeben. Dann existiert eine Funktion ¢ € HC(S,) mit den folgenden Eigen-
schaften:

i) Ty ist kein Fredholmoperator.
ii) ®,(Ty) ist invertierbar in L, p € S, \Ap.
i) ¢(w) =Y (w) fir w e Ap.

Anstatt dieses Lemma zu zeigen, beweisen wir ein dquivalentes Lemma. Wir
notieren, dass die Richtung “b) = a)* von Lemma B2T benéotigt wird.

Lemma 4.24. Seien «, 5 € C beliebig und p € [—1, 1] vorgegeben. Dann existiert
eine Funktion ¢ = (¢p1,¢02) € HC(Sy,), so dass gilt:

i) Ty ist kein Fredholmoperator.
ii) ¢ verschwindet nicht auf S,\OE.
iii) Die Verbindungsstrecke zwischen ¢1(u) und ¢2(p) lduft nicht durch den
Ursprung fiir p € OE\A,,.
iv) ¢1(w) = a und ¢a(w) = B fir w € Ap.

BEwEIS. Wir konstruieren eine Funktion ¢, die diese Voraussetzungen erfiillt.

a) Wir behandeln zunéchst den Fall —1 < p < 1 und nehmen an, dass « und
rein imagindr sind mit Imf8 < 0 < Ima. Wir betrachten den speziellen Fall p = 0
und definieren eine Funktion f : T — C durch

p
1+ ~(a—1)8, 0<f<’
T 9 - 2
: 1+2a——(a+1)8, —-<60<m,
(4.3) fe?) = i 2
: 2 -7
14+ 2(1— B0, 5 <0<,
T
2 _
1+28+ =(1+ B, —wgegf.
™

Fir p # 0 lauft das Verfahren genauso mit einer nahe liegenden Ab&nderung in
der Definition von f. Wir definieren ¢ = (¢1, ¢2) € HC(S,,) durch

¢1(21,. .., 2n) = f(cos ™ (Rezy,)) fiir Imz, >0,
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G2(21,. .., 2n) = f(—cos H(Rez,)) fiir Imz, <0.

Das Bild von ¢ und f ist das Viereck, das durch die Eckpunkte 1, o, —1 und g3
bestimmt ist. Wir beachten, dass ¢ € HC1(S,) und ¢;1(w) = f(cos™0) = a und
p2(w) = f(—cos™10) = B fiir w € Ag. Offenbar erfiillt ¢ die Eigenschaften ii), iii)
und iv) von Lemma 2.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass Ty kein Fredholmoperator ist. Nach Lemma
ET3 i) lasst sich Ty darstellen als

Ts= P Tolmzgw)
ken
Wir definieren eine Funktion ¢ : S,, — C durch

9(z1,- 5 Zn-1, Qnewn) = hg(@newn) = an(eien)y
wobei f € C(T) durch (E3) erklirt ist. Dann gilt ¢ € C1(S;,). Schreibt man
¢ =g+ (¢ — g) so ergibt sich aus Lemma BT
(44> T¢ = @ (Tg’HQ(k’) + Kk’) ,
k/

wobei K}/ ein kompakter Operator auf H?(k’) ist. Lemma EI8 iii) zusammen mit
iv) zufolge ist Ty| g2y unitir dquivalent zu einer kompakten Stérung von T hy €
L(A2_,(D)). Nach |3, Lemma 3] ist Thg unitir dquivalent zu einer kompakten
Stérung von Ty € L(H?(T)). Nun war f so definiert, dass Ty vom Index ind(Ty) =
—1 ist [9, S. 185]. Daraus folgt, dass ind (Ty|g2() + Ki) = —1, also ist

dim ker (Ty| g2y + Ki) " > 0.

Mit (E3) folgt dim kerT); = oco. Daher kann Tj kein Fredholmoperator sein.
b) Wir betrachten nun den Fall p = —1. Der Fall p = 1 ist analog. Wir
definieren eine Funktion f : T — C durch

; 1+1i(a-1)9, 0<6<m,
fEe) =9, 1
1+1i1-p89, —r<6<0,
wobei o und 3 wie in a) betrachtet, und definieren ¢ = (¢1, ¢2) € HC(S,,) durch
¢1(21, ..., 2n) = f(cos™H(Rezy,)) fiir Imz, >0,

$2(21,. .., 2n) = f(—cos H(Rez,)) fiir Imz, <0.

Offenbar erfiillt ¢ die Eigenschaften ii), iii) und iv) von Lemma E—Z4.
Nach der vorhergehenden Uberlegung wissen wir, dass

M = U [p1(N), P2(N)] C Ue(T¢)

)\E@E\A(L,U

gilt, wobei A¢; _1y := A; UA_3. Da das Intervall [a, 5] nach Definition von f in
M liegt und 0 enthélt, folgt 0 € o.(T}). Daher ist T}, kein Fredholmoperator. [

Nun konnen wir den Beweis von Lemma E—Z1 abschlielen.
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BEWEIS VON LEMMA EZZ1. a) = b) Wir nehmen an, dass die Verbindungs-
strecke zwischen o und 8 durch den Ursprung léduft und zeigen, dass ®,(7T}) fiir
jedes w € OF = |J_y<,<; Ap nicht invertierbar in 7, ist. Fiir ein p € [—1, 1] exis-
tiert nach Lemma I3 eine Funktion ¢ € HC(S,), die die Eigenschaften dieses
Lemmas erfiillt. Nach Satz B8 iii) gibt es ein wy € Ay, so dass P, (1) nicht
invertierbar ist. Zusammen mit Satz B8 iv) gilt aber @, (Ty) = Puy(T3). Der
Isomorphismus W in Lemma B2 bildet ., (Ty) auf ®,(Ty) ab, u € A,. Insbe-
sondere gilt, falls ®,(T) fiir irgendein w € A, nicht invertierbar ist, ist er fiir alle
w € Ay nicht invertierbar. Da 0F = U,A,,, folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 4.25. Satz kann fiir Symbole ¢ € HC4(S,,) auf den eindimen-
sionalen Fall zuriickgefiihrt werden. Sei ¢(2) = hy(2n), 2 € Sy, mit hy € PC(D).
Nach einer Anwendung von [BB, Theorem 2| und dem Beweis zu B4, Satz 4.6.3 (b)]
erhalten wir

ae(Th¢) =ran hf,
wobei die Funktion h7 : T x [0, 1] = C durch die Formel
h (1,2) = (1= 2)hg(T — 0) + shg(7 +0), (r,2) € T x [0,1]
gegeben ist. Aus Lemma B3 iv) ergibt sich
0e(Tyl (o)) = 0e(Th,) = ran b
Zusammen mit Lemma BT3 i) folgt
(4.5) ran h C oe(T}).
Andererseits ist ¢ € HC(Sy,) in der Form (E), so folgt fiir alle w € OF
o (T4 foxs, ) = frlw) + fa(w) - Pu(Tys, )-

Da nach (B3) die Abschitzung o (@w(TXS+)> C o(Tys, ) € [0,1] gilt, folgt

7 (@u(Thitaxs, ) € LAW) i) + folw))
Aus (B32) folgern wir
oe(T,) C ran o7,
wobei die Funktion ¢# : (S,\0F) U (OE x [0,1]) — C durch
(4.6) o (2) = p(2), z€S,\IF,
o (z,2) = f1(2) + 2fa(2), (2,2) € DE x [0,1]

definiert ist.
Folglich ergibt sich speziell fiir ¢ = ¢ € HC1(S,)

0e(Ty) C ran ¢7 = ran h,
und diese zusammen mit (E3) fithrt zur Aussage

0e(Ty) = ran hj
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Als Néchstes wollen wir den Raum der maximalen Ideale von 7(HC(S,))/K
bestimmen und danach die Indexformel fiir Toeplitzoperatoren mit matrixwerti-
gen Symbolen angeben.

Sei X := (S,\0F) U (OF x [0,1]). Fiir p € HC(S,,) mit

o(2) = {f(z), Imz, > 0,

(4.7)
g9(z), Imz, <0,

wobei f € C(Sy) und g € C(S_), definieren wir ¢# auf X durch
¢ (2) = ¢(2), = €S,\IE,
o (z,2) = xf(2) + (1 —x)g9(2), (z,2)€dE x[0,1].
Nach Satz ist ¢(T},) = ran ¢,

Wir fassen X vermoge der Punktevaluation z — §, als Teilmenge des alge-
braischen Dualraums E von HC# := {o# : p € HC(S,)} auf und versehen X mit
der durch o(E, HC#) auf X gegebenen Relativtopologie. Eine Umgebungsbasis
fiir diese Topologie ist gegeben durch die Mengen

Ucfz) CSy fir z €Sy,
[Uc(z) NOE] x Us(xz) COE x [0,1] fiir (z,2) € OF x (0,1),
[Uc(z) NS4]U{[Uc(2) NOE] x (6,1]} fir =z € OF,
[Uc(z) NS_]U{[Uc(2) NOE] x [0,0)} fir z € JF,
wobei Ug(z) die e-Umgebung von z ist und €,d > 0.

Bemerkung 4.26. Wir beachten die punktweise Konvergenz einer Folge in X.

e Falls z, € S; und z, — z € S4, dann gilt z, — 2z € X.

e Falls z, € OF und z, — z, z, — x € (0,1), dann gilt (z,,2,) = (2,2) €
OF x [0,1] in X.

e Falls z,, € OF und z, — 2, x, — 17, dann gilt (z,,z,) — (2,1) in X,
aber falls z, € Sy und z, — z € OF, dann gilt z, — (z,1) in X.

e Falls 2, € OF und 2, — 2z, z,, — 0%, dann gilt (z,,7,) — (2,0) in X,
aber falls z, € S_ und z, — z € OF, dann gilt z, — (z,0) in X.

Nach Satz ist der Raum der maximalen Ideale von @, (7(HC(S,))) fiir
w € OF homéomorph zu {w} x [0,1]. Da &, fir w € S,,\OF Punktevaluationen
sind, ist der Raum der maximalen Ideale von ®(7(HC(S,))) homéomorph zu
(S,\OFE) U (OF x [0,1]). Wegen der Kommutativitiat der Algebra 7(HC(S,))/K
(Satz E14) ist der Raum der maximalen Ideale von 7(HC(S,))/K homdomorph
zu X. Die Gelfandabbildung I': 7(HC(S,,))/K — C(X) ist gegeben durch

(T, + K) = ¢* fiir p € HC(S,) und K € K.
Nach Satz I8 erhalten wir die exakte Sequenz
0— K — 7(HC(S,)) & C(X) — 0.
Die Erweiterung der obigen exakten Sequenz zum Matrixfall durch Bildung des
Tensorproduktes fiihrt zur exakten Sequenz

(4.8) 0= K& My(C) E5 1(HO(S,)) @ My (C) 128

9L 0(X) ® My (C) — 0.
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Sei HZ(B,,) = H?(B,,) ® CV. Fiir ¢ € C(S,) ® My(C) sei T, € L(HZ(B))

definiert durch
T,f = Cn(pf) fiir alle f € H(B,),
wobei Oy : L3/(Sy, do) — H%(B,,) die orthogonale Projektion ist.

Fiir ¢ € C(B,) @ My(C) sei Ty, definiert auf A% (B,,) wie in [62.

Sei nun U : H%(B,) — A%(B,,) die unitiire Transformation mit U(e,) = €q,
wobei {eq }o die kanonische Orthonormalbasis (I2) fiir H?(B,,) ist und {&,}, die
durch
B ~ [P(n+lal+1) ,
l) =\ "almr) *

gegebene kanonische Orthonormalbasis fiir A?(B,,) ist. Wir setzen U,, = U ® C".

n
a €Y

Lemma 4.27. 3, Lemma 3| Sei ¢ € C(B,) ® M,(C). Dann gilt U;T,U, =
T, + K, wobei p = 1|s, und K ein kompakter Operator auf A2(B,,) ist.

Definition 4.28 (Venugopalkrishna). Sei F' : S,, - GL(N,C) eine stetige Ab-
bildung und N = n. Die erste Spalte von F definiert eine Abbildung Fy : S, —
CM\ {0}, so dass g = UI%\ 2 Sp = Sy, Wir definieren den Abbildungsgrad von F
durch

(_1)7171
F=-—0 .
deg (n— 1)!deg g
Sei nun G : S, = GL(N,C) eine stetige Abbildung mit N > n. Nach |8, S. 239]
existiert eine stetige Abbildung

H:S, x[0,1] - GL(N,C),
so dass H(z,0) = G(z) und
G'(z) 0
H(z,1) =
cn= (95 0.
wobei In_,, die (N —n) x (N — n)-Einheitsmatriz ist. Dann definieren wir
deg G = deg G'.

Die folgende Indexformel fiir Toeplitzoperatoren mit stetigen matrixwertigen
Symbolen auf B,, wurde von Venugopalkrishna in [62, Theorem 1.5] aufgestellt.

Satz 4.29. [B2| Seien N > n und ¢ € C(B,) ® My(C). Falls det v|s, nullstel-
lenfrei ist, dann ist Ty : A% (B) — A% (By) ein Fredholmoperator und der Index
von Tw st gegeben durch

ind Ty, = (—1)"deg s, -

Dieser Satz liefert zusammen mit Lemma E=27 sofort eine analoge Aussage auf
HZ%(B,).

Korollar 4.30. Sei N > n und sei o € C(S,)@Mn(C). Falls det ¢ nullstellenfrei
ist, dann ist T, : H,(B,,) — H3%(By,) ein Fredholmoperator und der Index von T,
ist gegeben durch

ind T, = (—1)"deg ¢.
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Nun sei ¢ € HC(S,,) wie in (E72). Fir ¢ € [0, 1] definieren wir ¢; auf S,, durch

. f (z/, Qnei[g_ﬁ(g_e”)b : il <0, <m— lt,
i, onein) = 4 o

g (Z/7 Qnei[7%+j(%+0n)]) ) -7+ Trzt S en S _Za

/ ien):{(er”"‘l_é)f(zlaQn)+(
(2 4 4) S + (1 -

. 20, 6-—1t t—4 20,
th(Z,, Qnezen) = < + > f(zlv 7Qn) + <2 + )g(zla 7@71)’

T 2 K
7T(4_t)<9 <m
4 — YN b
; 20 t—4 6—t 26
/ O _ [ _ 21 r_ “¥n r
R e E( gn>+( . +ﬂ>g<z, o).
-1 <@ <7T(t7—4).

Ferner definieren wir die Gelfandtransformierte gofE von @ auf X durch

(. 006™) = Ul 0e™), (2 006™) €5,
t t
e (o) = (a1 =0+ ) o + (1 =21 =0) o' 00)

(=) = (=04 1) 16 =00 + (1= =21 -1)) o2 ~0),

wobei z € [0, 1].
Wir notieren, dass ¢g = ¢ gilt und ¢, stetig auf S,, ist.

Lemma 4.31. t — Ty, ist stetig auf [0, 1] beziiglich der Operatornorm.
BEWEIs. Es gilt

1T, = T, |l < Ity — Ptalloo,  Vt1,t2 €10, 1]

Somit geniigt es fiir die Stetigkeit von ¢ — T, auf [0,1] zu zeigen, dass es zu
jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit
(4.9) suSp |01, (2) — i, (2)] < e fir |t —ta] <.
FAS
Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wir nehmen 0 < ¢t5 < ¢; < 1 an und setzen
i 2 s T 1 20 t
b= 2 (To) =T )
altn) =5 -555 %) =377 {
T 2 T T 1 20, t
Buon) = =5+ 5 (3+0) = 3117 L*z} -
Fiir z = (2, 0,e') folgt
(4.10)

o1, (2) = p1s(2)] < {

|f(Z/7 Qnemtl (0")) - f(Z,, QneiatQ (gn))” TFTtl <bp <m— %1
|g(2/7 Qnewtl(en)) - g(zl’ Qnewt2 (9n))|, 4 <40 T
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1 _ / o / Tt
(A1) () — pu()] < § 210 T IV 00 m o ol 0 < B < 5
§|t1_t2’|f(zagn)_g(zvgn)‘v _T2§9n<07
(4.12)
l‘tl_tQHf(zl7_Q )_g(zlv_g )‘7 W_LtQ<9 <m,
o0 () = pra()] < { 2 ;e ot £ <fem
i‘tl—tQHf(Z,—Qn)—g(Z7—Qn)‘, _7T<9n§_7T+T‘
Insbesondere ergibt sich aus () und (E12)

mt i
@19 lea() - pu() < M-t T2 <0< T2,
m(4—t m(to — 4
@1 @ - euGl s Mn—nl, T g, T2,
wobei M := M it My = || f||oo und Ms = ||g]|co-

Im Fall ”TtQ <0, < ”Ttl gilt

291@ t1 / tl 29n /
(2 v1-5) r¢an+ (5 -2 ot

|90t1 (Z) — Pty (Z)’ S B

(4.15) <2 |1, 00) = (', 0ae®= )| + Mty — 1],

igs!
o=
=
3
-
=
|
N
=
IN
<b
3
IN
5=
W~
&
V)
N

1 erhalten wir

2971 6_751 / 2971 t—4 ’
<7r+ 5 )f(zu Qn)+<ﬂ_+2>g(zv On)

- f(zl7 QneiatZ(an))

(4.16) <2|f(,~0n) = F(, 0™ @) | + Mt 1]

Analog erhalten wir fiir —”Ttl <0, < —%2

(417) Jen(2) = 2] < 2[9(, 00) = 9( oue™20))| + Mty — ta),
undﬁirwgengw

(4.18) 1, (2) — ity (2)] < 2 ‘Q(Z/> —on) — 9(#, Qnemt?(en))‘ + M|ty — tol.

Da (t,0,) — a;(6,) gleichmifig stetig auf [0, 1] x [—7, 7] ist und z — f(2/, 0,e")

gleichméRig stetig auf Sy ist, ist auch (z,t) — f(2/, ope'®(?n)) als Hintereinan-

derausfiihrung gleichméfig stetiger Funktionen gleichméfig stetig auf [0,1] x S,.
Also gibt es ein 6y > 0, so dass fiir alle (2,t) € [0,1] x S gilt

(4.19) f(#, Qnemtl(an)) - f(#, Qneiatz(en)) <e fiir 0<t —t2 <do.

Nach (BTM) folgt fiir alle ¢1,ts € [0,1] mit 0 < ¢; — ty < dg, dass

t t
4.20 Vi (2) —pn(2)] <e fﬁrallezESnmitﬂgﬁngw—D.
1 2 4 4
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Analog gibt es ein §; > 0, so dass fiir alle t1,t3 € [0,1] mit 0 < ¢ — to < §; gilt

t t
(4.21) o (2) —p(2)] <e firalle z € S, mit — 7+ % <0, < —%.
Wegen (E13) und (EI3A) gibt es ein da > 0, so dass fiir alle t1,t2 € [0, 1] mit
0§t1—t2 §52 2:ﬁ gﬂt

(4.22) |0, (2) — o, (2)] < e fiir alle z = (2, pne") €S,

mit—%ﬁ@ng%goderwgﬂngw.

Nun zu (E3). Fiir alle ¢1,t2 € [0,1] und 6,, € [—7, 7] mit t < % <ty gilt
T
aty(On) < 5 (81— t2),
und fiir alle g,, € [0, 1] gilt

0 — 0027 < gl (B[N0 @)

< oug(ti = ta)el 31,

Wegen der gleichmiRigen Stetigkeit von f auf Sy, (I3) und dieser Abschiitzung
gibt es ein d3 > 0, so dass fir alle t1,t3 € [0,1] mit 0 < 3 — ty < 03 gilt

t t
(4.23) |0 (2) — i, (2)] < e fiir alle z € S,, mit % <0, < %

Verfdhrt man analog mit den Ungleichungen (E18), (E14) und (EI3), so gibt es
ein §4 > 0, so dass fur alle t1,t3 € [0,1] mit 0 < ¢ — ty < d4 gilt

(4.24) |01, (2) — @i, (2)| < e fiiralle z= (2, 0,e"") €S,

mitw§«9n§@oder—%ﬁ@ng—%zoderwgﬁngw.
Mit ¢ := min{do, ..., d4} folgt aus (E=20), (E=20), (A=22), (I=23) und (E=2A), dass

fir alle ¢1,t2 € [0, 1] mit |[t; — t2| < § gilt

lon (2) — v, (2)] < e firalle z€S,.

Damit ist der Beweis abgeschlossen. (I

Sei ¢ = (%’,j)%‘ﬂ € HC(S,) ® Myn(C), N > n, mit

o(z) = {f(z), Imz, > 0,

9(2), Imz, <0,

wobei f = (fi;) € C(S4+) ® My(C) und g = (gi,;) € C(S-) @ Mn(C).

Fir ¢ € [0,1] definieren wir ¢; = (¢} ;) auf S, komponentenweise wie in
Lemma B=3T mit g = ¢ und ¢1 € C(S,) @ My(C).

Mit dieser Bezeichnung formulieren wir den folgenden Satz.

Satz 4.32. Sei p € HC(S,) ® My(C) und ¥ € C(X) ® My(C) mit N > n.
Dann ist T, : H%(By,) — H%(By,,) ein Fredholmoperator genau dann, wenn det o*
nullstellenfrei auf X ist und der Index von T, ist gegeben durch

ind T, = (—1)"deg 1.
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BeEWEIS. Die Aussage iiber das Fredholm-Kriterium von T, folgt unmittelbar
aus der exakten Sequenz (E8). Wir miissen nur noch die Indexformel zeigen. Sei
¢ € HC(S,) ® My(C) mit det o7 (z) # 0 fiir alle z € X.

Da ¢y fiir t € [0,1] so definiert war, dass ran @f = ran @7, ist det gafﬁ(z) # 0
fir z € X und t € [0,1]. Also fiir jedes 0 < ¢t < 1 ist T, ein Fredholmoperator
auf H%(B,,). Lemma EZ30 zufolge ist ¢ — T, komponentenweise stetig auf [0, 1]
und somit stetig beziiglich der Operatornorm. Folglich liefert der Stabilitdtssatz
des Indexes zusammen mit Korollar B30 die gewiinschte Behauptung

ind T, = ind T,y = ind T,,, = (—1)"deg ¢1.
n

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir Satz B=32 fiir das Toeplitz-Tupel
Te = (Ty,,- -, Tp,) mit Symbol ® = (¢1,...,¢,) € HC(S,)" formulieren.

Réolon hat in seiner Doktorarbeit [B9, Satz 1.3.1] eine Indexformel fiir ein we-
sentlich vertauschendes Tupel T' = (T4, . .., T),) von Operatoren auf einem Banach-
raum F, das einen stetigen wesentlichen Kalkiil besitzt, erhalten. Ein Spezialfall
dieses Satzes ist das folgende Korollar. Fiir die Definitionen siche Abschnitt 3.

Korollar 4.33. Sei ® = (¢1,...,0n) € C(Sp)™. Ist 0 & O(S,), so ist T =
(T, ..., Ty,) € LIH*(B,))" ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt

ind Tp = (—1)"deg P,
wobei deg ® im Sinne der Definition I8 zu verstehen ist.

Aufserdem haben wir im Abschnitt I3 Beispiel I3 gesehen, dass das Tupel
To = (Tyy,-..,Tp,) fir 0 & ®(S,) wesentlich Fredholm ist und die assozierte
Matrix Top = T zu Ty ein Fredholmoperator ist, wobei ® € C(Sp) ® Mgn1(C)
durch (=) erklédrt ist. Ferner gilt

ind T = ind T5.
Nach Korollar B=30 ergibt sich
ind Tp = ind T3 = (—1)"deg &,

wobei deg ® im Sinne der Definition zu vertsehen ist.
Diese Formel liefert zusammen mit der Formel in Korollar 233 die Aussage

(4.25) deg ® = deg ®
fir ® = (¢1,...,0n) € C(Sp)™.
Beispiel 4.34. Sei Tp = (T,,.Ts;, Ts,) € L(H?(B3))3. Dann gilt

(fl\) N 2 0 —Z3
23 0 Z1 29
0 z3 —Z9 Z1

und der Index von Ty ist

ind Tp = ind Ty = (—1)°deg & = —1.
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Sei nun ® = (¢1,...,¢,) € HC(S,)", wobei

) filz), Imz, >0,
#ilz) = {gi(z), Imz, <0

mit f; € C(Sy) und g; € C(S_) fiir i = 1,...,n, und definiere ®# = ((;571#, 0T
€ C(X)™ durch

o7 (2) = di(2), =€ S,\OE,
(bfﬁ(z,x) =afi(z)+ (1 —2)gi(2), (z,2) € dE x[0,1]
firi=1,...,n.
Ist 0 ¢ ®#(X), so liefert ein dhnliches Verfahren wie in Beispiel I3, dass

das Tupel Tp = (T, ,...,Tp,) ein wesentliches Fredholm-Tupel und seine asso-
zierte Matrix Ty ein Fredholmoperator ist. Wir beachten, dass T nach Satz ET2

wesentlich vertauschend ist. Eine allgemeine Matrixdarstellung von d ist gegeben
wie in (Z20), d.h.

~ (D, -9,
(4.26) P = ( el ) € HC(S,) ® My(C),
(I)n (I)l,nfl
wobei
P11 2 (P10, pq) fiirn >3, Pro= <¢1 —¢2> ;
b2 n
und
®,, = diag(¢n) € HC(S,)@My(C), @ = diag(—1,) € HC(Sp)@Mny(C), n >3
mit ; = Zn¢i|¢|27 i=1,...,nund N = 2" 1. Das Zeichen = bedeutet, dass
i=11%1

einige Permutationen von Spalten und Zeilen notwendig sind, um die Gleichheit
zu erhalten.
Ferner gilt

ind T = ind T&).
SchlieRlich definieren wir fiir ¢ € [0,1] die Abbildung ®; = (&55 ;) wie in Satz 32
mit ®o = ® und &1 = (C/I;ll’j) € C(Sp) ® Myn-1(C) sowie ®; = (¢!, ..., ¢L) mit ¢t
flir i = 1,...,n wie in Lemma BZXT.
Mit dieser Bezeichnung lautet der Satz wie folgt.

Satz 4.35. Sei ® = (¢1,...,0n) € HC(S,)". Ist 0 & ®7(X), so ist Tp =
(T, .-, Ty,) ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt

ind Tp = (—1)"deg @;.

BEWEIS. Ist 0 ¢ ®7(X), so ist Ty nach der obigen Uberlegung ein wesentli-
ches Fredholm-Tupel und somit ist die assozierte Matrix Tg zu Ty ein Fredholm-

operator, wobei ® € HC(S,) ® Man—1(C) durch (IZH) gegeben ist. Nach Satz
32 ist det ®7 nullstellenfrei auf X, und es folgt

ind Ty = ind T = (—1)"deg ®1.
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Zusammen mit dem Ausdruck (E=23) ergibt diese Formel die Behauptung
ind T = (—1)"deg @;.

4.3. Symbole mit Invarianzeigenschaften beziiglich der maximal
kommutativen Untergruppen von Aut(B,)

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Invarianz der Symbole unter der
Aktion der maximal kommutativen Untergruppen von Aut(B,,) zur Symmetrie
der lokalen Spektren in den bestimmten Bahnen fiihrt. Dabei werden einige Toep-
litzoperatoren mit unstetigen Symbolen untersucht.

Vorher machen wir eine Bemerkung iiber die Indexformel fiir Toeplitzoperator-
Tupel mit Symbole aus Ag.

Bemerkung 4.36. Fiir ein normales n-Tupel N = (Ny,...,N,,) € L(H)" (d.h.
[Ni, N;] = 0 und N; N} = NNj fiir i,j = 1,...,n), welches ein Fredholm-Tupel
ist, gilt nach I3, S. 147] fir den Index

ind N =0.
Nach Satz B wissen wir, dass das Tupel To = (Ty,,...,Ty,) € L(H?*(B,))"
fiir ¢; € Ag, i = 1,...,n normal ist. Sind ferner die Funktionen ¢; stetig fiir

i=1,...,nmit 0 ¢ ®(S,), so folgt
ind Ty = ind T3 = 0.

Wir erinneren an die durch

/ _ . 5/ -1_€n
Wc(gagn)_ <Z1+§n’zl+€n>

definierte Cayleyabbildung w.: S,\{—e,} — 0D,. Ist w.(—e,) = oo, so wird
we zu einem Homoomorphismus zwischen S, und die Einpunktkompaktifizierung
dD° := 0D,, U {oco} von OD,,.

4.3.1. Quasi-elliptische Symbole.

Lemma 4.37. Sei ¢ € L*®(S,,do) ein quasi-elliptisches Symbol. Dann gilt fir
alle z € S,

o(@.(T,)) = o(P(2y),.. )z ) (L))

BeEWEIS. Dies folgt direkt aus Satz B (ii). Beachte, dass ¢ invariant unter
Drehungen ist. 0

Fir o' = (01,..-,0n-1) € T(By—1) sei
Ky :={2€8S,:|2| =105, j=1,...,n—1}.

Lemma 4.38. Sei p € L>™(S,,do) wie in Lemma G-31. Existiert nur ein o €
T(Bn—1), so dass z € Ky ein Unstetigkeitspunkt ist, so gilt fir alle w € Ky

Ue(Tw)\@(Sn\KQ/) - U((I)(g/,m) (T@)) = U((I)w(Tw)) - Ue(Tw)-
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Beispiel 4.39. Wir kommen zuriick zum Beispiel B3 und betrachten die Funktion
9(e) = XJo %)(@), e€(0,1] mit o(z) :=g(|lz1]), z €S2.
V2

Da % der einzige Unstetigkeitspunkt von ¢ ist, so folgt nach Lemma

0 S (2, (1)) = o@uly) € 01

S

fiir alle w € K 1 . Daher gilt
vz
(4.27) o(®u(T,)) =1[0,1] fiir alle w € K%
2
Sind nun f1, fo € C(S2), so ergibt sich aus Satz E@ fiir alle w € K%
2

o (T4 f2p) = Pus(Thy) + Pu(Tp, ) (1)
= fi(w) + fo(w) - P (T5).
Also gilt
(P (Thi+fo0)) = [1(w) + fo(w) - 0(Pus(Tp)).

Wegen (E=Z1) besteht das Spektrum o (®y, (T, +f,-)) aus der Verbindungsstrecke
zwischen fi(w) und fi(w) + fo(w) fiir alle w € K1 .

V2

Beispiel 4.40. Sei
g(o) = e?ime o e [0,1] mit @(2) :=g(|z1]), z € Sa.

Die Funktion g hat nur einen Unstetigkeitspunkt bei gg = 0 und erfiillt ess-ran g =
T. Aus Lemma und dem Beweis zu Satz B4 folgt fiir alle z € K

Ue(T@)\T - U(q)(o,l)(Tgo)) = U(q)Z(T%)) - Ue(T@O) = Upez, Tp,
wobei T), der Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius

'p+i+1)
Tp= |
p!
ist und
i 7y =1

gilt. Somit ergibt sich fiir alle z € Ky
o(®,1)(T,)) = 0(:(Ty)) = Upez, Tp.
4.3.2. Quasi-parabolische Symbole.

Lemma 4.41. Sei p € L>®(0D°,dp) eine quasi-parabolische Funktion. Dann gilt
fiir alle z € 0D,

o(®=(Ty)) = 0 (Pan),onslilz2) (L)) -

BEWEIS. Sei z € dD,, beliebig. Fiir alle (¢, h) € T"! x R betrachten wir den
Automorphismus

T n) (W' wy) € Dy — (H'w',wy, +h) € Dy,
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welcher Dy, auf sich abbildet. Sei ho := —Rez,. Dann ist 7 p,) Element der
quasi-parabolischen Untergruppe von Aut(D,,) mit

T ho) (2 2n) = (2, ilmz, ) = (t'2 i)' %).

Wegen 7y po) = Tv © Ty, Wobel g = (0,hg) € H, und da ¢ unter der quasi-
parabolischen Gruppenoperation invariant ist, folgt die Behauptung aus Beispiel
IT4 und Satz ET3.

0

Wir betrachten die Beispiele aus Abschnitt B2 und untersuchen die lokalen
Spektren in den Unstetigkeitspunkten.

Beispiel 4.42. Sei
a(r) = 2 reR, und ©(z) == a(|z]) fir alle z € dDs.

Der Unstetigkeitspunkt von a liegt bei oo und man hat ess-ran ¢ = T. Aus Korollar
IT2 und Beispiel B folgt

oe(T,) =D
=@ (0D2) Uo (P} (Ty))
=TUo (Proe(Ty)) -
Da das Spektrum abgeschlossen ist, ergibt sich
o (Pgoe} () =D.
Beispiel 4.43. Sei
a(r) =e*" re R, und ¢(2):=a(]z]|) fir alle z € Ds.

Die Funktion a hat zwei Unstetigkeitspunkte in » = 0 und im Unendlichen und
so hat ¢ die Unstetigkeitsmenge L := M U {oo}, wobei M := {(0,z) : x € R}.
Aus Beispiel B ergibt sich

Ue(TgO) = Up€Z+Tpa
wobei T), der Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius
I'p+i+1)
= |
p!
ist und

lim r, =1
pHOO

gilt. Nach Korollar B2 folgt
e (Ty) = 9 (ODS\L) U ] 0 (BA(T5,)).
AEL
Somit erhalten wir
U o (@A(T})) = Upez, Ty
AEL
Nun liefert Lemma EZ1

o (PA(T,)) = 0 (P(0,0)(T})) fiir alle A € M.
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Daher folgt
7 (®(0,0)(T)) U0 (P(o0)(Tp)) = Upez, Ty.
Beispiel 4.44. Sei

o(z) = a(|z1|) = X[0,1)(|Z1!) z € 0Ds.
Die Funktion a hat Unstetigkeitspunkte in |z1] = 1 und so hat ¢ die Unstetig-
keitsmenge M := Tp U {oo} in D3, wobei Tp := {(z1,22) € D3 : |z1]| = 1}.
Wir notieren, dass

powe(l) =xal§), £€8y,

wobei A = {({1, &) €Sy }{2 + %‘ > %} Die Funktion ¢ o w, hat also die Unste-
tigkeitsmenge 0A.
Nach Beispiel B9 und Korollar -T2 gilt

0e(Tp) = p(ODS\M) U | ] o (21(T)) = [0,1],
AeM

und somit folgt

U 7 @x(@,) = 0.1

AeM
Nach Lemma BT gilt

o (®A(T,)) = 0 (®(1,(Tp)) fiir alle A € Tp.
Daher ergibt sich
o ((I)(l,i) (Tcp)) Uo ((I){oo}(TSO» = [07 1]-
4.3.3. Nilpotente Symbole.

Lemma 4.45. Sei p € L>® (0D, d) eine nilpotente Funktion. Dann gilt fir alle
z € 0D,

g ((I)(z’,zn)(TsO)) =0 ((I)(iImz1,...,iImzn_1,i|Imz’|2)(TSO)) :
BEWEIS. Sei z € 0D, beliebig. Die Abbildung
T(er h) : (W' wy) = (W' + & wy, + h+ 2i <w’, §’> + i\f’]Z)

definiert fiir alle (¢,h) € C"! x R einen Automorphismus von D,, und bildet
0D,, hombomorph auf sich ab.

Sei (&), ho) := (—Rez’, —Rez, —2 (Rez’,Imz’)). Dann ist der Automorphismus
T(&} ho) Element der nilpotenten Untergruppe von Aut(D,,) mit

(el ho) (25 2n) = (ilm2',i[Im2/[?).

Da ¢ unter der nilpotenten Gruppenoperation invariant ist, d.h. ¢ o T(eh ho) = P
erfiillt, ergibt sich nach Beispiel B4 a) und Satz EI3

o (q)(z’,zn)(Tgo)) =0 (cb(ilmz’,i\Imz’\z)(T@))
fiir alle z € 9D,,. O
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Beispiel 4.46. Fiir o, 5 € R mit a < 3 sei
a(y) = Xa,p) (%), y ER und  ¢(2) :=a(Imz1), z € OD;.

Wir untersuchen das lokale Spektrum in den Unstetigkeitspunkten von T,.
Nach Beispiel B3 gilt

Ue(T@) = U(Tw) = [0, 1].

Die Funktion a besitzt zwei Unstetigkeitspunkte 790 = a und y; = S, und so
besitzt ¢ die Unstetigkeitsmenge M := M, U Mg U {oo} in 0D5°, wobei

M, = {(z1,22) € 0Dy : Imz; =~} fiiralle yeR.
Nach Korollar EI2 ergibt sich

0e(Tp) = p(ODF\M) U ] o (@(T})).
AeM

Nach Lemma B3 gilt

9 ((I)Z(Tw)) =0 ((I)(ia,ia2)(T<P)) und o (q)w(T@)) =0 ((I)(iﬂ,m?)(Tso))

fiir alle z € M, und w € Mg. Folglich gilt
7 (2A(Tp)) U o (Ru(Tp)) U o (P} (Typ)) = [0,1]

fiir alle A € M, und alle u € Mpg.
Im Spezialfall 5 = —a betrachten wir die Abbildung

R: 8D2 — 6D2,
(21,22) = (=21, 22),

so dass R(My) = M_,. Mit R(c0) = oo ist R ein Homo6morphismus von 9D3°
auf sich. Da ¢ o R = ¢ gilt, ergibt sich nach Satz 213

o (Cb(ia,iaQ)(Tg&)) =0 ((I)(fia,ioﬁ)(Ttp)) s
und somit gilt
7 (PA(T,)) U (2o} (Typ)) = [0,1]

fiir alle A € M, UM_,,.
Lésst sich nun ein Symbol ¢ € L*(0D3°,df3) darstellen als ¢ = g1 + g2,
wobei g1, g2 € C(0D3), so folgt nach Korollar BT v)

o (PA(Ty)) = 0 (PA(Ty,)) + 0 (2A(Ty,)) 0 (PA(T))

{{wu)}, A € ODF\M
g1 () + g2(N) -0 (PA(T,)), Ae M.
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4.3.4. quasi-nilpotente Symbole. Wir schreiben z = (2", w’, z,,) fiir Punk-
te von Dy, wobei 2" € CF und w’ € C* *~ ! fir ke Nmit 1 <k <n—2.

Lemma 4.47. Sei ¢ € L>®(9D:°,dS) eine quasi-nilpotente Funktion. Dann gilt
fiir alle z € 0D,

o ((I)(z”,w’,zn)(Tw)) =0 ((I)(|z”|,ilmw’,i|z”|2—|—i\Imw’|2)(T@» )
wobei |2"] = (|z1], .., |2k]) und Imw’ = (Imzgyq, ..., Imz,_1).
BEWEIS. Sei z = (2, w', z,,) € D,, beliebig. Die Abbildung
TV ,h) - (5”7 5,7 gn) — (tllgﬁv 5/ + blvén +h+2i <£,a b/> + Z’b/|2)

definiert fiir alle (¢”,b,h) € G := T* x R**~1 x R einen Automorphismus von
D,, und bildet 0D,, homéomorph auf sich ab.
Sei (b, ho) = (—Rew’, —Rez, —2 (Imw’, Rew’)). Dann ist der Automorphismus
T(t bt ho) Element der quasi-nilpotenten Untergruppe von Aut(B,,) mit
T(t//’b&ho)(z", w,z,) = (12", ilmw’, ITmz, — i|Rew'|?)
= (t"2" ilmw’, i[Tmz2”|? + i|Imw’|?).
Wir beachten, dass diese Untergruppe eine Zusammensetzung aus der nilpoten-

ten und quasi-parabolischen Untergruppe ist. Da ¢ unter der quasi-nilpotenten
Gruppenoperation invariant ist, liefert Satz B3 die gewlinschte Behauptung. [

4.3.5. Quasi-hyperbolische Symbole.

Lemma 4.48. Sei ¢ € L>®(9D,dS) eine quasi-hyperbolische Funktion. Dann
gilt fiir alle z € 0D,

T (P(ar2) (1) = 0 (Pg1,4,)(T5))

_ R |2 |2
wobei (q/,%) = ( 21 201 ezn + 1|7 )

22+ Reza| 7 /2] + [Rezn| |27 + [Rezy|

BEWEIS. Sei (2, z,) € 9D, beliebig. Die Abbildung

Ty - (Ww,) = (Vrt'w' rwy,),

definiert fiir alle (#,7) € T"~! x R einen Automorphismus von D,, und bildet

0D,, hombomorph auf sich ab. Sei rg := > 0. Dann ist der Auto-
V1712 + |Rezy|

morphismus 7 ) Element der quasi-hyperbolischen Untergruppe von Aut(D,,)

mit

T o) (2 2n) = r n
(t'ro)\ = » <n 2712 + Roz| |72+ [Rezn| |
n

Wegen 7y ) = T © Tr, und da ¢ unter der quasi-hyperbolischen Gruppenopera-
tion invariant ist, folgt die Behauptung aus Beispiel T4 und Satz ET3.
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Beachte, dass

Zn _ Rez, +i]7)?
|2/|2 + |Rezn|  |#/]% + |Rezy|
sign(Rez,,)|Rez,| + i|2/|?
N |22 + |Rezy|
) |Zl‘2 i‘Z’|2
= R 1- .
%“““( 7+ [Rezal ) T 7B+ [Reznl
O
Beispiel 4.49. Sei a(s,sign(x)) = X[o 1 >(s), s € [0,1] und
Vi

V]z1]% + |Rez|

Die Funktion a ist unstetig in s = % und somit hat ¢ die Unstetigkeitsmenge

L:=MU{0} U{oo} in 0DS°, wobei
M = {(2’1,22) S 8D2\{(0,0)} : |ReZ2| = |2’1‘2}.
Nach Beispiel B22 und Korollar B2 gilt

0e(T,) = (0,13 U |J 0 (@r(T)) = 0,11
AEL

Nach Lemma EZ3 ergibt sich fiir alle A € M

o(z1,22) = a ( ] 7sign(Reztg)) , 2 € 0Ds.

oy =0 <(I)<\1[ 1+i)(T<,0)> , falls ReXg > 0,
2

o_ =0 <(I)< 1 1+i)(T¢)> , falls ReXs < 0.

o (PA(Ty)) =

Folglich erhalten wir
o (D(0,0)(T)) Uo (Pyooy(Typ)) Uoy Uo_ = [0,1].
4.4. Symbolklasse von Davie und Jewell
Lemma 4.50. Sei ¢ € L>®(S,,,do) ein Symbol mit der Eigenschaft, dass
p(z) = @(tz) firallet €T und z € S,.
Dann gilt fir alle z € S,
7 (2=(Ty)) = 0 (D220 (T)) -
BeEwEIS. Fiir t € T betrachten wir die durch die Formel
V(zi, .y 2n) = (tz1, ..., tzn).

definierte unitdre Abbildung V : S,, — §,,. Da ¢ unter gemeinsamer Drehung
invariant ist, folgt die Behauptung aus Satz B3 ii).
O

Wir untersuchen die lokalen Spektren in den Unstetigkeitspunkten von T, aus
Beispiel B203.
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Beispiel 4.51. Sei
o(21,22) = (e, \/1 = p2e™) = O pe0,1], 0,1 € [0,2n].
Dann ist ¢ stetig auf So\ K, wobei
K :={(z1,22) € So: z1 = 0 oder z3 = 0},

und erfiillt ess-ran ¢ = T. Nach Satz B3 und Beispiel e) folgt

0o(T,) = p(S2\K) U | o(®.,(T,) =D,
weK

und deshalb ist

Wir setzen
o1:=0 ((I)(O,l)(Tw)) und  og:=0 ((I)(LO)(TSD)) :
Dann gilt

1) TCo, CDfiri=1,2.
2) 01 = 09 mit 01 U oy =D.

BEwEIS. Wir schreiben K = K1 U K5, wobei
Ki:={2=(2z1,22) €S2 :2;, =0} firi=1,2.
Nach Lemma folgt

U 0 (®u(Ty) =0 (‘I’(O,l)(Tw)) =01
weEK

und

U 0 (@u(T,)) = 0 (2(1,0)(T})) = 0.
weKo

Auferdem liefert Satz -1 die Inklusionen
TCo; CD und TCoy CD
Nun betrachten wir die unitdre Abbildung
U:C?— C?, U(z1,22) = (22, 21)

mit U(S2) = S und U(K;) = Kj firi,j = 1,2, i # j. Wegen p o U = @ ergibt
sich nach Satz A@ ii)

0 (2.(T,)) = 0 (Pu(x)(T})) = 0 (Pu(z)(Ty))
fiir alle z € K;, 1 = 1,2. Somit gilt

01 =09 und o3Uc; =D.
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Allgemeiner betrachten wir Symbole v der Art
(4.28) U(z) = f(2)p(2) + 9(2), 2= (21,22) €Sy,

wobei f,g € C(S2) und ¢(z) = %

Die Funktion 1 ist stetig auf So\K, wobei K die Menge aus Beispiel I3
Nach Satz B3 ergibt sich fiir alle w € So

0 (Pu(Ty)) = 0 (Pu(Ty)) 0 (Pu(T},)) + 0 (Pu(Ty))
also gilt
{fWew) +9(w)}, weS\K,
0 (Pu(Ty)) = § f(O,w2) - o1+ g(0,w2), |wo| =1,
f(w1,0) - 02 +g(w1,0),  |wi| = 1.
Setzt man voraus, dass f(z) = f(tz) und g(z) = g(tz) fir alle ¢t € T, so folgt
0e(Ty) C¥(SAK)U | [IF@)-D+lg@)]u [J [If@)]-D+lgw)].
weKy weK?

Da f und g auf K7 und K> stetig sind, nehmen sie ihre Maximum und Minimum
in K7 und K> an. Insbesondere erhalten wir fiir das wesentliche Spektrum von Ty,
die Inklusion

0e(Ty) SY(S2\K) U max [|f(w)]- D+ |g(w)[] U max [|f(w)]- D+ |g(w)I] -
Beispiel 4.52. Als Beispiel fiir (E228) betrachten wir
¥() = f(@e'" +o,  z€S,

. . 2
wobei f € C([0,1]) mit f(o) = (e—3)", ¢ € [0,1].
Es gilt
Y(w)}l,  weES\K,
-0, w € K,
- 09 + 1, w € K.

o (Pu(Ty)) =

N T

Nun ist {¢(S2\K)} die Vereinigung von Kreisen T, mit Mittelpunkt (o,0) und
Radius |f(0)], 0 € (0,1). Wegen den Eigenschaften von oy, i = 1,2 ist

Ty Co(Pu(Ty)) € D, filr we Kop1, 0=0,1,

wobei D, die Kreischeibe mit Mittelpunkt (g, 0) und Radius |f(o)|, 0 € {0, 1} ist.
Folglich erhalten wir

U T, C 0c(Ty) C U T, U Dy U D.
0€[0,1] 0€(0,1)
Also gilt
Ue(Tq/,) = U Tg U Do U D;.
96[0’1}
Siehe Abbildung B
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ABBILDUNG 4.1. Das wesentliche Spektrum von T,

1.0

0.8 |- -

0.6 - u

04 | 4

0.2 e

0.0

-02 01 00 0.1 0.2

ABBILDUNG 4.2. Das wesentliche Spektrum von T,

Beispiel 4.53. Sei
(21, 22) = f(o) cos(0 —n) +g(e), e €0,1], 6,1 € [0,2n],
wobei f, g € C([0,1]). Die Funktion h mit
h(z1,22) := Re[e"®] = cos(§ — ) fiir alle z € D,
hat offensichtlich die Unstetigkeitsmenge K aus Beispiel E01. Nach Satz BT
ergibt sich
(=1,1) C o (Pu(Th)) € [-1,1]
fiir alle w € K und somit gilt
o (®u(Th)) =[-1,1] fir alle w € K.

Daher folgt
oe(Ty) = |J (£(o)-[-1,1] +g(0)).

0€[0,1]
In Abbildung B2 présentieren wir das wesentliche Spektrum von Ty, fiir konkretes

2
fund g mit (o) = (2 3) wd glo) = e
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