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Bemerkungen zur Theorie der quadratischen Formen

iiber semilokalen Ringen

Vorldufiger Bericht iiber Versuche, einige wohlbekannte Satze
zus der Theorie der quadratischen Kormen Uber Kcrpern oder

diskreten Bewertungsringen auf semilokale Ringe zu lbertragen.

1. Bezeichnungen. C sei ein semilokaler Ring, d.h. ein kommuta-

tiver Ring mit #inselement, der nur endlich viele maximale
Ideale Wy ,e e oM besitzt. Mit 47 bezeichnen wir das Radikal
(= Durchschnitt der4u3), mit C* die Einheitengruppe von C. Unter

einem (symmetrisch) bilinearen Raum E iliber C verstehen wir einen

freien, endlich erzeugten C-Modul &, versehen mit einer symme-

trischen bilinearen rForm B: ExZ->»C. Wir beschreiben E hiufig

durch die Wertematrix (B(ei,ej)) zu einer Basis e ycee€ . Der

Raum E (oder die Form B) heiBe nicht entartet, falls die Deter-

minante dieser Matrix eine Einheit ist. Zu zwei bilinearen Rau-
men E und F erklsrt man in naheliegender Weise die orthogonale
Summe ELF und das Tensorprodukt ®F ([B], §1, Def. 11). Dadurch
wird die Menge S(C) der Isomorphieklassen nichtentarteter bi-

linearer R3ume iiber C ein Halbring.

Unter einem quadratischen Raum E iiber C verstehen

wir einen freien endlich erzsugten C-Modul E, versehen mit esiner

quadratischen Form q, d.h. einer Abbildung q: £->C, so dal fur
X, 7€T, L EC gilt: qQx) = A%a(x), alx+y) = alx) + aly) + B(x,y)
mit bilinearer Form B. Wir beschreiben B oft durch die wWerte-

tabelle [815]’ a34% = q(ei), aij‘ = B(ei,ej) fir i4j, zu einer
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Basis{eikvon.ﬁ liber C. Der quadratische Raum E heiBe nicht ent-

artet, falls B nicht entartet ist. Zu einem bilinearen Raum (E,B j
und einem quadratischen Raum (F, q2) léﬂt sich auf dem Tensor-
prbdukt E% F eine quaciratische Form q definieren, so daB fur |
x€B und yeF gilt: q(x@y) = B,l(e,e)qz(y). Den Raum (E% F,q)
bezeichnen wir kurz als E@F. Die Hzlbgruppe 5q(C) der lsomorphie-
klassen aller nichtentarteten quadratischen Rzume tiber C (ortho-
gonale Summel ) ist unter dem Tensorprodukt ein Hélbmodul iber

- 8(C). Ist 2ec™, so ist 8q(C) = 3(C), denn jeder symmetrischen
Bilinearform B entspricht dann genau eine quadratische Form

a(x) = f%: B(x,x). TPFlir die quadratischen bzw. bilinearen Formen
aller auftretenden Riume schreiben wir unterschiedslos q bzw. B,
solange keine Verwirrung entstehen kann. Die orthogonale Summe

-~

von r Korien eines Raumes & bezeichnen wir mit rxE.

2. Zerlegung in kleine R&3ume. Alle Rsume in diesem Abschnitt

seien nicht entartet .

Sei E zun#chst bilinearer Raum. Als Norm n(x)

eines x€ 3 bezeichnen wir den Wert B(x,x). Wir nennen E eigentlich

falls n(E)n C* * 2 ist, sonst uneigentlich. ® ist genau dann

eigentlich, wenn flir jedes maximale Ideal*ui der Raum E/wiE

iber cAui eigentlich ist.

Satz 2.1. Ein eigentlicher Raum 186t sich orthogonal in ein-
dimensionale Raume zerlegen, ein uneigentlicher Raum in zwei-

dimensionale.
Beweis. Dieser Sachverhalt gilt liber Kdrpern, also zu beliebigen
%4 Uber C fir den Raum
- 2 E -
/= Trzﬂaiﬁ

uber CAx . Jede orthogonale Zsrlegung von EA{E 123t sich liften
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zu einer orthogonalen Zerlegung von M.

Bezeichnunsen. Ein zweidimensionaler (nichtentarteter) bilinearer .
Raum besitzt eine Basis mit Wertematrix (%' E). Fir diese Maﬁrix
schreiben wir kurz A(u,@). Dabei setzen wir grundsétziich 1-«Ge<f
voraus. Flir einen Raum ().,l ) I S Y (z\n) mit /\ie ¢* schreiben wir

aUCh (2,‘,000, ln).

Ein quadratischer Raum gerader Dimension lait sich.
- aufgfund derselben Argumentation - orthogonal in binidre ( = 2-
dimensionale) RAume zerlegen. Zin bindrer quadratischer Raum hat
eine Basis mit Wertetabelle [? é], worfiir wir auch Afﬁuﬁﬂ
schreiben. Stillschweigend wird stets 1-4ﬂﬁ€id*vorausgesetzt.
Man'kann liberdies erreichen, daB & Binheit ist, denn jede nicht-
entartete quadratische Form stellt Zinheiten dar (weil dies liber

Kérpern gilt).

Spezielle bindre Raume liefern uns die guadratisch

étalen Alsebren B iiber C {B kommutativ mit Zinselement, als

Modul frei vom Rang 2 iiber C, jede Reduktion BﬁuiB separabel iber
“#ui}. Eine solche Algebra hat die Gestalt B = C + Cz mit

22 - z=45€€h Fir die "Artin-Schreier-Erzeugende" z schreiben wir
: auchép . B besitzt sine kanonische Invo’lution?, die z auf -z+1
abbildet. Die Minimalnorm N(x): = xg(x) ist nichtentartete qua-~

dratische rorm N: B —C. Ihre VWertetabelle bzgl. 1,z ist AD,-@.

]

Jeder bindre (nichtentartete) quadratische Raum ¥
ist zu einer étalen quadratischen Algebra B - aufgefaft als qua-
dratischer Raum - thnlich, d.h. F = (A)® B mit L€ C™. Wir erhalten

also abschlieflend
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Satz 2.2, Jeder nichtentartete guadratische Raum E gerader
Dimension iiber C hat die Gestalt

E=QAD®BL.e L (A)®B
mit quadratisch étalen Algebren B, und Aie c™,

N.B. Ist 2 nicht Einheit, so konnen keine nichtentarteten qua-

dratischen R&ume ungerader Dimension auftreten.

3. KuUrzungssitze. - Als Teilrsdume eines guadratischen bzw. bi—
linearen Raumes E bezeichnen wir die Untermoduln von X, die frei
und direkte Summanden des Moduls E sind,‘vérsehen mit der Zin-
schréznkung der quadratischen bzw.‘bilinearén Form von E. Es gilt

die folgende Verallgemeinerung des Satzes vonlWitt (s [K]):

Satz 5.1 Sei G’ :F->F' ein Isomorphismus zwischen Teilriumen
F, F' eines quadratischen Raumes E. Ist E oder F nicht entartet,

so 148t sich ¢ zu einem Automorphismus von E fortsetzen.
Insbesondere gilt in Sq(C) die Kiirzungsregel:

(3.2) FAG, € FLG, = G, X G,.

(Fiir einen Satz iiber allgemeineren Ringen C mit 2e ¢s.[R].)

In der additiven Gruppe von S(C) gilt jedoch dis Kiirzungsregel
nicht, falls 2¢ C¥ ist. Man sieht nimlich fiir beliebiges E€ S(C),

z€E, a&C leicht ein (vgl.[K],, Satz 3.4.1):
(3.3) s a(a,0) 2 ELA(a + n(z),0).
Insbesondere ist

(3.4) - A(-a,0)L A(a,0) = 4(-a,0)L A(0,0).

Hingegen gilt A(a,o0) = A(o,0) nur, falls a € 2C ist.
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Als NormgrubbelgE eines bilinearen Raumes & be-

zeichnen wir mit O'Mezara ([CM], § 9% 4) die von den Normen n(z)
aller z €32 additiv in C erzeugte Gruppe. Bei nichtentartetem &

umfaﬁta%ﬁ das Ideai 2C.

‘Satz 3.5. (vgl. [OH], 9%:14a). a) Ist C lokal, so gilt fiir
nichtentartete bilineare R&ume F’l’ F2, G tber C: IstlgG in QF,]

u.nd@,F2 enthalten und F,l_L.G & F2

LG, so ist F’l 2‘.F2.
b) Ist C nur semilokal, so bleibt dies wenigstens iichtig, wenn
wir zusitzlich voraussetzen, dann(G) ein klement 27 mit’QeC*
enthilt,

Ein Beweis fiir diesen Satz 1ldBt sich dhnlich wie
der Beweis obiger Kiirzungsregel (3.2) in [K}, § 2 erbringen.
Men zieht sich zundchst auf den Fall G = A(o,0) zuriick und operier
dann mit‘?SiegeltransformationﬁJE(f,g,k), die sich auf einem
beliebigen symmetrisch bilinearen Raum M fiir Tripel (f,g,A)€ MxMxC

nit n(f) = B(f,g) = o, n(g) = 2A definieren lassen durch
E(f,g,A) (z) = z + B(z,g)f - B(z,f)g - AB(z,f)f.

Im lokalen Falle erhglt man auch leicht einen Beweis nach der

von O'Meara in [OM], § 93 C benutzten Methode (vgl. [qu, § 6).

4, Hyperbolische und metabolische Riume, Wittgruppen.

Wir nennen einen Teilraum V einss quadratischen

oder bilinearen Raumes E totalisotrop, falls a(V) = o bzw.

B(VXV) = o ist. Besitzt E von Wull verschiedene totalisotrope

Teilriume, so heifie & isotrop, sonst anisotrov.

Als hyperbolisch bezeichnen wir die zu

RZunmen mxAEb,d] oder mxA(o,0) isomorphen Rdume, als metabolisch

Riume der Gestalt A(aq,o)i-..._LA(am,o) mit beliebigen a; &C.
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Bemerkung 4.1. Ein quadratischer (bzw. bilinearser) nichtent-

arteter Raum gerader Dimension 2m ist genau dann hyperbolisch
(bzw. metabolisch), wenn er einen totalisotropen Teilraum der

Dimension m besitzt.

Satz 4.2. Ist C lokal, so sind zweil bilineare metabolische
Reume Mq, M2 gleicher Dimension und Hormgruppe isomorph. Ist C
nur semilokal, so gilt dies zumindest, falls auBerdem n(Mq) ein
Element 2% mit me ¢®* enthdlt (z.B. M, einen Teilraum 4£(0,0) be-

sitzt).
Beweis. Man zeigt mit (3.3), daB M, L (-M,) =2 M, L (-M)  1ist,
und wendet Satz 3.5 an (vgl. CK],“ § 6).

Im folgenden seien alle Raume nicht entartet.

Man verifiziert leicht

Lemma 4.3. Jeder nichtentartete quadratische (bzw. bilineare)
Raum E hat mindestens eine Zerlegung
B =KALM

mit anisotropem K und hyperbolischem (bzw. metabolischem) M.

Im quadratischen Fall ist K durch E nach (3.2)

e

bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und heifie ein Kernraum von
- Im bilinearen Falle braucht dies nicht der Fall zu sein (s. z.3.
[qu, Satz 2.4.14). Ist allerdings C ein Korper der Charakterig-
tik 2 oder allgemeiner ein lokaler Ring mit 2§==§2 = 0 fﬁrljede
Nichteinheit E s SO0 ist auch fiir bilineares B in der Zerlegung
nach Lemma 4.3 der Raum K bis auf Isomorphie durch E festgelegt
(s. (K—_\,l, 5 8.2).

Wir nennen zwei guadratische bzw. bilineare
q

-

Raume Z,F Zcuivalent und schreiben T ~ F, wenn es hyperbolische

bzw. metabolische Rdume M,N gibt mit & L M =2 F L N (vgl.[¥]).
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Im quadratischen Fall bedeutét dies, dafll ¥ und F isomorphe Kern-
raume haben.

.Zu einem Raum I bezeichne -3 der Raum, der durch
Anderung der quadratischen Form q bzw. bilinearen Form B in
-q bzw. -B aus E entsteht. B A (~Z) ist stets hyperbolisch baw.

metabolisch. Daher sind die Quotienten
o ,
wa(e): = 50, ey = B9

unter der von AL induzierten Verkniipfung abelsche Gruppen
("Wittgruppen"). Sié sind die Quotienten der Grothendieckgruppen
von 3q(C) bzw. 3(C) nach den von 4[o,0] bzw. 4(0,0) erzeugten

Untergruppen. (Man beachte im bilinearen Falle (3.4).)

Das Tensorprodukt zweier bilinearer Raume ist
metabolisch, falls einer der Faktoren metabolisch ist. Ebenso ist
das Tensorprodukt eines bilinearen E mit einem quadratischen F
hyperbolisch, falls E metabolisch oder F hyperbolisch ist (s. Bo=-
merkung 4.1). Daher ist W(C) in natirlicher Weise ein Ring ﬁnd

Wq(C) ein Modul iiber W(C).

Problem 4.4, Das Element 2 sei in C nicht Nullteiler. Ist dann

die kanonische Abbildung von Wq(C) nach W(C) stets injektiv?
{Ja, falls C Bewertungsring, da sich dann W(C) und Wg(C) beide

in W(L), L = Quotientenkdrper von ¢, injizieren; vgl. [qu § 11.}

5. 3vidente Invarianten und Erzeugeande fir wW(C).

¥
Sei u(C) = C /0*2 die Quadratklassengruppe von G,
2;2 o Q(C) die Gruppe aller Paare Sﬂ,a) mit /ueﬁg (= Z/21),

a € Q(C) unter der Verkniipfung

(&1,31)5,6(2,82) 3.9&(1’*’/“29 ("15‘(1/% 3432)0



-8 -

Wir erhzlten eine wohlbekannte additive iAbbildung

(5.1)  (v,d): w(C)—> Z , o (0),

indem wir einer Raumklasse (aij) € S(C) der Dimension n das
L E

£lement (V(Z), 4(®)) mit Y(E) = n mod 2,

(n-1
CA(E) = (-1) nli=l) det (ay;) e

zuordnen{_V’(E) = "Dimensionsindex”, d(Z) = "signierte Determi-

nante" { . Fir &, m & w(C) ist
(5.2) V(E-m) =Y (E)v(m), d(Em =aE) D )&,

wo(c) bzeichne das maximale Ideal aller § € wW(C) mit V(§) = 0,

Satz 5.3. Der Kern der Abbildung (V ,d) (s. 5.1) ist W_(C)Z.

Zum Beweis s. Satz 2.1 u. [P], 3. 122. Fir ein
Studium weiterer Ideale von W(C) im Falle C lokal, 2 €& C™.
s. [K], , § 9.

Wir konnen Q(C) als»die multiplikative Gruppe der
eindiménsionalen Elemente von S(C) auffassen und dann auch als
Untergruppe der Einheitengruppe von W(C). Der von dieser In-
“klusion Q(C) <> W(C) induzierte Homomorphismus § des Gruppenrin-
ges Z[()) nach 4(C) ist nach Satz 2.1 surjektiv.

Satz S.k4. ([z\j‘ , § 5.5, vgl.[W], Satz 7). Die Restklassen-
korper CAui (i = 1,..r) mogen sdmtlich mehr als 2 Elemente be-
sitzen. Dann wird der Xern von §§ als Ideal erzeugt.von 4+ 1] «.de

Elementen .
a(€ W)= (€] + 1) (J'+ A%€] -1) ,
nit € e GY L u € 0, K+ AP € C*. { [€]: = Bild von € in Z[Q]]
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6. Huadratische étale Alpebren, Quaternionenalgebren.

- Die Menge A(C) der Isomorphieklassen der cqua-
dratischen &tazlen Algebren iber C 1dBt sich zu einer abelschen
Gruppe von Exponeﬁﬁen 2 machen: Man ordne zwel solchen ﬁlgebren
B’I’ B2 mit den kanonischen Involutionen $q9 ?2 als Produkt
B, ¢ B, die Fixalgebra von g,]® S, in B;® B, zu. Ist
' ‘ C

B, = c(%}(&i), i=1,2, so ist Bjo B, = c(%(%) mit

Wir erhzlten einen kanonischen Homomorphismus
(6.2) A(C) —» q0),
indem wir einer Algebra C(%; ) die Quadratklasse von 1 + #(5
zuordnen. Ist 2 € C*} so ist (6.2) bijektiv.

Zu einer Quadratklasse (A) € Q(C) und einer
cuadratischen étalen Algebra B = C(ﬁ?ﬂ>) mit kanonischer In-
volution @ 1&éB8t sich eine - mit (A,B) oder (l,ﬁJ bezeichnete -

“Quaternionenzlzebra" Ol bilden: Qlist die B umfassende assozia-
L]

tive C-Algebra B + €+B it den Relationen €~ =2, b€ = €-9(b).
Diese Algebren (AWB] sind bis auf Isomorphie genau alle
Azumaya-Algebren {’freie C-Mcduln, Reduktionen nach allen M,
zentral einfach, s. (A -—G}, [G]z'vom Rang 4 uUber C. Ist € eine
durch die Normform von B dargestellte Einheit, so gil?t

Q, B) == (e8] .

Satz 6.3. Die Bildung (A,B] ergibt - aufgefalit als Element
der Brauergrupve Br(C) (s. [4-G), 1G] ) - eine biadditive Ab-
bildung

(6.3.1) 2C) X A(C) —2 Br(0) .



- 10 -

Zum Beweis. (X,B) zerfillt, falls}= 1 oder B = CxC.

Man konstruiere allgemein einen Isomorphismus

.
L

QiAps Bol @ Qs By 0B)) >y, 5] @ @y, B)

(v, {qu, S 137/138) und spez:i.alisiereA,l =;l2 bzw. B, = B,.

Bemerkung 6.4. Ist C semilokal, so gilt - analog zu (3.2) -

in der Halbgruvpe der Isomorphieklassen aller Azumaya-Algebren
iber ¢ (Multiplikation ® ) die Kiirzungsregel ("Skolem-Noether™).
Aine Azumaya-Algebra ist dann durch ihren Rang Ulber C und ihr

Bild in Br(C) bis auf Isomorphie festgelegt.

Lerma 6.5, Sei B quadratische &tale Algebra iiber C,(A) die

zu B gehorige Quadratklasse (s. (6.2)). Dann zerfdllt (-),B1 .
Beweis. Die Hormform von B stellt (-A)dar. Daher (-2,Bl =% (1,B].

Durch Eolarisation ergibt sich aus Lemma 6.5
mit Sz2tz 6.3%: Sind (14)5 012) die Quadratklassen zu B, B,, s0
haben (A, B,) und (A,, B,) gleiches Bild in Br(C), sind also
isomorph. Fir (lq’ng schreiben wir auch qu, ﬁej , im Falle 2€C¥
éuch (24,512). Die Algebra ()ﬂ,;ta) hat ein Erzeugendensystem
Xqs X5 mit den Relationen x% ='lq’ x22 =;12, XgXp = =X5X, e

Jede Quaternionenalgebra (A, E] ist unter ihrer
Minimalnorm ([G], S. 45) ein quadratischer Raum, der zu
(1, =\) ® B isomorvh ist.

7. Wittinverianten (Fir eine griindlichere Behzndlung iiber be-

Yo

liebigen kommutstiven Ringen unter Benutzung der "graduierten

Brauergrupzen" s. ({Ba]l, Kap. IV, V.).
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Auch inbdiesem und samtlichen folgenden Abschnitten
seien alle auftretenden Raume nicht entartet..

. Sei B quadratischef Raum iiber C,

CE) = (@) @ ©(8) seine Cliffordalgebra (natiirliche Semi-

graduierung). Ist dimf gerade, so ist & (E) Azumaya-Algebra iber
S, anderenfalls ist €Y(E) Azumaya-Algebra uber C. y(8) bezeichne
das Blld von € (E) bzv. U(E) in Br(C). Der Zantrallsatorﬂb(b) von
CY(2) in € (B) ist eine &tale quadratische Erweiterung von C.

Thre Isomorphieklasse & (E) € A (C) nennen wir die Diskriminante

von #. Die Quadratklasse zu cy(E) (s. 6.2) ist gerade die

signierte Determinante d(3Z) der zu I gehdrigen Bilinearform.

Die "Wittinvarianten" S(E) und Y (E) hingen nur
‘von der Equivalenzkiasse (s. Abschn. 4) von E ab. Kir die

1nduz1erten Abblldungen
(7.1) & wac) —>A(C), y: Wa(C) —> Br(C)

gilt: Liegenﬂz{;yg in dém Teilmodul qu(C) der Blemente gerader

Dimension aus Wq(C), so ist
(7.2) Sy ) I, Dy,
(7.3) X(% %720 =¥ +¥ 72 +[8 7,873,

Weiter gilt fiir ‘é‘ € W(c), m € Wq, (C):

[}

(. &' -7 = V&S
(7.5) y (8:7) = vy + (&,

Man braucht die Formeln (7.4) und (7.5) nur fiir § € Q(C) zu

verifizieren. Filir andere § folgen sie dann mit (7.2) und (7.3).
Ist 2€ C*, so ist Wa(C) = W(C). Wir haben dann
fiir believige %,% €%(C) folgende Formeln:
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Falls Y(€) =V(%):
(7.6a) y(E+m) =3<S§>'+ y(npf (ag, am).
Falls v(%) 1, v(ﬂz)
(7.6b) y(E+m) = y(€) +x(02> + (-a¥, d°z>
Allgemein:

(2.7) - ¥(§:7) ~v(/7)y(‘§) +Y (E) ¥ () +.{1+ V(E)YOpE (ak .

i

Ein Raum E
S(&) = (CCHEP, ¥ ®
Y(CA)) = o fiir jede Quadratklasse (A). Damit lassen sich auf-

A[ﬁ,—ﬂﬂ'hat die Invarianten
o. Im Falle 26;6*'gilt weiter

]

grund von (7.2) - (7.7) die Wittvarianten jedes Raumes hinschrei-
ben, flir den eine Zerlegung in zwei- oder eindimensionale Riume

(s. Abschnitt'2)'vorgegeben ist.

B°18Dl°l 7 8.

= (A, )@A[’l -B ... J_(/\'m)ﬁAB,-(im]
hat die Diskriminante d(E) = (c(% B)) mit

Do S B o+ W PPy + ACS . PP Bt
b — (s <4 PP (<j<h (5‘(5" Ph y
Ist 2 = 6, so erhalten. wir gerade die klassische "Pseudodis-

kriminante" von Arf (vsl. [4], {knl} ). —

Fir einen quadratischen oder bilinearen Raum K
bezeichne N(E) die Gruvpe der Khnlichkeitsnormen von E, d.h. der

AeC” mit (A)B®E S E, Mit Hilfe der Wittinvarianten ergibt sich

Satz 7.9. PFir jeden quadratischen Raum E gilt N(E) < N@(&E)).

Ist dimE ungerade, so gilt sogar N(E) = c*2,

Beweis, Sei E 2 (A)®E. Ist dim E gerade, so ergibt Anwendung
von ¥ , dafB (A ,D(B)] zerfullt (s. 7.5). Der zugehdrige quedra-



tische Raum (1,-A)@D(B) muf hyperbolisch sein. Daher ist X

fhnlichkeitsnorm von D (E). Ist dimB ungerade, so folgt aus

a(g) = A((A)®E) nach (5.2), daB () = 1 ist.
' ' ; R gecede

In Analogie zu Satz 5.3 gilt

Satz 7.10. Die Elemente aus WQO(C) mit verschwindender Diskri-
minante bilden das Ideal WO(C)-an(C).
Beweis. Aufgrund von (7.4) ist & (¥ (C)+¥q (C)) = o.

Sei

m
e -5 (A AL-p
(=4 . )
ein Element aus WO(C) mit § (‘§) = 0. Modulo WO'(C)-\:'JqO(C) ist

Nun gilt flir quadratische étale Algebren Bi mit zugehoOrigen
Quadratklassen 9mLi) (i =1,2)
(7.11) - By L (-By) & 4(0,01 A (/«2)®qu32.
Daher 148t sich § modulo WO(C)-WqO(C) auf ein Element‘AE1r-ﬁ]
reduzieren. Wegen d (€) = o muB dieses Element in ¥q(C) Null sein.
| g.€ede.

Das Problem, den Teilmodul der € € Vg C)(c) nit

' {(%) =0, Y (&) = 0 in shnlicher Weise zu beschreiben, ist

selbst lber Kdrpern ungeldst, vgl.[P] , Satz 14.

Bemerkung 7.12. Wie liber Kdrpern (S.ESQ]; [s] s. 1III - 25)

lassen sich auch hier die Wittinvarianten eines quadratischen
Raumes # kohomologisch beschreiben. Wir beschrinken uns auf den
Fall, doB E gerade Dimension 2m besitzt.

Sei X . ‘'der €tale Situs des Spektrums X von C

t
(s. Eﬁj R O2m die Garbe der Automorphismen des Raumes
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Bos o= nxAfo,0] auf X, i+ Dann 188t sich die Isomorphieklasse
von & als hlement der Xohomologiemenge Hq(Xet, O2m) auffassen
(s.[(}],]). Sei OEJ die Garbe der ’éigentlichen J‘-Iorphismen, @ om
die Cliffordgruppengarbe zu Eo auf Xet (dhnlich definiert wie
iiber Korpern). 25 bezeichne die konstante Garbe mit Werten in
29225 ﬂ%'bezelchne die Garbe der Binheiten in der otru furgarbe
von Ket’ Wir kénnen N(C) nit i (Xgpo 2) und Br(C) nit einer
Untergruppe von Hq(Ket;d;) identifizieren (s.[G]). Die kanoni-~
schen exakten Séquenzen suf Xet (D = "Dickson-Invariante",

Il = Cliffordnorm).

(7.13) > Oy

+ D —_
bzw.

(7.'14) 1= 6 — P > 0, —>1

2m

liefern Abbildungen 51 (X, ) —> 1’ (Xot 2),

et? 02m
1 2 .

H (X ¢s Opp) —>H (Ket,m}), die gerade den Invarianten 5~,X
entsprechen. Diese Methode,_die Wittinvarianten zu definieren,

bleibt - ebenso wie die weiterkben benutzte -~ natiirlich Uber
einem beliebigen Prischema X sinnvoll. Aus (7.14) erh#dlt man

durch Einschridnkung eine Seguenz
(7.15) 1> U, —> Spingy —> Opy 1

{Splngm = Kern von N, /“2 = Garbe der 2. Llﬁheltszurzeln}
die aber i.a. nur zuf dem treuflachen Situs Xfl(f.p.p.f, s.Eﬁ] )
ol - 1 e o . 1 . cos
exakt ist. H (Xet’ sz) 18Rt sich mit H (xfl,o2 ) identifi
. . N 2 .
zieren., Die zu (7.15) gehdrige Abbildung g (Xfl,Ozm)~—%'H‘(Xflyu2,
ist im allgemeinen eine echte Verfeinerung der lnvariantemy ’

Z.B., schon fir die Spektren mancher Dedekindringe.

Bs seil noch angemerkt, daB sich die Quadrat-—

klassengruope Q(C) in natﬁrlicher Vieise nmit Hq(Xfl,*LZ)
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identifizieren 183t. Die Abbildung (6.2) wird dann die kanonische
. - & ,] te - 1 ~r - ,‘ 1 a
Abbildung von H. (}‘et’zz? = H (Aﬂ,za) nach H (xfl,/u2). Die

Paarung (6.%.1) 14Bt sich dguten als ein Cup-Produkt

HI] (Xfl .,/42) X H/' (Xfl’ zz) 'ﬁﬁg(xfl,ﬁ) .

8.Riume niedriger Dimension (vgi. (w3, C4)

Alle Rdume in diesem Abschnitt seien guadratisch (und nichtent-

artet). Wie iiber Korpern sieht man sofort

Satz 8.1. Ist E Raum einer Dimension =< 3, so wird & durch
NED) und ¥ (E) bis auf Isomorphie festgelegt.

Die vierdimensionalen Rdume mit Diskriminante
Null stammen - bis auf ihnlichkeit — von den Quaternioﬁenalgebren.
Da fir eine Quaternionenalgebra A die Invariante y(UZ) gerade
das Bild von (U in Br(C) ist, gilt
Satz 8.2. Bin vierdimensionaler Raum % mit d (E) = o wird

durch Y (2) bis auf khnlichkeit festgelegt.

Benerkung 8.3. C besitze keine nichttrivialen Idempotente.

Darn gibt es zu vorgegebenem Raum B mit & (8) = o und vorgege—
benem e€ E mit q(e) = 1 genau zwel Quaternionenalgebra-Strukturen
auf dem Modul E, die e als Kinselement und die quadratische Form
von E als Normform besitzen. Sie sind unfer der Identitat von E

zueinander antiisomorph.

Satz 8.4, Sei dim & < 4, Flir die Isotropié von E (s. Abschn. 4)

ist notwendig und hinreichend:

dim & =

no
c,
N
&3
-
[

= 0
A3
dim E = 3: Y(E) = o
dim & = 4: 3'(3) wird durch die Zrweiterung $(B) von C zerfillt.
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(Fir dim ® < 3 nshezu evident. Flir dim & = 4 mul ich leider
etwas rechnen.)

oy

©. Runde Riume. Flir viele Resultate aus [P] und anderen Ar-

beiten von A.FPfister zur Theorie der guadratischen Formen_ﬁber
Korpern wurden von E.Witt 1967/68 einfachere Beweise gefunden
(unveroffentlicht). Finige dieser Beweise lassen sich mﬁhélos
auf semilokale Rﬂnge Ubertragen. Davon soll in den folgendep

Abschnitten die Rede sein. Nach wie vor betrachten wir nur nicht-

entartete Raume.

- T

Sei & guadratischer oder bilinearer Raum.

L

* - . e 9 4
E” bezeichne die Menge der strikt anisotropen Vektoren, d.h.

der x€% mit q(x)eC™ bzw. n(x)e ¢®. Wir nennen mit Witt B rund,
falls q(&%) = N(E) bzw. n(8¥) = H(8) ist.d N(Z) = Gruppe der

Ahnlichkeitsnormen, s. Abschn. 7.}.

N.B. Allgemein gilt fiir bilineares E : Ist 1€ n(EY, so ist
H(&)e n(E®). Ist n(E*)CN(E), n(E*)*}é , so ist 1e n(E%), also

B rund. ZEntsprechend fir quadratisches EH.

Beispiele 9.1. Jeder bindre bilineare oder quadratische Raunm,
~de; die 1 darsteilt, ist rund. Aus Theorem 9.2 weiter unten folgt
- unter einer kleinen Einschrénkung Uber die Restxlassenkorper
von C-, daB fiir beiiebiges'rg;ﬂ alle Riaume der Gestalt

(’I,a,] )® ....®(’1,a1_) oder (’t,aﬁ)@ csies ®(’l,aY)®B mit quadratischex

étaler Algebra B rund sind. Diese RHume nennen wir Pfister—Riume.
Runde R&iume % einer ungeraden Dimension n>1 kdnnen nur selten
auftreten: Da N(E) = v st (s. 83tz 7.9), muB E= nx (1) sein
und Uberdies jede kinheit von C, die sich als Summe von n

Quadraten schreiben 18Rt, selbst Quadrat sein. (Zumindest bei
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lokalem C folgt daraus leicht, dali Uberhaupt Jjede uiinheit, die

Quadratsumme ist, ein Quadrat ist.)

Theorem 9.2. (vgl, [P}, Satz 4). Alle Restklassenkorper Cﬁﬂi

(i =1,...7) mdgen mindestens drei slemente enthalten. Dann gilt
¥ . . ~ . TR PN

fur beliebiges ae C": Ist F ein runder bilinearer oder quadra-

tischer Reum, so ist (1,a2)®F ebenfalls rund.

Fir.- den Beweis benotigen wir
Hilfssatz 9.3. Sei F gquadratischer oder bilinearer Raum,
ﬂquNﬁﬁ,aeGﬁ §,@ec.1m;a:= §2A+12§/c

Einheit, so ist & Ahnlichkeitsnorm von (1,a)® F.

Beweis (Witt).  Es ist
| (A, aw) = (£)@(1,aAu).

Man tensgsoriere beide Seiten mit F. -

Zum Beweis von Th. 2.1 ist im bilinearen Fall

zZu Zeigen, daB fir beliebige x,y€TF das llement

Q(x,y): = n(x) + an(y) in n(E) liegt, sofern es Einheit ist.
Nach dem Hilfssatz konnen wir dazu g(x,y) nmit einer beliebigen
HBinheit der uestalt £ = §2n(u) +f722n(v)q,_ (fﬂzeC; u,ve ]&5‘:) |
multiplizieren. Man iiberzeugt sich, daf3 &.g(x,y) wieder von der
Form @ (x',5') mit x', y'e F ist. Enthilt jeder Korper )
CA“i, i =1,..r mehr als 5 Elemente, so 14B% sich bei geeigneter
Wahl von & erreichen, dzB x' und y' strikt anisotrop sind, und
wir sind - wieder nach Hfs. 9.3 - fertig.-Enthaiten alle Cﬁgi
mindeétens 3 Blemente und ist dim F> 2, so kommt man durch
HMultiplikation von ?(x,y) mit hochstens drei geeigneten fin-
heiten & obiger Art ahs sziel. Im Fallé dim F=£2 188t sich be-

kanntlich zuf [ eine (assoziative) Multiplikation x.y definieren
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mit B(zex, z+y) = n(z) B(x,v) fir 2lle x,y,ze€ i, und E ist

ersichtlich ebenfolls rund.

Mit der gleichen Methode 1l&8t sich Th. 9.1 auch

in gquedratischem Fall beweisen.

10. Nullteiler uné nilpotente Rlemente in W(C).

In diesem Abschnitt seien alle Réume symmetrisch
bilinear (und nichtentartst). Alle CA%i (i = 1,..r) mbgen

mindestens % Elemente enthalten.

Theorem 10.1. (vgl.[P]). Jedes Torsionselement der additiven
Gruppe von W(C) hat als Ordnung eine 2-FPotenz.

Zum Beweis (nach einer Methode von E.Witt, s.0.)
bendtigen wir einen Hilfssatz, der sich leicht aus (3.3), Satz 3.5

und Satz 4.2 herleiten l1laBt.

Hilfssatz 10.2. ® und M seien Rdume iber C mit A?E:>17M,

M und EAL M seien metablisch. Dann ist kSZE metabolisch fir k2 3.

Sei nun E ein Raum, degsen Bild in wW(C) Torsions-
element ‘ist. Hach Satz 2.1 ist E zu einem Raum (aq,...,an)
dquivalent. Zu jedem n-Tupel § = (51,..., En) von Vorzeichen

+ T .
e, = % 1 bilden wir den Raum

1
mn
J(E,a): = A (4, ey .
Ersichtlich ist (a,)@0L(&,a) & (€,)@T(€,a) fir 1=2isn.

L= A

Daher gilt

(10.3) 2@ IJUe ,2) ~ () XIN(E ,a)
mit @ (%): = &1 + ""*En e 7 .

Aus (10.3) erhalten wir durch Summation iiber alle n-Tupel € :



(10.4) P YE o~

Torsionselement. Wir haben uns damit auf den ¥zll zurickgezogen,

daf E von der rorm JU( £,a), also nach Th. 9.2 rund ist.

Sei also B rund, mx & ~ o mit m>o. Wir konnen

einen Raum
M: = A(o,b,l)-l- ..LA(o,br)

finden, so dali mx E . M metsbolisch ist. Zu jédem r-Tupel

n = (q 1,...’2r) von Vorzeichen bilden wir den Raum

e
IL(M,b): = a@x (1,7 45+

Eﬁr.jedes’q ist o

- qu@ﬂ‘C(fQ,b)] = g Itln,b) c g [Eexin.b],
also nach Hfs. 10.2 der Raum 3mx E® ZJ'L(fY)_,b) metabolisch. sei
2N> 2m. nach Th. 9.2 is;b 2NX.E® 'J'C(ﬂ'l_,b) ein i‘under Raum. Er.
enthél—t einen Yeilraum der Gestalt (A,-) ﬁit }\éC*, besitzt -
also (-1) als Ahnlichkeitsnorm. Fir jedes i ist somit
21‘4+’le® JL(’rz_ ,b) metabolisch. Summation iiber alle fYL ergibt
2N+r+1 5

R Lunm Ok gecede

Das soeben bewiesene Theorem 1Bt sich ver-~

schirfen (s.[F], $.120) zu

Satz 1C.5. In W(C) gibt es keine Nullteiler ungerader Dimension.

Froblem 10.6. Man zeige, dall ein Element ungerader Dimension

aus W(C) auch kein klement % o von Wqg(C) annulliert.

Satz 10.7. (vgl.[F], Satz 17, satz 22). Das kilradikal von
W(C) bestent aus den in WO(C) enthaltenen Torsionselementen.
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E’Q«,g}g Cﬁjltt) E Cz{jgnteick-)

2) Sei dim B = 2m 2’“’& B~ o\mir zerlegen B nach Satz 2.7
b ’ o

in RHume iy E,(bi)®(’i,ai) (i = 1,¢eem). Es ist

o B (u- +1) . /(A . -
BT Y S=2 x(bi/“—)‘sg,i,

also EiQ(}L+q)®E ~ . Daher 8@ (@A+2) __ o

. E@r

P

~ o und chne Hinschrinkung der Allgemeinheit
a,l,...,an) mit aj'hEE‘C*;-:‘inr zeigen, dal E ein Torsions-
element von wW(C) liefert. Mit den im Beweis von Th. 10.1 ein-
gefilhrten Hilfsrdumen JC( £ ,a) gilt nach (10.3) |

o®T -
ey xor(ga) ~ BT @ TLE) ~ O

Die Je( e ,a) it ¥ (€ ) 4 o sind also Torsionselemente. Nach

(10.4) ist auChVE in W(C) Torsionselement.

11. Annullatoren runder'Formen.

Satz 11.1. K sei runder quadraﬁischer Raum. Es gelte eine
der beiden folgenden (hoffentlich iiberfliissigen) Voraussetzungen:
a) dim B > 2, Card (C/ML]-_) > 2, 1 ="1..ar,
 ‘0) dim % beliebig, Card (C/m.i) > 3, 1= ’l;..r.
Dann 148t sich das Ideal '
tnn E: = {\fe"}'«"((}) | €®E = o in Wq((ﬁ)}

von W(C) durch Riume (1, - ) mit A & H(E) erzeugen.

Zum Beweis. (nach Witt): Wir kdnnen I als anisotrop voraus-

setzen. Sei I das von den (1,-A), X € N(E) erzeugte Ideal.
Wir werden mehrfach ausautzen, daB fur beC® und eine Einheit ¢
der Gestalt ¢ = ‘gzq(x)+b‘\1‘?q(y) mit &€ ,mM € C und X,y€ &7
die Relation :

(’1,1;):‘9- ()@ (1,b) mod I
zilt. {Der Annullabtor (1,-c)® (1,b) von B 148t sich in einen

W\Eh\@o &Sc_ fe ax ,ché Cc"mdfa;



elgentlichen binZren Raum zerl&gen.}

Angenommen, Aun B #* 1, Sei F = (bq,...bn) eigent-
licher Raum minimzler Uimension n mit F #£ o mod I, F&H ~ o.
Der Raum (bg,...bﬁ)é§m mull einen zu (~D1M$E3isomorphen Kera-
[

‘raum besitzen. Daher gibt es eine Gleichung

l(ﬂﬂ.Z),v b, + b, q(xz) T eee + bnq(xn) = 0

mit xiGEF. Wir wollen F module I zu einem Rsum F' = (b'q,~°°b}Q
abéndera, so daf sogar

(11.3) by o+ 52' * eee + b =0

ist. Dann gelangen wir wie folgt zum Widerspruch:

Sel e yeee e Orthogonalbasis von F' mit n(ei) = Db, '.

Es gibt strikt anisotrope Vektoren von F', die auf dem isotropen
Vektor e, + +e. + e, senkrecht stehen. Daher ist

F'e= 4(o,x) L G mit K €C und eigentlichemk G, das somit E

annulliert, aber eine Dimension < n hat. wWdspr.

Es bleibt zu kldren, wie man von (11.2) nach

.(11.5) pelangt. Man suche ein Produkt c¢ von BEinheiten der Gestalt
2 -1 2 . . '

€% (x) + b,7 b, %q(y) nit x,yer", €,7 €C, so daB

o(bq + by q(x2'))sich in der Gestalt bqq(xq') + beq(xa‘) mit

xq', Xg'e:E* schreiben 12Bt (vgl. Bew. v. Th. 9.2).

Mit by ': = c“qbiQ(Xi‘) (i = 1,2) gilt nach der anfangs ge-
machten Bemerkung

(b,},co. bn> ;

mod I und '

-1

]

(C—qb,‘,c ('b/l.’ b2'9b5)“.bn

it

bg’ba’llh bn)

byt o+ byt +'b5q<x5) + eee + bnq(xn) = O

Man setze das Verfahren fors. : a
L

qlel L

Aus S2tz 11.1 ergibt sich uwamittelbar (Witt)

Folgerung 11.4, E sei rund quadratische. Uber B und C gelte



i
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Y

i

eine der Voraussetzungen a), b) aus Satz 11.1. Sel F bilinear

P S———

und F® 3 ~ o. Dann sind auch (1,-dF)®@ &, F® D (&) und
(1,-3F)® D (B) hV““rbolloch.

Bewels., P "’..l_{b )69(1 -C. ) mit c. E;m\h).

(Trc )CLJ(JJ) Weiter beachte man RH{E)eN(D (E)). (s.5 tz’«’-'.‘j}'f

. . * o
Problem 11.5. BSei 2§EC . Wird der Annullator eines Raumes

(1,a) durch eigentlich bin#re Riume erzeugt?

12. Stufe eines lokalen Ringes.

In diesem Abschnitt missen wir leider voraus-

setzen, dall C lokal und 2eC™ ist.m bezeichne das meximale !

Ideai von C.

Satz 12.1. B sei isotroper Pfister-Raum. Dann gibt es

einen Pfister-Raum P mit E = (1,-1)®PF.

Beweis., Sei E = (1,a1)® ...®(’l,an') und ohne Binschrénkung
n >1. Wir benutzen im folgenden den Raum V: = zzgn. uber dem
Korper :Zzzznit 2 Hlementen als Indexmenge. Seil Cqasees € die

Standardbasis von V. Zu jedem Vektor X = €. +eeot ey (i1‘1-0-<:ir1

i,
1 T |
‘bezeichne a das Produkt B4 eee By o Nach Voraussetzung gibt i
1 r |
es eine Gleichung
2 ’ .
(12.2) S _a =0

eV X X

mit Elementen 4 von C, die nicht alle inwliegen. Wir

normieren die Gleichung so, daB M= 1 ist. FUr eine beliebige
Hyopurebene W von V bezzeichne £, den in 3 elqb0+tbaren Pfister-
W

Raum _i-— (ax) und cw'das von X, dargestellte “lement
§ i -

3" a 'vt 2 . Mit beliebis

cewshltem x€ V~W und ebeafalls von
rew =+ ¥

o O



&, dargestelltem d., 143t sich (12.2) schreiben als Gleichung
Cy + a,dy = 0.
Ist fur mindestens eine Hypercbene W das Element ¢,y Birheit, so
X "" 1
. . , S _ -1
sind wir fertig: B, hat -a_ = C”dV

W X W
ist B e (1,2 )@5, = (1,-1)@ L. &

als Ahnlichkeitsnorm, also

€3]

1

konnen aber nicht zalle c,,
"

g1

inMm liegen. Denn dann erhielte man duvxrch Summation iiber alle W:
(2P e+ @) . € m
° | % +0 X

. A 2
mit cx, = 8 {Lx

< . hus (12.2) wirde En'qcoe'ma folgen, im Wider-

> X
spruch zu s =» 1, 2€C . qecede

Aus diesem Satz 12.1 folgt sofort (Witt)

Satz 12.2. Ist E Pfister-Raum der COrdnung 2’“”*/I in W(C),

o< pm<oo, so ist 2™ x & das kleinste Vielfache von E, das

-E als Teilraum enth#lt.

Beweis. -E ist in 2/*>s(-E) = 2Mx E enthalten. Wire -E sogar

in (2ﬁ°~1)x-E enthalten, so wire 2Mx B isotrop, also ~ 0.

Als Stufe von C bezeichnen wir die kleinste
Zahl s, zu der eine Relation

2 2
"1"'61 +...+CS

mit c; € C existiert (s =00, falls -1 nicht Quadratsumme).
Der Spezialfzall & = (1)Avon Satz 12.2 besagt, dal die Stufe
eines lokalen Ringes, in dem 2 Einheit ist, stets eine 2-Potenz

ist, scfern sie endlich ist.

Saa&@nidauw A5, Mac 1363 .
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