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Einleitung

In den letzten Jahren stieg die Anzahl der Anwendungsgebiete fiir integrierte Schaltungen
standig. Das Spektrum der Anwendungsgebiete reicht von Massenprodukten des téglichen
Gebrauchs iiber industrielle Steuerungen bis zu Spezialanwendungen wie Hochstleistungs-
rechnern oder Schaltungen fiir die Raumfahrt.

Sowohl wachsende Integrationsdichte als auch Automatisierung des Entwurfs machten es
erst moglich, fiir zahlreiche Aufgaben den Einsatz von mit universellen Mikroprozessoren
ausgestatteten Leiterplatten zu ersetzen durch anwendungsspezifische Spezialschaltkreise
(ASIC’s = Application Specific Integrated Circuits). Durch geschickte anwendungsspezifi-
sche Integration von Schaltelementen auf einem oder mehreren Chips kénnen so spezielle
Funktionen eventuell mit weniger Komponenten realisiert werden. Der Einsatz entsprechen-
der ASIC’s fiihrt dann zu einer Reihe von Vorteilen: geringere Systemkosten, geringeres
Gewicht bzw. Volumen, groflere Nachbausicherheit, durch Reduktion externer Verbindun-
gen zwischen verschiedenen Bauteilen auflerdem hohere Zuverlissigkeit, geringerer Lei-
stungsverbrauch und héhere Geschwindigkeit des Gesamtsystems (durch Verringerung der
zu treibenden Lasten). Aus diesen Griinden steigt der Anteil von ASIC’s am Weltumsatz
integrierter Schaltungen stetig an [ICE91] (siehe Abbildung 0.1).

Da anwendungsspezifische Schaltkreise meist nur in geringen Stiickzahlen produziert wer-
den, kommt es immer mehr zu einem Ubergewicht der Entwurfskosten gegeniiber den

ASIC-Anteil: Gesamtumsatz:

1982: 12 % 1982: 10.2 Mrd. US $
1990: 18 % 1990: 46.4 Mrd. US $
1994: 21 % 1994: 75.0 Mrd. US $

Abbildung 0.1: Anteil von ASIC’s am Weltumsatz integrierter Schaltungen.
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Fertigungskosten eines Chips. Kurze Entwurfszeiten und damit niedrige Entwurfskosten
kénnen aber nur dann erreicht werden, wenn méoglichst grofle Teile des Entwurfsprozesses
automatisiert werden, d.h. rechnergestiitzt ablaufen. Sogar bei Standardschaltungen wie
Mikroprozessoren besteht durch einen zunehmenden Kostendruck und die starke Abhéngig-
keit des Produkterfolgs vom Zeitpunkt des Markteintritts die Notwendigkeit eines schnellen
und kostengiinstigen Entwurfs. Auch aufgrund der wachsenden Integrationsdichte und der
damit verbundenen Mdoglichkeit, eine wesentlich komplexere Funktionalitét auf einem ein-
zigen Chip zu realisieren, gewinnen klar strukturierte und automatisierte Entwurfsabldufe
immer mehr an Gewicht.

Die grundsétzliche Aufgabe des Schaltungsentwurfs besteht darin, eine Schaltungsspezifika-
tion in eine korrekte Schaltungsimplementierung umzusetzen. Der Entwurfsablauf 148t sich
grob in 5 Phasen gliedern, in den funktionalen Entwurf, die Logiksynthese, die Generierung
eines Fertigungstests, die Layoutkonstruktion und die Validierung:

1. In der Phase des funktionalen Entwurfs wird die Spezifikation des Systemverhaltens
definiert. Diese Spezifikation kann beispielsweise mit Hilfe einer Hardwarebeschrei-
bungssprache (HDL) oder mit Hilfe graphischer Modelle erfolgen.

2. Im Rahmen der Logiksynthese wird ausgehend von der Spezifikation, die der funktio-
nale Entwurf liefert, eine geeignete Implementierung generiert. Ergebnis der Logik-
synthese ist eine Netzlistenbeschreibung iiber einer bestimmten Menge von Grund-
zellen.

3. Bei der Generierung eines Fertigungstests werden Testeingaben bestimmt, die dazu
dienen, nach der Fertigung fehlerhaft produzierte Chips auszusortieren.

4. Bei der Layoutkonstruktion erfolgt die genaue Plazierung und Verdrahtung der Grund-
zellen.

5. In der Validierungsphase wird iiberpriift, ob die erhaltene Schaltungsimplementierung
mit der Spezifikation iibereinstimmt.

Der im Rahmen der vorliegenden Arbeit behandelte Themenkomplex ist im wesentlichen
der 2. Phase der obigen Aufzéhlung zuzurechnen. Die Arbeit befaf3t sich mit der automati-
schen Synthese kombinatorischer Teilschaltungen, d.h. mit dem Entwurf von Realisierun-
gen zu Booleschen Schaltfunktionen f : {0,1}" — {0,1}™. Zu gegebenen Schaltfunktio-
nen sollen Schaltkreise gefunden werden, die diese Funktionen realisieren und moglichst
geringe Kosten haben. Als Kostenmafle kommen hierbei z.B. die benétigte Schaltkreis-
fliche oder die Laufzeit der Schaltung in Frage. Beim Entwurf sequentieller Schaltungen,
d.h. von Schaltungen, die speichernde Elemente enthalten, lassen sich nach Trennung der
Gesamtschaltung in Kombinatorik und speichernde Elemente die rein kombinatorischen
Komponenten mit Hilfe der hier vorgestellten Methoden generieren. Durch Minimierung
der Gesamtfliche des entworfenen Chips lassen sich mehrere Ziele erreichen: Zum einen
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werden die Herstellungkosten eines einzelnen Chips gesenkt, da nun mehr Chips auf ei-
nem Wafer Platz finden. Zum anderen wird die Ausbeute bei der Fertigung erhoht, da die
Defektrate pro Chip mit zunehmender Chipfliche drastisch ansteigt.

Abhiéngig von dem zu losenden praktischen Problem sind bei der Logiksynthese die ver-
schiedensten Schaltfunktionen zu realisieren. Eine Eigenschaft haben die in der Praxis
zu realisierenden Schaltfunktionen jedoch zumeist gemeinsam: Sie unterscheiden sich in
ihrem Aufbau wesentlich von Funktionen, deren Funktionstabellen zufillig ausgewiirfelt
wurden. Die in der Praxis auftretenden Funktionen sind in der Regel nicht durch (fiir
grofile Eingangsvariablenzahlen riesige) Funktionstabellen gegeben, sondern entspringen
einem praktischen Problem und geniigen daher relativ einfachen und kurzen Bildungs-
gesetzen. Daher weisen solche Schaltfunktionen meistens gewisse Regelmifigkeiten bzw.
Struktureigenschaften auf. Bei der Logiksynthese (d.h. beim Entwurf von kombinatori-
schen Schaltungen zu diesen Funktionen) miissen solche Struktureigenschaften ausgenutzt
werden, um zu guten Realisierungen zu kommen.

Mehrere Griinde sprechen fiir eine automatische Durchfiihrung der Logiksynthese:

e Der Handentwurf guter Realisierungen ist haufig mithsam und zeitaufwendig.
Der Aufwand zum Entwurf einer Schaltung 148t sich durch automatische Logiksyn-
these erheblich reduzieren.

e Es sollen auch Anwender, die keine Experten auf dem Gebiet der Schaltkreissynthese
sind, in die Lage versetzt werden, Entwiirfe durch eine einfache Spezifikation des
gewiinschten Ein—/Ausgabeverhaltens durchzufiihren.

e Hiufig enthalten die zu realisierenden Schaltfunktionen zwar Regelméfigkeiten, aber
diese RegelmifBigkeiten sind nicht auf den ersten Blick zu erkennen. Auf diese Weise
wird es fiir den Menschen schwierig, eine Logiksynthese unter Ausnutzung vorhande-
ner Struktureigenschaften durchzufiihren. In Fillen, in denen die Struktur der zu rea-
lisierenden Booleschen Funktion schwer iiberschaubar ist, sind maschinelle Entwiirfe
Handentwiirfen oftmals qualitativ iiberlegen.

e Handentwiirfe komplexerer Boolescher Funktionen sind sehr fehleranfillig. Durch
Verwendung eines (korrekten) Logiksynthesewerkzeuges kann dagegen garantiert wer-
den, daf eine fehlerfreie Umsetzung einer Spezifikation in eine korrekte Implementie-
rung erfolgt.

Héaufig beschrankt man sich bei der automatischen Logiksynthese zur Realisierung von
Schaltfunktionen auf zweistufige Losungen. Dies hat im wesentlichen zwei Griinde: Ei-
nerseits lassen sich solche zweistufigen Losungen durch programmierbare logische Felder
(PLA’s) leicht umsetzen, andererseits gibt es mittlerweile relativ ausgereifte heuristische
Verfahren (z.B. ESPRESSO [BHM+84]), die in der Lage sind, kostengiinstige zweistufige
Realisierungen zu finden. Allerdings macht man die Beobachtung, daf§ in der Praxis sehr
einfache Schaltfunktionen vorkommen, bei denen auch die beste zweistufige Realisierung
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sehr grof$ wird. Daher macht sich die Einschrénkung des Suchraumes auf zweistufige Rea-
lisierungen oft negativ bemerkbar. Aus diesem Grund befafit sich die vorliegende Arbeit
mit mehrstufigen Realisierungen.

Bei den Werkzeugen zur (automatischen) mehrstufigen Logiksynthese sind im wesentlichen
drei Richtungen zu unterscheiden: Verfahren, die auf der Anwendung lokaler Transformati-
onsregeln basieren (z.B. [DJBT81, DBJT84]), Verfahren, die auf Methoden der zweistufigen
Logiksynthese basieren und durch Ausfaktorisieren mehrstufige Realisierungen erzeugen
(der zur Zeit bekannteste Vertreter dieses Ansatzes ist misll [BRS+87] bzw. sis [S+92])
und Verfahren, die Funktionen durch (rekursive) Zerlegungen realisieren.

Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Verfahren beruht auf der Durchfiihrung rekursi-
ver Zerlegungen.

Logiksynthese unter Ausnutzung von Symmetrien und nichttrivialen Zerlegun-
gen

Das hier entwickelte rekursive Zerlegungsverfahren nutzt im wesentlichen zwei wichtige
Struktureigenschaften Boolescher Funktionen aus, ndmlich Symmetrien (z.B. Invarianz ei-
ner Booleschen Funktion gegeniiber der Vertauschung von Eingangsvariablen) und nicht-
triviale Zerlegbarkeit.

Die Durchfiihrung von disjunkten Zerlegungen bei der Logiksynthese wurde schon in Ar-
beiten von Ashenhurst [Ash59], Curtis [Cur61] und Karp [Kar63] erstmals betrachtet. Eine
disjunkte Zerlegung einer Booleschen Funktion f : {0,1}" — {0,1} mit den Eingangsva-
riablen z4, ..., x, ist eine Darstellung von folgender Form:

X, X -

Die Eingangsvariablen zy,...,z, werden hierbei in zwei disjunkte Mengen {zy,...,z,}
(die Menge der ,,gebundenen® Variablen) und {z,11,...,2,} (die Menge der ,freien“ Va-
riablen) aufgeteilt. Es treten , Zerlegungsfunktionen® a4, ..., a, auf. Die Funktion g wird
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als ,,Zusammensetzungsfunktion“ bezeichnet. Es werden Zerlegungen mit moglichst we-
nigen Zerlegungsfunktionen gesucht (auf jeden Fall sollte 7 < p sein). Dies hat folgende
Vorteile:

e Ist die Anzahl der Zerlegungsfunktionen gering, so hat man bei rekursiver Anwendung
des Verfahrens weniger (Zerlegungs-)Funktionen zu realisieren. Es besteht die Hoff-
nung, dafl die Gesamtkosten des resultierenden Schaltkreises somit moglichst gering
bleiben.

e Je weniger Zerlegungsfunktionen bei einer Zerlegung auftreten, desto weniger Ein-
ginge hat die Zusammensetzungsfunktion g. Wenn ¢ weniger Eingiinge hat, dann
kann man hoffen, dafl die Kosten zur Realisierung von g auch geringer sind.

e Aus der Netzliste, die die Logiksynthese liefert, wird das Layout eines Schaltkreises
bestimmt, der die gesuchte Funktion realisiert. Hiufig beobachtet man Schaltungen,
bei denen die Fliche des Layouts nicht unbedingt durch die Anzahl der zu realisieren-
den Gatter bestimmt wird, sondern durch die Anzahl der zu realisierenden globalen
Verbindungsleitungen. Eine Zerlegung mit wenig Zerlegungsfunktionen legt gerade
eine Realisierung mit wenig globalen Verbindungsleitungen nahe.

Es folgt eine Auflistung wichtiger Problemstellungen und L&sungen, die die vorliegende
Arbeit zu einer entscheidenden Weiterentwicklung der Ansétze von Ashenhurst, Curtis
und Karp machen:

e Eine fundamentale Aufgabe der mehrstufigen Logiksynthese ist die Identifizierung
von Teillogik, die in mehreren Schaltungsteilen mit Vorteil verwendet werden kann.
Gerade auf der Tatsache, daf gleiche Teilschaltungen nur einmal realisiert, jedoch
mehrfach verwendet werden, beruht hiufig die Effizienz guter Realisierungen Boole-
scher Funktionen.

Aus diesem Grund ist es von grofler Bedeutung, die Identifizierung mehrfachverwend-
barer Teillogik in das Zerlegungsverfahren zu integrieren.

Im Rahmen dieser Arbeit gelingt dies durch die Ausnutzung von Freiheiten bei der
Wahl von Zerlegungsfunktionen: Bei der Realisierung von Funktionen mit mehre-
ren Ausgingen fi,..., f,, werden gemeinsame Zerlegungsfunktionen fiir fy,..., fi,
berechnet. Man hat dabei das Problem zu l6sen, die Zerlegungsfunktionen so zu be-
rechnen, dafl moglichst viele von ihnen in der Zerlegung moglichst vieler Ausgangs-
funktionen f; verwendet werden kénnen.!

1Das Vorgehen ist nicht nur bei der Bearbeitung von Booleschen Funktionen mit mehreren Ausgingen
von Bedeutung. Auch wenn eine Funktion urspriinglich nur einen Ausgang hat, so treten bei der rekursi-
ven Anwendung des Zerlegungsverfahrens auf ihre Zerlegungsfunktionen im allgemeinen Funktionen mit
mehreren Ausgingen auf, so dafl die Verfahren zur Identifizierung mehrfachverwendbarer Teillogik auch
hier Anwendung finden.
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e Die in praktischen Problemen vorkommenden Booleschen Funktionen sind keine
Funktionen mit ,,zufillig gewiirfelter Funktionstabelle“, sondern zeichnen sich durch
bestimmte Struktureigenschaften aus, so dafl ihre Komplexitit weit unter der Durch-
schnittskomplexitét iiber alle moglichen Booleschen Funktionen mit der gleichen An-
zahl von Eingéingen liegt. Solche Struktureigenschaften sollen im Rahmen eines Lo-
giksyntheseverfahrens nach Md&glichkeit beibehalten werden.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren erreichen dieses Ziel durch eine Ein-
schrankung des Suchraumes auf eine bestimmte Teilklasse von Zerlegungsfunktionen,
die strikten Zerlegungsfunktionen. Auf diese Weise soll verhindert werden, daf in ei-
ner Zerlegung Zerlegungsfunktionen gewéhlt werden, die keine solchen Struktureigen-
schaften aufweisen und somit mit hoher Wahrscheinlichkeit eine hohe Komplexitét
besitzen. Fiir strikte Zerlegungsfunktionen 148t sich n&mlich zeigen, dafl sich Struk-
tureigenschaften (wie z.B. Symmetrie in Paaren von Variablen oder Unabhingigkeit
von Variablen) von der zerlegten Funktion auf die Zerlegungsfunktionen iibertragen.

e Symmetrien Boolescher Funktionen spielen bei der Logiksynthese eine grofle Rol-
le. Symmetrische Funktionen sind im allgemeinen sehr viel leichter zu realisieren als
allgemeine Funktionen (beispielsweise ben6tigt man fiir eine totalsymmetrische Funk-
tion mit n Eingéingen im worst case hichstens linear viele 2-Input—Gatter [Weg89],
fiir allgemeine Funktionen jedoch #(%-) [Sha49]).

Es stellt sich die Frage, wie Symmetrien in Zusammenhang mit Zerlegungen ausge-
nutzt werden koénnen.

Dabei stellt sich heraus, dafl es von Vorteil ist, die Menge der gebundenen Variablen
({x1,...,z,} im obigen Beispiel) so zu wihlen, dafl mdoglichst viele Symmetrien in
dieser Menge auftreten. Symmetrien in der Menge der gebundenen Variablen kénnen
zu einer erheblichen Reduzierung der Anzahl der benétigten Zerlegungsfunktionen
fiihren.

Bei partiellen Funktionen kommt in Zusammenhang mit Symmetrien die zusétzliche
Freiheit ins Spiel, dafl verschiedene Fortsetzungen partieller Funktionen zu totalen
Funktionen im allgemeinen auch verschiedene Symmetrieeigenschaften aufweisen.

e Bei praktischen Problemen treten hiufig partielle Funktionen auf (d.h. Funktionen,
deren don’t care-Menge nicht leer ist), da die Schaltkreise, die diese partiellen Funk-
tionen realisieren sollen, beispielsweise in ein gréfleres System eingebettet werden
und man daher gewisse Eingabevektoren von vornherein ausschliefen kann oder da
im praktischen Problem bei einer Funktion mit mehreren Ausgéngen fiir bestimmte
Eingaben der Funktionswert nur an einem Teil der Ausgénge interessant ist. Dariiber
hinaus beobachtet man bei dem rekursiven Zerlegungsverfahren auch dann, wenn die
urspriinglich zu realisierende Funktion total ist, auf hoheren Rekursionsstufen parti-
elle Funktionen.

Speziell bei groflen don’t care-Mengen konnen sich hinsichtlich der Komplexitéit der
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resultierenden Booleschen Funktion je nach don’t care-Belegung enorme Unterschie-
de ergeben.

Es besteht also ein dringender Bedarf nach Verfahren, die eine giinstige Belegung von
don’t cares partieller Funktionen berechnen.

In dieser Arbeit gelingt dies hauptséchlich durch zwei Ansédtze: Zum einen wurde ein
Verfahren entwickelt, das bei einer vorgegebenen Variablenaufteilung don’t cares so
belegt, dafl die Anzahl der Zerlegungsfunktionen im aktuellen Zerlegungsschritt mi-
nimiert wird. Zum anderen wurde ein Verfahren hergeleitet, das don’t cares mit dem
Ziel belegt, moglichst viele Symmetrieeigenschaften herzustellen. Dieses Verfahren
hat im Gegensatz zur Minimierung der Anzahl von Zerlegungsfunktionen im aktuel-
len Zerlegungsschritt eine eher ,,globale“ Auswirkung: Durch Beschrinkung des Such-
raumes auf strikte Zerlegungsfunktionen konnte erreicht werden, dafl sich Symmetrien
von der zerlegten Funktion auf die Zerlegungsfunktionen tbertragen. Insofern wirkt
diese Art von don’t care-Belegung nicht nur auf den aktuellen Zerlegungsschritt.
Es konnte dariiber hinaus gezeigt werden, dafi die beiden angesprochenen Verfah-
ren zur don’t care-Belegung sogar insofern vertréglich sind, als fiir das Verfahren
zur Minimierung der Anzahl von Zerlegungsfunktionen unter Einhaltung bestimmter
Nebenbedingungen garantiert werden kann, dafl es keine Symmetrien zerstort, die
durch das Verfahren zur Erzeugung von Symmetrien hergestellt wurden.

SchlieBlich kann man auch die Frage stellen, ob sich don’t cares evtl. auch im Hinblick
auf die Identifizierung mehrfachverwendbarer Teillogik belegen lassen.

Auch diese Frage konnte positiv beantwortet werden: Es wurde ein Verfahren gefun-
den, das don’t cares im Hinblick auf die Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunk-
tionen mehrerer Ausgangsfunktionen belegt.

Durch Anwendung der Verfahren zur don’t care-Belegung konnten sogar bei totalen
Benchmarkfunktionen (aufgrund des Auftretens von don’t cares auf héheren Rekur-
sionsstufen des Verfahrens) die Kosten um bis zu 35 % gesenkt werden. Bei der Syn-
these eines partiellen 4-Bit—Multiplizierers (der viele Symmetrien enthélt), konnten
die Kosten sogar um 43 % verringert werden (vergleiche Kapitel 4).

Ein entscheidender Durchbruch beziiglich der praktischen Anwendbarkeit der Algorithmen
auf groflere Beispiele ist dadurch gelungen, dafl simtliche Algorithmen auf Grundlage von
ROBDDs [Bry86] als Datenstruktur zur Reprisentation Boolescher Funktionen formuliert
werden konnten. ROBDDs (reduced ordered binary decision diagrams) haben die Eigen-
schaft, dafl sie fiir viele praktisch relevante Boolesche Funktionen eine relativ kompakte
Darstellung liefern. 2

’Die tabellenbasierte Version des implementierten Verfahrens benétigte z.B. zum Generieren eines 8—

Bit—Addierers iiber 18 Stunden, der 16-Bit—Addierer konnte aufgrund der Datenmenge zur Reprisentation
als Tabelle (8 Gigabyte) durch die tabellenbasierte Version nicht mehr erzeugt werden. In der ROBDD—

basierten Version 148t sich dagegen ein 32-Bit—Addierer noch in 3 min, ein 64-Bit—Addierer in ca. 5

1

Stunde erzeugen.
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Aufbau der Arbeit und Resultate

Das erste Kapitel definiert grundlegende Begriffe, die zum Verstéindnis der Arbeit notwen-
dig sind. Es fiihrt verschiedene Représentationsmoglichkeiten Boolescher Funktionen ein:
2-Schaltkreise, Boolesche Ausdriicke und ROBDDs zur Darstellung totaler und partieller
Boolescher Funktionen. Aulerdem werden bekannte Resultate zur Komplexitit Boolescher
Funktionen angegeben, die deutlich machen, was man prinzipiell von Algorithmen zur Lo-
giksynthese erwarten kann und was nicht.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit Symmetrien Boolescher Funktionen. Mit Hinblick
auf die Logiksynthese wird zu einer Booleschen Funktion f mit den Eingangsvariablen
x1,-- ., T, eine moglichst kleine Partition P = {)\,..., \;} bestimmt, so daf fiir alle Varia-
blenpaare (z;,xj) aus einer solchen Menge A; die Funktion invariant ist gegeniiber Vertau-
schung von z; und z. Dieses Problem erweist sich bei partiellen Funktionen im Vergleich zu
totalen Funktionen als wesentlich schwieriger. Die auftretenden Probleme werden anhand
von Beispielen demonstriert. Es wird erstmals eine Heuristik angegeben, die (in Anleh-
nung an eine Heuristik zur Fiarbung von Graphen) zu einer partiellen Funktion f eine
Belegung der don’t cares liefert, so dafl die resultierende Funktion symmetrisch in einer
moglichst kleinen Partition der Eingangsvariablen ist. Das in dieser Arbeit eingefiihrte Kon-
zept der starken Symmetrie partieller Boolescher Funktionen erfiillt hierbei die Aufgabe,
den speziell im Zusammenhang mit Symmetrien partieller Funktionen auftretenden Pro-
blemen zu begegnen. Diese Suche nach Erweiterungen partieller Boolescher Funktionen, die
moglichst viele Symmetrieeigenschaften besitzen, ist deshalb von grofler Bedeutung, weil
symmetrische Funktionen im allgemeinen sehr viel leichter zu realisieren sind als allgemei-
ne Funktionen. Die Resultate werden von Vertauschungssymmetrien verallgemeinert auf
sogenannte Aquivalenzsymmetrien (d.h. Symmetrien, bei denen vor Vertauschung zweier
Eingangsvariablen eine der beiden Variablen noch negiert wird).

Das dritte Kapitel befafit sich mit der Realisierung Boolescher Funktionen durch (rekur-
sive) Zerlegung. Zwei Moglichkeiten zur Ausnutzung von Freiheiten sind dabei wesentlich:
Bei totalen Funktionen die Ausnutzung von Freiheiten bei der konkreten Auswahl von Zer-
legungsfunktionen und bei partiellen Funktionen zusétzlich die Belegung von don’t cares,
um zu einer moglichst guten Realisierung zu kommen. Die Freiheit bei der Wahl von Zer-
legungsfunktionen wird wiederum auf zwei verschiedene Arten ausgenutzt:

e Durch die Beschrinkung des Suchraumes auf die sogenannten strikten Zerlegungs-
funktionen wird erreicht, dafl sich Struktureigenschaften von der zerlegten Funktion
auf die Zerlegungsfunktionen iibertragen.

e Hat man Funktionen mit mehreren Ausgingen fi,..., f,, zu zerlegen, so werden
solche (strikte) Zerlegungsfunktionen berechnet, die in der Zerlegung moglichst vieler
Ausgangsfunktionen f; mit Vorteil verwendet werden kénnen.

Das Kapitel beginnt mit einem Abschnitt zur Zerlegung von Funktionen mit einem Aus-
gang, in dem hauptsichlich Grundlagen zur Zerlegung Boolescher Funktionen behandelt
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werden.

Danach folgt ein Abschnitt {iber Zerlegungen partieller Boolescher Funktionen. Es wird ein
Verfahren angegeben, das bei vorgegebener Variablenaufteilung don’t cares mit dem Ziel
belegt, die Anzahl der in der Zerlegung benétigten Zerlegungsfunktionen zu minimieren.
Daneben besteht auch die Moglichkeit, don’t cares so zu belegen, dafl die resultierende
Funktion moglichst viele Symmetrieeigenschaften aufweist. In einem spiteren Abschnitt
iiber Symmetrieausnutzung wird die Vertraglichkeit der beiden Verfahren gezeigt.

Da don’t cares Freiheiten darstellen, deren Ausnutzung zu Realisierungen mit geringe-
ren Kosten fiihren konnen, ist es im Rahmen des rekursiven Zerlegungsverfahrens erstre-
benswert, fiir Zerlegungs- und Zusammensetzungsfunktionen moglichst grofle don’t care—
Mengen zu definieren. Aus diesem Grund wird im Abschnitt iiber partielle Funktionen
noch gezeigt, wie man bei einer vorgegebenen Zerlegung maximale don’t care-Mengen fiir
Zerlegungs— und Zusammensetzungsfunktionen berechnet.

Im Abschnitt iiber Funktionen mit mehreren Ausgingen wird ein Algorithmus zur Iden-
tifizierung mehrfach verwendbarer Teillogik entwickelt, der auf der Berechnung gemeinsa-
mer strikter Zerlegungsfunktionen mehrerer Ausgangsfunktionen basiert. Ein wesentlicher
Punkt ist hierbei, dafl der Algorithmus komplett auf der Basis von ROBDDs arbeitet. Kann
die zu zerlegende Funktion kompakt durch ROBDDs dargestellt werden, so wird die Zer-
legung durchgefiihrt, ohne dafl man einen Umweg {iber Funktionstabellen o.4. machen
muf}. Dariiber hinaus wird in diesem Abschnitt ein Verfahren angegeben, das bei partiellen
Funktionen don’t cares im Hinblick auf die Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktio-
nen belegt. Auch fiir dieses Verfahren kann die Vertriglichkeit mit dem Verfahren zur
Minimierung der Anzahl von Zerlegungsfunktionen gezeigt werden.

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten disjunkten Zerlegungen sind bei nichtdisjunkten
Zerlegungen die Mengen der freien und gebundenen Variablen nicht disjunkt. Es wird
gezeigt, dal man das in dieser Arbeit beschriebene Logiksyntheseverfahren ohne grofiere
Probleme auf nichtdisjunkte Zerlegungen erweitern kann.

Das Kapitel endet mit einem Abschnitt zum Thema Testen. In diesem Abschnitt wird ein
Verfahren entwickelt, das parallel zur rekursiven Zerlegung einer Funktion f : {0,1}" —
{0,1}™ einen vollsténdigen Test hinsichtlich des Stuck-at—Fehlermodells (oder hinsichtlich
des Zellenfehlermodells) berechnet. Dabei spielt die Berechnung sogenannter Freiheitsrela-
tionen Boolescher Funktionen eine entscheidende Rolle. Zu jedem (Einzel-)Stuck-at-Fehler
im resultierenden Schaltkreis erhélt man so eine Testeingabe oder die Information, dafl der
Fehler redundant (d.h. nicht testbar) ist. Erkannte redundante Fehler kénnen wihrend des
rekursiven Zerlegungsverfahrens direkt entfernt werden. Es kann jedoch nicht garantiert
werden, dafl bei dem Verfahren keine redundanten Fehler auftreten. Grund dafiir ist die
Tatsache, dafl beim Entfernen redundanter Fehler testbare Fehler zu redundanten Fehlern
werden konnen. Dies wird anhand eines Beispiels demonstriert.

Kapitel 4 zeigt Ergebnisse des auf diesen Grundlagen implementierten Logiksyntheseverfah-
rens. Neben Benchmarkvergleichen wird die Wirkungsweise des Algorithmus auch anhand
einiger Beispielentwiirfe gezeigt.



Einleitung 13

Das Logiksynthesewerkzeug ist in das Entwurfssystem CADIC [BHK+87] integriert, das
auf einem in [Hot65] entwickelten Kalkiil basiert. Ein wichtiges Merkmal von CADIC ist die
Beschreibung von Schaltungen durch rekursive, parametrisierte Gleichungen. Ein System
von Gleichungen definiert nicht nur einen einzelnen Schaltkreis, sondern eine ganze Schalt-
kreisfamilie. Damit eignet sich CADIC in besonderer Weise zur kompakten, hierarchischen
Beschreibung regulérer Schaltkreise. Anhand des Entwurfs eines fehlererkennenden Divi-
dierers [TY88] wird demonstriert, daf8 die automatische Logiksynthese nicht unbedingt in
Konkurrenz zu Handentwiirfen regelméfliger Schaltungen zu sehen ist, sondern auch in
Verbindung mit solchen Entwiirfen nutzbringend eingesetzt werden kann. Es erfolgte ein
parametrisierter Entwurf fiir einen n—-Bit-Dividierer (in einer redundanten Zahlendarstel-
lung) mit dem Entwurfssystem CADIC. Der Dividierer ist regelmifiig unter Verwendung
bestimmter Grundmodule aufgebaut. Diese Grundmodule, aus deren Spezifikation keine
RegelméBigkeiten abzulesen waren, wurden mit Hilfe des Logiksynthesewerkzeuges auto-
matisch generiert.

Speziell anhand der Entwiirfe fiir einen Addierer und einen partiellen Multiplizierer kann
demonstriert werden, dafl auch bei Problemstellungen, die schon intensiv unter Einsatz
menschlicher Intelligenz bearbeitet wurden, mit automatischer Logiksynthese konkurrenz-
féhige Entwiirfe erzielt werden konnen. Aus der Spezifikation fiir den Addierer wurde
ein Schaltkreis generiert, der starke Ahnlichkeit mit dem Conditional-Sum-Addierer hat
[Sla60]. Kleinere Unterschiede im Detail bewirken sogar, dafl die Gatteranzahl der gene-
rierten Losung bei gleicher Tiefe im Vergleich zum Conditional-Sum—Addierer sogar noch
geringer wird. Es konnten Addierer bis zu einer Bitbreite von 64 (d.h. mit 128 Eingéingen
und 64 Ausgiingen) generiert werden.> Auch fiir den partiellen Multiplizierer wurde ein
interessanter Schaltkreis gefunden. Analysiert man den resultierenden Schaltkreis und ver-
allgemeinert man das Prinzip auf variable Bitbreiten, so erhilt man einen Multiplizierer,
der (wie z.B. der Wallace—Tree-Multiplizierer [Wal64]) logarithmische Tiefe hat und O(n?)
Gatter bendtigt. Anhand dieser Beispiele erkennt man also, dal es sogar denkbar ist,
Realisierungen, die von dem automatischen Logiksynthesewerkzeug erzeugt wurden, als
Anregung fiir parametrisierte Entwiirfe (d.h. Entwiirfe mit variabler Bitbreite) zu nutzen.
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Kapitel 1

Grundlagen

Das erste Kapitel definiert grundlegende Begriffe, die zum Verstindnis der Arbeit not-
wendig sind. In einem ersten Abschnitt werden verschiedene Reprisentationsmoglichkei-
ten Boolescher Funktionen eingefiihrt: {2-Schaltkreise, Boolesche Ausdriicke und ROBDDs
zur Darstellung totaler und partieller Boolescher Funktionen. In einem zweiten Abschnitt
werden dann bekannte Resultate zur Komplexitidt Boolescher Funktionen angegeben, die
deutlich machen, was Algorithmen zur Logiksynthese prinzipiell leisten kénnen bzw. was
man nicht von ihnen erwarten kann.

1.1 Grundlegende Definitionen

1.1.1 Boolesche Funktionen

Aufgabe der Logiksynthese ist es, zu einer vorgegebenen Booleschen Funktion einen Schalt-
kreis zu finden, der diese realisiert. In diesem Teilabschnitt finden sich Definitionen und
Bezeichnungen, die im Zusammenhang mit Booleschen Funktionen eine Rolle spielen.

Definition 1.1 (Totale Boolesche Funktionen)
Bum = {f :{0,1}" — {0,1}™} sei die Menge aller (totalen) Booleschen Funktionen
bzw. Schaltfunktionen von {0,1}" nach {0,1}™.

Bezeichnung 1.1 B, := B, ;

Definition 1.2 (Partielle Boolesche Funktionen)

BP,,, ={f:D — {0,1}™ | D C {0,1}"} sei die Menge aller partiellen Booleschen
Funktionen bzw. Schaltfunktionen von {0,1}" nach {0,1}™. D heifit Definitionsbereich
von f: D — {0,1}™ und wird mit D(f) bezeichnet.

15
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Bezeichnung 1.2 Fir D C {0,1}" sei S(D) = {f: D — {0,1}} die Menge aller parti-
ellen Booleschen Funktionen von D nach {0,1}.

Definition 1.3 (ON-Menge, OFF—-Menge, DC—Menge)
Sei f: D — {0,1}, D C {0,1}".
Dann heifit

e DC(f)={0,1}"\ D die don’t care-Menge (kurz DC-Menge) von f,
e ON(f)={z € D| f(x) =1} die ON—Menge von f,
e OFF(f)={x € D| f(z) =0} die OFF—Menge von f.

Um aus vorgegebenen Booleschen Funktionen leicht neue Funktionen definieren zu kénnen,
benutzt man die Funktionen aus B; und B, als Operationen auf den Funktionen aus S(D).
Sind g, h € S(D) und ist f eine Operation aus B, dann schreibt man im allgemeinen statt
f(g,h) in Infixschreibweise g f h. Es gilt also:

VeeD : (gfh)(z)=[f(g9(x),h(x))
Ebenso fiir f € B;:
VeeD : (fg)z)=f(9(x))

Allgemein sind fiir Funktionen aus B; bzw. B, folgende Bezeichnungen iiblich:
Bezeichnung 1.3

(a) not(z) =1 genau dann, wenn x = 0. not heifst Negation von x. Schreibweise: T oder
.

(b) and(xz,y) = 1 genau dann, wenn x = y = 1. and heifst Konjunktion von x und y.
Schreibweise: x Ny, x -y oder xy.

(¢) nand(z,y) = 0 genau dann, wenn z =y = 1.

(d) or(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y = 0. or heifit Disjunktion von x und y.
Schreibweise: x \V y oder T + .

(e) nor(z,y) =1 genau dann, wenn x =y = 0.

(f) exor(z,y) =1 genau dann, wenn x # y. exor heifit exclusive-or-Funktion von x und
y. Schreibweise: © @ y.

(9) equiv(z,y) =1 genau dann, wenn x = y. Schreibweise: x = y.
(h) O(z,y) =0 Vz,y € {0,1}. 0 ist die konstante Nullfunktion.
(i) 1(z,y) =1 Va,y € {0,1}. 1 ist die konstante Einsfunktion.

Bemerkung 1.1 Sein} € B, die i—te Projektion, d.h. nl*(z1,...,2,) = x;. Falls aus dem
Zusammenhang hervorgeht, was gemeint ist, wird hdufig m' einfach als x; bezeichnet.



Abschnitt 1.1. Grundlegende Definitionen 17

1.1.2 Reprisentationen Boolescher Funktionen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Moglichkeiten zur Reprisentation Boolescher
Funktionen angegeben. Die allgemeinste Darstellungsform ist dabei ein Schaltkreis zur
Realisierung der Booleschen Funktion:

1.1.2.1 -Schaltkreise

Im allgemeinen hat man zur Realisierung Boolescher Funktionen eine gewisse Auswahl
an (einfachen) Booleschen Funktionen zur Verfiigung, mit deren Hilfe komplexere Funk-
tionen ausgedriickt werden kénnen (vgl. Standardzellenentwurf). Die schon verfiigbaren
Funktionen sind in einer Zellenbibliothek zusammengefaft:

Definition 1.4 (Zellenbibliothek) FEine endliche Teilmenge Q2 C U, en Bn heifit Zellen-
bibliothek.

Im folgenden wird héufig als Zellenbibliothek 2 = By, Q = STD = {0, 1, and, nand, or, nor,
not} oder 2 = By \ {exor, equiv} =: Ry betrachtet.

Im allgemeinen bezeichnet man Realisierungen fiir Funktionen aus einer Zellenbibliothek
als Gatter.

Die beiden néchsten Definitionen geben an, wie man mit Hilfe von Funktionen aus einer
solchen Zellenbibliothek €2 komplexere Funktionen darstellt. Die Darstellung erfolgt durch
einen sogenannten ()—Schaltkreis, der direkt als Netzliste einer Schaltung interpretiert wer-
den kann.

Definition 1.5 (Schaltkreis)
Sei Q eine Zellenbibliothek. Sei T = QU {EPAD,APAD}.
Ein Q—Schaltkreis S mit n Eingdingen und m Ausgdingen ist ein 4—Tupel

(G = (V,E), typ, pe, pa),

wobei gilt:

e G ist ein gerichteter, azyklischer, knotenorientierter' Graph. V ist die Menge der
Knoten bzw. Zellen, E die Menge der Kanten bzw. Verbindungsleitungen.
Jeder Kante ist eine Richtung zugeordnet. Quelle und Ziel von Kanten sind gegeben
durch die Abbildungen Q : E -V und Z : E — V.
Der Eingangsgrad eines Knotens v st definiert durch die Abbildung indeg : V — N,
indeg(v) = |{e € E | Z(e) = v}|.
Entsprechend ist der Ausgangsgrad eines Knotens v definiert durch die Abbildung

'Ein Graph G heifit knotenorientiert, wenn es fiir jeden Knoten v des Graphen sowohl eine Numerierung
der einlaufenden Kanten als auch eine Numerierung der auslaufenden Kanten gibt.
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outdeg : V- — N, outdeg(v) = |{e € E | Q(e) = v}|.

Die Knotenorientierungen von G sind durch die partiellen injektiven Abbildungen
I,O : V. x N ~ E definiert. Falls 1 < i < indeg(v), dann ist I(v,i) definiert,
I(v,i) = e mit Z(e) = v und e heifit i~ter Input des Knotens v; falls 1 < i <
outdeg(v), dann ist O(v,i) definiert, O(v,i) = e mit Q(e) = v und e heifit i-ter
Output von v.

o typ : V. — T ist eine Abbildung, die jedem Knoten einen ,Typ“ (Funktion der Zel-
lenbibliothek oder EPAD bzw. APAD) zuordnet.
Es mup gelten: [typ *(EPAD)| =n, |typ~'(APAD)| = m.
Falls typ(v) = t, dann heifit t Typ von v, v ein t—Knoten.
Falls typ(v) € Q, dann gilt typ(v) € Bindeg(v)-
Falls typ(v) = EPAD, dann gilt indeg(v) = 0,
falls typ(v) = APAD, dann gilt indeg(v) = 1, outdeg(v) = 0.

e pe, pa sind ,Numerierungen® der EPAD—- bzw. APAD—-Knoten.
pe:{l,....,n} = {veV|typ(v) = EPAD}, pa : {1,...,m} = {v eV |typ(v) =

APADY} sind bijektive Abbildungen.
pe(i) (pa(i)) heifit der i. primdre Fingang (Ausgang).

Die nun folgende Definition stellt den Zusammenhang her zwischen einem (2-Schaltkreis
und den Booleschen Funktionen, die durch diesen Schaltkreis realisiert werden.

Definition 1.6 (Durch Q—Schaltkreis definierte Funktion)
Sei S = (G, typ, pe, pa) ein Q-Schaltkreis mit n Fingdngen und m Ausgdngen.
Sei e € E eine Verbindungsleitung mit e = O(v, j).

e Fualls typ(v) = EPAD und v = pe(i), dann ist die durch Leitung e berechnete Funk-
tion definiert durch

fe:{0,1}" = {0,1}, fe(z1,...,2n) = ;.

o Falls typ(v) = g € Q, e, = I(v,k) fur k = 1,...,indeg(v), dann ist die durch die
Leitung e berechnete Funktion definiert durch

fe:{0,1}" = {0,1},  fe(x) = 9(fe, (%), - -, feindeg(v)(x))

Seien nun fir 1 <i<my; = I(pa(i),1), f,, jeweils die durch y; berechneten Funktionen.
Dann ist die durch S realisierte Funktion fs:{0,1}" — {0,1}™ definiert durch

fs() = (fuu (%), - - fym (%))
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[ v | typ(v) ]
v, | EPAD
vy | EPAD
vy | EPAD
N and
Us exor
Vg and
U7 exor
Ug or
vg | APAD
vig | APAD

pe() 0
1 il 1 Vg
2 (%) 9 V10
3

Abbildung 1.1: Schaltkreis zu einem Volladdierer

Ein Schaltkreis S soll aber nicht nur als Realisierung einer einzigen totalen Funktion fg
gelten, sondern als Realisierung aller Funktionen, die man aus fg durch Einschrankung des
Definitionsbereichs erhilt:

Definition 1.7 (S Realisierung von g) Sei fg : {0,1}" — {0,1}™ die durch den -
Schaltkreis S realisierte Funktion.
Dann heifit S Schaltkreis bzw. Realisierung fiir jede Funktion g : D — {0,1}™, D C {0,1}",

mit fs|p = g.

Abbildung 1.1 illustriert die angegebenen Definitionen fiir einen Schaltkreis zu einem Vol-
laddierer, d.h. zu der Funktion

fa:{0,1}® — {0,1}2, (21,22, 73) = (c,8) mit 2, + x5 + 23 = 5 + 2c.

Als Zellenbibliothek wurde Q = {&, -, V} gewiihlt.

Ublicherweise wird man allerdings den Schaltkreis in einer etwas iibersichtlicheren Form
wie in Abbildung 1.2 graphisch darstellen. Es werden jetzt noch Kostenmafle fiir {2
Schaltkreise eingefiihrt, die es ermoglichen sollen, die Kosten verschiedener Realisierungen
der gleichen Funktion zu vergleichen. Dazu wird der Begriff der Zellenbibliothek noch um
Zellenflichen und Zellenlaufzeiten erweitert.
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T T2 X3

[and] [e7or]

[and] [ezor]

or

Abbildung 1.2: Schaltkreis zu einem Volladdierer (vereinfachte Darstellung)

Definition 1.8 (erweiterte Zellenbibliothek) FEine erweiterte Zellenbibliothek ist
ein Tripel (Q, Aq, Tq), das aus einer Zellenbibliothek Q, und zwei Funktionen Aq : Q — Ry
und T : Q — R{ besteht. Hierbei ordnet Aq jeder Funktion aus Q0 eine Gatterfiiche zu,
Tq ordnet jeder Funktion aus Q) eine Gatterlaufzeit zu.

Definition 1.9 (Kostenmafle)

1. Die Q-Komplexitit eines QQ-Schaltkreises S = ((V, E), typ, pe, pa) ist

Co(S)=|V\{veV|typ(v) e {EPAD,APAD}}|

(D. h. die Q-Komplezitit wird bestimmt durch die Anzahl der Zellen des Schaltkrei-
ses, die keine EPAD- oder APAD—-Zellen sind.)

Die Q-Komplexitit einer Booleschen Funktion f € BP, ,, mit Definitionsmenge D
ust

Ca(f) = min{Ca(9) | fs|p = f}
FEine Realisierung S von f mit Cq(S) = Caq(f) heifit Q—optimal.

. Die Zellenfliche eines Q—-Schaltkreises S = ((V, E), typ, pe, pa) ist definiert als

Aq(S) = > Aq(typ(v))

veEV
typ(v)§{EPAD,APAD}

(D. h. die Zellenfliche ergibt sich als Summe der Gatterflichen simtlicher Zellen
des Schaltkreises.)

Die Zellenfliche einer Booleschen Funktion f € BPF, ,, mit Definitionsmenge D ist
entsprechend

Aq(f) = min{Ag(S) | fs|p = f}
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3. Die Tiefe eines Q—Schaltkreises S = (G = (V, E), typ, pe,pa) ist Dq(S), die grifite
Anzahl von Zellen auf einem gerichteten Pfad in G (EPAD—- und APAD-Zellen
nicht mitgerechnet).

Die Tiefe einer Booleschen Funktion f € BP, ,, mit Definitionsmenge D ist entspre-
chend

Dq(f) = min{Dq(S) | fs|p = f}

4. Die Zellenlaufzeit eines Q-Schaltkreises S = (G = (V, E), typ, pe,pa) Ta(S) ist
definiert als die grofite Summe der Gatterlaufzeiten auf einem gerichteten Pfad von
einem EPAD-Knoten zu einem APAD-Knoten.

Die Zellenlaufzeit einer Booleschen Funktion f € BP, ,, mit Definitionsmenge D ist

Ta(f) = min{Ta(S) | fslp = f}

Bemerkung 1.2 Um die Laufzeit eines Schaltkreises S genauer zu modellieren, kann man
auch den Verbindungsleitungen Laufzeiten zuordnen (z.B. auch in Abhdngigkeit vom Aus-
gangsgrad der einzelnen Knoten) und fiir alle gerichteten Pfade von einem EPAD-Knoten
zu einem APAD—-Knoten zu den Gatterlaufzeiten der Zellen auf dem Pfad die Laufzeiten
der Verbindungsleitungen auf dem Pfad addieren.

Wenn die zugrundeliegende Zellenbibliothek aus dem Zusammenhang hervorgeht, wird teil-
weise auch C(S) bzw. C(f) statt Cq(S) bzw. Cq(f) geschrieben.

1.1.2.2 Boolesche Ausdriicke

Eine weitere Beschreibungsmoglichkeit Boolescher Funktionen aus B, stellen geklammerte
Boolesche Ausdriicke dar.

Sie haben eine direkte Entsprechung zu 2-Schaltkreisen iiber der Zellenbibliothek {0, 1, and,
or,not} und werden besonders zur Beschreibung zweistufiger Realisierungen verwendet.

Definition 1.10 (Boolesche Ausdriicke iiber Var,) Sei Var, = {1, ..., z,} eine
n—elementige Menge, die Menge der Variablen, E = {0,1,(,),+,V,~}UVar, und E* die
freie Warterhalbgruppe iber E. Dann heifst A(Var,), der Durchschnitt aller Teilmengen
L C ET mit

e {0,1}UVar, € L,
e wy,...,wxy €L = (wy-...-wg) € Lund (wy V...Vwg) €L,

e wel = (—w)elL,

die Menge der Booleschen Ausdriicke iiber Var,.
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Schreibweise: Fiir (—w) schreiben wir auch .

Definition 1.11 (Durch Booleschen Ausdruck definierte Funktion)
Die durch einen Booleschen Ausdruck w diber Var, definierte Funktion ®(w) ist definiert
durch

e ®(w) =0, falls w=0,

o B(w) =1, fallsw=1,

o d(w) =77, falls w=x;,

o B(w) =®(wy) ... B(w), falls w= (wy-... wy),

e O(w)=d(w)V...VO(wy), falls w= (w1 V...V wy),
(w)

)
K

not(®(v)), falls w = (-w).

w

Zur Beschreibung zweistufiger Realisierungen durch Boolesche Ausdriicke werden noch
folgende Definitionen benétigt:

Definition 1.12 (Boolesches Monom)
m € A({z1,...2,}) heifst Boolesches Monom, falls

m:xfllx;” mit 1 <j<n, und ¢ € {0,1} firk=1,...,7,
wobet xllk =z, und a:?k =1, gilt.

Unter der Variablenmenge von m versteht man die Menge V(m) = {z;,, ...,z }. Das
Monom heifit vollstindig, wenn V(m) = {z1,...,2,} gilt.

Definition 1.13 (Boolesches Polynom)
p € A({x1,...z,}) heifit Boolesches Polynom, falls gilt:

e p=0 oder
e p=1 oder

e p=(myV...Vmy), wobei Vi € {1,...,k} m; ein Monom ist.

Die Definition der Kosten eines Booleschen Polynoms p ist motiviert durch die Ry—Kom-
plexitit des Ry-Schaltkreises, der p in natiirlicher Weise zugeordnet werden kann:

Definition 1.14 (Kosten eines Booleschen Polynoms)
Die Kosten C(p) eines Booleschen Polynoms p betragen



Abschnitt 1.1. Grundlegende Definitionen 23

e C(p)=0, fallsp=10 oder p =1,

o C(p) =k—1+%F,C(my), falls p= (m1V...Vmy), wobei die Kosten eines Monoms
m=gxj ... x:]” C(m) =j — 1 betragen.

Bei zweistufiger Logiksynthese wird zu einer gegebenen Funktion f aus S(D), D C {0,1}"
ein Polynom p € A(Var,) mit moglichst geringen Kosten (geringer Komplexitét) gesucht,
so dafl ®(p)(z) = f(z) Vx € D gilt.

Definition 1.15 (Minimalpolynom)
Sei f eine Boolesche Funktion aus S(D), D C {0,1}". Ein Polynom p € A(Vary,) heifit
Minimalpolynom von f, falls

eVzeD &(p)(z)= f(zx) und
e C(p) < C(p) fiir alle Polynome p' mit ®(p')(z) = f(z) Vzr € D

Zweistufige Losungen (Boolesche Polynome) werden recht hiufig zur Realisierung Boole-
scher Funktionen gewéhlt. Zum einen kann man Boolesche Polynome leicht durch pro-
grammierbare logische Felder (PLA’s) realisieren, zum anderen gibt es mittlerweile relativ
ausgereifte heuristische Verfahren (z.B. ESPRESSO [BHM+84]), die in der Lage sind,
zu einer Booleschen Funktion Minimalpolynome bzw. Polynome, deren Kosten die eines
Minimalpolynoms nicht wesentlich {ibersteigen, zu berechnen.

Trotzdem ist es nicht ratsam, sich auf zweistufige Realisierungen zu beschrinken, da in vie-
len Féllen Minimalpolynomrealisierungen von Schaltfunktionen wesentlich teurer sind als
andere (mehrstufige) Realisierungen. Extrembeispiele sind z.B. gerade und ungerade Pa-
ritidtsfunktion (equiv und exor mit n Eingéingen) oder der Bindraddierer, die mit linearer
Cr,-Komplexitét (linear in der Anzahl der Eingéinge) als mehrstufige Schaltkreise realisier-
bar sind, deren Minimalpolynome aber exponentielle Grée haben(fiir den Addierer siehe
[Weg89], Kapitel 2.11).

1.1.2.3 Geordnete binire Entscheidungsgraphen bzw. OBDDs

Eine weitere Moglichkeit zur Représentation Boolescher Funktionen stellen geordnete binére
Entscheidungsgraphen bzw. OBDDs (ordered binary decision diagrams) und reduzierte ge-
ordnete bindre Entscheidungsgraphen bzw. ROBDDs (reduced ordered binary decision dia-
grams) dar [Bry86].

OBDDs bzw. speziell ROBDDs haben die Eigenschaft, daf} sie fiir viele praktisch relevante
Boolesche Funktionen eine relativ kompakte Darstellung liefern. (Beispielsweise kénnen
Paritétsfunktion und Bin#raddierer, die im vorigen Abschnitt schon als Extrembeispiele mit
exponentiell grofen Minimalpolynomen erwihnt wurden, als ROBDDs mit linearer Grofle
dargestellt werden [Bry86].)
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ROBDDs sind eine kanonische Darstellung Boolescher Funktionen, so daf§ Probleme wie z.B.
der Test auf Erfiillbarkeit oder Tautologie oder allgemein der Test auf Gleichheit Boolescher
Funktionen einfach werden, falls die entsprechenden Booleschen Funktionen als ROBDDs
dargestellt sind.

Dariiber hinaus haben ROBDDs zwei weitere Vorteile: Zum einen kann die Grofle der
ROBDDs durch Anwendung von Negation und bindren Booleschen Verkniipfungen (and,
or, exor usw.) nicht ,explodieren“. Wihrend Boolesche Polynome allein durch Negation
exponentiell anwachsen kénnen, 148t die Negation die Grofle eines ROBDDs unveréindert
und bei bindren Booleschen Verkniipfungen kann die Gréfle des Resultats héchstens dem
Produkt der Gréflen der eingehenden ROBDDs entsprechen. Zum anderen lassen sich diese
Operationen sehr effizient durchfiihren; sie sind polynomiell in der Grofle der eingehenden
ROBDDS.

Binére Entscheidungsgraphen wurden schon von Lee [Lee59] und Akers [Ake78] benutzt.
Sie beruhen auf der Darstellung einer Booleschen Funktion durch ihre Shannon-Expansion
[Sha38|

f(xla-":xn) :x_i'f(xla"'7$i7150axi+la"':xn)+xi'f(xla"':xifla]-:xi+la"-axn)-

Allerdings machte es erst die von Bryant [Bry86| eingefiihrte Beschrinkung auf eine be-
stimmte Teilklasse, die geordneten bindren Entscheidungsgraphen, méglich, effiziente Ope-
rationen auf diesen Repréisentationen Boolescher Funktionen durchzufiihren.

Geordnete bindre Entscheidungsgraphen (OBDDs) sind wie folgt definiert:

Definition 1.16 (Geordneter biniirer Entscheidungsgraph (0BDD))

Sei X = {x1,...,x,} eine Menge von Variablen, index : {1,...,n} — {1,...,n} eine Per-
mutation auf {1,...,n}. Durch index wird eine lineare Ordnung <inges ouf X induziert:
Es gilt Tingea(i) <index Tindex(j) geNau dann, wenn it < j.

<indez Wird als ,, Variablenordnung“ bezeichnet.

Fin geordneter bindrer Entscheidungsgraph (OBDD) F dber der Menge X mit Va-
riablenordnung <inger st ein Paar (G,m) aus einem kantenorientierten und knotenorien-
tierten Graphen G = (V, E) und einer Markierungsfunktion m : V — (X U {0,1}).

G hat genau eine Quelle g € V. Jeder Knoten v € V, der keine Senke ist, hat genau 2
Séhne: den 0-Sohn v° und den 1-Sohn v'.

Die Markierungsfunktion m ordnet jedem Knoten v € V, der keine Senke ist, eine Mar-
kierung m(v) € X zu. Weiterhin gilt fir alle Senken s m(s) = 0 oder m(s) = 1.

Fiir jeden Knotenv € V, fiir den ein Sohn v¢ (e € {0,1}) keine Senke ist, gilt: m(v) <index
m(ve).

Der geordnete bindre Entscheidungsgraph ist so definiert, dafl auf jedem Pfad von der
Quelle zu einer der Senken jede Variable aus X hochstens einmal als Markierung auftreten
kann und zwar in der durch die Variablenordnung auf X vorgegebenen Reihenfolge ', qex(1)
bis Tindex(n)-
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Abbildung 1.3: 2 0BDDs fiir f(z1,...,Ts) = To+z12374 mit der Variablenordnung s <inges
1 <index T3 <index T4-

Ein OBDD iiber X = {z1,...,2,} (mit Variablenordnung <;,4e.) definiert eine Boolesche
Funktion f € B,:

Definition 1.17 (Durch 0BDD definierte Funktion)
Sei F = (G, m) ein geordneter bindrer Entscheidungsgraph iber der Menge X = {z1,...
xn} von Variablen (mit Variablenordnung <inges). Sei v € V' ein Knoten von G.

Y

e Seim(v) =0. Dann ist die durch v definierte Funktion f, die Konstante O.
folz1,...,20) =0V (2q,...,2,) € {0,1}".

e Seim(v) = 1. Dann ist die durch v definierte Funktion f, die Konstante 1.
folzi, .. x) =1V (xq,...,2,) € {0,1}".

e Seim(v) = z;. Sei v° der 0-Sohn von v, v' der 1-Sohn. Sei fy,o € B, die durch v°
definierte Funktion, f,» € B, die durch v' definierte Funktion.

Dann ist die durch v definierte Funktion f, € B,, mit
o, o ) =T« foolxr, .oy xn) + 25 for (X1, xn) V(215 ..., 2,) € {0,1}".

Sei g € V die einzige Quelle von G. Die durch F = (G,m) definierte Funktion fr € By,
ist dann fr = f,.

Abbildung 1.3 zeigt zwei 0BDDs fiir die Funktion f(zq,...,24) = zo + z12374 mit der
Variablenordnung zs <indger T1 <index T3 <indeaw Ta-
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Bezeichnung 1.4 Sei F = (G = (V, E),m) ein geordneter bindrer Entscheidungsgraph
iiber der Variablenmenge X = {x1,...,z,} mit Variablenordnung <ingez- Se€i €inder =
(Gmde;cu), een, Emdex(k)) € {0, 1}’“, k <mn. Dann ist der durch €;,4.; erreichbare Knoten von
G durch folgenden Algorithmus definiert:

1. Beginne bei der Quelle g von G. v :=gq. i := 1.

2. Solange i < k: Falls m(v) = Tindea(s), gehe tber zum €ingeq(iy-Sohn von v, d.h. v :=
fveindez(i)'

Erhéhe 1 um 1.

Der durch €40, erreichbare Knoten ist dann der Knoten v, an dem man zum Schluf$ des
Verfahrens angekommen ist.

Bemerkung 1.3 Iste = (e1,...,€,), dann ist der durch (€indes(1)s - - - ; €index(n)) €rreichbare
Knoten eine Senke s von G. Es gilt:

fr(er, ..., e,) = m(s).

Man kann also fr an der Stelle € auswerten, indem man bei der Wurzel von G beginnt und
einen Pfad bis zu einer Senke gemdfs den Belegungen in € verfolgt.

Bezeichnung 1.5 Ist f € B, so wird die Funktion fmwl S mat

iy Tay,

fmellmelk (xla R xn) = f(yla <. ayn):
i1 ig
y; = €, falls j € {ir,..., i}, y; = zj, falls j & {i1,...,0} (V(z1,...,2,) € {0,1}"), als
Kofaktor von f hinsichtlich :UZI ...y} bezeichnet.

Bemerkung 1.4 Sei v der durch €ipges = (€indes(1), - - - » €index(k)) Mit k < n erreichbare
Knoten im OBDD F = (G, m). Dann lif$t sich der Untergraph von G, der alle Knoten um-
fapt, die von v aus erreicht werden kénnen, zusammen mit den zugehorigen Markierungen
als OBDD interpretieren. Man sieht leicht, daf die durch diesen OBDD definierte Funktion

gerade der Kofaktor f cingesq) €indesry St
'Tindem(l) “Yindex(k)

Man kommt nun von einem OBDD zu einem reduzierten geordneten bindren Entscheidungs-
graphen (ROBDD), indem man durch Loschen redundanter Knoten und mehrfach vorkom-
mender Teilgraphen im OBDD den OBDD verkleinert, ohne die durch ihn definierte Funktion
zu verdndern.

Definition 1.18 (Reduzierter geordneter Entscheidungsgraph (ROBDD))
Fin 0BDD F = (G = (V, E), m) heifit genau dann reduziert,
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o wenn es keinen Knoten gibt, dessen 0—Sohn und dessen 1-Sohn identisch sind und

o wenn es keine zwei Knoten vy und vy in'V gibt, so daff der Untergraph aller Knoten,

die von vy aus erreicht werden kénnen und der Untergraph aller Knoten, die von vy
aus erreicht werden konnen, isomorph sind.
Zwei OBDDs F; = (G1 = (Vi, E1),mq) und Fy = (Gy = (Va, E3), ma) heiffen hierbei
isomorph, wenn sie sowohl in Struktur als auch Beschriftung tibereinstimmen, d.h.
wenn es eine bijektive Abbildung o : Vi — Vo gibt, so daff Yv, € Vi,v9 € Vo mit
o(v1) = vy gilt: my(v1) = ma(vs) und falls vi und vy keine Senken sind: o(v,°) = v,°
und o(vi') = vyt

Lemma 1.1 (Bryant ’86) Aus einem OBDD F = (G = (V,E),m) lifit sich in Zeit
O(|V] - log(|V'|)) der zugehdrige ROBDD F' = (G',m') bestimmen, der dieselbe Funktion
definiert.

Fiir ROBDDs kann man nun beweisen, daf§ sie (bei vorgegebener Variablenordnung) eine
kanonische Darstellung Boolescher Funktionen sind.

Satz 1.1 (Bryant ’86) Fiir jede Boolesche Funktion f € B, gibt es (bis auf Isomorphie)
einen eindeutigen ROBDD, der f definiert (und jeder andere OBDD, der f definiert, hat
mehr Knoten).

Die folgende Bemerkung ergibt sich leicht aus Bemerkung 1.4 und Satz 1.1.

Bemerkung 1.5 Ist F = (G, m) ein reduzierter geordneter Entscheidungsgraph tiber der
Variablenmenge {x1,...,z,} mit Variablenordnung <inger, der eine Funktion f definiert
und sind 2 Kofaktoren

f Cindez (1) Cindex (k) Undf 5indew(1) 5indew(k)
indez(1) ""indez (k) index (1) "'windem(k)

gleich, so sind die durch (€indes(1),- - -, €indes(k)) 02W. (Oindes(1), - - -, Oindex(k)) erreichbaren
Knoten von G identisch.

Diese Tatsache wird spiter in Kapitel 3 bei der Herleitung von Zerlegungen Boolescher
Funktionen aus ROBDD-Représentationen ausgenutzt.

Aussagen zur Komplexitit einiger Grundoperationen auf ROBDDs sind in Tabelle 1.1 zu
finden (vergleiche [Bry86]).
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Eingabe Ausgabe Laufzeit
ROBDD F = ((V,E),m) zu f € B, | ROBDD zu f o(V))

ROBDD F) = ((Vl,El) m1) zu f1, | ROBDD zu f1 <op> fa, o(|Vi| - |Va|)
ROBDD Fy = ((Va, E2), mq) zu fo op € {and,nand, or,exor, ...}

ROBDD F = ((V,E),m) zu f € B, | ROBDD zu Kofaktor fasiz € € {0,1} | O(|V|1og(|V]))
ROBDD F' = ((V,E),m) zu f € B,, | beliebiges Element aus ON(f) O(n)

ROBDD F = ((V,E),m) zu f € B, | ON(f) O(n - |ON(f)|)
ROBDD F' = ((V, E),m) zu f € B, | [ON(/f)| o(v))

Tabelle 1.1: Komplexitét einiger Grundoperationen auf ROBDDs

Variablenordnungen ROBDDs stellen eine kanonische Reprisentationsform Boolescher
Funktionen dar, falls die zugehdrige Variablenordnung vorgegeben ist. Dies bedeutet aber
nicht, daf} sich die ROBDDs bei Anderung der Variablenordnung nicht &ndern.

Tatsédchlich hingt die Grole der ROBDDs fiir viele Boolesche Funktionen sehr stark von der
Variablenordnung ab. Man kann durch Anderung der Variablenordnung sogar von ROBDDs
linearer Gréfle zu ROBDDs exponentieller Gréfle kommen bzw. umgekehrt. Ein Beispiel fiir
eine solche Funktionsklasse wurde von Bryant in [Bry86] angegeben: es handelt sich um die
Funktionsklasse aller g, € By, mit g,(x1,...,T2,) = Z1-To+ ...+ Top 1 - Tay. Der ROBDD
mit Variablenordnung <jpger mit 1 <inder T2 <indez - - - <index T2n hat die Grofle 2n + 2,
wihrend der ROBDD mit Variablenordnung <;pgerr mit 1 <inder T3 <index' --- <indez'
Top—1 <index' T2 <index' Ta <index' --- <index' Ton 27+l Knoten benétigt. In Abblldung 1.4
sind die ROBDDs fiir g3 mit den Variablenordnungen <;,g4e; und <;,4e.r angegeben.

Diese Tatsache stellt den Anwender von ROBDDs vor das Problem, zu gegebenen Boole-
schen Funktionen geeignete Variablenordnungen zu finden, unter denen sich die Funktionen
moglichst kompakt als ROBDDs darstellen lassen. Haufig 148t sich aus dem Versténdnis fiir
die Struktur einer gegebenen Booleschen Funktion ,von Hand“ relativ leicht eine gute
Variablenordnung finden. Es ist allerdings wiinschenswert, dafl eine solche Ordnung vom
System automatisch gefunden wird, ohne dal der Anwender mit dieser Aufgabe belastet
wird. Da sich das Problem, zu einer Booleschen Funktion eine Variablenordnung zu fin-
den, die die ROBDD-Gro8e minimiert, als NP—vollsténdig erwiesen hat [BSM94], wird man
im allgemeinen — zumindest fiir Boolesche Funktionen mit einer gréfleren Anzahl von
Eingéngen — Heuristiken zur Bestimmung einer Variablenordnung verwenden.

Die Heuristiken zur Bestimmung geeigneter Variablenordnungen lassen sich grob in zwei
Klassen einteilen:

1. Heuristiken, die in der Lage sind, vor Aufbau eines ROBDD eine ,, Anfangsordnung*
zu bestimmen. Diese Heuristiken leiten aus einer gegebenen Spezifikation einer Boo-
leschen Funktion durch Analyse der Struktur dieser Spezifikation eine Variablenord-
nung her (z.B. [MWBS88, FFK88, FMK91, FOH93)).
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Abbildung 1.4: ROBDDs fiir 1 - 3 + x3 - 4 + T5 - T¢. Beim linken ROBDD gilt 1 <jnges
-+« <index Ts, beim rechten T1 <index' T3 <index' T5 <index' T2 <inder' T4 <index' T6-

2. Heuristiken, die schon gegebene Variablenordnungen anhand schon aufgebauter
ROBDDs verbessern (z.B. [[SY91, Rud93, FYBS93, BLM95, DBG95]). Diese Heuristi-
ken haben den Vorteil, dafl sie zusétzlich auch dynamisch eingesetzt werden kénnen,
d.h. nicht erst nach Aufbau des gewiinschten ROBDD, sondern schon wdhrend des
Aufbaus: Falls bei Aufbau eines ROBDD durch Boolesche Operationen aus , kleine-
ren“ ROBDDs ein Zwischenergebnis zu grof wird, kann schon zu diesem Zeitpunkt die
Variablenordnungsheuristik eingesetzt werden, um die Grofle der schon berechneten
Zwischenergebnisse zu minimieren und dann mit der gewonnenen neuen Variablen-
ordnung weiterzuarbeiten.

Die momentan wohl am hiufigsten eingesetzte Variablenordnungsheuristik aus die-
ser Klasse ist der sifting—Algorithmus von Rudell [Rud93]. Er beruht stark auf der
Tatsache, dafl die Vertauschung zweier in der Variablenordnung <;,4., benachbarter
Variablen z; und z; eine ,lokale“ Operation ist, d.h. bei Vertauschung eines solchen
Variablenpaares in der Ordnung &ndern sich nur die Knoten, die mit z; und z; be-
schriftet sind, alle anderen Knoten im ROBDD bleiben gleich. Weiterhin 148t sich eine
solche Vertauschung effizient durchfiihren. Der sifting—Algorithmus beginnt mit einer
Variablen z; aus der Variablenmenge {z1,...,z,} und schiebt sie durch Variablen-
vertauschungen an alle n moglichen Positionen in der Ordnung. Danach wird die
Variable an die Position in der Ordnung geschoben, an der die resultierende ROBDD—
Gréfle am geringsten war. Danach wird das Verfahren mit der néchsten Variablen
fortgesetzt, bis nach O(n?) Variablenvertauschungen die Position aller Variablen be-
stimmt ist.

Obwohl im allgemeinen die Ergebnisse des sifting—Algorithmus sehr gut sind, wur-
de durch Panda/Somenzi [PS95] in experimentellen Ergebnissen ein Nachteil des
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sifting—Verfahrens festgestellt: Hiaufig gibt es Gruppen von Variablen, die bei guten
Variablenordnungen stets benachbart sind. Variablen aus solchen Gruppen tendieren
dazu, durch den sifting—Algorithmus in ihrer Position nicht verindert zu werden.
Angenommen es gibt eine starke ,, Anziehung® zwischen zwei benachbarten Variablen
x; und z;. Dann tendiert x; bei der Verschiebung dazu, wieder in seine Position in
der Nachbarschaft von x; zuriickzukehren und ebenso z; bei seiner Verschiebung in
der Variablenordnung. Als Resultat ist der sifting—Algorithmus nicht in der Lage, die
relativen Positionen solcher Gruppen ,,zusammengehdoriger” Variablen zu optimieren.
Ein Beispiel fiir solche ,, Anziehungskrifte“ zwischen Variablen sind symmetrische Va-
riablen. (Eine Boolesche Funktion heifit symmetrisch in einem Paar z; und z; von
Variablen, falls die Funktion sich bei Vertauschung von z; und z; nicht &ndert, vgl.
Kapitel 2.) Aus diesem Grund wurde von Moller/Molitor /Drechsler [MMD94] und
Panda/Somenzi/Plessier [PSP94] , symmetrisches sifting“ eingefiihrt, bei dem nicht
einzelne Variablen in der Variablenordnung verschoben werden, sondern Gruppen
von Variablen, in denen die Boolesche Funktion symmetrisch ist. Hierbei wird auch
die relative Position dieser Gruppen zueinander optimiert.

In Kapitel 2 wird ein Verfahren vorgestellt, das die Idee, symmetrische Variablen zusam-
menzugruppieren, ausnutzt, um mdoglichst kleine ROBDD-Représentationen partieller Funk-
tionen zu erzeugen.

Reprisentation partieller Boolescher Funktionen durch ROBDDs Zum Abschlufl
dieses Abschnitts soll noch kurz auf Reprisentationsmoglichkeiten partieller Boolescher
Funktionen durch ROBDDs eingegangen werden.

Eine naheliegende Idee besteht darin, im ROBDD aufler den durch 0 und 1 beschrifteten Sen-
ken eine zusétzliche Senke einzufiihren, die mit ,dc* beschriftet ist. Zu dieser Senke fiihren
dann alle Pfade im ROBDD, die Belegungen aus der don’t care-Menge entsprechen. Der
resultierende reduzierte und geordnete Entscheidungsgraph wird im folgenden als DCBDD
bezeichnet. Der erste Entscheidungsgraph aus Abbildung 1.5 zeigt eine solche Darstellung
fiir die Funktion f € S(D) mit D = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)},

{1, fallse=(1,1,1)
fle) = { 0, fallsee D\{(1,1,1)}.

Da fiir jede partielle Boolesche Funktion f DC(f) = {0,1}" \ (ON(f) U OFF(f)) gilt,
geniigt es, zur Darstellung einer solchen Funktion, zwei der drei Mengen ON(f), OFF(f)
und DC(f) darzustellen. Die angegebenen Mengen kann man beispielsweise durch ROBDDs
fiir ihre charakteristischen Funktionen f,, forf und f4. représentieren. Um die Darstellung
von f,, und f,f; in einem ROBDD zusammenzufassen, fithren Chang/Marek-Sadowska
[CCM94] auBer den Eingangsvariablen {z1,...,z,} von f noch eine zusétzliche Variable z
ein und definieren

ext(f) =Z- forf+ 2 fon- (1.1)
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Abbildung 1.5: Darstellungen der partiellen Funktion f mit f,,(z1,x9,23) = z1 - 2o - X3,
fors (@1, 22, 73) = 71 D 12 D 23

Die partielle Funktion f wird dann durch den ROBDD fiir ext(f) dargestellt. Der mittlere
ROBDD aus Abbildung 1.5 zeigt die schon links dargestellte Beispielfunktion in dieser Form
unter der Voraussetzung, dafl die zusétzliche Variable z als erste in der Variablenordnung
steht. Der rechte ROBDD zeigt die gleiche Funktion mit der Variablen z als letzte Variable
in der Ordnung. Daf} zwischen dieser Darstellung mit z als letzter Variable in der Ordnung
und dem DCBDD kein prinzipieller Unterschied besteht, zeigt das folgende Lemma:

Lemma 1.2 Sei f € S(D), D C {0,1}". Dann gilt fir den DCBDD Fy zu f mit der
Variablenordnung <inger und den ROBDD Fy fiir ext(f) mit der gleichen Variablenordnung
(abgesehen davon, dafl zusdtzlich die Variable z als letzte in der Ordnung auftritt):

size(Fy) — 2 < size(Fy) < size(Fy),
wobei size(Fy) die Knotenanzahl in Fy angibt, size(Fy) die Knotenanzahl in Fy.

Beweis:

Sei <;ndew die Variablenordnung von Fj.

Aus Gleichung 1.1 ergeben sich fiir ein €40, € {0,1}" sofort folgende Aquivalenzen:

In F; wird durch €;,40, der mit 0 beschriftete Knoten erreicht. <= In F, wird durch €;,4e
der mit z beschriftete Knoten erreicht, dessen 0—Sohn mit 1 und dessen 1-Sohn mit 0
beschriftet ist.

In F} wird durch €;,4., der mit 1 beschriftete Knoten erreicht. <= In F, wird durch €;,44
der mit z beschriftete Knoten erreicht, dessen 0-Sohn mit 0 und dessen 1-Sohn mit 1
beschriftet ist.

In F; wird durch €;,,4., der mit de beschriftete Knoten erreicht. <= In F), wird durch €;,404
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der mit 0 beschriftete Knoten erreicht.

Man kann also durch folgende lokale Ersetzungen F5 aus F} konstruieren:

Fiige 2 neue Knoten vy mit m(vy) = 0 und v; mit m(v;) = 1 ein. Ersetze in F} den durch dc
beschrifteten Knoten durch vy. Ersetze (falls vorhanden) den alten Knoten aus F}, der mit
0 beschriftet ist, durch einen neuen Knoten, der mit z beschriftet ist und dessen 0—Sohn
vy und dessen 1-Sohn vy wird. Ersetze (falls vorhanden) den alten Knoten aus Fi, der mit
1 beschriftet ist, durch einen neuen Knoten, der mit z beschriftet ist und dessen 0—Sohn
vo und dessen 1-Sohn v; wird. Falls vy oder v; keine eingehenden Kanten hat, l6sche den
entsprechenden Knoten wieder. O

1.2 Grundlagen zur Komplexitidt Boolescher Funktio-
nen

Der nun folgende Abschnitt dient im wesentlichen zwei Zielen: Zum einen soll die Kom-
plexitdt Boolescher Funktionen grundsitzlich untersucht werden, zum anderen soll geklart
werden, was man von Algorithmen zur Logiksynthese erwarten kann und was nicht.

Schon 1949 gelang es Shannon, mit einfachen Abzidhlargumenten folgenden Satz zu zeigen
([Sha49]):

Satz 1.2 (Shannon ’49) Fiir hinreichend grofie n haben ,fast alle“? Funktionen f € B,
eine Komplexitdit von

S [%

Cp,(f) >

Auf der anderen Seite gibt es einen Satz von Lupanov ([Lup58|), der folgendes besagt:

Satz 1.3 (Lupanov ’58) Zu jeder Funktion f € B,, gibt es eine Realisierung L; (ndmlich
die Lupanov’sche k-s—Darstellung) mit

2" 2m
Cgy, (L) < — —).
32( f) = + 0( n )
Aus diesen beiden Sédtzen kann man folgern, dafl ,fast alle“ Funktionen f € B, fast die

gleiche Komplexitit wie die schwerste Funktion in B, haben. Diesen Effekt nennt man
nach Lupanov (70) den Shannon-Effekt.

An dieser Stelle konnte es auf den ersten Blick so aussehen, als ob sich eine weitere Be-
handlung des Themas eriibrigen wiirde: Man kann zu fast allen Funktionen aus B,, mit der
Lupanov’schen k—s—Darstellung eine nahezu optimale Realisierung angeben.

2Die Formulierung ,fast alle Funktionen f € B, haben Eigenschaft P“ ist gleichbedeutend mit der
Aussage
[{f € By | f hat Eigenschaft P nicht}| / |By| — 0 fiir n — co.
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Dafl man an dieser Stelle nicht aufhort, sondern nach anderen Syntheseverfahren sucht,
hat folgende Griinde:

e Bei den eben vorgestellten Aussagen handelt es sich um asymptotische Resultate.
Fiir kleine n kann die Komplexitét einer Lupanov’schen k—s—Darstellung % deutlich
iibersteigen.

e Bei den in der Praxis auftretenden Booleschen Funktionen handelt es sich meist nicht
um zufillig gewiirfelte Funktionen, sondern um Funktionen, die von einem menschli-
chen Benutzer spezifiziert worden sind (z.B. aus einem bestimmten algorithmischen
Problem hervorgegangen sind). Daher weisen sie hiufig gewisse Regelmdfigkeiten
bzw. Struktureigenschaften auf. Sie sind fast immer mit weit weniger als % Gattern
zu realisieren.

Aufgabe von Logiksyntheseverfahren ist es nun, solche Struktureigenschaften zu erkennen
und sie fiir die Realisierung auszunutzen.

Eine mogliche Struktureigenschaft einer Booleschen Funktion ist die nichttriviale Zerleg-
barkeit. Ein Syntheseverfahren, das auf der Ausnutzung nichttrivialer Zerlegungen beruht,
wird in Kapitel 3 vorgestellt.

Eine andere Moglichkeit ist die Ausnutzung von Symmetrien bzw. bestimmten Invarianzen
bei der Synthese. Dies wird in den Kapiteln 2 und 3 naher erliautert. Eine ausfiihrliche
Darstellung von Logiksyntheseverfahren, die Symmetrien ausnutzen, findet sich in [Hot60]
und [Hot74].

Ahnliche Resultate gelten auch fiir Funktionen mit mehreren Ausgingen (Funktionen

aus B ,,). Man kann nachweisen, daf ,fast alle® Funktionen mit n Eingingen und m

Ausgéingen eine Komplexitat > m% haben. Allerdings gilt dies nur, wenn m nicht zu grof3
ird

wird.

Mit Abziéhlargumenten (vgl. [Sch93a, SM93]) kann man folgenden Satz zeigen:

Satz 1.4 Fiir gentigend grofie n haben mindestens

| Buml (1 —27°)

der | By m| = 2™%" Funktionen aus By, eine Komplexitit > m%, wobei s(n) = Z_ZI'
Hierbei darf m allerdings nicht zu grof werden. Der Satz gilt fiir m = o(n) oder firm < c-n

; 1
mit ¢ < m,5>0§

!Man beachte, da 27*(") eine mit wachsendem n sehr schnell gegen 0 strebende Funktion ist. Die
Formulierung ,fast alle Funktionen haben eine Komplexitat > m%“ ist also berechtigt.

$Die Aussage des Satzes stimmt auch mit der Anschauung iiberein: Ist m nicht zu grofl und wihlt man
fiir grofles n m beliebige Funktionen fi,..., f;m € By, so ist es unwahrscheinlich, dafl man gréfiere Teile
aus der Realisierung einer Funktion f; mit Vorteil bei der Realisierung von f; (j # i) verwenden kann. Die
zufillig gewdhlten Funktionen sind ,,s0 verschieden“, daf} eine getrennte Realisierung der m Funktionen

kaum teurer ist als eine gemeinsame Realisierung als Funktion mit m Ausgingen.
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Ist m nicht zu grof}, so haben also ,fast alle“ Funktionen aus B, ,, eine Komplexitét
> m%. Will man andererseits eine Funktion aus B, ,, realisieren, so kann man leicht
eine Realisierung mit Kosten m% + o(m%) finden, indem man die m Ausgangsfunktionen
(unter Zuhilfenahme des Satzes von Lupanov) getrennt realisiert. Insofern tritt auch hier
ein ,Shannon-Effekt“ auf.

Bei zufillig gewéhlten Funktionen aus B, ,,, kann man infolgedessen nur fiir grofe m darauf
hoffen, daB eine gemeinsame Realisierung der Ausgangsfunktionen Vorteile im Vergleich zu
einer getrennten Realisierung hat.

Bei Funktionen, die in der Praxis auftreten, sieht die Situation allerdings ganz anders aus:
Héaufig weisen bei Funktionen mit mehreren Ausgéingen die verschiedenen Ausgangsfunktio-
nen eine dhnliche Struktur auf. Effiziente Realisierungen nutzen diese Tatsache aus, indem
sie gleiche Teilschaltungen bei der Realisierung mehrerer Ausgangsfunktionen benutzen.
Die Effizienz solcher Realisierungen beruht oft gerade auf der ,,Mehrfachverwendung® glei-
cher Teilschaltungen.

Es lohnt sich also, bei der Logiksynthese nach Méglichkeiten zur Ausnutzung gemeinsamer
Teilschaltungen fiir mehrere Ausgangsfunktionen zu suchen. Auch hierzu werden in Kapitel
3 Losungen vorgestellt.



Kapitel 2

Symmetrien Boolescher Funktionen

Eine mogliche Struktureigenschaft Boolescher Funktionen, die bei der Logiksynthese mit
Vorteil ausgenutzt werden kann, ist die Symmetrie. In diesem Kapitel soll im wesentlichen
definiert werden, was Symmetrie ist und wie man bestimmte Symmetrien erkennen kann.

In Kapitel 3 wird dann unter anderem gezeigt, wie man Symmetrieeigenschaften bei der
Logiksynthese ausnutzen kann.

Wie in Abschnitt 1.1.2.3 bereits angedeutet wurde, kann man Symmetrien Boolescher Funk-
tionen bei der Minimierung von ROBDD-Groflen ausnutzen. Dies ist eine wichtige Aufgabe,
da ROBDDs eine grundlegende Datenstruktur sehr vieler Logiksynthesealgorithmen darstel-
len.

Der erste Teil des Kapitels beschéiftigt sich mit Symmetrien totaler Funktionen. Mit Hin-
blick auf die Logiksynthese wird zu einer Booleschen Funktion f mit den Eingangsvaria-
blen 1, ..., z, eine méglichst kleine Partition P = {\,..., \¢} bestimmt, so daf} fiir alle
Variablenpaare (z;,x)) aus einer solchen Menge \; die Funktion invariant ist gegeniiber
Vertauschung von z; und zy.

Da bei vielen in der Praxis vorkommenden Problemen die Booleschen Funktionen aber
nur unvollstindig spezifiziert sind, ist der zweite Teil des Kapitels Symmetrien partiel-
ler Boolescher Funktionen gewidmet. Die Suche nach Erweiterungen partieller Boolescher
Funktionen, die moglichst viele Symmetrieeigenschaften besitzen, ist deshalb von grofler
Bedeutung, weil symmetrische Funktionen im allgemeinen sehr viel leichter zu realisieren
sind als allgemeine Funktionen (beispielsweise bendtigt man fiir eine totalsymmetrische
Funktion mit n Eingéingen im worst case hichstens linear viele 2-Input—Gatter [Weg89],
allgemein jedoch (%) [Sha49]).

Bei partiellen Funktionen erweist sich jedoch das Problem, eine moglichst kleine Parti-
tion zu finden, in der die Funktion symmetrisch ist, als wesentlich schwieriger als bei
totalen Funktionen. Anhand von Beispielen wird demonstriert, wo die Schwierigkeiten lie-
gen. Es wird eine Heuristik angegeben, die (in Anlehnung an eine Heuristik zur Farbung
von Graphen) zu einer partiellen Funktion f eine Belegung der don’t cares liefert, so daf

35
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die resultierende Funktion symmetrisch ist in einer moglichst kleinen Partition der Ein-
gangsvariablen. Das hier eingefiihrte Konzept der starken Symmetrie partieller Boolescher
Funktionen erfiillt hierbei die Aufgabe, den speziell im Zusammenhang mit Symmetrien
partieller Funktionen auftretenden Problemen zu begegnen.

Die Resultate werden von Vertauschungssymmetrien verallgemeinert auch auf sogenannte
Aquivalenzsymmetrien (d.h. Symmetrien, bei denen vor Vertauschung zweier Eingangsva-
riablen eine der beiden Variablen negiert wird).

Schliefllich wird noch gezeigt, wie die Verfahren zur Minimierung von ROBDD-Gréflen par-
tieller Boolescher Funktionen angewendet werden konnen.

2.1 Symmetrien totaler Boolescher Funktionen

Grundlegende Resultate zu Booleschen Algebren, Homomorphismen Boolescher Algebren
und Symmetrien Boolescher Funktionen sind in [Hot74] zu finden. Hier sollen nur kurz
einige Definitionen zu Symmetrien Boolescher Funktionen wiederholt werden.

Definition 2.1 (Invarianz unter 7) Sei f € B,, 7 sei eine Permutation auf {0,1}". f
heifit invariant unter 7 genau dann, wenn fir alle (z1,...,2,) € {0,1}" f(zy1,...,2,) =

flr(zy, ..., z)).

Definition 2.2 (Invarianz unter G) Sei f € B,, Sy}~ die Gruppe aller Permutatio-
nen auf {0,1}". Sei G eine Teilmenge von Sgo1y». f heiffit invariant unter G genau dann,
wenn [ invariant ist unter allen 7 € G.

Wenn man Invarianz unter Teilmengen G von Sy 3= betrachtet, dann kann man sich auf
Untergruppen von Sy 13» beschrénken. Es gilt ndmlich das folgende Lemma:

Lemma 2.1 Fualls f € B, wnwvariant ist unter G C Syo1y», dann ist f auch invariant unter
<G>, der durch G erzeugten Untergruppe von Sy 1yn.

Beweis: (siehe [Hot74])
Seien 7, und ™ € G.
f ist invariant unter 7y o 7o, da V(z1,...,2,) € {0,1}" gilt:

fmon)(@,...,am) = [f(n(r(z,. .. .)))
f(r(x1,...,20)) (da f invariant unter 71)
= f(x1,...,20) (da f invariant unter 73)

Falls 7 € G, dann ist f auch invariant unter 771, da V(z1,...,x,) € {0,1}" gilt:

fr Yz, ---yz0)) = f(r(r7Y(z1,--.,2,))) (da f invariant unter 7)
= f(z1,...,2p)
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—>  f ist invariant unter <G >. O

Hat man eine Untergruppe G von Syg13» gegeben, so kann man Teilmengen von {0,1}"
bestimmen, so dafl jede Boolesche Funktion f, die invariant ist unter G, auf diesen Teil-
mengen den gleichen Funktionswert liefern mufl. Unter diesen Teilmengen spielen die sog.
Orbits eine besondere Rolle:

Die Anwendung von Permutationen aus einer Gruppe G C Syo;}» auf die Elemente aus
{0,1}" teilt {0,1}™ in Orbits ein:

Ein Orbit eines Elementes a € {0, 1}" ist definiert als

orbitg(a) = {B € {0,1}" | I € G mit () = S}
Definiert man durch
s~ [ < (€ orbitg(a) <= Jo € G mit o(a) = g«

eine Relation auf {0,1}", so folgt aus der Tatsache, dafl G eine Gruppe ist, leicht, d"aB -
eine Aquivalenzrelation ist. Die Orbits der Elemente von {0, 1}" sind gerade die Aquiva-
lenzklassen dieser Relation und bilden folglich eine Partition auf {0, 1}".

Sei 3 € orbitg(a) beliebig. Dann gibt es nach Definition ein 7 € G, so dafl 7(«) = . Falls
f € B, invariant ist unter G, so muf} gelten:

f invariant unter 7

f(B) = f(r(a)) = f(a)
Also gilt folgendes Lemma:

Lemma 2.2 Falls G Untergruppe von Syo1y», f invariant unter G, dann gilt Voo € {0,1}":
orbitg(a) CON(f) oder orbitg(a) C OFF(f).
Also gilt:

ON(f)= | orbitg(e) und OFF(f)= |J orbitg(a).
a€ON(f) a€OFF(f)

Aus Lemma 2.2 folgt direkt, dafl die Funktionen

forbite (@) Mit forbitg(a) (@1, - .-, 2n) =1 gdw. (z1,...,2,) € orbitg(a) (o€ {0,1}")

unter den Funktionen, die invariant unter GG sind, die einzigen sind, deren O N-Menge man
nicht verkleinern kann, ohne dafl die Invarianz unter G verloren geht.

Es folgt ebenfalls, dafi sich jede Funktion f, die invariant ist unter GG, eindeutig als Dis-
junktion von Funktionen f,-4i1;(a) darstellen 1a8t.

Bemerkung 2.1 (vergleiche [Hot74])
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e Die Funktionen f € B,, die invariant sind unter einer Untergruppe G von Sio1yn,
bilden eine Unteralgebra von By,. Die Funktionen fopi; o) sind gerade die Atome
dieser Unteralgebra.

e Eine Permutation T € Sy~ induziert einen Automorphismus h, auf By, der defi-
niert ist durch:

hy : By = By, h:(f) = g mit g(t(z1,...,2,)) = f(x1,...,25) V(21,...,2,) € {0,1}".

Im folgenden soll wie in [Hot74] bei der Betrachtung der Permutationen 7 eine Beschriankung
auf eine spezielle Klasse von Permutationen erfolgen, ndmlich auf solche, die durch ,,Varia-
blennegierungen® und ,,Variablenvertauschungen“ erzeugt werden. Die betrachteten Per-
mutationen stammen dann aus einer Untergruppe P, von Sy 1yn:

P, ist die Untergruppe von Sy 1=, die durch die Permutationen

oik, 1<i<k<n, und
v;, 1<i1<n
erzeugt wird, wobei Yo € {0,1}"
Ok (Q1, oo oy iy ey Qg ey O) = (AL ey Qg e ey Qg e ey Q)
vi(ag, ..oy Qs ) = (Qy o @y e ey Q).

Funktionen, die invariant sind unter Untergruppen von P,, nennt man dann G-symmetrisch:

Definition 2.3 (G—Symmetrie)
f € B, heiffit G—symmetrisch fir G C P, falls f invariant ist unter G.

Etliche allgemein gebrduchliche Symmetriedefinitionen sind als Spezialfille der G-Symme-
trie anzusehen (vgl. [EH78]):

Bezeichnung 2.1

o Ist f {oi |1 < i<k <n}-symmetrisch, so bezeichnet man f auch als totalsymme-
trisch.
Es gilt dann

flag, . san) = f(Br, ., B) Yo, Bomit Y oy =) B;.
i=1

i=1

o Ist f {oi}—symmetrisch fir 1 <i < k <mn, so bezeichnet man f als vertauschungs-
symmetrisch (oder auch nur symmetrisch) in den Variablen (z;, xy).
Es gilt dann Voy € {0,1}, 1€ {1,...,n}\ {4, k}

flag, ..o 01,0 0541, 0 1,1, Qpyr,y vy 0) =
f(alv sy Q1 ]-: Aty - - - 7a/k—170: Op+1, - - '7an)-
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o Ist f {ow|l <i< k<mn; ik€ A}-symmetrisch (A C {1,...,n}, |A| > 1), so
bezeichnet man f als (vertauschungs)symmetrisch in der Variablenmenge \.
Es gilt dann

flag, .y an) = f(Bry- -5 Bn)
VYa, 8 mit Zai=Zﬁi und oy = B fari € {1,...,n}\ A\

3\ i€
o Ist f{ow|l <i<k<mn; i,kelje{l,.. . I}}-symmetrisch ({M,..., N}
Partition von {1,...,n}), so bezeichnet man f als (vertauschungs)symmetrisch in
der Variablenpartition A = {A\,..., N}
Es gilt dann

flaa, . osan) = f(Biy-- -, Bn)
VYa, B mit Zai=Zﬂifdrall61§j§l.

iE)\j ’iE)\j

o Ist f {v;00i ov;}—symmetrisch (bzw. {vg ooy o vy }—symmetrisch) fir 1 <i < k <mn,
so bezeichnet man f als dquivalenzsymmetrisch in den Variablen (x;, Ty)-
FEs gilt dann Yoy € {0,1}, 1€ {1,...,n}\ {5, k}

f(al, .. .,ai,l,O,aiH, P ak,l,O,akH, .. .,an) =
f(a’la s O, 1: Qi 1y Qp1, 1: Opt1, - - -aan)-

o Ist f {ow,vioo0ov; t—symmetrisch, d.h. sowohl vertauschungssymmetrisch in (x;, Tx)
als auch dquivalenzsymmetrisch in (z;, zy), dann bezeichnet man f als mehrfachsym-
metrisch in (x;, xy).

o Ist f {v;}-symmetrisch fir 1 <i < n, soist f unabhdngig von der Fingangsvariablen
;.

Es gilt dann Yoy € {0,1}, 1€ {1,...,n}\ {i}
f(O!l, .. .,ai_l,O,aiH, .. .,O!n) = f(O!l, e, 01, 1,0&54_1, .. .,O!n).

Will man bei der Logiksynthese bestimmte Symmetrieeigenschaften Boolescher Funktio-
nen (siehe Kapitel 3) ausnutzen, so muff man in einem ersten Schritt in der Lage sein,
vorhandene Symmetrieeigenschaften einer Booleschen Funktion zu erkennen. In den bei-
den folgenden Abschnitten wird zunichst das Erkennen von Symmetrien, die durch Ver-
tauschungssymmetrien erzeugt sind, behandelt, dann das Erkennen von Symmetrien, die
durch Vertauschungssymmetrien oder Aquivalenzsymmetrien erzeugt sind.

2.1.1 Erkennen von Vertauschungssymmetrien

Eine Struktureigenschaft Boolescher Funktionen, die bei der Logiksynthese ausgenutzt wer-
den kann, ist die (Vertauschungs)symmetrie in moglichst grofien Variablenmengen bzw.
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die Symmetrie in moéglichst kleinen Variablenpartitionen (d.h. in Variablenpartitionen mit
moglichst wenig verschiedenen Mengen) (siehe Kapitel 3).

Bei der Suche nach méglichst grolen Variablenmengen bzw. méglichst kleinen Variablen-
partitionen, in denen eine Funktion symmetrisch ist, ist es von Vorteil, dal die Symmetrie
in Variablenpaaren transitiv ist. Ist eine Funktion f symmetrisch in den Variablenpaaren
(x;, z;) und (z;,xx), so ist sie auch symmetrisch in (z;, zx) und folglich in der Variablen-
menge {z;,%;, Ty} Definiert man fiir eine Funktion f € B, die Relation ~j,,, auf der
Variablenmenge X = {z1,...,z,} durch

Ti~vsym®; <= [ ist (vertauschungs)symmetrisch in (z;, z;),

dann ist ~gy, eine Aquivalenzrelation auf X. Die Menge der Aquivalenzklassen dieser Re-
lation stellt eine Partition auf X dar. Die einzelnen Aquivalenzklassen sind die groBtmogli-
chen Variablenmengen, in denen f symmetrisch ist. Angenommen, die Symmetrierelation
~sym liefert auf den Eingangsvariablen die Partition P~ = {p1,...,us}. Dann ist f
genau dann in einer gegebenen Variablenmenge \ symmetrisch, wenn A C y; fiir 1 <1 < k.
P ist die minimale Partition, in der f symmetrisch ist, und P~ = gibt Aufschluf}

sym
iiber die maximalen Mengen p;, in denen f symmetrisch ist.

Der Symmetriegraph Gy, = (X, E) mit (z;,2;) € E genau dann, wenn z;~ s, ;, hat dem-
zufolge bei totalen Funktionen (im Gegensatz zu partiellen Funktionen, siche Abschnitt 2.2)
eine spezielle Struktur: Die Zusammenhangskomponenten von Gy, sind zugleich Cliquen
des Graphen.

Das Problem wurde also darauf reduziert, auf Symmetrie in Variablenpaaren zu testen.
Dazu geniigen (g) = 1(n® —n) Symmetrietests. Um P~ zu berechnen, beginnt man mit
einer Partition der Eingangsvariablen, bei der jede Variable in einer eigenen Menge ist. Nun
fiihrt man fiir simtliche Variablenpaare einen Symmetrietest durch. Stellt man Symmetrie
in (z;, ;) fest, so vereinigt man die beiden Mengen der Partition, die z; und z; enthalten.
(Zur praktischen Durchfiihrung bietet sich hierzu eine Union-Find-Datenstruktur an.) Am

Ende erhilt man die Aquivalenzklasseneinteilung P~ sym = LML -5 e}

Ist f durch einen ROBDD Gy gegeben, so geniigt es zum Test auf Symmetrie in (x;, z;),
die beiden Kofaktoren f;z und fz,; zu berechnen und zu testen, ob die beiden Kofak-
toren gleich sind. Somit kann der Test in O(size(Gy) - log(size(Gy))) durchgefiihrt wer-
den (vergleiche Kapitel 1). In [MMW93] ist ein Verfahren angegeben, das nicht fiir alle
(g) = %(n2 —n) Variablenpaare diese Kofaktorberechnung durchfiihrt, sondern schon vor-
her anhand einfacherer Tests hinsichtlich der Struktur des ROBDD Gy Variablenpaare aus-
schlief3t, in denen f nicht symmetrisch sein kann. Erst dann werden die noch verbleibenden

Variablenpaare auf Symmetrie getestet.
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2.1.2 Erkennen von Vertauschungssymmetrien und Aquivalenz-
symmetrien

Im vorliegenden Abschnitt wird untersucht, wie sich die beschriebene Situation verindert,
wenn man aufler auf Vertauschungssymmetrie auch auf Aquivalenzsymmetrie untersucht.

Leider liefert die paarweise Aquivalenzsymmetrie auf einer Variablenmenge X keine Aqui-
valenzrelation. Dies wird durch das folgende Gegenbeispiel belegt:

Beispiel 2.1

I1 | T2 | T3 f(:L‘l, Z9, .’Eg)
01010 0
0101 0
0]11]0 1
0|11 0
1100 0
1101 1
11110 0
1111 0

Man sieht leicht, da8 f sowohl in (z1,z2) als auch in (z9, z3) dquivalenzsymmetrisch ist. f
ist aber wegen f(0,0,0) # f(1,0,1) nicht d4quivalenzsymmetrisch in (zi, z3).

f ist aber vertauschungssymmetrisch in (z, z3). Das folgende Lemma zeigt, daf dies all-
gemein gilt:

Lemma 2.3 Sei f € B,. Fulls f dquivalenzsymmetrisch in den Variablenpaaren (z;,x;)
und (xj, k) (T;, T;,x) alle verschieden), dann ist f vertauschungssymmetrisch in (z;, ).

Beweis: Z.z.: Ve € {0,1}, 1€ {1,...,n}\ {3, k}

f(Gl,...,6,'_1,0,€Z'+1,...,Gk_1,1,€k+1,...,6n)
f(ela"',C'L’fla1:€i+15"',6k71a0,6k+1:"-,en)
1. Fall: ¢, =0
f( 7‘O,a a,O,a- 7,1,7--) = f( a.l,a )\1,7- a\l,a )
€ € €x €; €5 €k
(da f dquivalenzsymm. in (z;,;))
= flooey 1,00 0., 0 ...
€; €5 €k

(da f dquivalenzsymm. in (z;, z))
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2. Fall: ¢; =1
f( ’\q_,7 7\1’_/7' 7\]'/_,’ ") = f( ’\()/_/7' 7\0’_/7 ’\q_/7' )
€; € €k €5 €; €k
(da f dquivalenzsymm. in (z;, z))
= floo L0,
€ €; €k

(da f dquivalenzsymm. in (z;,z;))

Analog zeigt man:

Lemma 2.4 Sei f € B,. Falls f dquivalenzsymmetrisch in (x;,x;) und vertauschungs-
symmetrisch in (z;,xy), dann ist f dquivalenzsymmetrisch in (z;, xy).

Falls eine Funktion f &quivalenzsymmetrisch in einem Variablenpaar (z;,z;) ist, dann
ist die Funktion f’, die man erhilt, wenn man die Variable z; negiert (oder z; negiert),
(vertauschungs)symmetrisch in (z;, ;). Wenn man in Beispiel 2.1 2y und x5 negiert (oder
xo negiert), so ist die resultierende Funktion (vertauschungs)symmetrisch in (x1,z5) und
(x4, x3), also totalsymmetrisch.

Ziel ist es nun, durch Negation einer bestimmten Auswahl an Eingangsvariablen zu einer
Funktion zu kommen, die in einer moglichst kleinen Partition vertauschungssymmetrisch
ist.

Im folgenden wird gezeigt, dafl es hierbei eine eindeutige minimale Partition gibt (in dem
Sinne, dafl jede andere solche Partition eine Verfeinerung davon ist) und wie man eine
solche Partition erhélt (zusammen mit einer geeigneten Negation von Variablen).

Definition 2.4 Gegeben sei eine Boolesche Funktion f € B, und ein ,Polarititsvektor
P = (p1,...,pn). Die aus f durch den Polarititsvektor P erzeugte Funktion fp € B, ist
definiert durch fp(x1,...,2,) = f(2V', ..., 22") V(z1,...,2,) € {0,1}"™

Gesucht ist also ein ,optimaler” Polaritatsvektor und die zugehorige Variablenpartition.
Zu diesem Zweck wird , erweiterte Symmetrie* definiert:

Definition 2.5 FEine Funktion f € B, heiffit erweitert symmetrisch im Variablenpaar
(zi, z;) genau dann, wenn f wvertauschungssymmetrisch oder dquivalenzsymmetrisch in
(xi, z;) ist.

Lemma 2.5 Sei f € B,. Die Relation ~syn, auf der Variablenmenge X = {z1,...,2,},
die definiert ist durch

Ti~vesym®; = [ ist erweitert symmetrisch in (z;,x;) Vi, j € {1,...n},

ist eine Aquivalenzrelation auf X.
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Beweis: Die Aussage folgt aus der Tatsache, daf§ ~,,, transitiv ist und aus den Lemmata
2.3 und 2.4. O

Der Symmetriegraph Gy, fiir erweiterte Symmetrie ist definiert wie der Symmetriegraph
im Fall von Vertauschungssymmetrie. Zuséitzlich wird jeder Kante noch ein Typ zugeordnet,
ndmlich ,vertauschungssymmetrisch®, falls f nicht dquivalenzsymmetrisch im zugehori-
gen Variablenpaar ist, ,dquivalenzsymmetrisch®, falls f nicht vertauschungssymmetrisch
in dem Variablenpaar ist und ,,mehrfachsymmetrisch“ sonst.

Satz 2.1 Sei f € By. Es gibt einen Polaritdtsvektor P, so daf§ fp vertauschungssymme-
trisch ist in der Partition PNesym, die durch die Aquivalenzklassen der Relation ~egym 2zu
f gebildet wird.

Beweis: Konstruiere Polaritédtsvektor P, so dafl fp vertauschungssymmetrisch in P~
Sei Wi = {xil, A ,.Tik} € PNes ™"

Wiéhle dann p;, = e beliebig. Falls f in (x;,,x;,) vertauschungssymmetrisch, dann wihle
pi, = €, falls f in (z;,, z;,) dquivalenzsymmetrisch, dann wéhle p;, = €. Fiihre das Verfahren
analog fort mit (x;,,x;,) usw. bis p;, bestimmt ist.

Offensichtlich ist fp dann vertauschungssymmetrisch in p,. O

esym’

Wihlt man einen Polaritéitsvektor nach der Konstruktion im vorangegangenen Beweis, so
hat der Symmetriegraph Gy, fiir fp genau die gleichen Kanten wie der Symmetriegraph
Glesym fiir f (hinsichtlich erweiterter Symmetrie). Wihlt man einen anderen Polaritétsvek-
tor P', so kénnen in Gy, im Vergleich zu Gesym hochstens Kanten wegfallen, ndmlich Kan-
ten, die in G¢sym den Typ ,, vertauschungssymmetrisch® haben, aber Knoten verbinden, de-
nen unterschiedliche Polaritét zugeordnet wurde und Kanten, die in G4y, den Typ ,, dquiva-
lenzsymmetrisch“ haben, und Knoten verbinden, denen gleiche Polaritéit zugeordnet wurde.
Folglich kann fp/ nur in Verfeinerungen von P~ . vertauschungssymmetrisch sein. Ab-
bildung 2.1 illustriert dies anhand eines Beispielgraphen Gy, einer Funktion f € By und
des dazugehorigen Symmetriegraphen Gy, zu fpr mit P’ = (1,0,0,1,1,1,1,1,0).

Zum Abschlufl dieses Abschnitts soll noch (in Hinblick auf eine Anwendung in Kapitel 3

iiber Zerlegungen) die Struktur von Symmetriegraphen fiir erweiterte Symmetrie genauer
betrachtet werden:

In Abbildung 2.2 sind alle méglichen Teilgraphen mit 3 Knoten eines solchen Symmetrie-
graphen dargestellt.

Daf keine anderen Teilgraphen auftreten kénnen, folgt aus der Transitivitdt von ~gy,,, den
Lemmata 2.3 und 2.4 und dem nun folgenden Lemma.

Lemma 2.6 Ist f mehrfachsymmetrisch in (x;,x;) und vertauschungssymmetrisch (dqui-
valenzsymmetrisch) in (z;,xy), dann ist f auch mehrfachsymmetrisch in (z;, zy) und in

(z), ).
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Abbildung 2.1: Linker Graph: Gesyp einer Funktion f € Bg. Durchgezogene Kanten ste-
hen fiir ,,vertauschungssymmetrisch“, gestrichelte Kanten fiir ,dquivalenzsymmetrisch“ und
»Doppelkanten“ (sowohl durchgezogen als auch gestrichelte) fiir ,,mehrfachsymmetrisch®.
Rechter Graph: dazugehoriger Symmetriegraph Gy, zu fpr mit P/ = (1,0,0,1,1,1,1,1,0).
Negierte Variablen sind durch fett umrandete Knoten dargestellt.

Beweis: Die Aussage folgt aus der Transitivitdt von ~g,, und aus den Lemmata 2.3 und
2.4. O

Folglich kénnen nur 2 Arten von Cliquen im Symmetriegraph auftreten:

1. Cliquen, in denen vertauschungssymmetrische und #dquivalenzsymmetrische Varia-
blenpaare auftreten, aber keine mehrfachsymmetrischen.

2. Cliquen, in denen ausschliefllich mehrfachsymmetrische Variablenpaare auftreten.

2.2 Symmetrien partieller Boolescher Funktionen

Im folgenden Abschnitt wird die Betrachtung von Symmetrie auf partielle Boolesche Funk-
tionen erweitert. Ein Teil der vorliegenden Resultate ist im Rahmen einer Diplomarbeit
[Mel96] in Zusammenarbeit mit Herrn Stefan Melchior entstanden.

Ein zentraler Begriff im Zusammenhang mit partiellen Booleschen Funktionen ist die Er-
weiterung einer Booleschen Funktion.

Definition 2.6 (Erweiterung einer partiellen Booleschen Funktion)

Sei f € S(D), D C {0,1}". f' € S(D') mit D C D' heifit Erweiterung von f, falls
fl(x) = f(z) Yz € D (f'|p = f). Falls D' = {0,1}", dann heifit f’ totale Erweiterung von
f.
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Abbildung 2.2: Alle méglichen Teilgraphen von G4y, mit 3 Knoten. Durchgezogene Kanten
stehen fiir ,,vertauschungssymmetrisch“, gestrichelte Kanten fiir ,,dquivalenzsymmetrisch*
und ,,Doppelkanten® (sowohl durchgezogen als auch gestrichelte) fiir ,mehrfachsymme-
trisch®.

Will man einen Schaltkreis zu einer partiellen Booleschen Funktion finden, so realisiert
man eine totale Erweiterung der Funktion. Aufgrund der Tatsache, dafl verschiedene to-
tale Erweiterungen Boolescher Funktionen sich stark in ihrer Komplexitdt unterscheiden
kénnen, ist es von grofler Wichtigkeit, sich fiir eine geeignete totale Erweiterung zu ent-
scheiden. Da symmetrische Funktionen im allgemeinen sehr viel leichter zu realisieren sind
als allgemeine Funktionen (beispielsweise benétigt man fiir eine totalsymmetrische Funk-
tion mit n Eingéingen im worst case hochstens linear viele 2-Input-Gatter [Weg89], allge-
mein jedoch #(Z-) [Sha49]), wird hier versucht, solche totale Erweiterungen zu finden, die
moglichst viele Symmetrieeigenschaften besitzen. Dabei werden Vertauschungssymmetrien
und Aquivalenzsymmetrien betrachtet.

Zur Definition von Symmetrien partieller Funktionen zieht man sich auf die Symmetrie
totaler Erweiterungen zuriick.

Definition 2.7 (Symmetrie partieller Boolescher Funktionen) Fine partielle Boo-
lesche Funktion f € S(D) (D C {0,1}") heifit (vertauschungs)symmetrisch (Gquivalenz-
symmetrisch) in den Variablen (z;,zy) genau dann, wenn es eine totale Erweiterung f'
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von [ gibt, die (vertauschungs)symmetrisch (Gquivalenzsymmetrisch) in (x;, xy) ist.
Analog heifit f symmetrisch in einer Teilmenge \ der Variablenmenge X = {x1,...,x,},
falls es eine totale Erweiterung gibt, die symmetrisch in X\ ist, und f heifst symmetrisch in
einer Partition P von X, falls es eine totale Erweiterung gibt, die symmetrisch in P ist.

2.2.1 Vertauschungssymmetrie partieller Boolescher Funktionen

Zunéchst soll lediglich Vertauschungssymmetrie partieller Boolescher Funktionen betrach-
tet werden. Im n#chsten Abschnitt werden dann die Betrachtungen auf Aquivalenzsymme-
trien ausgedehnt.

Zu Beginn wird anhand von Beispielen demonstriert, welche zusétzlichen Schwierigkeiten
bei der Bestimmung von Symmetrien partieller Boolescher Funktionen auftreten.

Ahnlich wie bei totalen Funktionen ist der Test einer Funktion f € S(D) auf (Vertau-
schungs)symmetrie in zwei Variablen (x;, xj) relativ einfach: Es darf kein Paar

€1 = (61, Ce ,ei_l,O, €itly---5€k—1, 1,€k+1, .. .,Gn)

und
€9 = (61, s €6i1, 1, €itly. €K1, 0, €ht+1y -y En)

in D geben, so dal f(e;) = 0 und f(e2) = 1 oder umgekehrt. Alternativ kann man diese
Bedingung unter Verwendung der entsprechenden Kofaktoren von f,, und f,s; formulieren.
Es muf gelten:

(fon)wlﬁ : (foff)z—ﬂk = (fon)awk : (foff)ziﬁ = 0.

Ist dies der Fall, so kann man die don’t care—Stellen so belegen, daf} fiir die resultierende
totale Erweiterung f' gilt: f’

Ty f Iw_iwk'

Allerdings 188t sich aus den Symmetrien in Variablenpaaren nicht so einfach wie bei totalen
Funktionen eine minimale Partition bestimmen, in der die Funktion symmetrisch ist. Der
Grund dafiir liegt in der Tatsache, dafl die Symmetrie in Variablenpaaren aus X fiir partielle
Boolesche Funktionen keine Aquivalenzrelation auf X darstellt!

Dies wird anhand des folgenden Beispiels deutlich:

Beispiel 2.2

8
—_
&
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8
w
~
—
8
=
8
0
8
w
~

e i i i === R e N )
—=— -0 O == OO

_— o R Ok O M=o
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f ist definiert auf {0,1}3\ {(0,1,0)}. Offensichtlich ist f symmetrisch in (z, z2) (fiir die
totale Erweiterung f’, die symmetrisch ist in (z1,x9) mufl f'(0,1,0) = 1 gelten) und f
ist symmetrisch in (zo,x3) (fiir die totale Erweiterung f’, die symmetrisch ist in (x5, x3)
muf} f'(0,1,0) = 0 gelten). Aber f ist nicht symmetrisch in (zq,z3) (wegen f(0,0,1) #
f(1,0,0)). Es gibt also auch keine totale Erweiterung, die symmetrisch ist in {z1, zq, z3}.

Bei partiellen Funktionen wird es also wesentlich schwieriger werden, aus Symmetrien in
Variablenpaaren auf Symmetrien in grofleren Variablenmengen zu schlieflen.

Aufgrund der Tatsache, dal die Symmetrie in Variablenpaaren bei totalen Funktionen eine
Aquivalenzrelation darstellt, ergibt sich eine spezielle Struktur der zugehdrigen Symmetrie-
graphen: Die Zusammenhangskomponenten stellen Cliquen des Graphen dar. Obwohl bei
partiellen Funktionen die Symmetrie in Variablenpaaren keine Aquivalenzrelation darstellt,
wire es trotzdem moglich, dafl auch hier die Symmetriegraphen spezielle Struktureigen-
schaften haben, die man bei der Entwicklung eines Algorithmus zur Bestimmung einer
moglichst kleinen Partition, in der die Funktion symmetrisch ist, ausnutzen kann. Dies
ist aber nicht der Fall. Aus dem Beweis von Satz 2.2 (Seite 52) wird hervorgehen, daf§
man zu jedem Graph G mit n Knoten eine partielle Boolesche Funktion f : D — {0,1}
(D C {0,1}") konstruieren kann, so dafl der Symmetriegraph mit G {ibereinstimmt. Es
kénnen also alle Graphen als Symmetriegraphen partieller Boolescher Funktionen auftre-
ten.

Auch wenn f symmetrisch ist in allen Variablenpaaren (z;,z;) aus einer Teilmenge A der
Variablenmenge von f, dann ist f nicht notwendigerweise symmetrisch in A. Dies wird
durch das folgende Beispiel illustriert:

Beispiel 2.3

x| x2 | 23 | 24 || f(T1,22,23,24)
00|00 0
0,001 0
010]1]0 0
0,011 1
011|010 0
0101 dc
O|1]1]0 dc
011 1 1 0
1101010 0
11001 dc
1010 dc
110|111 0
1111010 0
1101 0
1 1 110 0
1 1 1 1 0
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Abbildung 2.3: Symmetriegraph zur Beispielfunktion aus Beispiel 2.3

Man sieht leicht, daf8 f symmetrisch ist in allen Variablenpaaren (z;, z;), 4, j € {1,2,3,4}.
Der Symmetriegraph von f ist in Abbildung 2.3 angegeben. Es handelt sich um den
vollstindigen Graph. Fiir jede Erweiterung f’ von f, die symmetrisch ist in (z1,x3),
gilt f'(0,1,1,0) = 0 und fiir jede Erweiterung f”, die symmetrisch ist in (z9,z4), gilt
f"(0,1,1,0) = 1. Folglich gibt es keine Erweiterung von f, die sowohl in (z1,z3) als auch
in (22, x4) symmetrisch ist und damit auch keine Erweiterung, die in {z1,...,z4} symme-
trisch ist.

Anhand von Beispiel 2.3 wird auch folgende Tatsache deutlich: Wenn f symmetrisch ist
in einer Variablenmenge A\; und symmetrisch in einer Variablenmenge \s, so gibt es nicht
notwendigerweise eine Erweiterung von f, die gleichzeitig symmetrisch ist in A\; und in As.

2.2.1.1 Starke Symmetrie

Die Probleme bei der Bestimmung von gréfileren Symmetriemengen partieller Funktionen
ergeben sich aus der Tatsache, dal Symmetrie in Variablenpaaren fiir partielle Funktionen
keine Aqu1valenzrelat10n ist. Andert man die Definition der Symmetrie partieller Funktio-
nen jedoch geméf Definition 2.8 ab, so wird die Symmetrie in Variablenpaaren wieder zu
einer Aquivalenzrelation.

Definition 2.8 (Starke Symmetrie) Fine partielle Boolesche Funktion f € S(D), D C
{0,1}" heifit stark symmetrisch in den Variablen (z;,zy) genau dann, wenn fir alle
(€1,...,€,) € {0,1}" gilt:

o entweder

(€1, €irens€yeny€n) €D und  (€1,...,€,...,€,...,6,) & D
e oder

(€1, s €iy-vy€yeny€n) €D und  (€1,...,€5,...,€,...,6,) €D

und
fler, oo €iyeis€iyee €n) = fl€1,0 oy €yeny€iyunny€n).
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Im Gegensatz zur starken Symmetrie partieller Funktionen wird die bisher definierte Sym-
metrie partieller Funktionen gelegentlich zur Verdeutlichung auch als schwache Symmetrie
bezeichnet.

Wie man leicht sieht, gilt fiir die starke Symmetrie in 2 Variablen:

Lemma 2.7 Starke Symmetrie auf Paaren von Variablen aus der Variablenmenge X einer
partiellen Booleschen Funktion stellt eine Aquivalenzrelation auf X dar.

Da starke Symmetrie wiederum eine Aquivalenzrelation darstellt, gibt es auch eine eindeu-
tige minimale Partition P der Menge X der Eingangsvariablen, so daf} f stark symmetrisch
ist in P. (Starke Symmetrie in einer Variablenmenge liegt wie bei totalen Funktionen vor,
wenn die Funktion stark symmetrisch in allen Variablenpaaren aus dieser Menge ist, starke
Symmetrie in einer Partition genau dann, wenn die Funktion stark symmetrisch in allen
Mengen dieser Partition ist.)

Ist eine Funktion f € S(D) (schwach) symmetrisch in (z;, ), so gibt es nach Definition
(mindestens) eine totale Erweiterung f’ von f, die symmetrisch in (x;, ;) ist und daher
auch stark symmetrisch ist (bei totalen Funktionen stimmen schwache und starke Sym-
metrie offensichtlich {iberein). Die nun folgende Prozedur make_strongly_symm bestimmt
dagegen die Erweiterung von f, die mit einer minimalen Belegung von don’t care-Stellen
auskommt, d.h. die unter allen in (z;, z;) stark symmetrischen Funktionen diejenige mit der
kleinsten Definitionsmenge D' ist. Diese Funktion wird im folgenden auch als die minimale
in (x;,x;) stark symmetrische Erweiterung von f bezeichnet.

Prozedur make_strongly_symm

Eingabe: f € S(D), reprisentiert durch fon, fors, fac-
f ist (schwach) symmetrisch in (z;, z;).

Ausgabe: minimale Erweiterung f’ von f (veprésentiert durch f',., f',¢f, f'4.), die stark

symmetrisch in (z;, ;) ist.

Algorithmus:

1. flon = x_ix_jfonz_ix_j + xixj.fonxmj + (xzx_J + x_ixj)(fonzix_j + fonz_izj)

2. [lops = TiTjfosfam T Tiifosfym; + (BiT5 + Tit5) (forfymx + forfzmm,)

3. fldc = f,on +floff
Die Prozedur make_strongly_symm belegt alle don’t care-Stellen € ¢ D mit o;;(€¢) € D mit
dem Wert f(0;;(€)), ansonsten bleibt die don’t care-Stelle erhalten.

Bevor in den n#chsten Abschnitten die Komplexitit des Problems, zu einer gegebenen par-
tiellen Booleschen Funktion eine moglichst kleine Partition zu bestimmen, in der die Funk-
tion symmetrisch ist, ndher untersucht wird und schlielich ein Algorithmus zur Lésung
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dieses Problems angegeben wird, sollen zunichst schwache und starke Symmetrie in Par-
titionen der Variablenmenge etwas genauer charakterisiert werden. Dazu wird der Begriff
der ,Gewichtsklasse“ zu einer gegebenen Partition P bendtigt.

Definition 2.9 (Gewichtsklasse zu einer Partition P)
Sei P ={\,...,\} eine Partition von {zi,...,x,}.
Fir (e1,...,€,) € {0,1}" heifft w'(er,...,6,) = S, € das 1-Gewicht von (ey,...,€,),
wo(ery .oy 60) =n—wh(er, ..., 6,) das 0-Gewicht von (€1, ..., €,).
Fir i = {zi, ...,z } st wy,(e1,...,€6,) = Y jefir, i} € das 1-Gewicht des ,\;—Teils"
von (€1,-..,6,), W (€1,...,6) = |N| —wj,(e1,...,€6) das 0-Gewicht des \;-Teils“ von
(€15, €n)-
Dann heifit

ct ={(e1,-..,€,) € {0,1}" | wii(el,...,en) =w;, 1 <i<k}

W1 yeaeyWp

Gewichtsklasse zu der Partition P mit den Gewichten (wy,...,wy).

Beispiel 2.4 Sei P = {{z1, 25}, {23, 24,75} }. Dann ist C[, die Teilmenge aller Vektoren
aus {0,1}", deren {z1,x9}-Gewicht 1 ist und deren {z3,z4,x5}-Gewicht 2 ist, d.h. die
Teilmenge aller Vektoren, bei denen auf den ersten beiden Komponenten genau eine 1
vorkommt und auf den restlichen Komponenten genau 2 Einsen vorkommen.

C’f2 =4{(0,1,0,1,1),(0,1,1,0,1),(0,1,1,1,0),(1,0,0,1,1),(1,0,1,0,1),(1,0,1,1,0) }.

Bemerkung 2.2 Ist P = {\y,..., \¢} eine Partition von {z1,...,x,}, so sind die Ge-
wichtsklassen zu P gerade die Orbits, die durch {oy | 3\; € P mit z;,x; € A\;} auf {0,1}"
erzeugt werden.

Mit Hilfe dieser ,,Gewichtsklassen“ lassen sich starke und schwache Symmetrie in Partitio-
nen leicht charakterisieren:

Lemma 2.8 Ist P = {)\,..., Ay} Partition von {zi,...,z,}, dann ist f : D — {0,1}
(D C {0,1}")

1. stark symmetrisch in P genau dann, wenn

{0}  oder
VO <wi < N[ (1<i<k) f(Cuy) =4 {1}  oder
{dc}

2. (schwach) symmetrisch in P genau dann, wenn

VO<w; <N (1<i<k) {0,1}Z F(CE . ..)
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Bewelis:

zu 1. ;<= Angenommen f ist nicht stark symmetrisch in P. Dann muf} es ein \; € P
geben, so daf8 f nicht stark symmetrisch in A; und ein Variablenpaar (z;, z;)
€ A, so daB8 f nicht stark symmetrisch in (z;, ;). Dann mufl es nach Definition
er = (€1, €, .. €,...,6) und es = (€1,...,€;,...,€,...,€,) geben, so daf
er € D und es ¢ D oder e,eo € D und f(e;) # f(e2). Allerdings sind e;
und e in derselben Gewichtsklasse C' zu P. In beiden Fillen ergiibe sich ein
Widerspruch: Im ersten Fall wire {dc, 1} oder {dc,0} C f(C), im zweiten Fall
wire {0,1} C f(CO).

»,==“: Wenn f stark symmetrisch ist in P, dann gilt fiir alle 0 € ¥ = {0y | I\, €
P mit z;, 2, € \j}: Ve = (e1,...,€,) € {0,1}" f(e) = f(o(e)) (einschlieflich der
erweiterten Interpretation bei f(e) = f(o(e)) = dc). Seien e; und e, aus einer
beliebigen Gewichtsklasse C' zu P. Dann gibt es eine Folge von Permutationen
01...00 € X mit ey = (07 0...00)(e1). Folglich mufl f(e;) = f(eq) gelten, so
da f(C) = {0} oder f(C) = {1} oder f(C) = {dc}.

2. =" Es gelte VO < w; < [N|(1<i<k){0,1}  F(CF, )
Z.z.: Es gibt eine totale Erweiterung f’ von f, die symmetrisch in P ist.
Definiere f' wie folgt:
Falls fiir eine Gewichtsklasse C' f(C) = {€} (e € {0,1}), dann f'(C) = f(C).
Falls fiir eine Gewichtsklasse C' f(C) = {dc}, dann f'(C) = 0.
Falls fiir eine Gewichtsklasse C' f(C) = {¢,dc} (e € {0,1}), dann f'(C) =e.
Dann ist f’ eine totale Funktion und nach Teil 1. des Satzes stark symmetrisch
in P, also auch symmetrisch in P gemif der Definition von Symmetrie fiir totale
Funktionen.

»=—="“: Sei f (schwach) symmetrisch in P. Dann gibt es eine totale Erweiterung f’ von
f, die symmetrisch in P ist. Gébe es eine Gewichtsklasse C' mit {0,1} C f(C),
so miifite auch {0,1} C f'(C) sein, da f' eine Erweiterung von f ist. Da f’
total ist, gilt nach Teil 1. des Satzes aber fiir alle Gewichtsklassen C' zu P:
f1(C) = {0} oder f'(C) = {1}. Es kann also keine solche Gewichtsklasse geben.

O

2.2.1.2 Das Problem MSP

Nach diesen Voriiberlegungen soll nun das Problem untersucht werden, zu einer gegebenen
partiellen Booleschen Funktion eine moglichst kleine Partition zu bestimmen, in der die
Funktion symmetrisch ist. Das Problem ist folgendermafien definiert:
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Problem MSP (Minimal Symmetry Partition)

Gegeben: Partielle Funktion f € S(D), représentiert durch die beiden
ROBDDS f,, und fg..

Gesucht: Partition P der Menge X = {1, ..., x,} der Eingangsvariablen
von f, so da3 f symmetrisch ist in P und fiir alle Partitionen P’ von X,
in denen f symmetrisch ist, gilt: |P| < |P'|.

Meines Wissens nach gibt es keine Arbeiten in der Literatur, die sich mit einer systemati-
schen Losung des genannten Problems befassen. Es sind lediglich Arbeiten bekannt, die bei
partiellen Funktionen fiir Variablenpaare oder Teilmengen der Menge aller Eingangsvaria-
blen testen kénnen, ob eine Funktion symmetrisch ist in dem angegebenen Variablenpaar
oder in der angegebenen Variablenmenge (z.B. [DS67, KD91]). Die Tatsache, daf (schwa-
che) Symmetrie fiir partielle Funktionen keine Aquivalenzrelation ist, fiihrt aber dazu, daf
man nicht in einfacher Weise aus kleinen , Symmetriemengen® groflere zusammenbauen
kann. Da es exponentiell viele Teilmengen der Menge der Eingangsvariablen gibt, muf
man gegebenfalls fiir sehr viele solche Mengen auf Symmetrie testen, wenn man lediglich
in der Lage ist, zu einer vorgegebenen Variablenmenge zu testen, ob die Funktion in dieser
Variablenmenge symmetrisch ist. Ist man dariiber hinaus nicht nur an einzelnen Symme-
triemengen interessiert, sondern an Partitionen, in denen die Funktion symmetrisch ist,
tritt zusdtzlich noch das Problem auf, dal man aus der Tatsache, daf} eine Funktion sym-
metrisch ist in 2 disjunkten Variablenmengen A\; und A,, nicht schlieffen kann, daf} sie
yzugleich® in A\; und Ay symmetrisch ist.

Die Hoffnung, leicht einen polynomiellen Algorithmus finden zu kénnen, der MSP ezakt
16st, wird durch folgenden Satz zunichte gemacht:

Satz 2.2 Das Problem MSP ist NP-hart.

Satz 2.2 wird bewiesen durch Angabe einer Polynomzeittransformation vom NP-vollsténdi-
gen Problem , Partition into Cliques“ (PC) nach MSP.

Das Problem PC lautet (siehe [GJ79], S. 193):

Partition into Cliques (PC)

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V| F) und eine natiirliche Zahl
K <|V]|.
Gesucht: Kann V partitioniert werden in K disjunkte Mengen Vi,..., Vi,

so daf} fiir 1 <4 < K der Teilgraph, der alle Knoten aus V; umfafit, ein
vollstandiger Graph ist?

Es folgt der Beweis zu Satz 2.2:

Beweis: Gegeben sei eine Instanz des Problems PC, also ein Graph G = (V| F) und eine
natiirliche Zahl K < |V|. Es werden nun ROBDDs f,, und f4. einer partiellen Booleschen
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Funktion f in Polynomzeit aus G' konstruiert mit der Eigenschaft, daf es genau dann eine
Partition von G in K Cliquen gibt, wenn es eine Partition P der Variablenmenge X von f
gibt mit |P| = K, so daf} f symmetrisch ist in P.

Sei 0.B.d.A. V = {z4,...,2,} = X. Die Funktion f € S(D)(D C {0,1}") wird definiert
durch

1 falls 61:...261':1,€i+1:...:€n:0,1Si§7’b—1
0 falls 61:...261_1:1, eiz...zej_lz(], 6]':]_,
fg(él,...,ﬁn): €j+1:...:6n:0,

1<i<n-—1,j>¢und {z;,2;} ¢ £
dc sonst

Der Symmetriegraph Gym zu fg ist nun identisch mit G:

e Die Kantenmenge von Gy, ist auf jeden Fall eine Teilmenge der Kantenmenge von
G. Es gibt in Gy, keine Kante zwischen zwei Knoten z; und z;, wenn es in G keine
Kante zwischen z; und z; gibt. fg ist gerade so konstruiert, dafi die Belegung fiir
die Elemente (€1, ..., ¢,) € {0,1}" mit dem Gewicht w!(ey,...,€,) = i gewihrleistet,
daf} es keine Kanten in Gy, zwischen z; und irgendeiner Variablen z; (j > i) gibt,
falls {z;,z;} ¢ E. Denn in diesem Fall ist

fe(1,...,1,0...0)=1und fg(1,...,1,0, 0,...,0 ,1,0,...,0)=0,
——— —— —
7 mal t—1mal j—1¢—1mal

also fg nicht symmetrisch in (z;, z;).

e Falls es eine Kante {z;,z;} in G gibt, dann gibt es auch eine Kante {z;,z;} in Ggym,
d.h. dann ist f; symmetrisch in (;, ;). Angenommen, {z;,z;} € G und fg nicht
symmetrisch in (z;,z;). (0.B.d.A.: i < j.) Dann muf} es € = (ey,...,¢,) € {0,1}"

geben, so da8 fe(er,..., € 1,6, €415+, €j-1,€j,€41,---,€6,) =1 und

fal€r, o €im1, €, €ip1y - oy €1, €iy €j41, - -, €,) = 0.

Nach Definition von f; haben die 1-Stellen alle die Form (1,...,1,0,...,0). Aufer-
dem mufl ¢; # ¢; sein. Alsogilte; =...=¢ =1, =...=¢,=0fir¢t <k <n.

Die Nullstellen von fg haben alle die Form (1,...,1,0,0,...,0,1,0,...,0). Folglich
kann nur k£ = ¢ gelten. Falls 0;;(e) wirklich eine Nullstelle von f¢ ist, dann muf nach
Definition von fg aber {z;,z;} ¢ E sein, im Widerspruch zur Annahme.

Die beiden Graphen G und Gy, sind aber nicht nur identisch, es gilt auch folgende Hilfs-
behauptung:

Ist P ={\,..., A} eine Partition von V', so dafl die Teilgraphen mit allen Knoten aus \;
jeweils vollstéindige Teilgraphen von G sind (d.h. Cliquen in G), dann ist fg symmetrisch
in der Partition P, d.h. , fs ist symmetrisch in jeder Partition des Symmetriegraphen in
Cliquen®.
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Beweis der Hilfsbehauptung:
Annahme: Es gibt eine Partition Q des Symmetriegraphen in Cliquen, so dafl fs nicht
symmetrisch ist in Q.

Dann gibt es nach Lemma 2.8 eine Gewichtsklasse C2 . zu @ mit {0,1} C fa(C2 )
Es wird nun analog zur obigen Argumentation ein Widerspruch hergeleitet aus der spezi-
ellen Struktur der 0— und 1-Stellen von fg.

Ist w = Y5 w;, soist € = (1,...,1,0,...,0) die einzige 1-Stelle von f in CZ,

AL

W *
w mal
Nach Annahme muf es eine 0-Stelle in Cg, , geben. Diese hat nach Definition von fg
die Form ¢® = ( 1,...,1 ,0,0,...,0, 1 ,0,...,0), da ¢ und ¢© als Elemente der glei-
AL ~~
w — 1 mal e

chen Gewichtsklasse gleiches 1-Gewicht haben miissen.

Nach Definition von fg gilt (z4,x;) ¢ £ und fe nicht symmetrisch in (zy,, ;).
Sei X' die Menge aus @ mit x,, € \. Wire z; ¢ X, dann wire w, () = wi (M) — 1.
Da aber €® und € in derselben Gewichtsklasse sind, kann dies nicht der Fall sein und
z; € XN. Dies ist aber wegen (*) ein Widerspruch zur Annahme, daf die Elemente von X’
eine Clique im Symmetriegraph bilden. Damit ist die Hilfsbehauptung bewiesen.

*

Umgekehrt gilt natiirlich (wie fiir alle partielle Funktionen) auch fiir fg folgende Aussage:
Falls f; symmetrisch ist in einer Partition P = {\y,..., Az}, dann liefert P eine Uber-
deckung des Symmetriegraphen von fg durch Cliquen. (Es gibt dann néimlich eine totale
Erweiterung fg' von fg, die symmetrisch ist in P. \; (1 < 4 < k) bilden Cliquen im Symme-
triegraph von fg'. Da der Symmetriegraph von fg' hochstens durch Streichen von Kanten
aus dem Symmetriegraph von fg hervorgeht, bilden ); auch Cliquen im Symmetriegraph
von fg.)

Es gibt also genau dann eine Uberdeckung von G mit k Cliquen, wenn die zu G konstruierte
partielle Funktion fg symmetrisch ist in einer Partition von X mit £ Mengen.

Es bleibt noch zu zeigen, daf3 die Darstellung der partiellen Funktion fs durch die ROBDDs
faon und fg4. aus G in Polynomzeit berechnet werden kann. Dabei wird ausgenutzt, daf
die ON-Menge von fg,,, und die OF F-Menge von fg,. polynomielle Gréfie haben: Es gilt
[ON(fGon)| =n =1 und [OFF(fgq)| < (n—1) + gn(n = 1).

Allgemein gilt: Falls die ON-Menge ON(f) (oder die OF F-Menge OF F(f)) einer Funk-
tion f € B, die Grofle N hat, dann kann man einen ROBDD zu f (unabhiingig von der
Variablenordnung) in Zeit O(nN log(nN)) konstruieren.

Die folgende rekursive Prozedur liefert bei Aufruf build_obdd(ON(f),{zx1,...,x,}) (einen
(evtl. noch nicht reduzierten) OBDD fiir f:

Prozedur build_obdd

Eingabe: ON-Menge ON(f) von f € B, Variablenmenge {z1,...,2,}

Ausgabe: 0BDD zu f
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Algorithmus:

1. Falls die Variablenanzahl n = 1 und

) = 0, dann liefere den ROBDD [0] zuriick.

e ON(f

e ON(f)=1{0,1}, dann liefere den ROBDD | 1] zuriick.

e ON(f)={1}, dann liefere den ROBDD fiir die Variable z,, zuriick.

e ON(f) = {0}, dann liefere den ROBDD fiir die Negation der Variablen z,,
zuriick.

Sonst:

2. Bestimme
ON(f%) = {(e, ..., ¢€n
ON(fY) ={(e, ..., ¢€n
3. Falls ON(f°) # 0,
dann G, = build_obdd(ON (f°), {2, ..., zn}),
sonst Gio =

4. Falls ON(f') # 0,
dann Ghgn, = build_obdd(ON(f1), {z2,...,zn}),
sonst Ghigh =

n) € ON(f)} und

)06z, €
| en) € ON(f)}-

) (1,62,...,

5. Sei v ein neuer Knoten mit Beschriftung x; und der Wurzel von G, als 0-Sohn
und der Wurzel von Gpgp als 1-Sohn. Liefere den OBDD mit Wurzel v zuriick.

Falls man die Vektoren aus ON(f) durch lineare Listen darstellt und im Rumpf der Pro-
zedur in Zeile 2 beim Aufteilen lediglich die ersten Komponenten dieser Listen ansieht und
dann 16scht, ben6tigt man fiir sdémtliche rekursiven Aufrufe einer Tiefe ¢ insgesamt Zeit
O(N). Da die Rekursion spétestens bei Tiefe n — 1 abbricht, wenn nur noch 1 Variable
vorhanden ist (Zeile 1), benétigt man insgesamt Zeit O(n - N).

Eine analoge Prozedur kann man fiir vorgegebenes OF F(f) (statt ON(f)) angeben.

Der resultierende OBDD kann dann in Zeit O(n - N - log(nN)) zu einem ROBDD reduziert
werden' (vgl. Kapitel 1). Insgesamt wird der ROBDD also in O(n - N -log(nN)) aufgebaut.

Somit ist gezeigt, daf die ROBDDs zu fg,,, und fg,, in polynomieller Zeit aufgebaut werden
koénnen. O

Bemerkung 2.3 Die Tatsache, daff fg im Beweis von Satz 2.2 in jeder Partition des
Symmetriegraphen in Cliquen symmetrisch ist, ist eine spezielle Eigenschaft von fg. Wie
u.a. in Beispiel 2.3 deutlich wurde, ist dies im allgemeinen nicht der Fall.

'Tn den gingigen Implementierungen fiir ROBDDs (z.B. [BRB90]) wird allerdings nicht mit einem expli-
ziten Reduzieren nicht-reduzierter OBDDs gearbeitet. Mit Hilfe einer Hash-Tabelle (,unique table“) wird
schon gleich beim Aufbau der ROBDDs dafiir gesorgt, dafl nie isomorphe Graphen im System vorkommen
konnen.
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Abbildung 2.4: Graph G kann mit 2 Farben gefirbt werden (schwarze und graue Knoten).
G kann daher in 2 Cliquen aufgeteilt werden.

2.2.1.3 Ein Algorithmus fiir MSP

Der Beweis von Satz 2.2 legt nahe, zur (ndherungsweisen) Losung des Problems MSP eine
Heuristik fiir das Problem ,Partition into Cliques®“ zu verwenden. Allerdings muf} eine
solche Heuristik so abgedndert werden, dafy gewéhrleistet werden kann, dafl die berechnete
Partitionierung des Symmetriegraphen in Cliquen auch wirklich zu einer Partition der
Eingangsvariablen fiihrt, in der die gegebene partielle Funktion symmetrisch ist.

Will man das Problem PC losen, so kann man von der folgenden bekannten Aquivalenz
Gebrauch machen:

G = (V, F) kann in k disjunkte Cliquen partitioniert werden.
<

G = (V, E) kann mit k Farben gefiirbt werden.

Hierbei ist mit G der zu G inverse Graph gemeint, der die gleiche Knotenmenge wie G
hat, aber genau dann eine Kante zwischen zwei Knoten aufweist, wenn es in G keine Kante
zwischen den beiden Knoten gibt, d.h. E = {{v,w} |v,w € V,{v,w} ¢ E}.

Ist {Vi,...,Vi} eine Partition von V in k disjunkte Cliquen, so kann man in G die Knoten
aus Vj gleich firben, da diese in G ein ,independent set “ bilden. Umgekehrt bilden gleich
gefirbte Knoten in G ein independent set und damit eine Clique in G (siehe Abbildung
2.4).

Heuristiken zur Farbung eines Graphen konnen also direkt zur Loésung von , Partition
into Cliques®“ eingesetzt werden. Ein solcher Algorithmus ist der Algorithmus von Brélaz
[Bre79], der in einer Implementierung von Morgenstern [Mor92] eine Laufzeit von O(n)
aufweist (n ist die Anzahl der Knoten in dem zu fdrbenden Graphen). Es handelt sich
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Eingabe: Partielle Funktion f € S(D), D C {0, 1}", représentiert durch f,, und f4

Ausgabe: Partition P von {z1,...,z,}, so daB§ f symmetrisch ist in P
Algorithmus:
1 Berechne Symmetriegraph Gy = (V, E) zu f (oder Ggym = (V, E)).
2 V1 <k <mn:color(zy) := undef.
3 P = {{$1},{$2},...,{$n}}
4 node_candidate_set := {z1,...,2,}
5 while (node_candidate_set # 0) do
6 /* f ist stark symmetrisch in P */
7 Wihle z; € node_candidate_set gemifl Brélaz/Morgenstern—Kriterium
8 color_candidate_set := {c|1 < ¢ < n, Az; mit {z;,z;} € E und color(z;) = c}
9 while (color(z;) = undef.) do
10 curr_color := min(color_candidate_set)
11 color(x;) := curr_color
12 if (3 gefirbter Knoten x; mit color(z;) = color(x;))
13 then
14 if (f symmetrisch in (z;,z;))
15 then
10 P i= P\ {[o], mi}} ULlzs] U {ai}}
17 /* f ist symmetrisch in P */ *
18 Mache f stark symmetrisch in P. (**)
19 else
20 color _candidate_set := color_candidate_set \ {curr_color}
21 color(z;) := undef.
22 fi
23 fi
24 od
25 node_candidate_set := node_candidate_set \ {z;}
26 od

Abbildung 2.5: Algorithmus zur Lésung von MSP.

hierbei um einen Greedy-Algorithmus, der Knoten fiir Knoten firbt und (zumindest in der
nicht-iterativen Ursprungsversion des Algorithmus) die Farbe einmal gefirbter Knoten
nicht wieder verdndert. Brélaz/Morgenstern benutzen bestimmte Kriterien [Bre79, Mor92]
fiir eine geschickte Auswahl des néchsten zu firbenden Knotens und der dafiir zu wihlenden
Farbe.

In Abbildung 2.5 ist eine Heuristik fiir MSP angegeben, die von der Brélaz/Morgenstern—
Heuristik zum Knotenfiarben abgeleitet ist.

Zunéchst wird der Symmetriegraph Gy, zu f bzw. der dazu inverse Graph Gy, bestimmt
(Zeile 1). Die Knoten des Graphen Gy, sind die Variablen 1, ..., z,. Diese Knoten wer-
den im Verlauf des Algorithmus gefirbt. Gleich gefirbte Knoten bilden eine Clique in
Glsym- Zunéchst sind alle Knoten ungeférbt (Zeile 2). Die Partition P (vgl. Zeile 3) hat im-
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mer die Eigenschaft, dafl sich ungefirbte Knoten zj in einer eigenen Menge {x)} befinden
und gleich gefdrbte Knoten sich in der gleichen Menge der Partition befinden. Im Verlauf
des Algorithmus wird immer die Invariante aus Zeile 6 (,,f ist stark symmetrisch in P*)
aufrechterhalten. Es ist klar, dal f diese Invariante beim ersten Durchlauf erfiillt, da zu
diesem Zeitpunkt sich alle Variablen in einer eigenen Menge von P befinden. Die Knoten
werden nacheinander gefirbt, wobei sich der nichste zu fiarbende Knoten aus dem Krite-
rium von Brélaz/Morgenstern ([Bre79, Mor92]) ergibt.? Die Menge der mdglichen Farben
fiir den néchsten zu fiarbenden Knoten z; ist die Menge aller ,Farben® zwischen 1 und n
aufler den Farben von Knoten, die zu z; benachbart sind (Zeile 8). Im Originalalgorithmus
von Brélaz/Morgenstern wird nun als Farbe fiir ; unter diesen Farbe die minimale Farbe
ausgewihlt. (Der dieser Heuristik zugrundeliegende Gedanke beruht darauf, dal man die
Farben ,von unten her auffiillen® will, um bei einem aktuell zu firbenden Knoten den
Erwartungswert fiir die Anzahl der Farben in der Nachbarschaft, d.h. den Erwartungswert
fiir die Anzahl der ,Konfliktfille“ beim Farben so gering wie moglich zu halten und so
mit einer moglichst geringen Zahl von Farben auszukommen.) An dieser Stelle ist nun zu
beachten, dafl wir gewihrleisten miissen, dafl f in der sich durch die Farbung ergebenden
Partition P symmetrisch ist. Falls also curr_color der aktuelle Kandidat fiir die Farbe von
x; ist (Zeilen 10 und 11) und es schon einen Knoten z; gibt, der mit curr_color gefirbt
ist, dann muf} f symmetrisch sein in der Partition P’, die sich ergibt, wenn man in P die
Menge {z;} und die Menge [z,]?, die z; enthilt, vereinigt. Gibt es also einen Knoten z;, der
schon mit der Farbe curr_color gefarbt ist, so wird getestet, ob f symmetrisch ist in (z;, z;)
(Zeile 14). Dies ist im ersten und zweiten Durchlauf der Schleife in Zeilen 526 aufgrund
der Berechnung von Gy, bzw. von Gy, auf jeden Fall gegeben, muf aber in den néichsten
Durchldufen der Schleife nicht mehr wahr sein, da die don’t care-Menge von f im Verlauf
des Algorithmus veréndert wird. Ist f nicht symmetrisch in (z;,z;), so wird curr_color
aus der Menge der ,Farbkandidaten“ fiir z; entfernt (Zeile 20) und als neuer Kandidat
wird die minimale Farbe in der nun verbleibenden Menge gewihlt (Zeile 10). Die Suche
nach einer Farbe fiir x; endet entweder mit einer noch nicht verwendeten Farbe, wenn die
Bedingung aus Zeile 12 falsch ist oder mit einer schon verwendeten Farbe curr_color, fiir
die die Bedingung aus Zeile 14 wahr ist. Ist die Bedingung aus Zeile 14 wahr, so ergibt
sich die neue Partition P durch Vereinigung der beiden Mengen {z;} und [z;] in der alten
Partition P (Zeile 16). Es gilt nun, dafl f symmetrisch ist in der neuen Partition P (Inva-
riante (*) in Zeile 17) und f kann stark symmetrisch gemacht werden in P (Zeile 18). Daf§
aufgrund der im Algorithmus gegebenen Bedingungen an dieser Stelle tatséchlich gilt, dafl
f symmetrisch ist in P, wird durch den Beweis des noch folgenden Lemmas 2.9 gezeigt.
Auflerdem muf} noch gezeigt werden, wie f in P stark symmetrisch gemacht werden kann.
Das Wesentliche an der Invariante (*) ,,f symmetrisch in P“ und der Tatsache, daf f stark

2Zur Zeit werden in einer laufenden Diplomarbeit [Mel96] auch andere Kriterien zur Knotenauswahl
erprobt. Alternativen bestehen z.B. darin, den nichsten zu firbenden Knoten so auszuwihlen, dafi die
Anzahl der neu belegten don’t cares in Zeile 18 des Algorithmus minimiert wird, oder so, dal durch
Belegen von don’t cares in Zeile 18 moglichst wenig Symmetrien in anderen Variablenpaaren zerstort
werden.

3Ist P = {\1,..., A} eine Partition von {z1,...,2,}, dann wird \; mit z; € A; mit [z;] bezeichnet.
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symmetrisch gemacht werden kann in P, besteht darin, dafl im Verlauf des Algorithmus
Symmetrien, die einmal erkannt worden sind, nicht mehr zerstort werden. Sind die noch
offenen Punkte (*) und (**) aus Zeilen 17 und 18 geklirt, so sieht man, daf in einem
erneuten Durchlauf der while-Schleife zum Férben des nichsten Knotens die Invariante
,, [ ist stark symmetrisch in P“ weiterhin wahr ist und dal f nach Ablauf des Algorithmus
stark symmetrisch in der gefundenen Partition P ist.

Es ist noch zu zeigen, dafi die Invariante (*) aus Zeile 17 des Algorithmus korrekt ist. Dies
geht aus dem folgenden Lemma hervor:

Lemma 2.9 Ist f € S(D) (D C {0,1}") stark symmetrisch in P, [z;],[z;] € P, |[z;]| =1
und f symmetrisch in (x;, z;), dann ist f symmetrisch in

Bemerkung 2.4 Die Aussage des Lemmas ist nicht korrekt,

e wenn f nur als schwach symmetrisch in P (nicht als stark symmetrisch in P) vor-
ausgesetzt wird oder

e wenn man nicht |[x;]| = 1 voraussetzt.

Die gegebenen Voraussetzungen entsprechen aber genau den im Algorithmus vorhandenen
Voraussetzungen.

Beispiel 2.5 Die folgende Funktion f liefert ein Beispiel dafiir, dafl es in Lemma 2.9 nicht
ausreicht anzunehmen, dafl f schwach symmetrisch in P ist.

x| T2 | 3 | 24 || fw1, 22,3, 24)
010|010 dc
0,001 dc
010]1]0 dc
00|11 de
011|010 dc
0101 0
01110 dc
01,111 dc
110010 dc
110101 dc
110|110 1
110|111 dc
1111010 dc
1 1|0 1 dc
1 1 110 dc
1 1 1 1 dc
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Man sieht leicht, daf f symmetrisch ist in {{x1}, {2, 3, 24} }. Die einzigen Gewichtsklassen
hinsichtlich dieser Partition, die nicht komplett auf dc abgebildet werden, sind Cpo =
{(0,0,1,1),(0,1,0,1), (0,1,1,0)} und C1, = {(1,0,0,1),(1,0,1,0), (1, 1,0,0)}. Im Bild der
ersten Klasse unter f kommt aber nur dc und 0 vor, im Bild der zweiten Klasse unter f
nur de und 1. Weiterhin ist f offensichtlich auch symmetrisch in (z1,x2). f ist aber nicht
symmetrisch in {zi,..., 24}, da f(0,1,0,1) =0 und f(1,0,1,0) = 1.

Beispiel 2.6 Anhand der folgenden Funktion f sieht man, dal Lemma 2.9 fiir |[z;]| > 1
im allgemeinen falsch ist:

x| w2 | 3 | 24 || f@1, 22,3, 24)
010|010 dc
0,001 dc
010]1]0 dc
0,011 0
011|010 dc
0/1]0]|1 de
01110 dc
01,111 dc
110010 de
10|01 dc
110110 dc
1101 1 dc
1 11010 1
11011 dc
1 1 110 dc
1 1 1 1 dc

Man sieht leicht, dal f stark symmetrisch ist in {{z1, 22}, {3, 24}}. Die Gewichtsklasse
Co2 = {(0,0,1,1)} wird durch f auf 0 abgebildet, die Gewichtsklasse Cyo = {(1,1,0,0)}
auf 1 und alle anderen Gewichtsklassen dieser Partition werden auf dc abgebildet. f ist au-
Berdem offensichtlich symmetrisch in (21, x3). f ist aber nicht symmetrisch in {z1,..., 24},

da f(0,0,1,1) =0 und f(1,1,0,0) = 1.

Es folgt der Beweis des Lemmas:
Beweis: Sei P = {A,..., ¢} und sei 0.B.d.A. \; = {z;}, Ay = [z;]. Dann ist P’ =
{AM U, As, o, A

Nach Lemma 2.8 geniigt es zum Nachweis der Symmetrie von f in P’ zu zeigen, daf§ das
Bild keiner Gewichtsklasse zu P’ unter f gleichzeitig 0 und 1 enthélt.

Jede Gewichtsklasse C’f;’wk zu P' mit w, > 1 148t sich als disjunkte Vereinigung zweier
Gewichtsklassen zu P schreiben:

uct

1,wa—1,w3,...,wg "

CP’ — CP

W2,...,Wk 0,w2,...,wg
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Da f stark symmetrisch ist in P, gilt nach Lemma 2.8

|f(C(fwg,...,wk)| = |f(011:,,w2—1,w3,...,wk)| =1

Falls {0,1} C f(C} . ), dann miifte f(CT,,_;  ..) = cund f(C§,, ) =7¢ c€ {0,1}
gelten.

Es gibt aber € € {0,1}" mit € € Cg,, ., und oy(e) € Cl,, 1 4. w,- Da f aber sym-
metrisch ist in (z;,z;), mu f(e) = ¢ und f(o;,(€)) = ¢ falsch sein und infolgedessen gilt
{01} Z F(CE, 0.

Ist bei der Gewichtsklasse C’f;; zu P" wy = 0, so gilt

yeens W

CP’ — CP

W2,eeny W 0,w2,...,wg?

und {0,1} € f(CF, . .,.) folgt aus der starken Symmetrie von f in P.

Folglich gibt es keine Gewichtsklasse zu P’, deren Bild unter f sowohl 0 als auch 1 enthélt
und nach Lemma 2.8 ist f symmetrisch in P’. O

Es bleibt noch zu zeigen, wie man in Schritt (**) (Zeile 18) des Algorithmus die Funktion
f, die auf jeden Fall schwach symmetrisch ist in P, stark symmetrisch in P macht. Wegen
Lemma 2.8 ist es klar, dal man eine in P stark symmetrische Erweiterung zu f finden
kann, wenn man weif}; dal f schwach symmetrisch in P ist. Da die Gewichtsklassen zu P
disjunkt sind, kann man einfach don’t cares innerhalb von Gewichtsklassen, die durch f
auf {0, dc} bzw. {1, dc} abgebildet werden, so festlegen, daf} diese Gewichtsklassen auf {0}
bzw. {1} abgebildet werden. Es bleibt noch das Problem, wie man die don’t care-Belegung
zur Erzeugung starker Symmetrie in P effizient durchfiihren kann.

In Abschnitt 2.2.1.1 wurde schon eine Prozedur make_strongly_symm angegeben, die es
ermdoglicht, ausgehend von einer partiellen Funktion f (représentiert durch fo,, for; und
fac), die symmetrisch ist in (z;, z;), unter Anwendung einfacher Boolescher Operationen auf
Kofaktoren von fo,, fors und f4. die minimale in (z;, ;) stark symmetrische Erweiterung f’
(représentiert durch f',., f', ¢, und f'; ) zu berechnen. Sind fon, fors bzw. fa. als kompakte
ROBDD-Reprisentationen gegeben, so lassen sich f',,, f',¢; und f';. effizient berechnen.

Auch in Schritt (**) des Algorithmus soll eine minimale Erweiterung von f berechnet
werden, die stark symmetrisch in P ist. Die Berechnung dieser minimalen Erweiterung soll
auf eine Folge von Aufrufen von make_strongly_symm zuriickgefiihrt werden. Der folgende
Satz gibt eine Folge solcher Aufrufe an, die zu der minimalen Erweiterung von f fiihren,
die stark symmetrisch ist in P.

Satz 2.3 (Melchior, Scholl ’96) Sei f € S(D) (D C {0,1}") stark symmetrisch in P,
{z:},[z;) € P, [25,) = {2j1s-- - 5.}, [ =2 fO symmetrisch in (z;,z;,).

f(l) = make_strongly_symm(f(o), z;, 339‘1)

f(2) = make_strongly_symm(f(l), Ty Tjy)
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k—1)

f® = make_strongly_symm(f*& Y, ;).

Dann ist f*) stark symmetrisch in
P'=P\{[z;], {z:}} U{lz] U {z:}}-
Zum Beweis des Satzes bendtigt man zunéchst das folgende Lemma:

Lemma 2.10 Seien f € S(D), D C {0,1}*, {xk, zi} N {x;, z;} =0,

[ stark symmetrisch in (zg, z;) und f symmetrisch in (z;, ;)

und sei f' € S(D') (D C D') das Ergebnis von make_strongly_symm(f,z;, ;).
Dann ist f' weiterhin stark symmetrisch in (zy,x;).

Beweis: Annahme: f’ ist nicht stark symmetrisch in (x, ;).
Dann gibt es € € D'\ D mit oy(€) ¢ D' oder oy(€) € D', f'(owi(€)) # f'(e).
Dann gilt aber:

f'(e) = ¢, ce{0,1}
= f(0i;(€)) = ¢, da f" minimale in (z;,x;) stark symmetrische
Erweiterung von f ist
= f(owuloij(e))) = ¢, da f stark symmetrisch in (z, z;)
= f'(0ij(or(oij(€)))) = ¢, da f'einein (x;,z;) stark symmetrische Erweiterung
von f ist
- f’(O’kl(G)) = C, da {iﬁk, ZL‘[} N {.’L'Z',.’L'j} =
und daher 0;; 0 oy 0 05 = opy.
Somit ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme. O

Es folgt der Beweis von Satz 2.3:

Beweis: Aus Lemma 2.10 ergibt sich, daf alle Funktionen f® (1 <3 < k) stark symme-
trisch sind in (z, z;) mit zx, 2 € [2),], Tk, 21 # i, [Tk] = [71].
Es bleibt noch zu zeigen, dal f*) stark symmetrisch in [z;,] U {z;} ist.
Seien )\1 = {l‘z}, )\2 = {le, . ,.’L‘jk}, Q = {)\1, )\2, )\3, ce ey )\n—l—l—k} eine Partition von
{z1,...,zp} mit [N\ =1fir3<p<n+1-k.
f ist nach Voraussetzung stark symmetrisch in A und damit auch stark symmetrisch in
Q.
Dann bleibt zu zeigen, dal f*) stark symmetrisch ist in Q" = {\; U Ay, A3, ..., Any1_k}-
DaB f*) dann auch stark symmetrisch ist in P’, ergibt sich einfach aus Lemma 2.10, da
starke Symmetrien in Variablenpaaren aus Klassen, die von [z;,| verschieden sind, erhalten
bleiben.
Es ist nach Lemma 2.8 also zu zeigen, daf} fiir alle Gewichtsklassen Cgi’z,ws’_“’wnﬂ_k zu '
gilt:
{0}  oder
f® e )=1< {1} oder

W1,2,W35---,Wn 41—k
{dc}
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Fall 1: wio=0bzw. w12 =k+1
Dann gilt: C9 = 030:w37---7wn+1—k- bzw. C9 =C¥

W1,2,W3 e 0sWhp-1—k W1,2,W3yeensWrpp 1 — l,k,w;g,...,’wn_;,_l_k
. 7 . .
und somit [f(C, , s w.., )| =1 Wwegen der starken Symmetrie von f in Q.

Falls nun f((/’gl’,z,m,___,wwlfk) = ¢, c € {0,1}, dann gilt f(P)(031',2,1”37___,%“%) = {c}
fiir alle 1 < p < k, da f® eine Erweiterung von f ist.

Falls f(Cgll’z,m’___’wnH_k) = {dc}, dann gilt auch f(p)(Cg;,27w3,___’wn+l_k) = {dc} fiir
alle 1 < p <k, da make_strongly_symm(f(p_l),mi,xjp) eine minimale Erweiterung
liefert, die stark symmetrisch in (z;,;,) ist und w}, (¢) = wj,(¢) = 0 bzw. v} (¢) =

wl, (€) = 0 fiir alle e € C

W1,2,W3y--sWpn 41—k *

Fall 2: 1 S W1,2 S k
: Q' _ Qe Q
Da‘nn gllt Cw1,25w3;---7wn+1—k - CO,’!U1,2,’W3,...,wn+1_k U Clyw1,2*17w37---7wn+1—k'

Nach Voraussetzung gilt

{0} oder {0} oder
f(08w1,2,w3,...,wn+1_k) = {]‘} Oder und f(CQ ) = {1} Oder

Lawi,2—1,w35yWny1-k

{dc} {dc}

Fall 2.0 F(Curamoniinsse) = (Ol s tapnvnprs)
Da die Aufrufe make_strongly_symm( f(p’l),:v,-,a:jp) minimale Erweiterungen
liefern, die stark symmetrisch in (z;,x;,) sind, wird die Belegung fiir
ce und C¥ nicht verdndert.

0,w1,2,W3,. W 41—k Lawi,2—1,W3,Wh g1k

Es gilt: f(p)(ngl,z, ) = f(p)(ngl,g—st,...,wnH_k) und damit

W3y sWn 41—k

{0}  oder
Jad(ens )=1< {1} oder

wW1,2,W3,.--, Wnp+4+1—k
{dc}

Fa‘ll 2.2: f(C£w1,2;w3=---7wn+1—k) 7é f(08w1,2_17w35---7wn+1—k)
Da f symmetrisch in (z;, zj,) ist, gibt es ¢ € {0,1} und u € {0, 1}, so daB

f(cgwmfu,ws,...,wnﬂ_k) = {dc} und f(Cé?,szfﬁ,ws,---,wnH_k) = {C}

Nach Definition von make_strongly_symm ist klar, daf} fiir alle 1 < p < k
f®(e) € {c,dc} Ve € CF
Ein Aufruf von make_strongly_symm( f(p),xi,a;jp .1) ordnet Vektoren e €

W1,2—U, W35y Wp 41—k "

Q . _ R . D B _
Coowr s—uwsywnss_, Wit € = v und ¢;,,, = u den Funktionswert fP (04, (€) =

czu (Uijp+1 (6) € C§w1,g—ﬂ,w3,...,wn+1_k)-

Es bleibt noch zu zeigen, dafi f*)(¢) = ¢ Ve € Cﬁwl,ru’m,_",wn“_k, d.h. daf}
die Folge der k Aufrufe geniigt, um alle Elemente von C,?,
Funktionswert ¢ zu belegen.

Folgende Aussage wird induktiv gezeigt:

f®(e) = c Ve € ngl,2_u7w31---;wn+1—k mit €;, = % oder €, = @ oder ...oder

Gjp = U.

wl,g—u,wg,...,wn_,_l_k mlt
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p = 0: Nichts zu zeigen.

p—p+1:
Wegen Induktionsvoraussetzung und da fP*1) Erweiterung von f® ist, gilt:
fPH)(e) = cVe € ngl,2_u;w37---,wn+1—k mit €;, = @ oder €j, = % oder ...oder

Ejp = U.

Es bleibt zu zeigen, daf f®+1)(e) = ¢ Ve € C¥

U,W1,2—UW3 e e ;Wi 1— ke mit 6jp+1 = Uu.

Sei nun § € Cﬁ,w1,2—ﬁ,w3,---,wn+1—k mit

— = — 4
5i—ei—u,(5-

jpi1 = €jpsr = u und 0 = ¢ fiir | # 4, jpi1,

also § = 0y5,,,(€). (Ein solches § € ngl,z_ﬂ,ws,___,wml_k gibt es wegen 1 <
Wi ,2 S ]{3)
Es gilt
fo6) = f0) =c
und folglich
FI(e) = fP(01,1,(0) = fP(0) = .
Aus der induktiv gezeigten Behauptung folgt:

(k) (¢) = Q W oe. — i R
[ (€) = c Ve € Oyl y—uws,.wnyy_, Mit €5, = T oder ... oder ¢;, =1u

bzw.
f®(e) =cVe € C’ﬁwl,ru,%,"_,wnﬁfk mit w}, () > 1.

wy, (€) > 1 gilt aber fiir alle € € ngl,2*uyw37---;wn+1—k:

Falls u = 0, dann gilt fiir alle e € C&,, ,.

W35 Wn 41—k "

a 1 Fallannahme2.2
w)\z (6) = w)\Q (6) = w152

Falls u = 1, dann gilt fiir alle € € wal)rl’w&___,wnﬂ_k:

a 0 1 Fallannahme2.2
w)\2(6) = w)\2(6) = k - w/\z(e) = k - (w172 -1

Folglich ist f*)(¢) = ¢ Ve € Cﬁww_u,ws,u_’wnﬂ_k gezeigt.

O

Das folgende Beispiel zeigt, dafi es partielle Funktionen f gibt, die den Voraussetzungen
des Satzes 2.3 geniigen und fiir die es nétig ist, die komplette Folge aller £ Aufrufe von
make_strongly_symm auszufiihren:

“Fiir alle Elemente € der Gewichtsklasse C@?,w L2 —Uywa ooy g1_p ST € = U
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Beispiel 2.7 Sei eine Partition P = {{z1}, {9, ..., z,}} gegeben. Betrachte eine wie folgt
definierte Beispielfunktion f € S(D), D C {0,1}™

0 fallseEC’fo, d.h. e = (1,0,...,0)
fle) =< dec falls e € Cf,
1  sonst

Wie man leicht sieht, ist f stark symmetrisch in P und symmetrisch in (z1,23). Um f
stark symmetrisch in {{z1,...,2,}} zu machen, miissen alle dc-Stellen aus CJ’, mit 0
belegt werden. Betrachte nun die Aufruffolge

f(l) = make_strongly_symm(f, z1,xs)
f(2) = make_strongly_symm(f(l), T1,T3)
f(”_l) = make_strongly_symm(f(n_2)a T1, Tn)-

Es ist klar, daB beim Aufruf von make_strongly_symm(f¢=2, z,,z;) exakt eine dc-Stelle
aus C(fl mit 0 belegt wird, ndmlich die Stelle € = (€1,...,€,) mit e =0, ¢; =1 und ¢, =0
fir k € {2,...,n}\ {i}. Alle n — 1 Aufrufe werden also benétigt.

Betrachtet man sich den Beweis zu Satz 2.3 genauer, so siecht man, dal abhingig von
der speziellen Wahl von f die Folge der make_strongly_symm-—Aufrufe schon vorzeitig
zu einem stabilen Ergebnis fiihren kann. Die minimale Linge dieser Aufruffolge, die man
benétigt, um die minimale in P’ stark symmetrische Erweiterung von f zu berechnen, kann
im voraus fiir f bestimmt werden und ist in Satz 2.4 angegeben:

Satz 2.4 (Melchior/Scholl ’96) Sei f € S(D) (D C {0,1}") stark symmetrisch in P,

{xi}a [le] €p, [le] = {le’ R ‘rjk}f A= [le] \ {le}. = f(o) symmetrisch in (xi’le)'
Die Funktionen changeig und changey € By, sind definiert durch

Chang@lo = fonz_i : fdc;ci_ + foffx_ile : fdcwiﬁ

Zjy Zj1
und
ch,ange(n = fonawﬁ : fdcx—ﬂjl + foffmim . fdcz_z-wjl'
Seien
mils = maXerN(changem)(wi(x)) +1 falls ON(chcmgelo) ?é @
1 0 falls ON (changeig) = 0,
iy — maX;ueON(changem)(wg(x)) +1 falls ON(change(n) 7& @
2 =19 falls ON (changeq:) = 0,

ml = max(mly, mly).
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f(l) = make_strongly_symm(f(o), Ti, Tjy)
f(2) = make_strongly_symm(f(l); Tiy Tj,)
f(ml) = make_strongly—symm(f(ml_1), Ty, mjml)'

Dann ist ™) stark symmetrisch in

P'= P\ {[z;], {z:}} U{[z;] U {z:}}-

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 2.3 und mit den gleichen Be-
zeichnungen wie im Beweis zu Satz 2.3. Der Beweis fiir die Félle 1 und 2.1 ist identisch.
Fiir Fall 2.2 zeigt man (wie im Beweis von Satz 2.3 durch Induktion), daf gilt:

fmM(€) = ¢ Ve € ngm_u,ws,“_,wnﬂ% mit €, = % oder ... oder¢; , = 1. (%)
Analog zum Beweis zu Satz 2.3 ist nun noch zu zeigen, dafl damit schon

l
f(m )(6) =cVe € Cﬁwl,z—u,wg,...,wn+1,k

gilt.

Fiir u = 1 gilt: Wegen w2 < k gibt es 0 € 08w1,2_1;w37---;wn+1—k mit ¢; = 0.
Es gilt weiterhin ¢; = 1 und 0y, (9) € ngl,z,ws,---,wn+l_k.
Es gilt also (gemdfl den Annahmen und Bezeichnungen aus dem Beweis zu Satz 2.3)

f(6) = dc und f(o4,(0)) =c.

Folglich gilt 6 € ON(changey).

= wi(6) < mh-1 < mi—-1
= wh®) = wi®) < mi—1 (b=AUfza})
= wy,(e) = wy,(0) < ml—-1 Vee Cﬁwlﬂ_l,w:‘,“.,wnﬂ_k.

—— _'(Gjlzl/\.../\éjmlzl)
S 6]'1:0\/...\/6jml:0

Und folglich wegen (x):

[
f(m )(6) =cVee 08w1,2_17w3;---awn+1—k'
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Fiir u = 0 gilt genau analog: Wegen w; 2 > 1 gibt es § € Ccg w1 23w g1 T O =
Es gilt weiterhin 6; = 0 und 0y, (9) € CiQywl,Q_l;ws,---,wn+1—k'
Es gilt also

f(6) =dc und f(0,5,(0)) =c.

Folglich gilt 6 € ON(change, ).

= wl() < mh-1 < mi-1
— W) = W) < mi-1 Go=AU{s;))
= w22 (6) = wg2 (5) S ml - 1 VC € 08w1,2;w3;---5wn+17k'

- _|(€j1 =0/\.../\€jml :0)
= €1 =1\/...\/6jml =1
Und folglich wegen (x):
fm(e) = ¢ Ve € Cgfwl,%

W3y Wn 41—k "
O

Es bieten sich nun 2 Vorgehensweisen zur Berechnung einer minimalen in P’ = P\
{lz),], {xi}} U{[z;,] U {z;}} symmetrischen Erweiterung von f an:

e Man berechnet ROBDDs zu changeg; und change;y und bestimmt
MAXze0 N (changero) (WA (€)) und MaXzeon(changeo) (W (2)). Dies kann mit einem bottom
up-Durchlauf der entsprechenden ROBDDs geschehen. Danach erfolgen nur so viele
Aufrufe von make_strongly_symm wie bendtigt werden (,ml“ aus Satz 2.4).

e Man fiihrt die in Satz 2.3 angegebene Folge von Aufrufen von make_strongly_symm
aus. Falls sich die Funktion bei einem Aufruf von make_strongly_symm nicht mehr
andert, bricht man die Aufruffolge ab. Anhand des Beweises zu Satz 2.4 sieht man
leicht ein, dafl man dann genau ml + 1 Aufrufe durchgefiihrt hat:

Es ist klar, da mnach ml Aufrufen von  make_strongly_symm

| f(m) (081’2,103, i k)| = 1 (mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu Satz 2.4)
und daB daher f(™) = . = fk),

Es bleibt zu zeigen, daﬁ f(o) £ fO £ £ D),

Sei ml > 0 und 0.B.d.A. ml = ml; (fiir mi = mly analog). Dann gibt es € € {0,1}"
mit ¢; = 1, ¢, =0, wi(e) = mly — 1 und f(€) = de, f(0i;,(€)) = ¢ € {0,1}.

Da f stark symmetrisch in {z;,,...,;,}, gilt auch fiir ¢®) € {0,1}" (1 < p < miy)

() _ () _ _ (p) P _ P _
mit €; —l,e]1 =... e] =L =0, =...= szl_l’ejmzl+1_"'—

eg-k) = 0,e§-p) = ¢; sonst:

f(€) = dc und f(oy,(e?)) =c.
Wegen o0y, (€?)) = @ fiir | < p gilt fO(e)) = ... = fP-D(elP)) = de.
Der Aufruf make_strongly_symm(f® Y, z;, z;, )hefert fO(eP) = feD (g, (e))) =
c und damit fP~ 1 £ f® fiir 1 < p < mi;.
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2.2.2 Erweiterung auf Aquivalenzsymmetrie

Der vorgestellte Ansatz zur Bestimmung von Vertauschungssymmetrien partieller Funktio-
nen liBt sich leicht erweitern, so da8 auch nach Aquivalenzsymmetrien gesucht wird. Nach
Abschnitt 2.1.2 kann die Suche nach Vertauschungssymmetrien und Aquivalenzsymmetrien
einer Funktion f auf die Suche nach einem Polaritdtsvektor POL und einer Partition P
zuriickgefiihrt werden, so dafl fpor vertauschungssymmetrisch ist in P.

Aufgrund dieser Tatsache 188t sich das Verfahren aus Abbildung 2.5 in Hinblick auf eine
Suche auch nach Aquivalenzsymmetrien leicht abdndern. Es arbeitet jetzt nicht mehr auf

dem Symmetriegraphen Gy, (bzw. dem dazu inversen Graphen Gy, von f), sondern auf
Gesym (vgl. Abschnitt 2.1.2).

In Abbildung 2.6 ist ein Algorithmus zur Losung des auf Aquivalenzsymmetrien erweiter-
ten Problems angegeben. Zusitzlich zu der aktuellen Partition P wird ein Polarititsvektor
POL = (poly, .. ., pol,) mitgefiihrt. Der Polaritétsvektor ist mit (1,...,1) initialisiert (Zeile
4). Wird ein Knoten z; geférbt, so wird die Polaritét von x; auf pol; festgelegt, falls es einen
Knoten x; mit gleicher Farbe gibt und f vertauschungssymmetrisch ist in (z;,z;) (Zeile
18). Ansonsten wird die die Polaritiit von xz; auf pol; festgelegt, falls es einen Knoten z;
mit gleicher Farbe gibt und f dquivalenzsymmetrisch ist in (z;, z;) (Zeile 25). Nach Ablauf
des Algorithmus erhilt man eine Partition P, einen Polaritéitsvektor POL und eine Erwei-
terung f der urspriinglichen Funktion mit der Eigenschaft, dal fpor, stark symmetrisch ist
in P.

2.2.3 Anwendung auf die Minimierung von ROBDDs fiir partielle
Funktionen

Wie schon in Abschnitt 1.1.2.3 angedeutet wurde, kann man die Bestimmung einer moglichst
kleinen Partition, in der eine partielle Funktion f symmetrisch ist, dazu ausnutzen, eine
moglichst kleine ROBDD-Darstellung zu f zu finden.

In sehr vielen Anwendungen, die mit Booleschen Funktionen arbeiten, werden die Boole-
schen Funktionen intern durch ROBDDs dargestellt. Laufzeit und Speicherplatzbedarf dieser
Anwendungen hingen daher in hohem Mafle davon ab, wie kompakt diese Darstellung erfol-
gen kann. Die auftretenden Booleschen Funktionen sind in vielen Fillen nur partiell, so dafl
sich das Problem stellt, totale Erweiterungen dieser Booleschen Funktionen zu finden, die
moglichst kleine ROBDD-Darstellungen besitzen. Beispiele fiir solche Anwendungen sind der
Aquivalenztest zweier endlicher Automaten wie er von Coudert/Berthet/Madre [CBMS89]
vorgestellt wurde oder die Minimierung der Ubergangsfunktion endlicher Automaten im
Hinblick auf nicht erreichbare Zustéinde. Eine weitere Anwendung ist in Kapitel 3 beschrie-
ben: Treten bei der Logiksynthese Boolescher Funktionen partielle Funktionen auf, so ist
eine gute Belegung der don’t cares nicht nur fiir die Laufzeit der Verfahren, sondern auch
fiir die Giite der Resultate von essentieller Bedeutung. Es wird sich herausstellen, daf es fiir
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Eingabe: Partielle Funktion f € S(D), D C {0, 1}", représentiert durch f,, und fg4

Ausgabe: Partition P von {z1,...,z,} und Polarititsvektor POL € {0,1}" , soda8§ fpor
(vertauschungs)symmetrisch ist in P

Algorithmus:
1 Berechne Symmetriegraph Gesym = (V, E) zu f (oder Gesym = (V, E)).
2 V1 <k <mn:color(zy) := undef.
5 P={{mh{mshe- loa}}
4 POL = (poly,...,pol,) =(1,...,1)
5 node_candidate_set := {z1,...,2,}
6 while (node_candidate_set # 0) do
7 /* fpor ist stark symmetrisch in P */
8 Wihle z; € node_candidate_set gemifl Brélaz/Morgenstern—Kriterium
9 color _candidate_set := {c|1 < ¢ < n, Az; mit {z;,z;} € E und color(z;) = c}
10 while (color(z;) = undef.) do
11 curr_color := min(color_candidate_set)
12 color(z;) := curr_color
13 if (3 gefarbter Knoten z; mit color(z;) = color(x;))
14 then
15 if (f symmetrisch in (x;,z;))
16 then
17 P =P\ {[z;], {i}} U{la;] U {2:}}
18 pol; = pOl]'
19 /* fror ist symmetrisch in P */
20 Mache fpor stark symmetrisch in P.
21 else
22 if (f dquivalenzsymmetrisch in (z;,z;))
23 then
24 P =P\ {[z;], {w:}} U{le;] U {2:}}
25 pol; = pol;
26 /* fror ist symmetrisch in P */
27 Mache fpoyr stark symmetrisch in P.
28 else
29 color_candidate_set := color_candidate_set \ {curr_color}
30 color(x;) := undef.
31 fi
32 fi
33 fi
34 od
35 node_candidate_set := node_candidate_set \ {z;}
36 od

Abbildung 2.6: Algorithmus zur Bestimmung von Vertauschungssymmetrien und Aquiva-
lenzsymmetrien.
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Abbildung 2.7: ROBDD mit symmetrischer Ordnung zu f, f ist symmetrisch in {\q, ..., At}

die Zerlegungsverfahren aus Kapitel 3 sehr giinstig ist, fiir partielle Boolesche Funktionen
zunichst Erweiterungen mit moglichst kleinen ROBDD—Darstellungen zu bestimmen.

In Abschnitt 1.1.2.3 wurde schon festgehalten, dafl es bei der Suche nach guten Varia-
blenordnungen fiir ROBDDs eine gute Heuristik ist, nach ,,symmetrischen Ordnungen® zu
suchen. Aus diesem Grund kann man bei der ROBDD-Minimierung partieller Funktionen
folgendermaflen vorgehen:

e Zunidchst bestimmt man zu einer partiellen Booleschen Funktion f eine moglichst

kleine Partition P = {1, ..., \¢}, in der diese Funktion symmetrisch ist. (Hierbei ist
es durchaus sinnvoll, ,erweiterte Symmetrie“ (d.h. Vertauschungs- oder Aquivalenz-
symmetrie) zu betrachten.)

Es wird eine Erweiterung f’ von f bestimmt, die stark symmetrisch ist in P. Ist
f' noch nicht total, so wird z.B. eine totale Erweiterung f” von f’ gewéhlt, die alle
verbleibenden don’t cares auf den gleichen Wert setzt, so dafi diese totale Erweiterung
symmetrisch ist in P.

Nun wird f” durch einen ROBDD dargestellt mit einer Variablenordnung, in der die
Variablen aus den Mengen A; benachbart sind (siche Abbildung 2.7). Man kann nun
noch versuchen, die Variablenordnung zu verbessern, indem man die Variablen aus
den Mengen )\; blockweise vertauscht. Dazu bietet sich beispielsweise ,,symmetrisches
sifting [MMD94, PSP94] an.
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e Nach der Bestimmung einer Variablenordnung 1a8t sich die ROBDD-Darstellung der
partiellen Booleschen Funktion evtl. noch weiter verkleinern, falls die minimale in
P stark symmetrische Erweiterung von f noch don’t care-Stellen hatte. Die verblei-
benden don’t cares konnen unter Beibehaltung der Variablenordnung noch so belegt
werden, daf3 die resultierende Erweiterung von f eine kleinere ROBDD—Darstellung
hat, aber weiterhin stark symmetrisch in P bleibt. In Kapitel 3 wird ein Verfahren
angegeben, das diese Aufgabe erfiillt.

Experimente anhand von Benchmarkfunktionen ergeben insgesamt eine starke Verklei-
nerung der ROBDD—Gréflen zur Représentation partieller Boolescher Funktionen (siehe
[SMHM96] bzw. Tabelle auf Seite 194).



Kapitel 3

Zerlegungen

In diesem Kapitel wird die Realisierung Boolescher Funktionen durch (rekursive) Zerle-
gungen betrachtet.

Teile der hier angegebenen Resultate haben Eingang in die Verdffentlichungen [SM93,
MS94, SM94, SM95a, SM95b, SMHM96] gefunden.

Die Durchfiihrung von disjunkten Zerlegungen bei der Logiksynthese wurde schon in Ar-
beiten von Ashenhurst [Ash59], Curtis [Cur61] und Karp [Kar63] erstmals betrachtet.

Die Ansétze von Ashenhurst, Curtis und Karp wurden vor allem in folgenden Punkten
entscheidend weiterentwickelt:

o Es wird einer essentiellen Problemstellung bei der mehrstufigen Logiksynthese Rech-
nung getragen: der Identifizierung von Teillogik, die in mehreren Schaltungsteilen mit
Vorteil verwendet werden kann. Dies gelingt durch die Ausnutzung von Freiheiten bei
der Wahl der sog. Zerlegungsfunktionen im Rahmen des Zerlegungsverfahrens. Bei
der Behandlung von Funktionen f = (fi,..., f;n) hat man hierbei das Problem zu
16sen, die Zerlegungsfunktionen so zu berechnen, dafl méglichst viele von ihnen in
der Zerlegung moglichst vieler Ausgangsfunktionen f; verwendet werden kénnen.

e Bei der Auswahl von Zerlegungsfunktionen erfolgt eine Beschrinkung auf eine be-
stimmte Teilklasse von Funktionen, ndmlich die strikten Zerlegungsfunktionen. Es
konnte gezeigt werden, dafl sich bei strikten Zerlegungsfunktionen Struktureigen-
schaften der urspriinglichen Funktion auf die Zerlegungsfunktionen iibertragen. Dies
ist deshalb wichtig, da Funktionen aus praktischen Beispielen in der Regel keine
nzufillig gewihlten“ Funktionen sind, sondern RegelméfBigkeiten und Struktureigen-
schaften aufweisen.

e Symmetrien werden bei der Zerlegung ausgenutzt, indem bei der Aufteilung der Ein-
gangsvariablen in ,freie“ und ,,gebundene® Variablen der Zerlegung Mengen sym-
metrischer Variablen méglichst als Ganzes in die Menge der gebundenen Variablen
aufgenommen werden. Durch Symmetrien in der Menge der gebundenen Variablen
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kann man zu einer erheblichen Reduzierung der Anzahl der benétigten Zerlegungs-
funktionen kommen.

e Es wurden Verfahren zur Behandlung partieller Funktionen entwickelt. Da bei prak-
tischen Problemen h&ufig partielle Funktionen auftreten und sich die Giite der Rea-
lisierungen je nach Belegung der don’t cares stark unterscheiden kann, ist es wichtig,
bei dem Logiksyntheseverfahren don’t cares ausnutzen zu konnen. Die Belegung von
don’t cares wird nicht nur mit Hilfe des im vorangegangenen Kapitel entwickelten
Verfahrens zur Erzeugung starker Symmetrien durchgefiihrt, sondern auch durch ein
Verfahren zur Minimierung der Anzahl der Zerlegungsfunktionen im aktuellen Zerle-
gungsschritt. Unter Beachtung bestimmter Voraussetzungen wird die Vertréiglichkeit
der beiden Verfahren bewiesen. Dariiber hinaus wird ein Verfahren zur don’t care—
Belegung im Hinblick auf die Mehrfachverwendbarkeit bestimmter Teilschaltkreise
angegeben.

Betrachtet man die praktische Anwendbarkeit der Algorithmen auf gréfiere Beispiele, so ist
im Vergleich zu [MS94] in [SM94] bzw. [SM95b] ein entscheidender Durchbruch gelungen.
Der Grund liegt in der Verwendung von ROBDDs zur Représentation Boolescher Funktionen
und in der Tatsache, dafl simtliche Algorithmen auf Grundlage von ROBDDs formuliert
werden konnten. Damit kann fiir viele praktische Beispiele auf einer kompakten Darstellung
gearbeitet werden.

Das Kapitel beginnt mit einem Abschnitt tiber Zerlegungen von Funktionen mit einem Aus-
gang, in dem hauptséchlich Grundlagen zur Zerlegung Boolescher Funktionen behandelt
werden.

Danach folgt ein Abschnitt, der sich mit don’t care-Belegungen bei der Zerlegung partieller
Funktionen beschéiftigt.

In einem Abschnitt iiber Zerlegungen von Funktionen mit mehreren Ausgidngen wird ein
Verfahren hergeleitet, das eingesetzt wird, um Teilschaltkreise zu finden, die bei der Rea-
lisierung mehrerer Ausgdnge mit Vorteil verwendet werden koénnen.

Im nédchsten Abschnitt wird dann festgehalten, wie man Symmetrien im Rahmen des Zer-
legungsverfahrens nutzen kann (sowohl bei totalen als auch bei partiellen Funktionen).

SchlieBlich werden die Uberlegungen auf sogenannte nichtdisjunkte Zerlegungen ausge-
dehnt. Es wird gezeigt, dafi sich die Verwendung nichtdisjunkter Zerlegungen ohne grifiere
Probleme in die bisher entwickelten Syntheseverfahren integrieren l&8t.

Das Kapitel endet mit einem Abschnitt iiber die Berechnung von Fertigungstests zu re-
kursiv zerlegten Schaltungen. Es wird gezeigt, wie man parallel zur rekursiven Zerlegung
einen vollstdndigen Test hinsichtlich des Stuck-at—Fehlermodells bzw. des Zellenfehlermo-
dells berechnen kann. Dazu ist es notwendig, zu einer Booleschen Funktion f, die im
Rahmen des rekursiven Zerlegungsverfahrens realisiert werden soll, jeweils noch zusétzlich
die sogenannte , Freiheitsrelation“ zu f zu berechnen.
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3.1 Zerlegungen von Funktionen mit 1 Ausgang

In diesem Abschnitt werden anhand von Funktionen mit einem Ausgang Grundlagen zur
Zerlegung Boolescher Funktionen behandelt. Nach grundlegenden Definitionen und allge-
meinen Untersuchungen zur nichttrivialen Zerlegbarkeit Boolescher Funktionen wird spezi-
ell auf die Zerlegung von Funktionen eingegangen, die durch ROBDD—Darstellungen gegeben
sind. Auflerdem wird gezeigt, inwiefern man aus der Beschrinkung auf die Teilklasse der
,strikten® Zerlegungsfunktionen Nutzen ziehen kann.

Zunichst werden 2 Arten von (disjunkten) Zerlegungen definiert: die einseitige und die
zweiseitige Zerlegung.

Definition 3.1 (Einseitige Zerlegung) Fine einseitige (disjunkte) Zerlegung einer

Booleschen Funktion f € B, mit den Eingangsvariablen 1,...,%p, Tpi1,...,2, (0 <p <
n) hinsichtlich einer Variablenteilmenge {1, ...,x,} ist eine Darstellung von f in der
Form

f@e, oo Ty g1, ooy ) = gloa (T, .o, )y oo e(T1, - o Tp), Tpt1y - - 5 Ty

Die einseitige Zerlegung von f 148t sich wie folgt graphisch darstellen:

X

n

X, X -

Die Funktionen o, ..., o, berechnen auf den Eingangsvariablen z,...,z, ein ,,Zwischen-
ergebnis“ und die Funktion g berechnet aus diesem Zwischenergebnis und den restlichen
Eingangsvariablen z,.1, ..., z, den endgiiltigen Funktionswert von f auf den Eingangsva-
riablen z1,...,Zp, Tpt1, ..., Tn.

Definition 3.2 (Zweiseitige Zerlegung)
Fine zweiseitige (disjunkte) Zerlegung einer Booleschen Funktion f € B, mit den
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Eingangsvariablen x1, ..., Tp, Tpi1,...,Zn (0 < p < n) hinsichtlich einer Variablenauftei-
lung {{z1,...,2p}, {xp+1,---,2n}} ist eine Darstellung von f in der Form
f@r, o Ty Tpg1,y oy ) =
g(al(xla s 7371)): te Ob,-(l'l, R xp)a ﬁl(xp—i—l; s 7$n); s a/BS(‘rP-i-l’ s 7$n))

Die zweiseitige Zerlegung wird im folgenden Bild veranschaulicht:

g

f
Hier berechnen also die Funktionen «j,..., o, auf den Eingangsvariablen zi,..., x, ein
vorldufiges Ergebnis und die Funktionen f3,..., 8, auf den Eingangsvariablen z,11,..., 2,

ein vorldufiges Ergebnis. Die Funktion g berechnet aus diesen beiden Zwischenergebnissen
den endgiiltigen Funktionswert von f.

Bezeichnung 3.1 Die Funktionen o; (1 <i <) (und 8; (1 < j <'s)im Falle zweisei-
tiger Zerlegung) werden als Zerlegungsfunktionen bezeichnet, die Funktion g wird als
Zusammensetzungsfunktion bezeichnet.

Im Fall von einseitigen Zerlegungen werden die Variablen aus der Menge {z1,...,z,} der
obigen Definition auch als ,gebundene“ Variablen, die Variablen aus {xpi1,...,zn} als
LJreie“ Variablen bezeichnet.

Will man Zerlegungen bei der Logiksynthese ausnutzen, so ist es giinstig, nach Zerlegungen
mit moglichst geringer Anzahl von Zerlegungsfunktionen zu suchen. Dies hat folgende
Vorteile:

e Ist die Anzahl der Zerlegungsfunktionen gering, so hat man bei rekursiver Anwendung
des Verfahrens weniger (Zerlegungs-)Funktionen zu realisieren. Es besteht die Hoff-
nung, dafl die Gesamtkosten des resultierenden Schaltkreises somit moglichst gering
bleiben.
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e Je weniger Zerlegungsfunktionen bei einer Zerlegung auftreten, desto weniger Ein-
ginge hat die Zusammensetzungsfunktion g. Wenn g weniger Eingidnge hat, dann
kann man hoffen, dafi die Komplexitét von g auch geringer ist.

e Aus der Netzliste (bzw. dem Q-Schaltkreis), die die Logiksynthese liefert, wird das
Layout eines Schaltkreises bestimmt, der die gesuchte Funktion realisiert. Haufig be-
obachtet man Schaltungen, bei denen die Fléche des Layouts nicht unbedingt durch
die Anzahl der zu realisierenden Gatter bestimmt wird, sondern durch die Anzahl
der zu realisierenden globalen Verbindungsleitungen. Eine Zerlegung mit wenig Zer-
legungsfunktionen legt gerade eine Realisierung mit wenig globalen Verbindungslei-
tungen nahe.

In diesem Sinne sind solche Zerlegungen interessant, bei denen die Anzahl der Zerlegungs-
funktionen kleiner ist als die Anzahl der Eingangsvariablen (im Fall zweiseitiger Zerle-
gungen) bzw. bei denen die Anzahl der Zerlegungsfunktionen kleiner ist als die Anzahl
der Eingangsvariablen, von denen die Zerlegungsfunktionen abhéngen (im Fall einseitiger
Zerlegungen). Man bezeichnet diese Zerlegungen als nichttrivial.

Definition 3.3 (Nichttriviale Zerlegung)
e Fine einseitige Zerlequng
f@r, oo T Tpy1,y oy ) = gloa(T1, .0, Zp)y oo, (X1, -+, Tp), Tpt1y - - -5 Tny)
heifit nichttrivial, wenn r < p.
e Fine zweiseitige Zerlegung

f@e, o T Tpy1, ooy 2p) =

glaq(xy, .oy xp)y (T, ), Br(@pity o3 X))y - o Bs(Tpiay - -5 Ty)

heifit nichttrivial, wenn r + s < n.

Verwendet man nur nichttriviale Zerlegungen von f und wendet man das Verfahren rekursiv
an, um eine Realisierung fiir die Zerlegungsfunktionen und die Zusammensetzungsfunkti-
on zu finden, so haben alle Funktionen, die auf der nichsten Rekursionsstufe behandelt
werden, eine geringere Anzahl an Eingangsvariablen als f.

Zerlegungen, die mit einer minimalen Anzahl von Zerlegungsfunktionen auskommen, be-
zeichnet man als , kommunikationsminimal*:

Definition 3.4 (Kommunikationsminimale Zerlegung)
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e Fine einseitige Zerlequng

f@e, o Tp, Tpgrs s ) = gl (1, -, Zp),y - oy 0 (X1, - oy X))y Tpidy - -+ 5 X))
heifit kommunikationsminimal hinsichtlich {x1, ..., z,}, falls fir alle einseitigen
Zerlegungen

F(@1y ey @y Tty ooy @) = g (4 (@1, oo )y ooy (@1 oy D)y Tpiy o v, T)
gilt: v < r'.

e Fine zweiseitige Zerlegung

f@r, o Ty Tpg1, ooy ) =
glar(zr, ..y xp)y (T, ), Bit(@ptts - s Tn)y e vy Bs(Tptty - o Tn))
heifit kommunikationsminimal hinsichtlich {{z1,...,z,}, {Zpt1,...,2n}} , falls

fiir alle zweiseitigen Zerleqgungen

f@1y ooy Tpy Tpgty ooy ) =

G (@1, Tp)s ey (T, o, X)), BU( @ity oy @)y - vy Bor (Tpi1s - -5 Tn))

gilt: 1 < 71" und s < §'.

Im folgenden werden wir uns bei der Logiksynthese mit nichttrivialen und kommunikati-
onsminimalen Zerlegungen befassen.

3.1.1 Minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen

Aus den oben schon genannten Griinden ist es interessant, Zerlegungen mit einer moglichst
geringen Anzahl von Zerlegungsfunktionen zu betrachten. Gesucht ist nun eine Méglich-
keit, eine kommunikationsminimale Zerlegung hinsichtlich einer Variablenteilmenge X ()
zu finden, wenn X schon vorgegeben ist.

Als Hilfsmittel dazu wird der Begriff der Zerlegungsmatriz definiert.

Definition 3.5 (Zerlegungsmatrix) Die Zerlequngsmatriz einer (partiellen) Funktion
f € S(D) mit den Eingangsvariablen 1, ...,Zp, Tpi1,- .., %, hinsichtlich der Variablen-
teilmenge X = {x1,...,1,} ist definiert als (2P x 2" P)-Matriz Z(XW), wobei fiir alle
i, mit0<i<2 —1und0<j<2"P 1 gilt:

Z2(XW), = f(biny(3), bin,_,(4)), falls f definiert an dieser Stelle
K *,  falls f undefiniert an dieser Stelle

(Hierbei liefert bin, (i) ein p—Tupel iber {0,1}, das der Bindrdarstellung von i entspricht,
bin,_,(j) liefert ein (n — p)—Tupel iber {0,1}, das eine Bindrdarstellung von j darstellt.)
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In diesem Abschnitt ist zunédchst nur von Zerlegungsmatrizen zu totalen Funktionen die
Rede. Fiir totale Funktionen werden folgende Bezeichnungen definiert:

Bezeichnung 3.2 Sei f € B, mit den Eingangsvariablen xi,...,%p, Tpy1,...,Tn. S€i
Z(XW) die Zerlegungsmatriz von f hinsichtlich der Variablenteilmenge X = {x1,. ..,
z,}. Dann wird die Anzahl der verschiedenen Zeilen von Z(XM) mit vz(X®), f) bezeichnet,
die Anzahl der verschiedenen Spalten von Z(XW) mit vs(XM, f).

Bemerkung 3.1 Ist Z(XW) Zerlegungsmatriz der (totalen) Funktion f hinsichtlich der
Variablenteilmenge XV so liefert die Gleichheit auf den Zeilen von Z(XW) eine Aquiva-
lenzklasseneinteilung von {0,1}X"! wenn man fir z@, 2@ e {0, 11XV definiert: () =
@ genau dann, wenn die Zeilen mit den Indizes int(zM)* und int(z®) gleich sind.

Bevor die minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen bei einer Zerlegung von f hinsichtlich
X bestimmt wird, sollen die Begriffe anhand eines Beispiels verdeutlicht werden:

Beispiel 3.1 Sei die Funktion vgl, definiert als

_ 15 falls (.’1'1,332,.’173,374) = (ylay25y3,y4)
vgly(x1, To, T3, Tay Y1, Y2, Y3, Ya) = { 0, falls (21,29, 3,24) 2 (Y1, Y2, Y3, Ya)-

vgly vergleicht also die Bindrzahl gebildet aus den 4 ersten Eingangsvariablen mit der
Binérzahl gebildet aus den 4 letzten Eingangsvariablen.

Eine mogliche zweiseitige Zerlegung hinsichtlich {{x1, z2,v1, y2}, {x3, 4, y3,ya}} ist
'Ugl4($1, T2,X3,T4,Y1,Y2,Y3, y4) = and?(vgl2(x1a T2, Y1, 92); Uglg(ﬂ')g, T4,Y3, y4))

. _ )L, falls (z1,72) = (Y1, %2)
mit vglg(m,m,ybyz) = { 0, falls (331,332) 7& (?/1792)

Auf den Variablen {1, 9, 1, y2} wird also berechnet, ob die ersten beiden Bits der zu ver-
gleichenden Binérzahlen {ibereinstimmen oder nicht (2 Informationen, kodiert durch 1 Bit
der Zerlegungsfunktion), auf den Variablen {z3, x4, y3, ¥4} wird entsprechend berechnet, ob
die beiden letzten Bits der zu vergleichenden Zahlen {ibereinstimmen. Die Zusammenset-
zungsfunktion (ands) setzt die beiden Zwischenergebnisse zum endgiiltigen Funktionswert
zusaminen.

Die Anzahl der Informationen, die durch die Zerlegungsfunktionen auf den Variablen der
beiden Mengen berechnet werden miissen, kann man auch aus der Zerlegungsmatrix in Bild
3.1 ablesen.

Die Zerlegungsmatrix hat 2 verschiedene Zeilen. Die 0—Zeilen geben jeweils an, dafl (z1, z2)
# (y1,92), die anderen Zeilen geben an, dafl (z1,22) = (y1,y2). (Analog fiir die beiden
verschiedenen Spalten.)

*int(x) gibt den dezimalen Wert der Bin#rzahl x an.
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z3 0000000011111111
4 0000111100001111
y310011001100110011
¥4 0101010101010101
T1T2Y1Y2
0000 1000010000100001
0001 0000000000000000
0010 0000000000000000
0011 0000000000000000
0100 0000000000000000
0101 1000010000100001
0110 0000000000000000
0111 0000000000000000
1000 0000000000000000
1001 0000000000000000
1010 1000010000100001
1011 0000000000000000
1100 0000000000000000
1101 0000000000000000
1110 0000000000000000
1111 1000010000100001

Abbildung 3.1: Zerlegungsmatrix zu vgl,

Zur minimalen Anzahl von Zerlegungsfunktionen gilt allgemein:

Satz 3.1 (Curtis ’61) Sei f € B,, eine Funktion mit den Eingangsvariablen xy, ..., x,,
Tpi1, ---, Tn. Dann gibt es genau dann eine einseitige Zerlequng von f hinsichtlich der
Variablenteilmenge XM = {z1,...,x,} der Form

f@e, o Ty g1y @) = gloa(T1, .o, Xp)y ooy (X1, - o, Tp), Tpt1y - - -5 T
wenn

r > log(vz(XW, f)).

Bewelis:

,=—": Sei eine Zerlegung gegeben durch

f(@1, o Tpy Tpg1y ooy T) =

glon(zy, - o @)y 0 (T, oy Tp), Tpiy - - - 5 Tn)

Dann kann die Funktion
a=(a1,-..,0p) € By,



80

Kapitel 3. Zerleqgungen

hochstens 27 verschiedene Funktionswerte annehmen.
Nehme nun an, dafl

r < log(vz(XW, f),d.h. 2" < vz(XWY, f).

Dann muf es 6 = (6. ., 6{") und 6@ = 6@, ... ,6§2)) geben, so daB

aber die zugehorigen Zerlegungsmatrixzeilen verschieden sind.
Wenn die zugehorigen Zerlegungsmatrixzeilen verschieden sind, so bedeutet dies, daf
es € = (4,‘21, .o, €9)) gibt mit

f(é%l), s -55(1) 6;51(3215 .. ae'ELO)) 7& f(5§2)a N -55(2)a61(0(3215 e 6(0))'

p p n

Trotzdem gilt unabhéngig von der Wahl von g:

g(al(ég): . '751()1))a Tt aar( §1)7 T 5511))76;(21: -y € 0)) =

gl (817, 0P, (81 0P s D),

da a(6M) = a(6®). = Widerspruch. Es muf also 7 > log(vz(X, f) gelten.

=" Sei

r > log(vz(X, f)),d.h. 2" > vz(X, f).
Dann kann man o« € By, definieren, so daf
a(6V) # a(6®)

fiir alle 6V, 6 € {0,1}?, fiir die die zugehdrigen Zerlegungsmatrixzeilen verschieden
sind.

Die Zusammensetzungsfunktion g kann man definieren nach folgender Vorschrift:
Fiir alle (z1,...,x,) € {0,1}" ist

glaq (@1, oy @p)y ey (T, e Tp), Tty - o5 Tp) = f(X1, 0oy Ty Tpity - -+, X)) (X)

Falls (a1, ...,a,) nicht im Bild von « auftritt, so ist g(as,...,a,, Zpt1,...,T,) un-
definiert bzw. frei wahlbar.

g ist nach Vorschrift (x) wohldefiniert.
Wire g nicht wohldefiniert, dann giibe es 5! und §® aus {0, 1}? mit

a((g(l)) - a(5(2))
und ein €@ € {0,1}"7? mit

f((;(l) : 6(0)) £ f((;(?) , 6(0))'
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Dann wiren aber die Zerlegungsmatrixzeilen, die zu 6) und 6§ gehéren verschieden
und damit nach Definition von «

a(6W) # a(6®).

=—> Widerspruch. g mufl wohldefiniert sein.

O

Anhand des Beweises zu Satz 3.1 ergibt sich folgende Aussage:
Korollar 3.1 Se:i f € B, eine Funktion mit den Fingangsvariablen x1,...,Tp, Tpi1,. ..,
Tn, seten firl <i <r o; € B, und sei Z(XW) die Zerlegungsmatriz von f hinsichtlich
XM = {z1,...,2,}. Dann gibt es genau dann eine einseitige Zerlegung von f hinsichtlich
der Variablenteilmenge XV in der Form

f@r, oo Ty Tyt ey @) = gloa (@1, .o, Tp)y oo (X1, - o Tp), Tpt1y - - -5 T
wenn die Funktion a = (aq, ..., a,) folgende Eigenschaft hat:
Falls es zu 6,6 € {0,1}? ein €@ € {0,1}"P gibt mit

FEW, @) # (6P, €2)
(d.h. falls die Zeilen int(61Y) und int(6®) von Z(XW) verschieden sind), dann ist
a(6M) # a(6@).

Entsprechend gilt fiir zweiseitige Zerlegungen:
Satz 3.2 Sei f € B,, eine Funktion mit den Eingangsvariablenxi, ..., Tp, Tpi1, ..., Tp. Se€i
XU =TIz, .. ., Xy}t und X®@ = {Zp+1,-.-,2n}. Dann gibt es genau dann eine zweiseitige

Zerlegung von f hinsichtlich der Variablenaufteilung { XV, X®Y der Form

F(@1, o Ty Tty ooy ) =

glar(zr, .. xp)s o (Try oo ), Bit(@ptty - oo Tn)s e v oy Bs(Tpity - - oy Tn))

wenn
r> log(vz(X(l), f)) und s> log(vs(X(l),f)).

Bewelis:

,=—": Nimmt man
r < log(vz(XW, ) oder s < log(vs(XW, f))

an, so kann man analog zum Beweis des vorhergehenden Satzes einen Widerspruch
herleiten.
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=1 Sei

r > log(vz(XW, £)),d.h. 2" > vz(XWY f) und
s > log(vs(XW, f)),d.h. 2° > vs(XWD, f).

Dann kann man o € B,, definieren, so dafl
a(6W) # a(6®)

fiir alle 6,6 € {0, 1}, fiir die die zugehorigen Zerlegungsmatrixzeilen verschieden
sind.
Ebenso kann man 3 € B, s definieren, so daf}

B(eW) # B(e?)

fiir alle e, e? € {0,1}"7P, fiir die die zugehoérigen Zerlegungsmatrixspalten ver-
schieden sind.
Dann kann man die Zusammensetzungsfunktion g definieren nach der nun folgenden
Vorschrift (%)

glar(z1, .. mp), 0T, xp), Br(@pt1s - ooy Tn)y e ey Bs(Tpi1, oo Tp)) =
@y, T, Ty 5 T)

fir alle (z1,...,Zp, Tpi1,---,2Ty) € {0, 1}

Falls (a4, ...,a,) nicht im Bild von « auftritt oder (bi,...,bs) nicht im Bild von g

auftritt, so ist g(ai,...,a,,by,...,bs) undefiniert bzw. frei wihlbar.

g ist nach Vorschrift (x) wohldefiniert.
Angenommen g wire nicht wohldefiniert, dann géibe es (6, eV)) und (6®, ) aus
{0,1}" mit

a(6W) = a(6@) und B(eY) = B(e?) (**)

und
FO0, ) # £(62), ),

D.h. es wiirde gelten

f(6Y M)y =€ € {0,1} und f(6@,?) =¢

Es kann nun nicht sein, daB sowohl die zu 6 und 6® gehérigen Zeilen der Zerle-
gungsmatrix als auch die zu € und ® gehorigen Spalten gleich sind:
Angenommen die Zeilen zu § und 6® sind gleich. Dann gilt

F6, ) = £(50, ) = .

Wegen
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sind dann die zu € und € gehérigen Spalten ungleich.
Analog folgt aus der Tatsache, da8 die Spalten zu (V) und € gleich sind:

FOW, €2) = F(6D, D) = .

und somit

FED, ) £ 76, e?) =7,
Also sind die zu 6 und §® gehérigen Zeilen ungleich.

Die zu 6(V) und 6® gehorigen Zeilen oder die zu () und €® gehorigen Spalten sind
ungleich.

Im ersten Fall gilt nach Definition von «
a(6W) # a(6®%) = Widerspruch zu (**),
im zweiten Fall gilt nach Definition von 3

B(eW) # B(e®) = Widerspruch zu (**).

Die Annahme, dafl g durch Vorschrift (x) nicht wohldefiniert ist, ist also falsch!

O

Die Sétze 3.1 bzw. 3.2 geben an, wieviel Zerlegungsfunktionen man bei der einseitigen bzw.
zweiseitigen Zerlegung mindestens bendtigt, wenn die Variablenteilmenge X (Y bzw. Varia-
blenaufteilung {X ™), X®?} schon vorgegeben ist. Die Anzahl der Zerlegungsfunktionen in
einer kommunikationsminimalen Zerlegung ist im allgemeinen natiirlich stark abhéngig von
der Wahl der Variablenteilmenge bzw. Variablenaufteilung, hinsichtlich der zerlegt werden
soll.

Beispiel 3.1 (Fortsetzung):

Wihlt man beispielsweise fiir die Funktion vgl, aus Beispiel 3.1 die Variablenaufteilung
als {{z1, z2, x3, x4}, {1, Y2, Y3, ya} } statt statt {{z1, 2, y1,y2}, {3, T4, y3, ya } }, so benostigt
man fiir die entsprechende zweiseitige Zerlegung jeweils 4 Zerlegungsfunktionen auf {z, ...,
x4} und 4 Zerlegungsfunktionen auf {yi,...,ys}. Die beiden zu vergleichenden 4-Bit-
Zahlen befinden sich dann in getrennten Variablenteilmengen und durch die Zerlegungs-
funktionen kann keine sinnvolle Vorberechnung durchgefiihrt werden. Eine mégliche Wahl
der Zerlegungsfunktionen wére

a;j(xy,...,zq) =x; und Bi(y1, ..., Y1) = Ui

fiir 1 <17 < 4, so dafi sich als Zusammensetzungsfunktion wieder vgl, selbst ergeben wiirde.
Diesen Sachverhalt kann man auch anhand der Zerlegungsmatrix zu dieser Zerlegung er-
kennen:
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1/0000000011111111
20 0000111100001111
y30011001100110011
14 0101010101010101
L1XoX3T4
0000 |1000000000000000
0001 |0100000000000000
0010 |0010000000000000
0011 |0001000000000000
0100 |0000100000000000
0101 |0000010000000000
0110 |0000001000000000
0111 |0000000100000000
1000 |0000000010000000
1001 |{0000000001000000
1010 [(0000000000100000
1011 (0000000000010000
1100 |0000000000001000
1101 [{0000000000000100
1110 |0000000000000010
1111 [{0000000000000001

Die Zerlegungsmatrix ist eine Einheitsmatrix mit 16 Zeilen und 16 Spalten. Also benotigt
man 4 Zerlegungsfunktionen auf {z1, ..., x4} und 4 Zerlegungsfunktionen auf {y,...,vy4}.

3.1.2 Allgemeine Untersuchungen zur nichttrivialen Zerlegbar-
keit Boolescher Funktionen

Im vorliegenden Abschnitt soll die nichttriviale Zerlegbarkeit Boolescher Funktionen allge-
mein untersucht werden. Dabei geniigt es im wesentlichen, sich auf nichttriviale einseitige
Zerlegungen zu beschrénken, da aus der Definition nichttrivialer Zerlegbarkeit direkt folgt:
Gibt es zu einer Funktion f € B, mit der Menge von Eingangsvariablen X() U X®
(XN XA = ) eine nichttriviale einseitige Zerlegung hinsichtlich der Variablenteilmenge
XM so gibt es auch eine nichttriviale zweiseitige Zerlegung hinsichtlich der Variablen-
aufteilung { X, X2}, Gibt es zu f eine nichttriviale zweiseitige Zerlegung hinsichtlich
der Variablenaufteilung { X, X} so gibt es auch eine nichttriviale einseitige Zerlegung
hinsichtlich X(1) oder eine nichttriviale einseitige Zerlegung hinsichtlich X (%),

Aus den Sdtzen 3.1 und 3.2 ergibt sich direkt folgendes Korollar:

Korollar 3.2 f € B, ist genau dann nichttrivial hinsichtlich der Variablenteilmenge
XU ={2,,...,2,} zerlegbar, wenn

vz(X(l),f) < 2P 1
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f € B, ist genau dann nichttrivial hinsichtlich der Variablenaufteilung {XM X®)} =
{{z1, .. zp}, {zps1, .., xn}} zerlegbar, wenn

vz(XW, f) <2071 oder vs(XW, f) < 2=P)=L,
Das folgende Lemma 3.1 besagt, dal es leichter ist, nichttriviale einseitige Zerlegungen
hinsichtlich grofler Variablenteilmengen zu finden als nichttriviale einseitige Zerlegungen

hinsichtlich kleiner Variablenteilmengen.

Lemma 3.1 Gibt es keine nichttriviale einseitige Zerlegung von f € B, hinsichtlich der

Variablenteilmenge X = {z1,...,2,}, so gibt es auch keine nichttriviale einseitige Zer-
lequng hinsichtlich Teilmengen von X
bzw.:

Ist f nichttrivial zerlegbar hinsichtlich XV = {xy, ... ,Tp}, so ist f nichttrivial zerlegbar
hinsichtlich jeder Obermenge von X,

Beweis: Sei f € B, mit den Eingangsvariablen x4, ..., z, nichttrivial zerlegbar hinsicht-
lich XM = {x1,...,2,}, dh. va(XD f) <2071,
Es geniigt nun zu zeigen, da8 f hinsichtlich X" = {y,... 2,1} nichttrivial zerlegbar

ist, d.h. daB vz(X™)', f) < 27,

Sei Z(XM) die Zerlegungsmatrix hinsichtlich X, Z(X®)") die Zerlegungsmatrix hinsicht-
lich X"

Sind in Z(X W) die Zeilen zu 2 = (z{", ... ,z{M) und z® = =, z(?)) gleich, so gilt

f(x(l),y(o)) — f(:c(Q),y(O))

fiir alle % € {0,1}"? und somit

fzW, yf), y O = f(2?, y§1), )
fiir alle 3" € {0,1}, y©@" € {0, 1} 7.
Also sind in Z(X®)') die Zeilen zu
(xgn’ O 0) und (3:52), o,z 0)

p

und die Zeilen zu

@0, 20 1) und 2,22, 1)

gleich.
Z(XW'") kann also maximal doppelt soviele verschiedene Zeilen haben wie Z(X®), d.h.

vz(XW' ) f) < 20z(XD f) < 2r.

Der Zusammenhang zwischen den Zerlegungsmatrizen Z(X®) und Z(X®') ist in folgen-
der Abbildung dargestellt:
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(xg),...,xz(,l)) ::::3(:1:9),...,wl(,l),O)
@2, ..., 2 @, e, 0)
Z(X(l)) _(Ib'gl),...,xl(,l),].)
Ej@ﬂ_wﬁm

Z(XMW"

O

Es gilt sogar, dafl jede Funktion f € B, (n > 4) nichttrivial zerlegbar ist, wenn man die
Variablenteilmenge nur grofl genug wéhlt:

Lemma 3.2 Zu jeder Funktion f € B, existiert eine nichttriviale einseitige Zerlegung

f@e, o Ty g1y ey @) = gloa(T1, .0, Xp)s - (X1, -2, Tp), Tpt1y - - -5 T

fallsp >2"7P + 1.

Beweis:
on—p

p>2"P 4] = 221>
Die Zeilen der Zerlegungsmatrix hinsichtlich X = {z,,...,z,} haben Linge 2"7”. Es
gibt genau 22" " verschiedene Elemente in {0,1}2" *.
= Es kann hochstens 22" paarweise verschiedene Zeilen geben.
= vz(XD), f) <2277
= vz( XV f) < 22777 < ot
= f nichttrivial zerlegbar hinsichtlich X®). O

Korollar 3.3 Ist f € B, mit n > 4, so gibt es immer eine nichttriviale einseitige Zerle-
qung.

Bemerkung 3.2 Fiir Funktionen f € B, mit n > 4 und den Eingangsvariablen {x,...,
xn} bildet die sogenannte Shannon—Zerlegung eine spezielle nichttriviale (nicht unbedingt
immer kommunikationsminimale) Zerlequng hinsichtlich einer Variablenteilmenge {x1, ...,
T, 1} (denn es gilt offensichtlichn —1 > 2" +1).

Die Shannon—Zerlequng von f hinsichtlich x,, ist definiert als

f(xla s 7-7;71) = g(al(xla .- ':xn—l)va/Z(xla s 7-7;71—1)’:5”)7
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wober
ozl(xl,...,xn_l) = f(.’L'l,...,iL'n_l,O)
a?(xla"':xn—l) = f(xlv"'axn—lal)
glar,a0,2n) = a1-Tp + ag - Tp.

Alle Booleschen Funktionen mit n > 4 Eingangsvariablen sind also nichttrivial zerlegbar
(z.B. hinsichtlich einer Variablenteilmenge der Méchtigkeit p = n—1). Wahlt man allerdings
kleinere Variablenteilmengen X () hinsichtlich derer f zerlegt werden soll, so wird die
nichttriviale Zerlegbarkeit einer Funktion f € B, zu einer speziellen Struktureigenschaft
der Funktion, die gewéhrleistet, dafl die Funktion eine wesentlich geringere Komplexitét hat
als die durch Shannon festgestellte Mindestkomplexitit %, die fast alle zufallig gewéhlten
Funktionen iiberschreiten. Dies ergibt sich aus folgendem Lemma:

Lemma 3.3 Besitzt eine Funktion f € B, eine nichttriviale einseitige Zerlequng hinsicht-
lich der Variablenteilmenge {x1, ..., x,}, so hat jede Realisierung von f, die diese Zerlegung
ausnutzt, eine Bo—Komplexitit < %, falls n und p hinreichend grof$ sind und

(n—1)

p < (n—l)—lognn_2 — € fiir e > 0.
Beweis: Sei nach Voraussetzung p < (n — 1) — log % —e.
Dann gilt mit gentigend kleinem ¢ > 1:
en(n — 1)
<(n-1)—log —m———.
ps(n—1)—log o=y =5

Diese Ungleichung 148t sich dquivalent umformen:

< n—p>|log (;'i(f);i)z] +1

o o> gt

< cnn—-1)<2" P20 -2 —cn)
— < 2n7p(n;%r)":21”’pflcn

= I+ 22 <20 (%)

(Voraussetzung p < (n—1)—log ﬂ:_;;l — ¢ wird an spéterer Stelle in Form von Ungleichung
(%) ausgenutzt.)

Sei eine nichttriviale Zerlegung der Form

f@, T, Tpirs o5 ) = gl (1, oo, ),y oy 0 (X1, - oy X))y Tpity - -+ 5 T

gegeben.
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Fiir die Komplexitit der Zerlegungsfunktionen gilt nach dem Satz von Lupanov:

2P 2P
Cp, (i) < —+o0 (—)
p b

Fiir die Komplexitit der Zusammensetzungsfunktion gilt:

2r+nfp 2r+n4p anl 2n71
C < + < +
B2(g)_r—|-n—p O(T—i—n—p)_n—l O<n—1>

Sind p und n hinreichend grof}, so gilt:

2P 2P 2P
Cp,(i) < —+o0 (—) <c—
b b b

und

2n—1 2n—1 2n—1
< < .
CBQ(g)_n—1+0<n—1> =T

Die Gesamtkosten eines Schaltkreises S, der die gegebene Zerlegung ausnutzt, lassen sich
dann abschédtzen durch

2p on-1
CBQ(S) S T‘C;"‘Cn_l
D L
< —1)—
< cl(p )p+n_1]
-1 2rrt
o
p n—1
anpfl
< 2pcl1+ ]
n—1
A
< 2° wegen (%)
2n !
T on

O

Aufgrund des Shannon’schen Abzéhlargumentes und Lemma 3.3 ist es also unwahrschein-
lich, daf§ eine zufillig gew#hlte Funktion eine solche nichttriviale Zerlegung (hinsichtlich
einer kleinen Variablenteilmenge) besitzt. Wie in Abschnitt 1.2 schon angedeutet, hat man
es in der Praxis aber nicht mit zuféllig gewihlten Funktionen zu tun (vgl. auch Kapitel 4).

Fiir zweiseitige Zerlegungen folgt aus Lemma 3.1, dafl die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl
es eine nichttriviale Zerlegung gibt, fiir solche Variablenaufteilungen am geringsten ist, bei
denen in jeder der beiden Mengen ungefihr gleich viele Variablen vertreten sind. Solche
Zerlegungen heiflen gleichméchtig:
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Definition 3.6 (Gleichmichtige Zerlegungen)
FEine zweiseitige Zerlegung von f € B, hinsichtlich der Variablenaufteilung {{z1, ..., z,},
{Zp+1, ..., zn}} heifit gleichméchtig, falls

p=15] oder p=[Z].

Gleichméchtige Zerlegungen sind deshalb interessant, weil die rekursive Ausnutzung gleich-
miéchtiger Zerlegungen mit minimaler Anzahl von Zerlegungsfunktionen héiufig zu Reali-
sierungen mit geringer Tiefe fiihrt.

Will man nun eine Logiksynthese unter Ausnutzung gleichméchtiger Zerlegungen durchfiih-
ren und stellt es sich heraus, dafl es keine nichttriviale gleichméchtige Zerlegung gibt, so
ist es nach Lemma 3.2 durchaus sinnvoll, einen Zerlegungsschritt einzuschieben, bei dem
die Aufteilung der Variablen in zwei verschiedenmichtige Mengen erfolgt. Im néchsten
Rekursionsschritt kénnen dann wieder gleichméchtige Zerlegungen méglich sein. Dies soll
anhand eines Beispiels verdeutlicht werden:

Beispiel 3.2 Gegeben sei eine Funktion f € Bs, die definiert ist durch
f($0,...,$4) 233_0 (.’L‘l @.’L'Q) . ($3@.’L‘4) —+ Zo - (1'1 +.T3) . (.’E2+$4)

fiir alle (zo,...,74) € {0,1}°.

5
3

gleichméchtigen Variablenaufteilungen), dafl es zu f keine nichttriviale gleichméchtige Zer-
legung gibt.

Man sieht leicht (z.B. durch Betrachtung aller Zerlegungsmatrizen zu den ( ) moglichen

Fiihrt man jedoch eine Shannon—Zerlegung durch, so sind die erhaltenen Zerlegungsfunk-
tionen nichttrivial gleichméchtig zerlegbar:

fzo, ..., x4) =Tg - a1(x1,...,24) + Xo - @2(T1,...,24)
mit den Zerlegungsfunktionen o7 und as mit
a1 (1, .-, 14) = (21 B 2) - (23 D x4) und
aa(x1, .-, m4) = (T1 + 23) - (T2 + 4).

Zu oy gibt es eine nichttriviale gleichméchtige Zerlegung hinsichtlich der Variablenauf-
teilung {{z1,z2}, {z3,24}} und zu s gibt es eine nichttriviale gleichméBige Zerlegung
hinsichtlich der Variablenaufteilung {{z,z3}, {2, z4}}. Der resultierende Schaltkreis ist
in Abbildung 3.2 angegeben.

Zerlegungen erweisen sich als sehr hilfreich bei der Logiksynthese (vgl. auch Kapitel 4). Auf
der anderen Seite ist aber auch fiir Boolesche Funktionen mit ausgezeichneten Zerlegbar-
keitseigenschaften nicht garantiert, daf§ die Ausnutzung von Zerlegungen notwendigerweise
zu optimalen Realisierungen fiihren muf}. Einen Beleg dafiir liefert das folgende Lemma,
das aus einem Satz von W. J. Paul [Pau76] hervorgeht (Beweis sieche [SM93]):
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T1T2 T3T4 13 Lo T4

To— MUX

|
f

Abbildung 3.2: Schaltkreis zu Beispielfunktion f

Lemma 3.4 Zu jedem € > 0 gibt es ein n € N und eine Boolesche Funktion G € By, mit
folgender Eigenschaft:

Es gibt eine kommunikationsminimale gleichmdchtige Zerlegung von G hinsichtlich einer
Variablenaufteilung A = {{z1,..., 2.}, {Tns1,. .., Ton}} mit genau 2 Zerlegungsfunktionen
und es gibt keine Zerlequng mit weniger Zerlegungsfunktionen.

Fir die Kosten jeder Realisierung S, die eine kommunikationsminimale gleichmdchtige
Zerlequng hinsichtlich A ausnutzt, gilt

2
>
Cg,(S) > T 6CBZ(G) + 1

3.1.3 Zerlegung von Funktionen, die durch ROBDDs reprisentiert
sind

Funktionstabellen und Zerlegungsmatrizen haben fiir alle Booleschen Funktionen aus B,
exponentielle Gréfle. Wie in Kapitel 1 schon angesprochen wurde, gibt es Datenstrukturen,
die wesentlich kompaktere Reprisentationen Boolescher Funktionen liefern — zwar nicht
im Mittel iiber alle méglichen Booleschen Funktionen aus B,,, aber doch fiir sehr viele fiir
die Praxis relevante Funktionen. ROBDDs [Bry86]| stellen eine solche Datenstruktur dar, die
aus diesem Grund in den letzten Jahren immer gréfiere Verbreitung gefunden hat.

Daf es sich auf jeden Fall lohnt, sich mit Zerlegungen von Funktionen in ROBDD-Darstellung
zu befassen, zeigt (im Vorgriff auf Kapitel 4) Tabelle 3.1. Es werden exemplarisch fiir Ad-
dierer mit verschiedenen Bitbreiten Laufzeiten des auf Grundlage dieser Arbeit implemen-
tierten Logiksynthesewerkzeuges angegeben. Die erste Spalte zeigt die Laufzeiten fiir eine
frithere Version, die auf der Verarbeitung von Funktionstabellen und Zerlegungsmatrizen
beruhte, die zweite Spalte Laufzeiten der aktuellen ROBDD—basierten Version. Die sehr viel
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Laufzeit der Laufzeit der
Schaltkreis || Tabellenversion | ROBDD—Version
addery 1,3 s 0,2 s
addersg 18 h 38 min 1,15 s
adderig — 11,55 s
adderss — 3 min 8 s
addergy — 31 min 16 s

Tabelle 3.1: Laufzeiten fiir die Synthese von n-Bit—Addierern adder,,.

hoheren Laufzeiten der tabellenbasierten Version lassen sich einfach dadurch erkliren, dafl
wesentlich groflere Datenmengen zu bearbeiten sind. Wie man leicht nachrechnet, wiirde
beim 16-Bit-Addierer die Grofie einer Funktionstabelle (bei 32 Eingéngen, 16 Ausgingen
und einem Bit pro Tabelleneintrag) schon 8 Gigabyte betragen, beim 32-Bit—-Addierer ca.
69 Milliarden Gigabyte. Allein wegen der Gréfe der bendtigten Repréisentation konnen Pro-
bleme dieser Gréflenordnung also von der tabellenbasierten Version nicht mehr bearbeitet
werden.

Ziel ist es nun, ausgehend von ROBDDs Zerlegungen Boolescher Funktionen durchfiihren
zu konnen, ohne den Umweg iiber Funktionstabellen oder Zerlegungsmatrizen gehen zu
miissen.

3.1.3.1 Minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen

Das erste Problem, das sich hierbei stellt, ist die Bestimmung der Anzahl von bené6tigten
Zerlegungsfunktionen bei vorgegebener Variablenteilmenge X ™), hinsichtlich der man eine
Zerlegung durchfiihren will. Wie im vorangegangenen Abschnitt schon beschrieben wurde,
ist dies fiir eine Funktion f € B, prinzipiell mit Hilfe einer Zerlegungsmatrix Z (X)) fiir
f machbar. Allerdings kann man die Anzahl der verschiedenen Zeilen von Z(X®) auch
direkt anhand des ROBDD zu f ablesen.

Die entscheidende Beobachtung hierbei ist, dal bei X 1) = {xmdex(l), ... ,xindex(p)} und

€index = (eindez(l)a SR 6indeac(p)) € {0, l}p

die Zeile von Z(XW) mit Index int(€inges)? gerade die Funktionstabelle des Kofaktors

f €index (1) €index(p) VOIL f daI“Stths.
index(1) """index(p)

2int(€indez) gibt den dezimalen Wert der Biniirzahl €;,,qc, an.
3Da ein Kofaktor von f € By, hinsichtlich z{' ... ;7 nicht von z1,...,z, abhéngt, wird er im folgenden
zumeist als Funktion aus B,,_, interpretiert.
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0011
X| 0101
X1X2X3

000 | [0000] [Zeilenmuster 1}

001 | [1001] [Zellenmuster2] - ..
010 10110] |Zeillenmuster 3] -
011 | [A227 [Zellenmusterd| .-
100 | 11171 [Zelenmusterd .
101 | [A1727 [Zelenmuster4] - -
110 [1001] [Zeilenmuster 2]

111 11001/ |Zeilenmuster 2|

Abbildung 3.3: Zerlegungsmatrix und ROBDD einer Beispielfunktion aus Bs. Die Zerlegung
erfolgt hinsichtlich der Variablenmenge {x1, z2, z3}. Es gibt genau 4 verschiedene Zeilenmu-
ster und daher auch genau 4 verschiedene , Verbindungsknoten® (grau gefirbt) unterhalb
der Schnittlinie nach den ersten 3 Variablen im ROBDD.

Die Aufgabe, die Anzahl der Zeilen von Z (X)) mit verschiedenem Zeilenmuster zu berech-
nen, ist also gleichbedeutend mit der Aufgabe, die Anzahl der verschiedenen Kofaktoren

fzfindem(l) meindez(p) mit (einde:c(l): R eindew(p)) € {07 1}p
index (1) """““index(p)

zu bestimmen.

Wie schon in Kapitel 1 bemerkt wurde (Bemerkung 1.5, Seite 27), ist es bei einem ROBDD
F = (G, m) mit Variablenordnung <;,4e, leicht zu testen, ob die Kofaktoren

fzsindew(l) wsindew(p) und f 5indez(1) 6indez(p)
index(1) "index(p) xindeac(l) "'xindeac(p)
gleich sind. Sie sind genau dann gleich, wenn die durch €;,40; bzw. ;40 erreichbaren
Knoten von G identisch sind. vz(X®), f) ist also gleich der Anzahl der verschiedenen
urch p—Tupel €;,4ex erreichbaren Knoten des )
durch p—-Tupel €40,1}? hb Knoten des ROBDD

In Abbildung 3.3 wird der Zusammenhang illustriert zwischen verschiedenen Zeilenmustern
in der Zerlegungsmatrix und ROBDD-Knoten, die Wurzeln von Teil-ROBDDs sind, die die
entsprechenden Kofaktoren représentieren. Diese Knoten, die in eineindeutiger Weise den
zugehorigen Zeilenmustern entsprechen, werden im folgenden auch als ,, Verbindungskno-
ten“ bezeichnet. Die Bezeichnung ergibt sich daraus, dafl diese Knoten im ROBDD direkt
unterhalb einer gedachten Schnittlinie nach den ersten p Variablen (den Variablen aus der
Variablenmenge X)) liegen. (Es handelt sich genau um die Knoten, die unterhalb dieser
Schnittlinie liegen, aber mit mindestens einem Knoten verbunden sind, der oberhalb der
Schnittlinie liegt.)
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vz(XW, f) 148t sich demnach mit einem einfachen Algorithmus bestimmen:

Zu Beginn wird der Zéhler vz auf 0 gesetzt. Man durchlduft dann G nach einer Tiefensuch-
strategie. Abweichend von der iiblichen Tiefensuche hort man nicht erst dann auf, in die
Tiefe zu laufen, wenn man an einem Blatt ankommt, sondern dann, wenn man an einem
Knoten v ankommt, der als Markierung eine Variable Z;pger() Mit Tindes(p) <indew Tindea(l)
(bzw. I > p) trigt oder 0 bzw. 1 als Markierung trigt. Wurde v vorher noch nicht besucht,
so wird vz um 1 erhéht.

Ist dieses Verfahren beendet, so liefert der Stand des Zihlers vz die Anzahl der verschie-
denen durch p-Tupel €;,4¢; € {0, 1}? erreichbaren Knoten von G und damit den gesuchten
Wert vz(X™, f). Man kann vz(X®, f) also mit einer Laufzeit bestimmen, die linear in
der Grofle von G ist.

Das gerade beschriebene Verfahren funktioniert allerdings nur dann, wenn die Variablen-
teilmenge X (1) gerade aus den p Variablen besteht, die die ersten in der Ordnung <;,gex
sind. Ist dies nicht der Fall, so mufl man die Variablenordnung #ndern*. Ein Verfahren, das
eine geeignete Variablenteilmenge X ") und eine dazugehérige Variablenordnung bestimmt,
ist in Abschnitt 3.1.4 beschrieben.

3.1.3.2 Bestimmung von Zerlegungs— und Zusammensetzungsfunktionen

Hat man festgestellt, wieviele Zerlegungsfunktionen man bei einer kommunikationsminima-
len Zerlegung hinsichtlich einer Variablenteilmenge X benétigt, so bleibt das Problem,
eine zugehorige Zerlegung (mit Zerlegungsfunktionen und Zusammensetzungsfunktion) zu
finden.

Im Beweis zu den Satz 3.1 ist grundsitzlich angegeben, wie man entsprechende Zerlegungs-
und Zusammensetzungsfunktionen (fiir einseitige Zerlegungen) finden kann: Geht man von
der Zerlegungsmatrix Z(X®) aus, so miissen die Zerlegungsfunktionen (o, ...,q,) so
gewihlt werden, daf} sie den Indizes von Zeilen mit verschiedenen Zeilenmustern auch ver-
schiedene Zerlegungsfunktionswerte zuweisen. (Ansonsten hat man bei der Wahl der Zerle-
gungsfunktionen im allgemeinen aber noch Freiheiten. Abschnitt 3.4 befaf§t sich unter ande-
rem mit der Ausnutzung dieser Freiheiten.) Die Zusammensetzungsfunktion g in der Zerle-

gung f(Z1,...,%p, Tpi1s---,Tn) = gloa (X1, ..., Zp), -, 0 (T1, ..., Tp), Tpin, - - -, Tp) ergibt
sich dann automatisch aus der Forderung, da8 fiir alle ¢ € {0,1}" g(ai(er,...,€p),.. -,
(€1, €), €p415 - €n) = f€1,. .., €p, €pt1,...,€n). (Abgesehen von Stellen (ay,...,a,

€pt1,---,€) € {0,1}", fiir die (aq,...,a,) nicht im Bildbereich von (ay,...,a,) liegt, so
dal der Funktionswert von g an dieser Stelle beliebig gew#hlt werden kann. Dies fiihrt
dann wiederum zu Freiheitsgraden, deren Ausnutzung in den Abschnitten 3.2 und 3.5.2
betrachtet wird.)

Beispiel 3.3 Abbildung 3.4 zeigt eine Zerlegung der Funktion f(xy,...,24) = Tazexs +
x4(x1 ® o) hinsichtlich {x1, 29, z3}. Die zugehorige Zerlegungsmatrix hat genau 4 verschie-

4Dabei kann sich allerdings auch die GréBe des ROBDD éndern.
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F(Xy Xp Xa Xo) =X, X, X3+ X, (X, D X,) Zerlegungsfunktionen:  Zusammensetzungsfunktion:
x1x2x3X ) 01 Codier.ung X, XXz a,a, aax, | g

000 |00 ][ Zeilenmuster 1| —_— 000 00 000 | O

001 00 |[zeilenmuster 1] —_— 001 00 001 0

010 |01 ][ Zeilenmuster 2] — 010 | 01 010 | O

011 [11]Zeilenmuster 4| —_ 011 11 011 1

100 | [01][Zeilenmuster 2] — 100 | 01 100 | 1

101 '01][Zeilenmuster 2] s 101 | 01 101 | O

110 |00 |[Zeilenmuster 1] —_— 1170 | o O 110 | 1

111 110 ||Zeilenmuster 3| — 111 | 1 0 111 | 1

Abbildung 3.4: Zerlegung der Funktion f(z1,...,24) = Taxoxs + 24(x1 @ x2) hinsichtlich
{x1,29,23}. Es sind 2 Zerlegungsfunktionen a; und as, die Zusammensetzungsfunktion ¢
und darunter der resultierende Schaltkreis angegeben.

dene Zeilenmuster, so daf fiir eine kommunikationsminimale Zerlegung 2 Zerlegungsfunk-
tionen oy und oy bendtigt werden. Der Funktionswert (0,0) von (o, ) tritt nur fiir die
Indizes der Zerlegungsmatrixzeilen mit Zeilenmuster 1 auf, (0, 1) nur fiir Zeilen mit Muster
2 usw. Die Zusammensetzungsfunktion ergibt sich aus der Wahl der Zerlegungsfunktionen
o1 und ao.

Wie weiter oben schon bemerkt wurde, liefert bei der Zerlegung einer Funktion f hin-
sichtlich der Variablenteilmenge X (V) die Gleichheit auf den Zeilen der Zerlegungsmatrix
Z(X®) eine Aquivalenzrelation auf {0, 1}X”!, wenn man fiir 2, 2® e {0,1}*™| defi-
niert: 2() = 2(? genau dann, wenn die Zeilen mit den Indizes int(z™) und int(z(?) gleich
sind. Die Menge der Aquivalenzklassen {Kj, ..., K, xw), f)} dieser Relation wird im folgen-
den mit {0,1}*™|/_ bezeichnet. Die Bedingung aus Korollar 3.1 besagt, da8 es bei der Zer-
legung f(z1,...,Tp, Tps1s---»Tn) = glar (T, .., 2p), -, (1, -, Tp), Tpi, - - -, Tpy) kein
€ € K; und 6 € K; mit ¢ # j geben darf mit (ov,..., o )(€) = (a1,...,a;)(6) (*). Ist die
Anzahl der verschiedenen Zeilenmuster vz(X ON f) keine Zweierpotenz, so kann es auch
bei kommunikationsminimalen Zerlegungen mit [log(vz(X(Y, f))] Zerlegungsfunktionen
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durchaus vorkommen, dafl es € # § € K; gibt mit (aq,...,a:)(€) # (1, ..., )(d), ohne
dafl Bedingung (*) verletzt wird.

Beispiel 3.4 Eine Funktion f € B, werde hinsichtlich X" = {z, 5, 23} zerlegt. Es gelte
{0,1} X% /_ = {K,, Ks, K3} Auerdem sei K; = {(000)}, K, = {(001), (010), (011), (100),
(101), (110)}, K3 = {(111)}.

Fiir diese Zerlegung werden dann 2 Zerlegungsfunktionen o und as benétigt.

Die Wahl von a = (o, ) mit a(K;) = (0,0), «({(001), (010), (011)} = (01), «({(100),
(101),(110)}) = (10) und «(K3) = (11) erfiillt offensichtlich die Bedingung aus Korollar
3.1, so daB oy und oy als Zerlegungsfunktionen in einer Zerlegung von f hinsichtlich X
verwendet werden kénnen. o weist Elementen aus verschiedenen Klassen K; verschiedene
Werte zu, aber nicht allen Elementen aus K5 den gleichen Wert.

In Beispiel 3.3 werden dagegen allen Elementen der gleichen Aquivalenzklasse gleiche Zer-
legungsfunktionswerte zugeordnet:

Beispiel 3.3 (Fortsetzung):
Es gilt K; = {(000), (001),(110)}, K, = {(010),(100), (101)} K3 = {(111)} und K, =
{(011)}. Weiter gilt a(K;) = (0,0), a(Ks) = (0,1), a(K3) = (1,0) und a(K,) = (1,1).

Zerlegungen mit der Eigenschaft aus Beispiel 3.3 werden als strikt bezeichnet:

Definition 3.7 (Strikte Zerlegungen)

Sei f € By. f(x1,...,%p, Tpi1,.- ., 2n) = gloa (X1, -, Tp), -y (T1, .., Tp), Tpi1, - oo Tp)
eine Zerlegung von f hinsichtlich XV = {x1,...,z,}. {0,1}?/= = {K,,.. o Kyyxw g}
sei die durch die Zeilengleichheit in Z(XW) induzierte Aquivalenzklasseneinteilung von
{0,1}?. Eine Zerlegungsfunktion oy heift strikt, falls fiir allee,§ € K; (1 < j <wvz(XM, f))
gilt: a;(€) = ;(6). Die Zerlequng heifit strikt, falls alle Zerlegungsfunktionen o (1 < i <)
strikt sind.

Eine strikte Zerlegung laft sich als eine Kodierung der Aquivalenzklassen K; € {0,1}?/—
durch « auffassen. Jeder Aquivalenzklasse wird ein fester Code zugewiesen.

Lemma 3.5

Sei f € By f(T1,--,%p, Tpi1s-- -5 Tn) = glor(T1, -, Zp)y o500 (X1, ooy Tp)y Tpitty - -y Tny)
eine Zerlegung von f hinsichtlich XV = {z,,...,z,}. {0,1}?/= = {K,, .. o Kypyxw g}
sei die durch die Zeilengleichheit in Z(XW) induzierte Aquivalenzklasseneinteilung von
{0,137, Ist v2(XW) | f) eine Zweierpotenz, so ist jede kommunikationsminimale Zerlegung
von f hinsichtlich X auch eine strikte Zerlegunyg.

Beweis: Sei vz(X(V) f) =27 {0,1}?/= = {K},..., Ko }.
Nach Satz 3.1 ist dann die Anzahl der Zerlegungsfunktionen in einer kommunikationsmi-
nimalen Zerlegung gleich r.
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Korollar 3.1 besagt, dafi es kein € € K; und 6 € K, mit i # j geben darf mit (a1, ..., a,)(e) =
(ou1,...,0,)(0). Gibe es ein K; (1 <4< 27) mit eV # @ € K;, a(eM)) # a(e?), so wire
die Anzahl der verschiedenen Funktionswerte von a grofler als 2". Offensichtlich kann es
aber nur 2" verschiedene Werte im Bildbereich von « = (o, ..., a;) geben. a

Beschrinkt man sich auf strikte Zerlegungen, so ist man in der Lage, ausgehend von
ROBDDs in einfacher Weise auch Zerlegungs— und Zusammensetzungsfunktionen zu bestim-
men, ohne den Umweg iiber Funktionstabellen oder Zerlegungsmatrizen gehen zu miissen.
Hier nutzt man wie schon in Abschnitt 3.1.3.1 die Tatsache aus, dafl zu jedem Zeilenmuster
m; in der Zerlegungsmatrix Z(X () einer Funktion f ein eindeutiger ,, Verbindungsknoten®
n; im ROBDD zu f existiert, so da} der Teilbaum, dessen Wurzel n; ist, gerade die Funkti-
on reprisentiert, deren Funktionstabelle Zeilenmuster m; angibt. (Nehme 0.B.d.A. an, daf
X® ={z4,...,7,} und daB die Variablenordnung des ROBDD durch =1 <ingex - - - <indez Tn
gegeben ist.) Die Menge aller Zeilenindizes von Z(X ™) mit Zeilenmuster m; ist durch eine
Aquivalenzklasse K; aus {0,1}?/= gegeben. Dann ist die Menge aller (ey,...,¢,) € {0,1}?,
durch die der Verbindungsknoten n; erreichbar ist, gerade die Menge K;. Ersetzt man den
Knoten n; durch die Konstante 1 und alle anderen Verbindungsknoten durch die Kon-
stante 0, so erhdlt man also einen (evtl. nicht reduzierten) OBDD fiir die charakteristische
Funktion von Kj. °

Eine strikte Zerlegungsfunktion ¢ ist durch die Funktionswerte wj- auf den Aquivalenz-
klassen K; bestimmt (a;(K;) = {w}}). Um einen 0BDD fiir a;; zu erhalten, geniigt es also,
im urspriinglichen ROBDD die ,, Verbindungsknoten®“ n; jeweils durch die Konstante 0 zu
ersetzen, falls w} = 0 bzw. durch die Konstante 1, falls w} = 1. Man erhilt so einen (evtl.
nicht reduzierten) 0BDD A; = (G = (V, E), m) fiir a;, den man in Zeit O(|V| - log(|V]))
zu einem ROBDD reduzieren kann. Aus den Codierungen (w?, ..., w?) fiir die Verbindungs-
knoten n; (bzw. fiir die Aquivalenzklassen K;) lassen sich also in einfacher Weise ROBDDs
fiir die Zerlegungsfunktionen a4, ..., o, berechnen.

Auch der ROBDD fiir die Zusammensetzungsfunktion g 148t sich einfach bestimmen: g hingt
von den neuen Variablen ay,...,a, und den Variablen z,,4,...,2, ab. Der ROBDD fiir g
wird mit der Variablenordnung ai <inger --- <index Or <index Tpt1 <index --- <indez Tn
konstruiert. Ist der durch (ey,...,€,) erreichbare Knoten im urspriinglichen ROBDD fiir f
der Verbindungsknoten n;, so liefere = (a1, . .., o) auf der Eingabe (e1,...,¢,) € K; den
Wert (wt, ..., wt). Wegen

flers s €pyOpity--ay0p) = glas(er,. ... €6), ... 0p(€1,...,€),0p41,---,0n)

1
i i
= g(wi,...,wy,0pt1,--.,0n)

V(dp+1,---,06n) € {0,1}"77 miissen die Kofaktoren f,1 .o und g ,; ,; von f und g iden-
a; " ...ap"”

tisch sein. Folglich mufl man im ROBDD fiir ¢ nach Verfolgen des Pfades (von der Wurzel
aus) gemifl der Belegung (w!,...,w!) zu dem Teilbaum gelangen, dessen Wurzel n; ist

°D.h. fiir die Funktion ¢ € B, mit c(e1,...,€p) = 1, falls (e1,...,¢€,) € Kj, c(e1, ..., €p) = 0 sonst.
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und somit den Kofaktor foe o = g, ; reprasentiert. Man erhilt also einen OBDD
ay .0y "

fiir g, indem man den ,unteren Teil“ des ROBDD zu f mit den Teilgraphen, deren Wur-
zeln die Verbindungsknoten sind, iibernimmt und den ,,oberen Teil“ mit den Variablen
ai, - - . a, so konstruiert, daf§ durch (wt, ..., w?) die Verbindungsknoten n; erreicht werden
(1 <i<wz({zi1,...,7}, f)). Man erreicht dies, indem man einen vollstindigen balancier-
ten bindren Baum der Tiefe r konstruiert und den Knoten mit Tiefe 0 mit a; beschriftet,
die Knoten mit Tiefe 1 mit as usw., die Knoten mit Tiefe » — 1 mit a,. Die beiden von
einem Knoten ausgehenden Kanten werden durch 0 bzw. 1 beschriftet. Ein Knoten mit
Tiefe r wird durch den Verbindungsknoten n; ersetzt, falls er durch (wi, ..., w") erreichbar
ist. Im Fall einer kommunikationsminimalen Zerlegung bei der die Anzahl der verschiede-
nen Verbindungsknoten (bzw. Zeilenmuster der Zerlegungsmatrix) eine Zweierpotenz ist
(d.h. vz({z1,...,2,}, f) = 2") hat man nun schon einen reduzierten OBDD bestimmt, der
g reprisentiert, da die Anzahl der Blitter des bindren Baumes genau gleich der Anzahl
der Verbindungsknoten ist und der ROBDD zu f reduziert war. Falls die Anzahl der Ver-
bindungsknoten keine Zweierpotenz ist, gibt es noch Knoten mit Tiefe r, die nicht durch
Verbindungsknoten ersetzt worden sind. Es handelt sich genau um die Knoten, die durch
Vektoren (dy,...,0,) erreicht werden, die nicht im Bild von o = (ay, ..., ;) auftreten.
Diese Knoten kann man durch beliebige Knoten ersetzen (z.B. durch die Konstante 0).
Danach ist dann evtl. noch ein Reduzieren des Funktionsgraphen nétig.

Beispiel 3.5 illustriert die Bestimmung von Zerlegungs— und Zusammensetzungsfunktionen
auf ROBDD-Basis:

Beispiel 3.5 Abbildung 3.5 zeigt die Zerlegung der Funktion f(z1,...,%4) = Taxers +
x4(z1 @ z2) aus Beispiel 3.3 hinsichtlich {z1,x9,23}. Es gibt 4 verschiedene Verbindungs-
knoten ny bis n4 (von links nach rechts), so daf fiir eine kommunikationsminimale Zerlegung
2 Zerlegungsfunktionen o und v, bendtigt werden. Die zugehérigen Aquivalenzklassen K7,
Ky, K3 bzw. K, werden durch (0, 0), (0,1), (1,0) bzw. (1,1) kodiert. Also erhilt man einen
OBDD fiir o durch Ersetzung von n; durch das erste Codebit von (0, 0), von ny durch das
erste Codebit von (0, 1), von ng durch das erste Codebit von (1,0) und von ny durch das
erste Codebit von (1,1). (Analog erhdlt man einen OBDD fiir ap durch Ersetzungen durch
die zweiten Codebits.) Um einen ROBDD fiir ot; bzw. as zu erhalten, mufl man die OBDDs
noch reduzieren. Der ROBDD der Zusammensetzungsfunktion g ergibt sich, indem man den
Teil oberhalb der Schnittlinie entfernt und einen binédren Baum so dariiberlegt, dal durch
(0,0) Knoten n; erreicht wird, durch (0, 1) ny erreicht wird usw..

Die Berechnung von Zerlegungs— und Zusammensetzungsfunktionen im Fall von zweiseiti-
gen Zerlegungen 1d8t sich auf die Berechnung fiir einseitige Zerlegungen zuriickfiihren. In
Abschnitt 3.3 wird dies in allgemeinerer Form fiir mehrseitige Zerlegungen gezeigt.

3.1.3.3 Vorteil strikter Zerlegungen

Im vorangegangenen Abschnitt wurde deutlich, dal man bei Beschrankung auf strikte Zer-
legungen in der Lage ist, ausgehend von ROBDDs relativ einfach Zerlegungs— und Zusam-
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Zerlegungsfunktionen:

/ Zusammensetzungsfunktion:
o}
7 .\ 54/# @\ o
i 5 &
‘reduce ‘reduce ny g \
u oy 5:% a,: M
\(Q@) ©n 0o (M)j o '@ g

/&
[o]

- J

Abbildung 3.5: Zerlegung der Funktion f(z1,...,%4) = Taxoxs + x4(x1 @ x2) hinsichtlich
{1, 79,23} ausgehend von der ROBDD—Darstellung.

mensetzungsfunktionen zu bestimmen, ohne Funktionstabellen oder Zerlegungsmatrizen
aufstellen zu miissen. Dafl wir uns im folgenden auf strikte Zerlegungen beschrénken, ist
allerdings nicht nur auf diese eher ,technische“ Begriindung zuriickzufiihren. Experimen-
telle Untersuchungen haben gezeigt, dafl man bei der Beschrankung auf strikte Zerlegungen
i.a. einfachere Zerlegungsfunktionen erhilt als bei nicht—strikten Zerlegungen. Der Ursache
dafiir liegt darin, da3 Boolesche Funktionen, die in der Praxis vorkommen, i.a. gewis-
se Struktureigenschaften aufweisen (vgl. Abschnitt 1.2), die man bei der Logiksynthese
ausnutzen kann, um zu giinstigen Realisierungen zu kommen. Strikte Zerlegungsfunktio-
nen erhalten solche Struktureigenschaften in gewisser Weise. So sind z.B. bei einer Boole-
schen Funktion, die hinsichtlich einer Variablenteilmenge {z1, ..., z,} zerlegt wird und un-
abhiingig von einer Variablen z; € {z1,...,z,} ist, simtliche strikte Zerlegungsfunktionen
ebenfalls unabhéingig von z;. Falls die Funktion symmetrisch ist in einem Variablenpaar
zi,x; € {x1,...,2,}, dann sind auch alle strikten Zerlegungsfunktionen symmetrisch in
xi, ;. Allgemein gilt der folgende Zusammenhang:

Satz 3.3 Ist f € B, invariant unter eby,(G), G C Si1}», s0 ist jede strikte Zerlegungs-
funktion einer Zerlegung von f hinsichtlich {x1,...,z,} invariant unter G. eb,,(G) ist
definiert wie in der folgenden Bezeichnung 3.3.

Bezeichnung 3.3 Jede Permutation T aus Syo1y» ldft sich in einfacher Weise in Syo1y»
(n > p) einbetten, indem man die Einbettung eb, ,(T) definiert als:

ebp,n(T)(el, .. .,En) = (51, .. 'aépaep—}—la Ce ,Cn)

mit (01,...,0,) =T(€1,...,€) Y(er, ..., €,) € {0,1}"™
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Untergruppen G von Syo1y» lassen sich damit in Sgo,1y» einbetten durch

ebyn(G) = {eby (1) | T € G}.

Beweis: Sei 7 € G beliebig. Es ist zu zeigen, dafl jede strikte Zerlegungsfunktion «; einer
Zerlegung von f hinsichtlich {zi,...,z,} invariant ist unter 7.

Sei (€1, ...,€) € {0,1}? beliebig und sei (d1,...,d,) =7(€1,...,€p).

Dann gilt nach Voraussetzung fiir alle (y,41,...,7,) € {0,1}"7?

f(ela <5 €py Vp+1, - - ’,-),n) = f(515 e '751077;0-1—17 - :Vn) = f(Ebp,n(T)(elv <oy €y Vp1s - - 7771))7

da f invariant ist unter eb, (7).

Folglich ist (e,...,€,) = (01,...,6,), wobei = die Aquivalenzrelation ist, die durch die
Gleichheit der Zeilenmustern von Z({z1,...,z,}) auf {0,1}? erzeugt wird.

Nach der Definition strikter Zerlegungsfunktionen gilt also fiir jede strikte Zerlegungsfunk-

tion «; einer Zerlegung von f hinsichtlich {z1,...,z,}
Ozi(Gl, ceey Gp) = Oéi(él, ceey 5p) = Ozz'(’T(Gl, ey 61,)).
Da (€1, .-.,€) € {0,1}? beliebig gewihlt worden war, ist ¢; invariant unter 7. O

Satz 3.3 wurde fiir allgemeine Untergruppen G' C Syo,1}» bewiesen. Dann gilt er folglich
auch fiir speziellere Untergruppen G' C P, C Sy 1}», wobei (wie in Abschnitt 2.1) P, die Un-
tergruppe von Syg 1}» ist, die durch die Permutationen o (1 <@ < k < p) und 1;(1 <i < p)
erzeugt wird mit Voo € {0,1}? oy (o1, ..oy @iy ooy Oy ooy ) = (050 o vy Qhgy ooy Qliy oo, )
und vi(aq,. .., 04, .. 0p) = (1, .., 0y .., ).

Es gilt also folgendes Korollar:

Korollar 3.4 Sei f € B, eb,n(G)-symmetrisch fir G C P,. Dann ist jede strikte Zer-
lequngsfunktion einer Zerlegung von f hinsichtlich {z1,...,x,} G-symmetrisch fir G C
P,. Insbesondere dibertragen sich Figenschaften wie Unabhingigkeit von Variablen z; €
{z1,...,2,} oder Symmetrie in Variablenpaaren x;,x; € {x1,...,2,} von f auf die strik-
ten Zerlegungsfunktionen von f.

3.1.3.4 Zusammenhang zwischen ROBDD—Groéfle und Zerlegbarkeit

In Abschnitt 3.1.3.1 wurde der Zusammenhang zwischen der Anzahl der ,,Verbindungskno-
ten“ im ROBDD (bei Schnitt nach den Variablen zy,...,z,) und der Anzahl der benétig-
ten Zerlegungsfunktionen bei Zerlegung der Funktion hinsichtlich der Variablenteilmen-
ge {z1,...,x,} angegeben. Daraus wird deutlich, daf bei grofier Variablenanzahl n einer
Funktion f € B,, f gut zerlegbar sein muf, falls f kompakt als ROBDD darstellbar ist. Bei
hinreichend groflem n wird man nur noch Funktionen f darstellen kénnen, die ROBDD—
Darstellungen besitzen, deren Grofle beschriankt ist durch ein Polynom in n mit kleinem
Grad k. Ist die Anzahl der ROBDD-Knoten von f € B, beschriinkt durch p(n) = ¥F_ ; a;n’,
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so ist die Anzahl der Verbindungsknoten beschréinkt durch £(p(n)+1). (Dies ergibt sich aus
der Tatsache, daf} jeder mit einer Variable beschriftete Knoten im ROBDD Ausgangsgrad 2
hat. Gibt es £ Verbindungsknoten, so mufl es mindestens £ — 1 Knoten geben, die mit den
Variablen z1, . .., z, beschriftet sind.) Die Anzahl der benétigten Zerlegungsfunktionen ist
dann beschrénkt durch

flog( (p(n) + 1))] < log(p(n))

nktl — 1) "
mit a,,,;, = Max a;
n—1 max 05k i

< log(@mez) + (k 4+ 1) log(n) — log(n — 1)

S log(amaz )

Zerlegt man hinsichtlich der Variablenteilmenge {z1,...,z,} mit z.B. p = [§], so ist bei
geniigend grofiem n (und bei geniigend kleinem Grad & des Polynoms und geniigend kleinen
Konstanten a;) die Obergrenze log(amqz) + (k + 1) log(n) — log(n — 1) fiir die Anzahl der
Zerlegungsfunktionen sehr viel kleiner als p = [%], so daf es sich auf jeden Fall um eine
nichttriviale Zerlegung handelt.

Insofern erweist es sich auf jeden Fall als eine gute Heuristik, fiir die Durchfiihrung von
Zerlegungen nach mdglichst kleinen ROBDD—Darstellungen zu suchen. Bei totalen Funktio-
nen kommt hierfiir eine Optimierung der Variablenordnung des ROBDDs in Betracht, bei
partiellen Funktionen zusétzlich noch die Belegung von don’t cares.

Allerdings 148t sich der Umkehrschlufl nicht allgemein zeigen:

Es lassen sich nidmlich durchaus Familien von Funktionen konstruieren, die gute Zerleg-
barkeitseigenschaften haben, aber keine kompakte ROBDD-Darstellung besitzen. (Es ist
zu beachten, dafl ,gute Zerlegbarkeitseigenschaften® sich hier aber ausschliefllich auf die
Funktionen selbst bezieht, nicht notwendigerweise auf Zerlegungs— und Zusammensetzungs-
funktionen im Hinblick auf eine rekursive Anwendung des Zerlegungsverfahrens.)

Fiir die Konstruktion kann man Lemma 3.6 benutzen, das sich (ohne Ausnutzung spezieller
Eigenschaften von ROBDDs) leicht ausgehend von Shannons Abz#ihlargument (vergleiche
Abschnitt 1.2) herleiten 148t:

Lemma 3.6 Fiir hinreichend grofie n ist die ROBDD-Grofe (d.h. die Anzahl der Knoten
im ROBDD) fiir ,fast alle“ Funktionen f € B, — unabhingig von der Variablenordnung
des ROBDD — gréfler als %

Beweis: (Skizze)

Satz 1.2 von Shannon besagt, dafl fiir hinreichend grofie n fast alle Funktionen f € B,
eine By-Komplexitit grofler als % besitzen. Ein ROBDD fiir eine Funktion f 148t sich als
Multiplexer—Schaltkreis interpretieren, der f realisiert, indem man die mit Variablen be-
schrifteten Knoten durch Multiplexer ersetzt, deren Select-Eingang mit der entsprechenden
Eingangsvariablen verbunden ist (siehe Abbildung 3.6). Jeder Multiplexer 1d8t sich mit 3
2-Input-—Zellen aus B, realisieren. O
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Abbildung 3.6: ROBDD fiir f(x1,...,24) = xo + 212324 und dazugehoriger Multiplexer—
Schaltkreis.

Dafl es Funktionen f aus B, gibt, die gute Zerlegbarkeitseigenschaften haben, aber keine
kompakte ROBDD—-Darstellung besitzen, zeigt nun das folgende Lemma:

Lemma 3.7 Fiir gentigend grofie n gibt es Funktionen aus Bs,, deren ROBDD—-Griofle un-
abhdngig von der Variablenordnung des ROBDD gréfier als % ist, die aber eine Zerlequng
der Form

f(xlv"'axnayla"'ayn) :g(al(xla-"axn)ayla"'ayn)

(mit nur einer Zerlegungsfunktion) besitzen.

Beweis: Sei f; € B, eine Funktion, deren ROBDD unabhéngig von der Variablenordnung
eine Grofle grofer als % aufweist. Seien fo und f3 2 unterschiedliche Funktionen aus B,, so
daf es 0.B.d.A. ein (€1,...,€,) € {0,1}" gibt, so daB fo(er,...,€,) =0und f3(er,...,€,) =
1.

Die Funktion f € B,,, die definiert ist durch

f(xl,---:xn,yl,---ayn) :fl(xla---axn)'fQ(yla---ayn)+f1(x11---axn)'f3(yla-'-ayn)

erfiillt dann die im Lemma geforderten Eigenschaften.

1. Die ROBDD-Grofle eines ROBDD fiir f ist unabhéngig von der Variablenordnung
grofler als %:
Fiir den Kofaktor fyea e gilt:

fyil,...,yzn = fl'

Der ROBDD zu f; hat unabhéngig von der Variablenordnung mehr als % Knoten.
Da der ROBDD eines Kofaktors einer Funktion f bei gleicher Variablenordnung nie
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groBer sein kann als der ROBDD zu fI, hat auch der ROBDD zu f unabhiingig von der
Variablenordnung mehr als % Knoten.

2. Es ist klar, daf§ f die im Lemma geforderte Zerlegung besitzt. Wihle z.B.

® (¥ — fl und

® g € Bn+1 mit g(aayla"'ayn) = mum(a, f2(yla'"7yn)7f3(yla"'ayn))a mux €
B3:
r1, fallss=20

mu(s, 21, 7p) = { o, fallss=1.

3.1.4 Bestimmung geeigneter Inputpartitionierungen

Wie schon anhand von Beispiel 3.1 (Seite 78) deutlich wurde, ist die Anzahl der Zerlegungs-
funktionen in einer kommunikationsminimalen Zerlegung stark abhiingig von der Wahl der
Variablenteilmenge bzw. Variablenaufteilung, hinsichtlich der zerlegt werden soll. Ziel die-
ses Abschnittes ist es, eine Variablenteilmenge bzw. Variablenaufteilung zu finden, bei der
die Anzahl der Zerlegungsfunktionen méglichst klein ist.

Ist bei einseitiger Zerlegung einer Funktion f € B, die Miéchtigkeit p der Variablenteil-
menge vorgegeben und ist (") nicht zu grof, so kann man fiir alle (;) p—elementigen

Teilmengen X ) der Variablenmenge X die Anzahl [log(vz(X ™), £))] der benéstigten Zer-
legungsfunktionen bestimmen und dann die Teilmenge X" mit der geringsten Anzahl von
Zerlegungsfunktionen auswéhlen.

Ist f durch eine Funktionstabelle gegeben, so stellt man dazu fiir alle p—elementigen Teil-
mengen X 1) die Zerlegungsmatrix Z (X)) auf und bestimmt die Anzahl der verschiedenen
Zeilenmuster (durch Sortieren der 2P Zeilen der Linge 2" ” und anschlieffendes lineares
Durchmustern der Zeilen). Fiir eine einzelne Teilmenge X () benétigt man dazu Laufzeit

O(p2r2"7) = O(p2") = O(n2"). Man fithrt das Verfahren (7) = O ((,7,)) = O (%)
Mal durch, so dal die Gesamtlaufzeit zur Bestimmung einer geeigneten Variablenteilmen-
ge O(y/n-2?") betriigt. Driickt man die Laufzeit in der Linge der Eingabe N = 2 (fiir die

Funktionstabelle bzw. die Zerlegungsmatrix) aus, so ergibt sich eine Laufzeit der Grofen-
ordnung O(N?y/Tog N).

Ist f durch einen ROBDD F gegeben, so bestimmt man vz(X®, f) fiir die Menge X
der ersten p Variablen in der Ordnung des ROBDD (wie in Abschnitt 3.1.3.1 angegeben)

I'Man erhilt einen OBDD eines Kofaktors f, < aus dem ROBDD zu f, indem man Knoten mit Markierung
z; 16scht und beim Ldschen eines Knotens n simtliche eingehenden Kanten von n mit dem e;—Sohn von
n verbindet. Danach mufl man evtl. den OBDD noch reduzieren, um einen ROBDD zu erhalten. Auf jeden
Fall erhslt man einen ROBDD, der nicht grofier ist als der ROBDD zu f.
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durch Zahlen der Verbindungsknoten unterhalb einer Schnittlinie nach den ersten p Varia-
blen im ROBDD. (Die Verbindungsknoten kann man durch einen Tiefensuchlauf im ROBDD
in Linearzeit (in der Grole des ROBDD) bestimmen.) Will man fiir andere p—elementige
Teilmengen Y (V) der Variablenmenge X vz(Y ("), f) bestimmen, so mufl man die Variablen-
ordnung des ROBDD so dndern, da die Variablen in Y") in der Variablenordnung vor allen
anderen Variablen stehen. Um vz(Y ()| f) fiir alle p-elementigen Teilmengen Y von X
zu bestimmen, erzeugt man ausgehend von F; = F' durch jeweils eine Vertauschung eines

Variablenpaares in der Ordnung des aktuellen ROBDDs Fj eine Folge von (’;) verschiedenen

ROBDDs F} bis F(n), bei denen die Mengen Xi(l) der ersten p Variablen in der Ordnung

von F; alle paarwefse verschieden sind. Die gesuchte Variablenteilmenge ist dann die Men-
ge Xi(l), bei der UZ(Xi(l),f) am kleinsten ist. Um in der Ordnung von F; ein Paar von
Variablen ingeq(x) Und Tipges(j) zu vertauschen, gibt es verschiedene Moglichkeiten:

e Man bestimmt unter Anwendung von ROBDD-Operationen den ROBDD F] zu der
Funktion

I —_— . . . . —_—_—
f - xzndew(k) xzndez(J) fwindew(k) Tindex(j)
+xinde$(k)xindem(j) ) fxindem(k)mindem(j) + xindem(k)xi”dez(j) ) fzindem(}c)mindem(]’)

+xindem(k)xindex(j) ) fwindew(k)xindea: G-

Danach beschriftet man alle Knoten, die mit Z,qez(x) beschriftet waren mit T, geq(j)
und umgekehrt. So erhilt man einen ROBDD Fj; fiir f mit der gewiinschten Varia-
blenordnung.

e Man fiihrt die Variablenvertauschung auf wiederholte Vertauschung benachbarter
Variablen zuriick. Das Vertauschen benachbarter Variablen Zinges(x) Und Zinger(r+1)
ist eine lokale Operation (d.h. betrifft nur die ROBDD-Knoten, die mit Tindex(k) Und
Tindex(k+1) Deschriftet sind) und kann einfach durchgefiihrt werden [Rud93].

e Man fiihrt die Variablenvertauschung auf eine Verschiebung der Variablen z;ngez(k)
und eine Verschiebung der Variablen z;,4e4(;) zuriick. Die beiden Variablenverschie-
bungen kénnen mit Hilfe der von Bollig/Wegener [BLM95] eingefiihrten jump—Ope-
rationen durchgefiihrt werden.

Sind n bzw. p sehr grof}, so ist allerdings nicht zu erwarten, dal man in der Lage ist,
alle (;) bendtigten ROBDDs zu erzeugen, um eine geeignete Variablenteilmenge zu bestim-
men. Man wird sich mit einer heuristischen Bestimmung einer guten Variablenteilmenge
zufrieden geben miissen. Obwohl es nach Abschnitt 3.1.3.4 durchaus Funktionen gibt, die
gute Zerlegbarkeitseigenschaften haben, aber keine kompakte ROBDD-Darstellung besit-
zen, scheint es aber doch eine gute Heuristik zu sein, bei der Suche nach guten Zerle-
gungen einer Booleschen Funktion f zunichst nach kleinen ROBDD-Darstellungen von f
zu suchen. Dazu konnen bekannte Variablenordnungsheuristiken, z.B. sifting von Rudell
[Rud93] angewendet werden (vgl. auch Kapitel 1). Man erhélt dann einen ROBDD F” fiir f
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und eine p—elementige Variablenteilmenge X 1(1), die aus den ersten p Variablen in der Ord-

nung von F' besteht. Bei einer Zerlegung hinsichtlich X" benstigt man [log(vz(X\", f))]
verschiedene Zerlegungsfunktionen. Man versucht nun, mit Hilfe eines greedy—Verfahrens
eine p—elementige Variablenteilmenge zu finden, bei der man mit weniger Zerlegungsfunk-
tionen auskommt. Dazu sucht man das Variablenpaar x; € Xl(l) und z; € X\ Xl(l) fiir das

die Anzahl der Zerlegungsfunktionen bei Zerlegung hinsichtlich X{" = (Xfl) \{z:}) U{z,}
minimal ist und vertauscht z; und z; in der Variablenordnung. Das Verfahren wird so lange

fortgesetzt, bis sich in einem Schritt log(vz(Xi(l), f)) nicht mehr verbessert oder bis eine

vorgegebene Anzahl von Verschlechterungen von log(vz(Xi(Pl, f)) auf log(vz(Xi(l), f)) fest-

gestellt wurde. Ausgewéhlt wird dann die Variablenteilmenge X ](1), bei der log(vz(X _7(1), )
am kleinsten war.

Im vorliegenden Abschnitt wurde bisher immer vorausgesetzt, dafy die Anzahl p der Varia-
blen schon vorgegeben ist. Dies kann z.B. dann der Fall sein, wenn man sich auf gleichméchti-
ge Zerlegungen mit p = 7 festlegt oder wenn man sich auf eine bestimmte Technologie
festgelegt hat, die eine Wahl von p nahelegt”. Es kann aber dann vorkommen, daf§ Zerle-
gungen mit anderen Méachtigkeiten p der Variablenteilmenge, hinsichtlich der zerlegt wird,
zu wesentlich besseren Realisierungen fithren oder dafl es sogar keine Variablenteilmenge
der Michtigkeit p gibt, die zu einer nichttrivialen Zerlegung fiihrt. Da wir uns auf nicht-
triviale Zerlegungen beschriinken wollten®, muf in diesem Fall p geéindert werden. Gemif
Korollar 3.3 wire (bei n > 4) p = n — 1 auf jeden Fall geeignet. Eine andere Moglichkeit
besteht darin, p nicht fest vorzugeben, sondern im Verlauf des Verfahrens zu bestimmen:
Ist f durch einen ROBDD F mit Variablenordnung <;nqe, gegeben, so 1a8t sich vz( f, {Zindes(1)
., Tindea(p) }) durch Tiefensuche im ROBDD (Zéhlen der Verbindungsknoten unterhalb ei-
ner Schnittlinie nach der Variablen %inges(p)) bestimmen. Es ist klar, dal man in einem
Tiefensuchlauf auch parallel die Anzahl der Verbindungsknoten unterhalb wverschiedener
Schnittlinien (nach Variable Zinges(1), Dach Tipges(2) usw.) bestimmen kann. Somit ist es
moglich, in einem einzigen Tiefensuchlauf vz(f, {Zindes(1), - - - » Tindea(p) }) firp=1,...,n—1
zu bestimmen.

Will man eine gute Wahl von p erhalten, dann geniigt es nicht mehr, die Realisierung
mit der geringsten Anzahl von Zerlegungsfunktionen [log(vz(f, {Tindez(1); - - - » Tindea(p)})) |
zu wihlen. Stattdessen werden nun die Kosten einer Realisierung bei Zerlegung hinsicht-
lich {l“mdezu), .. -,l“mdex(p)} grob abgeschétzt, um eine Festlegung auf einen bestimmten
Wert von p zu erzielen. Ist 7, = [log(vz(f, {Zindex(1), - - - Tindea(p)}))] die minimale An-
zahl von Zerlegungsfunktionen bei Zerlegung hinsichtlich {Zingez(1), - - -, Tindea(p) }, S0 sind
bei der Zerlegung also 7, verschiedene Zerlegungsfunktionen aus B, zu realisieren und ei-
ne Zusammensetzungsfunktion aus B,_,,,. Bezeichnet man mit cost(in) die geschétzten
Kosten einer Booleschen Funktion mit in Eingingen und einem Ausgang, so betragen die

"Benutzt man z.B. lookup table-basierte FPGA’s (Field Programmable Gate Arrays), so kann man
Boolesche Funktionen bis zu einer vorgegebenen Konstante b von Eingéingen in einer einzigen funktionalen
Einheit (LUT = lookup table) realisieren. Es bietet sich dann an, die Wahl p = b zu bevorzugen.

8 Ansonsten bricht das Verfahren bei rekursiver Anwendung auf Zerlegungs— und Zusammensetzungs-
funktionen moglicherweise nicht ab.
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geschétzten Kosten bei Zerlegung hinsichtlich {Zindes(1); - - - » Tindea(p) }

sharing(ry) - cost(p) + cost(n —p+1,), fallsr, <p,

est_costy(<indes) = { oo, fallsr,=0p
’ p—

wobei sharing(r,) ein Faktor ist, der beriicksichtigt, dafl bei der Realisierung von r, ver-
schiedenen Booleschen Funktionen i.a. Logik mehrfach verwendet werden kann (vgl. Ab-
schnitt 3.4). sharing muf} infolgedessen eine streng monoton wachsende Funktion sein, fiir
die auf jeden Fall sharing(r,) < r, gilt (z.B. sharing(r,) = (r,)¢ mit 0 < ¢ < 1). ? Beriick-
sichtigt man noch, dafl bei Verwendung von strikten Zerlegungsfunktionen in der Zerlegung
einer Funktion f einzelne Zerlegungsfunktionen nie von Variablen abhingen konnen, von
denen f nicht abhingt, so kann man die Kostenabschéitzung (fiir nichttriviale Zerlegungen)
noch verfeinern zu

est_costy(<indez) = sharing(ry) - cost(essvar({Tindea(1): - - - s Tindex(p) }))

+cost(essvar({Tinde(p+1)s - - - » Tindea(n) }) + Tp)

wobei ess_var(Y) fiir eine Variablenteilmenge der Funktion f angibt, von wievielen Varia-
blen aus Y f echt abhéngt. Bei einer eher pessimistischen Kostenabschéitzung kann man
die Funktion cost z.B. als cost(n) = % wéhlen (siehe Shannon-Effekt, Kapitel 1); auf
jeden Fall sollte cost aber streng monoton wachsend gewihlt werden (z.B. cost(n) = n,
cost(n) = n? oder cost(n) = n?). 1° Unter den sinnvollen Werten p = 2 bis p = n— 1 wihlt
man nun den Wert fiir p aus, bei dem est_cost,(<ingez) am geringsten ist. Im folgenden wird
diese hinsichtlich der Variablenordnung <;,qe; beste Wahl von p als pypi(<indes) bezeichnet,
die dazugehorige Kostenabschitzung als min_cost(<ingez) = Ming<p<n—1 €5t_costy(<index)-
Zur Bestimmung einer geeigneten Variablenteilmenge zur Zerlegung bietet sich ein greedy—
Verfahren analog zum Verfahren fiir festes p an:

1. Wende ausgehend von einem ROBDD F' fiir f € B, eine Variablenordnungsheuristik
zur Minimierung der ROBDD-Grofle an. Man erhélt einen ROBDD Fj mit der Varia-
blenordnung <ingeq, - Bestimme popi(<ingez,) und min_cost(<inges, )-

1 =1, fehlversuch = 0.

2. Bestimme das Variablenpaar Tindes; k), Tinde;(j) (K 7 J), so daB fiir die nach Aus-
tausch  von  Tinges;(k) UNd  Tinges,(j) resultierende Variablenordnung <jnges,,,
min_cost(<indes;,, ) Minimal ist'!. Der aus dem Variablentausch resultierende ROBDD
wird mit Fj,; bezeichnet.

3. Falls min_cost(<inges;) < min_-cost(<indes;,,): fehlversuch = fehlversuch + 1.

9Die Experimente aus Kapitel 4 wurden mit sharing(r,) = (r,)%? durchgefiihrt.

0Die Experimente aus Kapitel 4 wurden mit cost(n) = 0.3n? fiir n > 3 durchgefiihrt.

1 Betrachte dabei nur solche Variablenpaare, so da8 die resultierende Variablenordnung bisher noch
nicht in <;pgez, biS <indez; vorgekommen ist.
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4. Falls fehlversuch eine vorgegebene Schranke iiberschreitet: Breche das Verfahren ab,
sonst:
1 =1+ 1, fahre fort mit Punkt 2.

Nach Ende dieses Verfahrens wéhlt man die Variablenordnung <ipge, aus, bei der
min_cost(<ipges;) minimal war. Die gefundene Variablenteilmenge ist {Zinges;(1)s---»
Lindex;(Popt(<index;)) }-

Die beschriebenen Ansitze lassen sich ohne weiteres auf zweiseitige Zerlegungen iibertra-
gen. Bei der Verwendung von Zerlegungsmatrizen mufl man zusédtzlich zur Anzahl der
verschiedenen Zeilenmuster vz(X™, f) auch die Anzahl der verschiedenen Spaltenmuster
vs(XW, f) bestimmen.

Ist f durch einen ROBDD F' mit Variablenordnung <;,4.; gegeben, so benétigt man zur
Bestimmung von vs(X ™, f) (|X®)| = p) zusitzlich noch einen ROBDD F,, mit umgekehi-
ter Variablenordnung <inges,,, mit indet,¢,(i) = index(n + 1 —1). Wegen vs(XM, f) =
vz(X \ XU, f) kann man vs(X (), f) durch Zihlen der Verbindungsknoten unterhalb der
Schnittlinie nach den ersten n — p Variablen in F,., bestimmen. Fiir variables p wird die
Kostenabschitzung fiir zweiseitige Zerlegungen (bei Variablenordnung <;,4.,) folgender-
maflen angepafit:

est_costy(<indez) = sharing(rp) - cost(essvar({Tindez(1), - - - » Tindea(p) })
+sharing(sp) - cost(ess_var({Tindea(p+1); - - - » Tindew(n) }) (%)
+cost(rp + sp)

Dabei ist
Tp = [log(vz(f, {xindez(l): s axindem(p)})ﬂ

und

Sp = [log(vs(f, {xindem(l)a sy xindem(p)})ﬂ = ﬂOg(UZ(f, {xindem(p—l—l)a s axindea:(n)}))] .

Anhand von Formel (%) erkennt man schon, da§ bei pessimistischer Kostenabschétzung
(z.B. Wahl einer exponentiellen Funktion cost) von der Tendenz her eher gleichméchtige
Zerlegungen bevorzugt werden.

Eine Modifikation des Verfahrens unter Ausnutzung von Symmetrien Boolescher Funktio-
nen wird in Abschnitt 3.5 beschrieben.

3.2 Zerlegung partieller Funktionen

Bei praktischen Problemen treten hiufig partielle Funktionen auf (d.h. Funktionen, de-
ren don’t care-Menge nicht leer ist), da die Schaltkreise, die diese partiellen Funktionen
realisieren sollen, beispielsweise in ein gréfleres System eingebettet werden und man daher
gewisse Eingabevektoren von vornherein ausschliefen kann oder da im praktischen Problem
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bei einer Funktion mit mehreren Ausgingen fiir bestimmte Eingaben der Funktionswert
nur an einem Teil der Ausgénge interessant ist.

Auch bei der rekursiven Ausnutzung von Zerlegungen bei der Logiksynthese konnen parti-
elle Funktionen auftreten. Selbst wenn die urspriinglich zu realisierende Funktion total
ist, konnen bei der rekursiven Behandlung der Zerlegungsfunktionen bzw. der Zusam-
mensetzungsfunktion partielle Funktionen vorkommen. Ist bei einer einseitigen Zerlegung
hinsichtlich einer Variablenteilmenge z.B. die Anzahl der Zeilen der zugehorigen Zerle-
gungsmatrix keine Zweierpotenz, so miissen die Zerlegungsfunktionen nicht alle méglichen
Ausgangskombinationen annehmen (auch wenn die Anzahl der Zerlegungsfunktionen mini-
mal gewihlt wird). Die Zusammensetzungsfunktion kann dann partiell sein (bzw. ist dann
bei Verwendung strikter Zerlegungsfunktionen auf jeden Fall partiell).

Ist die zu realisierende Funktion schon partiell, so kénnen dariiber hinaus auch die Zerle-
gungsfunktionen partiell sein.

Ein Q—Schaltkreis, der eine partielle Funktion f realisiert, definiert eine totale Funktion,
die eine Erweiterung von f darstellt. Wie in dieser totalen Funktion die bisher undefinier-
ten Funktionswerte von f belegt werden, ist unerheblich. Allerdings haben im allgemeinen
verschiedene totale Erweiterungen von f verschiedene Komplexitit. Auch die minimale
Anzahl von Zerlegungsfunktionen einer Zerlegung von f kann bei verschiedenen Erweite-
rungen von f verschieden sein.

Wie man unter Beriicksichtigung der Resultate von Shannon [Sha49] (vgl. Abschnitt 1.2)
leicht sieht, wird man bei partiellen Booleschen Funktionen mit sehr groflen don’t care—
Mengen durch eine ungeschickte Belegung der don’t cares mit hoher Wahrscheinlichkeit
zu Booleschen Funktionen mit sehr hoher Komplexitit gelangen. In Verbindung mit den
Uberlegungen aus Abschnitt 3.1.2 sieht man ebenfalls leicht, da88 sich dann auch mit hoher
Wahrscheinlichkeit Boolesche Funktionen mit schlechten Zerlegungseigenschaften ergeben.

Es ist daher sinnvoll, bei der Logiksynthese die undefinierten Funktionswerte einer parti-
ellen Funktion nicht beliebig festzulegen, sondern nach giinstigen Erweiterungen der par-
tiellen Funktion zu suchen.

Der vorliegende Abschnitt beschiftigt sich mit der Belegung von don’t cares im Hinblick
auf das Zerlegungsverfahren. Die don’t cares sollen so belegt werden, dafl die Anzahl der
benétigten Zerlegungsfunktionen bei der Zerlegung minimiert wird.

Zunéchst werden die entsprechenden Probleme EKM und ZKM fiir einseitige und zwei-
seitige Zerlegungen formuliert und ihre Komplexitit untersucht. Danach werden Losungen
fir EKM und ZKM angegeben.

Im darauffolgenden Teilabschnitt wird beschrieben, wie sich die Losungen fiir EKM und
ZKM auf rROBDD-Darstellungen iibertragen. Speziell fiir ROBDDs wurde parallel zu dieser
Arbeit auch von Chang/Marek-Sadowska [CCM94| im Zusammenhang mit der Minimie-
rung von ROBDD-Grofen eine Losung fiir EKM angegeben.

Neben den in diesem Abschnitt behandelten M6glichkeiten zur don’t care-Belegung durch
ein ,lokales® Verfahren zur Minimierung der Anzahl der Zerlegungsfunktionen im aktu-
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ellen Zerlegungsschritt'? wurde in Kapitel 2.2 schon ein eher ,globales“ Verfahren zur
Erzeugung starker Symmetrien entwickelt. Im spédteren Abschnitt 3.5.2 ist es gelungen, die
Vertréglichkeit dieser beiden Anséitze zu beweisen: Unter Beachtung der in Abschnitt 3.5.2
angegebenen Voraussetzungen werden durch das Verfahren zur Minimierung der Anzahl
von Zerlegungsfunktionen keine starken Symmetrien zerstort.

Da don’t cares Freiheiten darstellen, die man bei der Berechnung guter Realisierungen
Boolescher Funktionen ausnutzen kann, ist es natiirlich erstrebenswert, im Rahmen des re-
kursiven Zerlegungsverfahrens moglichst viele don’t cares zu identifizieren. Daher werden
im letzten Punkt des Abschnitts don’t care-Mengen fiir Zerlegungs— und Zusammenset-
zungsfunktionen (bei Vorgabe einer totalen oder partiellen Funktion) hergeleitet. Es konnte
bewiesen werden, daf} hier hergeleiteten don’t care-Mengen auch wirklich maximal sind.

3.2.1 Die Probleme EKM und ZKM

Zunichst wird die Behandlung partieller Funktionen bei einseitigen Zerlegungen betrachtet.

Analog zur Gleichheit von Zerlegungsmatrixzeilen bei totalen Funktionen wird hier die
Kompatibilitédt von Zerlegungsmatrixzeilen definiert.

Definition 3.8 (Kompatible Zeilen einer Zerlegungsmatrix)
Sei f € S(D) (D C {0,1}") eine Funktion mit den Eingangsvariablen 1, ...,x,. Sei
Z(XW) die Zerlegungsmatriz von f hinsichtlich Xt = {x, ..., 2,}. Sind

) — (egl), - .,eél)) und €2 = (652), el 61()2)) € {0,1}?

und i = int(eM), j = int(e?), so heifen die Zeilen von Z(X") mit den Indizes i und j
kompatibel (in Zeichen: e ~ 6(2)), wenn es keinen Spalteninder 0 < k < 2"7P —1 gibt mit

(Z(XW)yy, =0 und Z(XW) = 1) oder
(Z(XW)y, =1 und Z(XWY);, = 0).

(Mit anderen Worten:

e —

26 € {0,137 mit (1, 6), (¢?,6) € Dund f(e,6) # f(®),6).)
Bemerkung 3.3 ,~“ ist keine Aquivalenzrelation auf {0,1}”.

Dies zeigt das folgende kleine Beispiel einer Zerlegungsmatrix:

12Dieses Verfahren zur Minimierung der Anzahl von Zerlegungsfunktionen ist deshalb als ,lokal“ zu
bezeichnen, weil es durchgefiihrt wird fiir eine fest vorgegebene Variablenaufteilung bei der Zerlegung bzw.
fiir eine fest vorgegebene Variablenordnung eines ROBDD.
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W N = O
S O o ¥
OO % =

Zeilen 0 und 1 sind kompatibel, Zeilen 1 und 2 sind kompatibel, aber Zeilen 0 und 2 sind
nicht kompatibel.

Analog zur Anzahl verschiedener Zeilen einer Zerlegungsmatrix bei totalen Funktionen
wird hier folgende Bezeichnung eingefiihrt:

Bezeichnung 3.4 Sei f € S(D) (D C {0,1}") mit den Eingangsvariablen z1, ..., z,. Sei
Z(XW) die Zerlegungsmatriz von f hinsichtlich der Variablenteilmenge X = {x1,. ..,
Tp}.

Dann wird die minimale Anzahl von Mengen, in die {0,1}P partitioniert werden kann, so

daf je 2 Elemente der gleichen Menge (bzgl. ~) kompatibel sind, mit vkk(X ™| f) bezeich-
net.

Es ist nun wie bei totalen Funktionen leicht, ein Kriterium dafiir anzugeben, dafl zu einer
vorgegebenen Variablenteilmenge eine Zerlegung mit einer festen Anzahl von Zerlegungs-
funktionen existiert. (Ein entsprechender Satz wurde schon von Karp in [Kar63] bewiesen.)

Satz 3.4 Sei f € S(D) (D C {0,1}") eine Funktion mit den Eingangsvariablen xq, ..., ;.
Dann gibt es genau dann eine einseitige Zerlequng von f hinsichtlich der Variablenteilmen-
ge XU = {zy,...,z,}, so dap fiir alle (zy,...,z,) aus D

f@, T, Tpits -5 @) = glea(T1, -, 2p), oy 0 (X1, - o, X))y Tpity - -+ 5 T

gilt, wenn
r > log(vkk(XD, f)).

Beweis: Der Beweis erfolgt genau analog zum Beweis von Satz 3.1. Es ist lediglich jeweils
die Gleichheit von Zeilen durch ,Kompatibilitdt von Zeilen“ zu ersetzen. O

Angenommen die Elemente von {0,1}” sind so in verschiedene Mengen PKj,...,
PK x5y partitioniert, daB fiir alle Paare V) und ¢® € PK; (1 < i < vkk(X®, f)) eV
~ €@ gilt. Betrachtet man also 2 Zeilen der Zerlegungsmatrix Z (X)), deren Indizes aus
PK; sind, so kann es nicht vorkommen, dafl in der einen Zeile in einer bestimmten Spalte
eine 1 steht, in der anderen Zeile in dieser Spalte eine 0. Dann kann man die don’t care—
Stellen von f (,,*“ in der Zerlegungsmatrix) so belegen, daf alle Zeilen, die zu Elementen
einer Menge PK; (1 < i < vkk(X™, f)) gehoren, gleich werden. Man erhilt so eine totale
Erweiterung f’ von f, bei der die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation = auf {0, 1},
die durch die Gleichheit von Zeilen der Zerlegungsmatrix hinsichtlich X (1) induziert wird,
genau mit PK; bis PK, x5 tibereinstimmen. Es gilt also vkk(X®, f) = vz(X®), f).
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Um fiir eine partielle Funktion f bei vorgegebener Variablenteilmenge X () die minimale
Anzahl von Zerlegungsfunktionen in einer Zerlegung von f hinsichtlich X () zu bestimmen,
muf man (statt vz(X®, f) bei totalen Funktionen) vkk(X™, f) berechnen.

Das Problem, das dabei auftritt, besteht darin, dafl die Aufgabe, bei einer gegebenen Zerle-
gungsmatrix die minimale Anzahl von Kompatibilititsklassen vkk(X 1), f) zu bestimmen,
wesentlich schwieriger ist als die Bestimmung der Anzahl verschiedener Zeilen der Matrix.
Es stellt sich heraus, dafl dieses Problem sogar N P-hart ist. Es ist also sehr unwahr-
scheinlich, da8 man einen Algorithmus finden kann, der vkk(X (™), f) berechnet und dessen
Laufzeit polynomiell in der Gréfle der Zerlegungsmatrix ist.

Folgendes Problem ist zu l6sen:

Problem EKM (Einseitige Kommunikationsminimierung)

Gegeben: Partielle Funktion f € S(D) (D C {0,1}") in den Ein-
gangsvariablen z,, ..., z, mit der Zerlegungsmatrix Z(X®) hinsichtlich
XU ={z1,...,7,}

Gesucht: Anzahl von Zerlegungsfunktionen bei einer einseitigen
kommunikationsminimalen Zerlegung von f hinsichtlich X d.h.

[log(vkk(X®, £))1.

Es gilt (siehe auch [SM93]):
Satz 3.5 Das Problem EXM ist NP-hart.

Satz 3.5 wird bewiesen durch Angabe einer Polynomzeittransformation vom /N P-vollstandi-
gen Problem , Partition into Cliques“ (PC) nach EKM.

Die Definition von Problem PC findet man in [GJ79], S. 193 bzw. in Abschnitt 2.2.1.2 auf
Seite 52.

Das Problem PC bleibt NP-vollstindig, wenn man die Grenze K auf Zweierpotenzen
beschriankt, d.h. auch folgendes Problem ist N P—vollstindig:

Problem PC’
Gegeben: Ein Graph G = (V, F) und eine natiirliche Zahl K = 2™ fiir
meN, K <|V|.

Gesucht: Kann V partitioniert werden in K disjunkte Mengen V7, ..., Vi,
so daf fiir 1 <4 < K der Teilgraph, der alle Knoten aus V; umfafit, ein
vollstindiger Graph ist?

Beweisskizze: Mit Hilfe einer einfachen Polynomzeittransformation von PC nach PC’ sieht
man, dafl PC’ NP-hart ist: Ist bei einer Instanz des Problems PC die natiirliche Zahl K
keine Zweierpotenz, so wihle die nichsthohere Zweierpotenz 2™ und fiige zum Graphen
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G 2™ — K zuséitzliche Knoten hinzu, die weder Quelle noch Ziel einer Kante sind. Der
resultierende Graph hat genau dann eine Partition in 2™ vollstdndige Teilgraphen, wenn
der urspriingliche Graph eine Partition in K vollstdndige Teilgraphen hat. a

Nun kann Satz 3.5 bewiesen werden. Die Idee des Beweises besteht darin, daffl man die
Kompatibilitéitsrelation ~ auf Zerlegungsmatrixzeilen als einen Graphen betrachtet. Das
Problem, die minimale Anzahl von Kompatibilitéitsklassen auf den Zerlegungsmatrixzeilen
zu bestimmen, ist dquivalent zum Problem, eine Partition des Graphen in vollstindige
Teilgraphen zu bestimmen. Die Einzelheiten sind in folgendem Beweis zu finden:

Beweis: Gegeben sei eine Instanz eines PC’-Problems bestehend aus einem Graphen
G = (V, E) und einer natiirlichen Zahl K < |V| mit K = 2™ fiir m € N.
Zu G kann in Polynomzeit eine partielle Funktion f bestimmt werden, so daf bei einseitiger
Zerlegung von f hinsichtlich einer Variablenteilmenge XV = {1, ..., z,} vkk(X®, f)
gleich der minimalen Anzahl von vollstdndigen disjunkten Teilgraphen von G ist.
Zur Konstruktion von f:
Sei p minimal mit 27 > |V/|. Definiere f : {0,1}?? ~» {0,1} durch Angabe einer Zerle-
gungsmatrix Z(X®) hinsichtlich X®*) = {x,,...,1,}. Nehme dazu der Einfachheit halber
0.B.d.A. an, daB V ={0,...,|V| -1}
Es gelte

Z(XW)y = * fiir i > |V| oder j > |V].

Fiir alle 0 <4, j < |V| — 1 wird definiert:

%, falls ¢ < j
1, falls 1=
0, falls ¢ > j und {3,j} ¢ E
*, falls ¢ > jund {i,j} € E

Z(XW);; =

Z(XM) hat also folgende Gestalt:

> |V| Zeilen
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Seien 7,7 € {0,...,|V|— 1} und sei 0.B.d.A. i > j.
Fiir alle Spalten k < j gilt:

Z(XW)k, Z(X W), € {0, %}

Fiir alle Spalten k£ > j gilt:
Z(X(l))]k = *.

Fiir Spalte j gilt:

Def,
Z(XM),; = 1 und Z(XD),; = 0 D9

{1} ¢ E.

Also sind Zeilen ¢ und j genau dann kompatibel (bzw. bin, (i) ~ bin,(j)), wenn {i,j} € E.
Also bilden die Knoten 4, ...%, genau dann einen vollstindigen Teilgraphen, wenn die
Zeilen mit den Indizes 74, ...1,, paarweise kompatibel sind.

Zeilen mit Indizes 7 > |V| sind zu allen anderen Zeilen kompatibel. Also gilt:

e Falls es eine Partition von V = {0,...,|V| — 1} in K disjunkte Mengen Vi,..., Vi
gibt, so da8 die durch die Knoten aus V; (1 < i < K) induzierten Teilgraphen
vollstindige Graphen sind, dann ist

(Viy oo Ve, Ve US[V],..., 22 — 1}}

eine Partition der Zeilenindizes, bei der die einzelnen Teilmengen nur Indizes kompa-
tibler Zeilen enthalten. Es gilt dann: vkk(X(®), f) < K = 2™ und es gibt nach Satz
3.4 eine Zerlegung hinsichtlich X mit m Zerlegungsfunktionen.

e Gibt es eine Zerlegung von f hinsichtlich X" mit m Zerlegungsfunktionen, so gilt
nach Satz 3.4:
vkk(XW, f) < 2™ = K.

Es gibt also eine Partition { PK1, ..., PKg} der Zeilenindizes {0, ...,27 — 1}, so da8
die Zeilen mit Indizes aus den Mengen PK; (1 < ¢ < K) paarweise kompatibel
sind. Da Zeilen mit Indizes ¢ > |V| zu allen anderen Zeilen kompatibel sind und
K = 2™ < |V|, kann man annehmen, da8 fiir alle 1 < i < K PK; NV # (. Dann
gibt es auch eine Partition von V' in Mengen

Vi=PKiNV,...,Vk=PKgnNV,

so daf} die durch die Knoten aus V; induzierten Teilgraphen vollstéindige Graphen
sind.

Insgesamt gilt: Die in Polynomzeit konstruierbare Funktion f hat genau dann eine Zer-
legung hinsichtlich X®) mit m Zerlegungsfunktionen, wenn sich die Knoten von G so



Abschnitt 3.2. Zerlegung partieller Funktionen 113

partitionieren lassen, daf sich K = 2™ vollstéindige Teilgraphen ergeben'?.
O

Geméif} Satz 3.2 (Seite 81) kann man bei totalen Funktionen die minimale Anzahl von Zer-
legungsfunktionen anhand der Anzahl der verschiedenen Zeilen und verschiedenen Spalten
einer Zerlegungsmatrix bestimmen. Definiert man wie auf den Zeilen einer Zerlegungsma-
trix einer partiellen Funktion auch auf den Spalten eine Kompatibilitéitsrelation, so gilt die
analoge Aussage zu Satz 3.2 allerdings nicht. Bei einer Zerlegung von f hinsichtlich der
Variablenaufteilung {X(), X(?)} ist die minimale Anzahl der Zerlegungsfunktionen nicht
durch [log(vkk(X ™, f))] + [log(vkk(X®@, £))] gegeben. Das folgende kleine Beispiel zeigt
den Grund dafiir:

Beispiel 3.6 | * 1
0 *

Die beiden Zeilen und die beiden Spalten der Matrix sind jeweils kompatibel. Es gibt aber
keine Ersetzung der don’t care—Stellen durch Elemente aus {0, 1}, so dafi sowohl die Zeilen
gleich werden als auch die Spalten gleich werden.

Das Beispiel zeigt, da durch den Ausdruck [log(vkk(X®, f))] + [log(vkk(X ), £))] die
Anzahl der benétigten Zerlegungsfunktionen einer kommunikationsminimalen Zerlegung
unterschétzt werden kann.

Das zu EKM analoge Problem fiir zweiseitige Zerlegungen lautet folgendermaflen:

ZKM (Problem der zweiseitigen Kommunikationsminimierung)

Gegeben: Partielle Funktion f € S(D) (D C {0,1}") in den Eingangs-
variablen 1,...,z, mit der Zerlegungsmatrix Z(X®) hinsichtlich der
Variablenaufteilung { X, X®} = {{z1,...,2,}, {Tp11,---, ¥ }}

Gesucht: Minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen bei einer zweiseiti-
gen Zerlegung von f hinsichtlich {X®), X®}.

Beispiel 3.6 zeigt, dal die exakte Losung von ZKM nicht einfach auf eine zweimalige
Losung von EKM zuriickgefiihrt werden kann.

Auch fiir ZKM gilt:
Satz 3.6 Das Problem ZKM ist NP-hart.

In [SM93] wird Satz 3.6 bewiesen durch Angabe einer Polynomzeittransformation von ei-
nem N P-vollstindigen Problem BIP (Binary Integer Programming, [LP81]) nach ZKM.
Im Gegensatz zum Beweis zu Satz 3.5 ist die Konstruktion wesentlich komplexer und tech-
nischer und legt auch keinen Algorithmus zur Lésung von ZKM nahe.

I3Wenn man in Polynomzeit die minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen bei Zerlegung von f hin-
sichtlich X() berechnen kénnte, so kénnte man natiirlich auch berechnen, ob es eine Zerlegung mit m
Zerlegungsfunktionen gibt.
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3.2.2 Losungen fiir die Probleme EKM und ZKM

Anhand des Beweises zu Satz 3.5 wird auch ein Verfahren deutlich, wie man fiir eine
Zerlegung von f hinsichtlich X vkk(X®, f) berechnen bzw. approximieren kann:

e Bestimme die zugehérige Zerlegungsmatrix Z(X ™).
e Bestimme die Kompatibilitétsrelation ~ auf {0, 1}?.

o Interpretiere ~ als Kantenmenge eines ungerichteten Graphen G mit Knoten aus
{0,1}?. (Es gibt genau dann eine Kante {1, €2} fiir €1, €2 € {0,1}?, wenn €; ~ €s.)

e Bestimme vkk(X ™), f) als die minimale Zahl K, so daB {0, 1}? in Mengen Vi, ..., Vx
partitioniert werden kann, wobei die Teilgraphen aller Knoten in V; jeweils vollstandi-
ge Graphen sind. Dies kann durch Anwendung einer Heuristik zur Losung des be-
kannten Problems ,,Partition into Cliques® auf G' geschehen.

Will man zu einer gegebenen partiellen Funktion f und einer Variablenaufteilung { X, X2}
eine totale Erweiterung f’ finden, so dafi die Anzahl der Zerlegungsfunktionen, die bei ei-
ner Zerlegung hinsichtlich {X® X®} nétig sind, minimal wird (Problem ZKM), so kann
man unter Ausnutzung der Heuristik fiir EKM folgendes Néherungsverfahren angegeben:

1. Bestimme bei der Zerlegungsmatrix Z := Z(X®) eine Einteilung der Zeilen in Kom-
patibilitdatsklassen PKji, ..., PK, hinsichtlich der Kompatibilitdtsrelation ~, wobei
z moglichst minimal ist. (Dies entspricht einer Lésung zu Problem EKM und erfolgt
durch Anwendung einer Heuristik zum Problem , Partition into Cliques®.)

2. Gibt es in einer Kompatibilitéitsklasse PK; eine Zeile, die in Spalte j eine 1 (bzw.
eine 0) hat, so belege bei allen Zeilen aus PK; die j—te Spalte mit 1 (bzw. 0). (Wegen
der Kompatibilitdit mufi man nur don’t care-Stellen (*) dndern. Gibt es bei den
Zeilen aus PK; in Spalte j keine 0 bzw. keine 1, so bleiben die entsprechenden don’t
care-Stellen (*) erhalten. Man erhilt so aus Z eine Matrix Z' (mit z verschiedenen
Zeilenmustern).

3. Bestimme nun bei Z’ eine Einteilung der Spalten in Klassen P17, ..., PI; kompatibler
Spalten, wobei s moglichst minimal ist.

4. Belege nun bei allen Spalten aus einer Kompatibilitidtsklasse PI; die don’t cares so,
daB die Spalten gleich werden. Man erhélt dadurch aus Z' eine Matrix Z”.

Die resultierende Matrix hat z verschiedene Zeilen und s verschiedene Spalten. Fiir die
Korrektheit dieser Aussage ist es wesentlich, festzustellen, dafl die Belegung von don’t
cares in Schritt 4. die Gleichheit der Zeilen mit Indizes in PK; (1 < i < 2) nicht zerstort:
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Lemma 3.8 Sind beim obigen Algorithmus 2 Zeilenindizes z1 und zo von Matrixz Z in
einer Kompatibilititsklasse PK;, d.h. sind die entsprechenden Zeilen in Z' gleich, so sind
auch die Zeilen mit Indizes z; und zo in Matriz Z" gleich.

Beweis:

Annahme: Zeilen z; und z; von Z” sind nicht gleich, obwohl z; und z, in einer Kompati-
bilitdtsklasse PK; liegen.

Dann muf} es 0.B.d.A. s; geben, so dafl Z/ . =ce€ {0,1} und Z” . #c.

2181 2281

AuBlerdem muf} gelten: Z .= und Z, . = .

(Wegen Definition von Z’ in 2.) und da Zeilen z; und z3 von Z kompatibel sind.)
Sei Spalte s; in Kompatibilitdtsklasse PI;. Dann muf es in PI; eine Spalte s, geben mit
Z! . = c. Es ergibt sich folgendes Bild von Z':

2182

* C 21
* € 29
S1 $2
e Wire € = c, so wiirde aus s1, s € PI; Z} . = cfolgen, im Widerspruch zur Annahme.

e Wiire ¢ = ¢, so wiren Zeilen z; und z, nicht in einer Kompatibilitdtsklasse PK;.

e ¢ = x ist nicht méglich, denn wegen ¢ in Zeile z; wére  in Schritt 2.) des Algorithmus
durch c ersetzt worden.

Die dargestellte Situation kann also nicht auftreten. Es ergibt sich ein Widerspruch zur
Annahme. O

Das folgende kleine Beispiel zeigt, da8 die Durchfithrung von Schritt 2.) des Algorithmus
entscheidend dafiir ist, dafl man die Zusicherung von Lemma 3.8 machen kann:

Beispiel 3.7 Gegeben ist folgende Zerlegungsmatrix einer Funktion f : {0,1}* ~ {0,1}:

) 0011
T3 0101

0 1x00
1 *000




116 Kapitel 3. Zerlegungen

Der Algorithmus wiirde zunéchst feststellen, dafl die beiden Zeilen der Zerlegungsmatrix
kompatibel sind. Wird dann Schritt 2.) ausgelassen, so kann man eine Partition der Spalten
in 2 Mengen paarweise kompatibler Spalten finden. Angenommen Schritt 3.) fafit z.B. die
ersten beiden und die letzten beiden Spalten zusammen. Es ergibt sich dann nach Schritt
4.) folgende Matrix Z”, bei der die beiden Zeilen nicht kompatibel sind:

z9| 0011
T3 0101

0 (1100
1 10000

Ebenso sieht man an diesem Beispiel, dal man mit dem Algorithmus, der das Verfah-
ren fiir einseitige Zerlegungen nacheinander auf die Zeilen und die Spalten anwendet, nur
Niéherungslosungen fiir ZKM erhélt:

I1 01
T2T3
00 1%
01 *0
10 00
11 00

Die Kompatibilititsrelation ~ auf den Zeilenindizes aus {0,1}? hat folgendes Aussehen:

0 (1

@‘@

Es gibt also verschiedene Moglichkeiten, die Zeilen in 2 Kompatibilitdtsklassen zu parti-
tionieren:

e Wihlt man {{00,01},{10,11}}, dann erhélt man folgende Matrix Z’

Iy 01
IoX3
00 10
01 10
10 00
11 00

und man erhilt 2 verschiedene Spalten.

e Wihlt man jedoch {{00},{01,10,11}}, dann erhélt man folgende Matrix Z’
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4 00001111

5 00110011

g0 01010101
T1T2T3
000 x11x+00%
001 1001 = *x*
010 1001  * *x
011 *11x%00%
100 x*xxx0110
101 Ox+x01x=x1
110 O*+01xx1
111 xx*xx0110

Abbildung 3.7: Zerlegungsmatrix Z({z1,...,z3}) einer Beispielsfunktion isp

Iy 01
T2T3
00 1%
01 00
10 00
11 00

und die beiden Spalten sind kompatibel.

3.2.3 Losungen fiir EKM und ZKM bei ROBDD—Darstellungen

In diesem Abschnitt wird dargestellt, wie sich bei ROBDD-Darstellungen die Probleme
EKM und ZKM I&sen lassen.

Parallel zu dieser Arbeit wurde in Zusammenhang mit der Minimierung von ROBDD—
Groflen fiir partielle Boolesche Funktionen die Lésung von EKM bei ROBDD-Darstellungen
auch von Chang/Marek—Sadowska [CCM94] betrachtet. Es wird hier mit einer Darstellung
partieller Boolescher Funktionen gearbeitet, die in [CCM94] eingefiihrt wurde:

Aufler den Eingangsvariablen {zi,...,x,} einer partiellen Funktion f wird noch eine
zusétzliche Variable z eingefiihrt und f wird durch einen ROBDD fiir die totale Funkti-
on ext(f) =Z- foff + 2+ fon aus By représentiert. Bevor auf ein Verfahren zur Losung
von EKM und ZKM fiir ROBDD-Darstellungen partieller Funktionen eingegangen wird, soll
zunéchst das Vorgehen bei Zerlegungsmatrizen noch einmal genauer betrachtet werden.
Will man hinsichtlich einer Variablenteilmenge {z1,...,z,} zerlegen, so wird die Zerle-
gungsmatrix Z({z1,...,z,}) aufgestellt (im Beispiel von Abbildung 3.7 Z({z1,...,z3})).
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Wie bei totalen Funktionen kann man auch Kofaktoren partieller Funktionen definieren:

Bezeichnung 3.5 Sei f € S(D), D C {0,1}". Der Kofaktor von f hinsichtlich z7" ... xP

P
ist eine Funktion foa o aus S(D'), wobei

D' '={(y1,--,Yn—p) € {0, 1} P|(€1,-- -, €p, Y1y -+ Yn—yp) € D}

und
fwil_"xzp (Y15 oy Unp) = F€1, s €y Yty e oy Unp) YY1, - ooy Yn—p) € D

Analog zu totalen Funktionen kann man auch hier die Zeilen der Zerlegungsmatrix Z ({1,
...,,}) einer partiellen Funktion f als Funktionstabellen von Kofaktoren fmiln_mzp inter-
pretieren.

Bei der Bestimmung einer minimalen Partition {PKj, ..., PKyk({a,...z,},5)} von {0,1}7
bei der die Elemente einer Klasse PK; paarweise kompatibel sind, kann man den Such-
raum einschrénken: {0,1}?/= = {K, ..., Kys({a1,..2,},5)} Se€i die durch Zeilengleichheit in
Z({x1,...,1,}) induzierte Aquivalenzklasseneinteilung von {0,1}?. Es ist klar, dal man
{PKy,...,PKyk({,,..z,},5)} S0 wihlen kann, dafl PK; = Ué:l K;;, also daf§ alle Indizes
gleicher Zeilen von Z({z1,...,z,}) in der gleichen Kompatibilitatsklasse sind.

Fiir die Funktion 7sp aus Abbildung 3.7 sieht der Graph zur Kompatibilitdtsrelation auf

den Zeilen von Z({x1,...,x3}) folgendermafien aus:
4 )
- J
Beschrankt man sich auf eine Relation auf {Ki,..., Ky ({a1,...2,},5)}, 50 kommt man zu

folgendem Graph:

( ~
(101 10p {200, 1
D J
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Abbildung 3.8: ROBDD zu ext(isp) =Z - iSPosf + 2 - 1SPon-

T1T2T3

z
Ty
T5
Tg

00000000
00001111
00110011
01010101

11111111
00001111
00110011
01010101

_ == O OO O
_— 0 O = = O
—_ O O RO -

Abbildung 3.9: Zerlegungsmatrix Z({z, ..

00000110
01100000
01100000
00000110
00001001
10010000
10010000
00001001

01100000
10010000
10010000
01100000
00000110
00001001
00001001
00000110

., Z3}) zu ext(isp) = Z - iSPoff + 2 * 1SPon.-
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co: (01100000

COgfy é ; ( é COon

co':100000110j01100000

/\o /

V

1<

z=0 z=1

Abbildung 3.10: Bestimmung einer Zerlegungsmatrixzeile von ext(f) aus der entsprechen-
den Zeile der Matrix zu f.

Ein ROBDD, der die Funktion ext(isp) = Z-isposs + 2 - ispoy reprisentiert, ist in Abbildung
3.8 angegeben. Die zugehorige Zerlegungsmatrix findet man in Abbildung 3.9. Die Zerle-
gungsmatrix zu ezt(isp) in Abbildung 3.9 geht aus der Zerlegungsmatrix zu isp (Abbildung
3.7) in einfacher Weise hervor:

Aus einer Zeile der Matrix zu isp (d.h. der Funktionstabelle zu einem Kofaktor ispwill__wgp)

erhilt man die entsprechende Zeile von ext(isp), d.h. die Funktionstabelle zu

ext(isp),u_z =

= (Z-isposs+2- ispon)xil___mzp
= (Z : Zspoffwil...w;p tz- Zsponxil...w;p)’

< (siehe

durch Nebeneinandersetzen der Funktionstabellen von isposf 1 o und isponger e
ray

Abbildung 3.10).

Da ein Kofaktor fmiln_z;p einer (partiellen) Funktion f eineindeutig durch ( fzil___z;p)of 7 und
( fwilmxzp)on beschrieben werden kann, gibt es eine eineindeutige Entsprechung zwischen
Kofaktoren fyer e von f und Kofaktoren ext( f)wil_ « von ext(f). Da ext(f) eine totale

Funktion ist, gibt es wiederum (wie schon in Abschnitt 3.1.3.1 festgestellt wurde) eine
eineindeutige Entsprechung zwischen den Kofaktoren ext(f),«1 .o von ext(f) und den

,» Verbindungsknoten“ (unterhalb einer Schnittlinie nach z,...,z,) in einem ROBDD zu
ext(f), bei dem die Variablen z1, . .., z, in der Ordnung vor allen anderen Variablen stehen.

T

-z

Beispiel 3.8 Im Beispiel der Funktion isp aus Abbildung 3.8 gibt es genau 4 , Verbin-
dungsknoten® und entsprechend genau 4 verschiedene Zeilenmuster in der Zerlegungsma-
trix von ezt(isp) (Abbildung 3.9) und 4 verschiedene Zeilenmuster in der Zerlegungs-
matrix von isp (Abbildung 3.7). Es ergeben sich also 4 Klassen der durch Zeilengleich-
heit in Z({zy,...,z3}) induzierten Aquivalenzklasseneinteilung von {0, 1}, nimlich K, =
{(000), (011)}, Ko = {(101), (110)}, K3 = {(001), (010)} und K4 = {(100), (111)}.

Nach Bestimmung der vz({z1,...,z,}, f) verschiedenen Verbindungsknoten wird der , Kom-
patibilitdtsgraph® der Relation ,~* auf den Aquivalenzklassen Ki, ..., Ky,({z,,...2,},f) auf-
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gestellt. (K; ~ K gilt, wenn fiir ¢ € K; und 6 € K, in der Zerlegungsmatrix zu f die
Zeile mit dem Index € in keiner Spalte eine 1 aufweist, in der die Zeile mit Index ¢ eine 0
aufweist oder umgekehrt.) Es gilt

K~ K;
< fiir e € Ki, 1) € K] : (fxell...w;p)on AN (fa:‘il...:cgp)off =0 und

(fwfll...:czp)off A (fwtil___xif’)on = 0.
— fiiree K6 € Kj: ext(f) g, Newt(f),n 400, =0 und

ext(f)xil...z;pi A e‘Tt(f)a:‘;l...zgpz = 0.

Man erkennt, daf sich die Kompatibilitidtsrelation direkt auf der Grundlage des ROBDD zu
ext(f) aufstellen 148t. Dieses Vorgehen hat gegeniiber dem Aufstellen einer Relation auf
{0,1}? den Vorteil, da man bei einer kompakten Darstellung der partiellen Funktion f
durch einen ROBDD zu ext(f) auch eine kompakte Kompatibilititsrelation erhélt.

EKM wird dann gelost durch Bestimmung einer Losung fiir das Problem , Partition in-
to Cliques“ auf diesem Kompatibilitdtsgraphen. Man erhilt eine Partition {PKjy,...,
PKvkk({wl,...,ch},f)} von {0, 1}p, wobei V1 <1< Ukk({wl, e ,:cp}, f) PKZ' = U?:l Kij*.

Beispiel 3.8 (Fortsetzung):

Es gilt PK; = K;UK, = {(000), (011), (101),(110)}, PK, = K3UK, = {(001), (010), (100),
(111)}, vkk({z1, ..., z3},isp) = 2.

Es bleibt noch das Problem, nach Losung der Instanz von , Partition into Cliques® die
don’t cares von f geeignet zu belegen. Die don’t cares sind so zu belegen, dafi bei der

resultierenden Erweiterung f’ von f fiir beliebige Elemente € der Klassen K; die Kofak-
toren f' oy Gys oo [l a alle gleich sind (PK; = Uéf':l K;;), so daf8 schlieilich
€1 €p €1 v €p g

S Zpt, f).

vz({z1,...,2p}, f) = vkk({z1, ..
Beispiel 3.8 (Fortsetzung):
Bei Beispiel 3.8 sind in der Zerlegungsmatrix aus Abbildung 3.7 simtliche Zeilen der Form

%1 1x%00 ]
und

[0x%01%x1]
durch ihre gemeinsame Erweiterung

01101001

zu ersetzen. Samtliche Zeilen der Form

*Verwendet man eine Heuristik zur Losung von ,, Partition into Cliques“, so kommt man natiirlich evtl.
zu mehr als vkk({z1,...,2p}, f) verschiedenen Klassen.
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\1001****
und

****0110\
sind durch

10010110

7Zu ersetzen.

Bezeichnung 3.6 Seien co; € S(Ds), ..., cop € S(D;) mit Dy, ..., D, C{0,1}""? mit der
FEigenschaft, daf es kein Paari,j € {1,...,l} und e € D;ND; gibt, so dafl co;(€) # coj(e€).
Dann heifit die Funktion

gem_erw({coi,...,co}) : Ut_  D; — {0,1}, gem_erw({coy, ..., co;})(€) = co;(e)
fiir ein beliebiges co; mit € € D; gemeinsame Erweiterung von coy, .. ., co;.
Bemerkung 3.4 Seien co; € S(Dy), ..., co, € S(D;) mit Dy,...,D; C {0,1}" P mit der

FEigenschaft, daf es kein Paari,j € {1,...,1} und e € D;ND; gibt, so dafi co;(€) # coj(e).
Sei ext(co;) =Z - (coi)ops + 2+ (cOi)on (1 < <1). Dann ist

(coi)oss + 2+ \/ (c0i)on-

1 i=1

! !
ext(gem_erw({coy,...,co})) =Z -

Seien € wiederum beliebige Elemente der Klassen K;, PK; = Ué-"zl K;;. Im ROBDD
zu ext(f) fithrt man die don’t care-Belegung folgendermafien durch: Fir alle 1 <@ <
vkk({z1,...,2,}, f) werden die Verbindungsknoten, die durch ™), ... €t@:) erreichbar sind,
zusammen mit den Graphen deren Wurzel sie darstellen, ersetzt durch den ROBDD zu

ext(gem_erw({f L) L) o f L) €<izi)}))-
. . .Z‘pp

1
Ty Ty "'Cll

Diesen ROBDD erhidlt man wie in der vorangegangen Bemerkung angegeben aus
ext(f) oo Gos o ett(f) @y G-

T I 1 D
1 p Zq <Ly

Beispiel 3.8 (Fortsetzung):

Bei Beispiel 3.8 sind im ROBDD (siehe Abbildung 3.8) der erste und der zweite , Ver-
bindungsknoten von links (mit den dazugehoérigen Untergraphen) zu ersetzen durch den
ROBDD 7zu

ext(gem—erw({isng,xg,xga iSPx{,xg,x;})) =7 - exor(z1, T2, 3) + 2 - exor(z1, T2, T3)
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Abbildung 3.11: Auf der linken Seite ist der ROBDD zu der Funktion ext(isp’) nach don’t
care-Belegung dargestellt, auf der rechten Seite der ROBDD zu isp),,.

und der dritte und vierte Verbindungsknoten (mit den dazugehérigen Untergraphen) zu
ersetzen durch den ROBDD zu

ext(gem—erw({ispz?,zg,zé) ispz},wg,wg})) =z 6.%07"(:61, Z2, $3) tz- €$OT(£C1, T2, :1:3)'

Der ROBDD zu der resultierenden Funktion ext(isp') ist in Abbildung 3.11 auf der linken
Seite dargestellt. Der ROBDD auf der rechten Seite représentiert isp!,, = exor(zy,...,xg).

Nach der don’t care-Belegung erhiilt man dann einen ROBDD zu einer Erweiterung ext( f’)
mit vz({z1,...,2,}, f') = vkk({z1,...,2,}, f) Verbindungsknoten. Da die eingesetzten
gemeinsamen Erweiterungen nicht notwendigerweise total sind, kann das Ergebnis ext(f')
auch eine partielle Funktion darstellen. Ben6tigt man eine totale Erweiterung von f mit
vkk({x1,...,z,}, f) Verbindungsknoten, so kann man die verbleibenden don’t cares bei-
spielsweise alle mit dem gleichen Wert belegen.

Eine Niherungslosung fiir ZKM kann auch hier (wie im vorhergehenden Abschnitt ange-
geben) durch zweimaliges Losen von EKM gewonnen werden.

3.2.4 Anwendung auf ROBDD—Minimierung

Das im vorangegangenen Abschnitt angegebene Verfahren minimiert die Anzahl der Ver-
bindungsknoten unterhalb einer Schnittlinie nach den (in der Variablenordnung) ersten
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p Variablen z,...,z,. Diese Tatsache wird in [CCM94] ausgenutzt, um bei vorgegebe-
ner Variablenordnung Erweiterungen partieller Funktionen zu finden, deren ROBDD-Grofe
moglichst gering ist. Wie bereits erwihnt erhélt man nach don’t care-Belegung im allge-
meinen wieder eine partielle Funktion. Es bietet sich dann an, die verbleibenden don’t cares
zu nutzen, um die Anzahl der Verbindungsknoten auch unterhalb anderer Schnittlinien zu
minimieren. Chang/Marek-Sadowska benutzen das beschriebene Verfahren, um der Reihe
nach fiir = 1,...,n—1 die Anzahl der Verbindungsknoten bei Schnitt nach den Variablen
Z1,...,%; zu minimieren (hierbei wird 0.B.d.A angenommen, da8 fiir die Variablenordnung
des ROBDD 1 <ingez - - - <indez Tn gilt). Ein Nachteil des Verfahrens liegt allerdings darin,
dafl es nur basierend auf einer fest vorgegebenen Variablenordnung arbeitet. In Abschnitt
3.5.2 wird eine Methode angegeben, die dieses Verfahren (unter Ausnutzung von Symme-
trien partieller Funktionen) mit der Bestimmung guter Variablenordnungen kombiniert.

Unter anderem auch im Hinblick auf die rekursive Anwendung des Zerlegungsverfahrens ist
es auch bei der Durchfithrung von Zerlegungen sinnvoll, nicht nur an einer Schnittlinie die
ROBDD-Grofle zu minimieren, sondern insgesamt eine Erweiterung der zu realisierenden
Funktion mit einem moglichst kleinen ROBDD zu finden, um zu moglichst einfachen, gut
zerlegbaren Funktionen zu kommen. Auch die Ausnutzung von don’t cares bei der Suche
nach Erweiterungen mit moglichst vielen Symmetrieeigenschaften (siehe Abschnitt 3.5)
spielt fiir das Verfahren eine grofie Rolle.

3.2.5 Berechnung partieller Zerlegungs— und Zusammensetzungs-
funktionen

Nachdem man die minimale Anzahl der bendtigten Zerlegungsfunktionen bei Zerlegung
hinsichtlich einer Variablenteilmenge {z1,...,z,} bestimmt hat, bleibt die Aufgabe, die
konkrete Wahl der Zerlegungs— und Zusammensetzungsfunktionen zu treffen. Hierbei soll
versucht werden, die don’t care-Menge dieser Funktionen moglichst grof§ zu wihlen, da
don’t cares bei der Logiksynthese Freiheiten liefern, die man ausnutzen kann, um méglichst
gute Realisierungen zu erhalten.

Nach einer Herleitung von don’t care-Mengen fiir Zerlegungs— und Zusammensetzungs-
funktionen wird schliefllich bewiesen, dafl die hergeleiteten don’t care-Mengen tatsichlich
maximal sind, d.h. daf sie nicht mehr erweitert werden koénnen.

Bei der Bestimmung von Zerlegungs— und Zusammensetzungsfunktionen bei der Zerlegung
einer partiellen Funktion f € S(Dy) (D C {0,1}") hinsichtlich einer Variablenteilmenge
{z1,...,2,} geht man aus von einer Partitionierung PK = {PK},...,PK,} von {0,1}".
Fiir die Mengen PK; (1 <i <) gilt

€ ~ ¢ fiir alle ¢, 6 € PK;, (%)
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wobei

e~ = Ay,...,Ynp) mit
(€15« s €ps Yty s Yn—p)y (015, 0ps Y1,y Yn—p) € Dy,
f(ela"'aepayla"'ayn—p)#f(dla"'75pay1a"'ayn—p)'

Die Partitionierung PK = {PK, ..., PK,} muf} (bei Anwendung einer Heuristik fiir ,,Par-
tition into Cliques“) nicht unbedingt die minimale Gréfie v = vkk({z1,...,zp}, f) haben.
Im folgenden wird jedoch angenommen, daf} sie zumindest die folgende ,lokale Optima-
litdtseigenschaft” hat: Fiir alle ¢ # j € {1,...,v} gilt: 3e € PK;,§ € PK,; mit € ¢ 6, d.h.
man kann zwei Klassen PK; und PKj nicht vereinigen, ohne Eigenschaft (x) zu verletzen.
Die ROBDDs bdd; zu den Funktionen ext(gem_erw({fya »l(e1, ..., 6) € PK})) (1 <1 <

v) werden auf Grundlage des ROBDD zu ext(f) bestimmt wie im vorhergehenden Abschnitt
beschrieben.

Analog zum Vorgehen bei totalen Funktionen wird nun zu jeder Menge PK; (bzw. zu jedem
bdd;) ein eineindeutiger Code (ag), ...,a®) aus {0,1}" mit r = [log(v)] zugeordnet. Die
Zusammensetzungsfunktion g erhilt man im wesentlichen dadurch, dafl man wie bei totalen
Funktionen einen ,Codebaum* iiber die ROBDDs bdd; bis bdd, baut. Falls v < 2", dann
sind einige Codes aus {0, 1}" nicht vergeben. Ist (e, ..., €,) nicht als Code vergeben, dann
ist fiir alle (y1,...,Yn—p) aus {0, 1} P (€1,..., €, Y1, .-, Yn—p) in der don’t care-Menge von
g. Beim ROBDD zu ext(g) = Z- goff + 2 gon muBl dann also der durch (e, ..., €, ) erreichbare
Knoten der @Knoten sein.

Die ROBDDs der Zerlegungsfunktionen ay, ..., a, ergeben sich ebenfalls dhnlich wie bei to-
talen Funktionen. Die Klassen PK; (1 < i < v) ergeben sich durch Vereinigung von Klassen
Ki, ..., Kyu({ar,...01.p), Wobei die Klassen K; die Aquivalenzklassen sind, die durch Zeilen-
gleichheit in der Zerlegungsmatrix zu ext(f) hinsichtlich {zi,...,z,} induziert werden.
Eine Zuordnung von Codes zu den Klassen PK; ordnet auch den Klassen K eindeutige
Werte zu. (Allerdings ist dann im allgemeinen verschiedenen (kompatiblen) Klassen Kj
der gleiche Wert zugeordnet.) Es existiert eine eineindeutige Entsprechung zwischen den
,» Verbindungsknoten“ bei Schnitt des ROBDD zu ext(f) nach den Variablen z,...,z, und
diesen Klassen K;. Zunéchst erhdlt man analog zu den totalen Funktionen den ROBDD zu
einer Zerlegungsfunktion o) durch Ersetzung der Verbindungsknoten im ROBDD zu ext(f)
durch die i-ten Bits der zugehdrigen Codes und anschliefendes Reduzieren des ROBDD.

Der einzige Unterschied bei partiellen Funktionen besteht darin, dafl man nun gegebe-
nenfalls aufgrund von don’t cares in f eine partielle Zerlegungsfunktion o = (au, ..., @)
bestimmen kann, deren Erweiterung (o, ..., ) ist. Einige Elemente von {0, 1}? kénnen
evtl. in die don’t care-Menge von o aufgenommen werden, ohne daf sich die Beziehung

fler, ... en) = glaler, ..., €), €1, - -, €,) fiir alle (e1,...,¢,) € Dy ()

dndert. Bei der Bestimmung einer don’t care-Menge fiir @ werden die beiden folgenden
Fille unterschieden:
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1. Fall:

2. Fall:

v< 2

Betrachte ein € € {0,1}?, wobei fiir die Definitionsmenge D( farr, ) = 0 gilt (d.h.
die Zerlegungsmatrixzeile von Z({z1,...,z,}) mit Index € enthilt nur x). Es ist
klar, da man «(e) beliebig wihlen kann, da fiir alle (yi,...,yn—p) € {0,1}"P
(€1,---5€p,Y1y-- -, Yn—p) Ohnehin nicht in der Definitionsmenge Dy von f enthalten
ist und Beziehung (%) ja nur fiir Elemente der Definitionsmenge von f gelten muf.
Alle € € {0,1}? mit D(f,e1 o) = 0 (bzw. ext(f,o1_ ) = 0) sind in einer einzigen
Klasse K; enthalten. Falls es also ein solches € gibt, kann man die zugehorige Klasse
dc_set := K; als don’t care-Menge von « verwenden.

€p
--Zp

v=2"

In diesem Fall ist die Wahl der ¢ € {0,1}?, die in die don’t care-Menge von «
aufgenommen werden konnen, etwas weniger eingeschriankt:

Betrachte fiir 1 <4 < v die Funktionen cofpg, := gem_erw({f,a o |(e1,...,6) €
PK;}). Fir € € {0,1}? gelte: Fiir alle 1 < i < v ist cofpk, eine Erweiterung von
fac1. oz Die Zerlegungsmatrixzeile von Z({z1, ..., 2,}) mit Index € hat also folgende
Eigenschaft: Falls die Zeile in einer bestimmten Spalte eine 1 (0) enthilt, so enthélt die
Matrix, die aus Z({z1,...,x,}) durch Bestimmung der gemeinsamen Erweiterungen
hervorgeht (vgl. Seite 121), in dieser Spalte nur 1 (0).

Dann kann man € in die don’t care-Menge von « aufnehmen, da fiir alle (y1,...,yn—p)
mit (€1,...,€, Y1, .-, Yn—p) € Dy und jedes (a1, ...,a,) € {0,1}" gilt

1.

(0,1, ey Qpy Y1, - - aynfp) € D(g)a
da v = 2" und es daher fiir alle (ay, ..., a,) € {0,1}" ein PK; gibt mit o/ (PK;) =

(a1, ...,a,). Da cofpk, Erweiterung von fziln_mgp ist, folgt aus (e, ..., €, Y1, - -,
Yn—p) € Dydann (y1,...,Yn—p) € D(cofpk,;) und damit (ay, ..., Y1, -, Ynp) €
D(g).

g(ala < Ary Y1, 'ayn—p) =
cofpi;(Yi, -« Yn—p) (o (PK;) = (ar,...,ar))
Jact a2 (W1, Un—p),  da cofpk, Erweiterung von foa o

= f(€1a"'56pay1:"',ynfp)-

Fir (e1,...,€,Y1,..-,Yn—p) € Dy ist also der Wert a(eq, ..., ¢,) unerheblich fiir das
Ergebnis von g(a(ey, ..., €),Y1,- - -, Yn—p) und € kann folglich in die don’t care-Menge
von « aufgenommen werden.

Die don’t care-Menge von « wird als die Menge aller ¢ € {0,1}? mit der obi-
gen Eigenschaft bestimmt. Sei {Kj, ..., Ky.({a1,..0,},5)} die durch Zeilengleichheit in
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Z({x1,...,1p,}) induzierte Aquivalenzklasseneinteilung. Die don’t care-Menge dc_set
fiir o erhélt man also durch Vereinigen aller Klassen Kj;, bei denen fiir alle1 < j <w
gilt: cofpr; ist Erweiterung von fmilmmzp fiir ein beliebiges Element € € K; (und damit
fiir alle Elemente € € K;). Man erhilt diese Klassen, indem man bei allen Klassen K;
(1 <i<wvz({zi1,...,2p}, f)) testet, ob fiir alle 1 < j < v gilt:

(fyetarJon - (COFrmg Jom = 0

1

und
(Fut i or s - (€OF P Jogz = 0.

fiir ein beliebiges Element € € K;.

Bei der Logiksynthese ist es von Vorteil, Funktionen mit md&glichst vielen don’t cares zu
haben. Es stellt sich nun die Frage, ob die obige Definition fiir Zerlegungs— und Zusam-
mensetzungsfunktionen zu Funktionen mit einer maximalen Anzahl von don’t cares fiihrt.
Der folgende Satz besagt, dafl die Anzahl der don’t cares in den oben definierten Zerlegungs—
und Zusammensetzungsfunktionen in folgendem Sinn maximal ist: Erweitert man die de-
finierte don’t care-Menge der Zerlegungsfunktion o oder der Zusammensetzungsfunktion
¢ um ein beliebiges Element, so gibt es Erweiterungen o bzw. ¢” von a bzw. g, so dafl

g (€1, . €p)yEprty ey €n) F flEr, oy €n)

fiir ein (e1,...,€,) € Dy.
Man darf die don’t care-Mengen also nicht noch weiter vergroflern.

In den Voraussetzungen des Satzes sind zunéchst die oben angegebenen Definitionen der
partiellen Zerlegungs— und Zusammensetzungsfunktion nochmals prézise festgehalten, um
im Beweis auf die gegebenen Bezeichnungen zuriickgreifen zu kénnen.

Satz 3.7 Sei f € S(Dy) (Dy C {0,1}"). f wird hinsichtlich {z1, ..., x,} zerlegt. Sei PK =
{PKj,...,PK,} eine Partition von {0, 1}?, wobei fir die Mengen PK; (1 <i<w) gilt e ~
§ fir alle e,6 € PK;. {PK,,...,PK,} hat die folgende ,lokale Optimalititseigenschaft“:
Fir alle i # j € {1,...,v} gilt: 3¢ € PK;,0 € PK; mit € o 6. Fir alle 1 < i < v sei
cofpk, = gem_erw({fwil___wgp (€1,...,€) € PK;}). Seir = [log(v)].

Beiv =2" ses

de_set = {e € {0,1}? | V1 < i < w ist cofpk, Erweiterung von fziln_mzp}
und bei v < 2" set

de-set = {6 € {Oﬂ 1}13 ‘ (fmil...z;p)on = (fmell...z;p)off = 0}
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Sei D, = {0,1}? \ dc_set.?
Sei die Zerlegungsfunktion o : D, — {0,1}" definiert durch

a(PK; \ de_set) = (agi), a9 (1 <i<w)

mit (agi),...,ai)) + (agj),...,ag))VI <i,j<vmiti#].

r

Sei D, = {(agi), ey @Dy Y | (agi), .o.,a) € Im(a) und
(Y155 Yn—p) € D(cofpi;)}-
Die Zusammensetzungsfunktion g ist definiert durch

g: Dg - {0’ 1}: g(agZ): N 'aa$i)ay1a H 'ayn—p) = cofPKi(yla .. ayn—p)'

Dann sind D, und Dy in folgendem Sinn minimal:
Fiir jede echte Teilmenge D, C Dy bzw. Dy, C D, gilt:
Zu o' : D, — {0,1}", a|p, = ' gibt es eine totale Erweiterung o : {0,1}? — {0,1}" von

o', eine totale Erweiterung ¢" : {0,1}7? — {0,1} von g und mindestens ein € € Dy mit

e, o en) Z 9" (" (€1, €p)s €pi1y-- -y En)-

Zu g': Dy —{0,1}, g|p, = ¢ gibt es eine totale Erweiterung g" : {0, 1}r*m? — {0,1} von

g', eine totale Erweiterung o : {0,1}? — {0,1}" von a und mindestens ein € € Dy mit

fler, - sen) Z 9" (" (€1, 1 €p)s €pi1y-- -y En)-

Satz 3.7 besagt also, daf} sich bei den definierten Zerlegungs— und Zusammensetzungsfunk-
tionen o und g die don’t care-Mengen nicht mehr erweitern lassen. Die don’t care-Mengen
sind maximal gewihlt.

Bewelis:

Zusammensetzungsfunktion: Wihle € € D, beliebig. (Falls D, = 0, ist die Aussage ohne-
hin bewiesen.)
Z.2.: Es gibt g" : {0,1}" 774" — {0,1} mit ¢"|p\(y = g\Dg\{e}’ o {0, 1} = {0,1}"
mit o|p, = a, und (d1,...,9,) € {0,1}7, so daB (61,...,0p, €41, -, €n—pir) € Dy
und ¢"(€1, ..., €, €1y - ooy Enpir) = g (" (01, ..., 0p), e,.+1, ey En—pir)
F f(015 300, €ty vy Enpir)-

2Tst v > 1, so ist fiir alle PK; wegen der ,lokalen Optimalitéiitseigenschaft von PK PK; \ dc_set # {).
Es gilt namlich fiir alle € € de_set € ~ § fiir alle 6§ € {0,1}?. Wire PK; \ dc_set = ), so wire PK; C dc_set
und fiir beliebiges 1 < j < v mit j # ¢ wére € ~ ¢ fiir alle e € PK; und § € PKj. Folglich wire die lokale
Optimalitétseigenschaft von PK verletzt.
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v>1: Dae € Dy, gibtes PK; € {PKi,...,PK,} mita '(e1,...,€6) = PK;\dc_set.
AuBerdem muf es ein § € PK; geben, so da8 (61,...,0p, €41, ., €n—pir) € Dy,

denn sonst wire (€,11, ..., €n—pir) ¢ D(cofpk,;) und somit nicht e € D,. Falls § €
dc_set, wihle o/(0) = (ey,...,€.). Wahlt man ¢"(e1,..., €, €41, ..., €npir) =
f(61,-..,0p, €41, -, En—pir), dann gilt
g"(a’”(dla ) 5p): €Ertls--- aen—p—H") = g”(fla s 6y Crgl, - aen—p+r)
= .f(éla Tt 5;05 Ertls-- -y enfp-H")-

v=1: Esgiltr =0und f(z1,...,Zp, Y1, s Yn—p) = 9(Y1, - - -, Yn—p) fiir (z1, ..., Tp, v1,
. yn—p) € Df.
Es mu8 (61, ...,d,) geben mit (61,...,0p,€1,...,€,p) € Dy, dasonst (e1,...,€,p)
¢ D,. Wé&hlt man ¢"(e1,...,€,p) = f(d1,...,0p,€1,...,€_p), so gilt offensicht-
lich ¢"(€1,...,€n—p) # f(O15--,0p, €1, -, €n_p)-

Zerlegungsfunktion: Wihle € € D,, beliebig. (Falls D, = (), ist die Aussage ohnehin bewie-
sen.)
Z.z.: Bs gibt o : {0,1}? — {0,1}" mit &”|p,\{e} = @|pa\ieyr 97 ¢ {0,117 — {0, 1}
mit ¢"|p, = g und (01,...,0n—p) € {0,1}"7P, so daB (e1,...,€,01,...,0n—p) € Dy
und ¢" (" (€1,...,€p), 01,y 0n_p) # fl€1, .o €p 01,y On_p).

v<2': Es muB (d1,...,0,_,) geben mit (e,...,€,01,...,0,—p) € Dy, da sonst
(61,...,6p) ¢ Da.
Sei (ai,...,a;) ¢ Im(a).
Wihle o (¢) = (ay, - - ., a,).
((Ll,...,ar,él,...,én,p) ¢ Dg.
Wihle g"(al, .. -aav'aéla .. 'aénfp) = f(ﬁl, c. ,ép,él, .. ':dnfp)'

= J"(&"(e1,-.16), 01, ey 0n—p) = ¢"(a1,...,ar,01,...,0n—p)
== f(el, <.y €p,y 51, ce ,(Sn_p).
v=2": Wegen € € D, gibt es ein PK; € PK, so dafl cofpk, keine Erweiterung von
fur,. a0 ist. Es gibt also ein § € {0,1}"77, so dafl (e1, ..., €, 01,...,0,p) € Dy
und 6 ¢ D(cofpk;) oder cofpk; (81, .-, 0n—p) # €1, €, 01, Onp).
Sei a(PK; \ de_set) = (a\?,...,a).
Falls 6 ¢ D(cofpk,) definiere

g"(agi), IO TR S B NP S S N
ansonsten gilt ebenfalls
g"(agi), o dD 8 6, = g(agi), a8y )
= cofpi,(01,--.,0n—p)
= fler, - s 6,01,y 0n_p)-
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Wihle dann o (eq, ..., €y) = (agi), ...,a®), so daB

9" (e1, .., 6p), 615, 00y) = '@, aD 61, 60 ,)
== f(el,...,ep,51,...,5n_p).

O

Bemerkung 3.5 Satz 3.7 besagt, daff man bei der angegebenen Definition von Zerlegungs—
und Zusammensetzungsfunktionen die don’t care—Menge nicht mehr erweitern darf. Es ist
allerdings zu beachten, daf$ in Satz 3.7 a als Funktion in mehreren Ausgingen definiert
wurde, d.h. fir alle o; (1 < i < r) die gleiche Definitionsmenge D,, = D, vorausgesetzt
wurde. Geht man von dieser Voraussetzung ab, so kénnen die don’t care—Mengen von «;
gegebenenfalls noch erweitert werden.

Beispiel 3.9 Abbildung 3.12 zeigt eine Zerlegungsmatrix hinsichtlich {z1,z9,z3}. Eine
mogliche Losung von ,,Partition into Cliques® lautet

{{(000), (001)}, {(010), (011)}, {(100), (101)}, {(110), (111)}}.

Pk PK> PKs PKq
Die Kodierung der Klassen PK; (1 < i < 4) wird so gewéhlt, da8 «(PK;) = (00),
a(PKy;) = (01), a(PK;) = (10) und «(PK,;) = (11). Nach Satz 3.7 darf man bei
a = (a1,a) keine don’t care—Stellen hinzufiigen. Wie man leicht sieht, ist es jedoch
moglich, sowohl fiir «; als auch fiir ap D(a;) = {0,1}3\ {(000)} (i = 1,2) zu definieren.
Es ist aber nicht moglich, gleichzeitig fiir oy und ay (000) als don’t care-Stelle festzulegen,
da f(00011) # f(11111).

3.3 k—seitige Zerlegungen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man zweiseitige Zerlegungen (oder allgemein k—
seitige Zerlegungen mit k& > 2) auf eine Folge von einseitigen Zerlegungen zuriickfiihren
kann.

k—seitige Zerlegungen mit & > 2 spielen eine Rolle bei der Ausnutzung von Symmetri-
en Boolescher Funktionen (vergleiche auch Abschnitt 3.5). Ist eine Boolesche Funktion f
symmetrisch in einer Partition {u1,. .., ux} der Menge X = {x1,...,z,} ihrer Eingangs-
variablen und sind die Mengen p; ausreichend grof3, so wird im implementierten Logiksyn-
theseverfahren f k—seitig hinsichtlich der Variablenpartition {1, ..., ux} zerlegt. Es gibt &
Zerlegungsfunktionen (mit mehreren Ausgéngen), die Zwischenergebnisse auf den Mengen
p1 bis py berechnen. In Kapitel 4 wird beispielsweise ein partieller Multiplizierer vorge-
stellt, bei dem k—seitige Zerlegungen hinsichtlich einer Partition in Mengen symmetrischer
Variablen ausgenutzt werden.
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X| 0011
Xs 0101
X XX

(a,0,) 000 0000
@0)1 ) 001 0000
o 010 0100
wl)t ) 011 0100
a.0,) 100 1000

10) ¢&—=
( )( ) 101 1000
ad,) 110 1100

11) ¢&—=
(11 111 1101

Abbildung 3.12: Zerlegungsmatrix zu Beispiel 3.9.

Fiihrt man zweiseitige Zerlegungen partieller Boolescher Funktionen hinsichtlich einer Va-
riablenaufteilung { X, X®} zuriick auf eine Folge zweier einseitiger (kommunikationsmi-
nimaler) Zerlegungen, so ist die Anzahl der Zerlegungsfunktionen, die von X bzw. X®
abhingen, davon abhingig, ob man zuerst hinsichtlich X! oder zuerst hinsichtlich X ®
zerlegt. Dies wurde schon anhand von Beispielen zur (heuristischen) Losung des Problems
ZKM fiir zweiseitige Zerlegungen durch eine Folge zweier Losungen des Problems EKM fiir
einseitige Zerlegungen in Abschnitt 3.2.2 deutlich.

Auch wenn die urspriingliche Funktion f total ist, kann bei der Zerlegung hinsichtlich ei-
ner Variablenteilmenge X (Y die Zusammensetzungsfunktion partiell sein (wenn vz(X®, f)
keine Zweierpotenz ist). Aus diesem Grund stellt sich die Frage, ob sich zweiseitige Zer-
legungen (oder allgemein k-seitige Zerlegungen (k > 2)) totaler Funktionen ohne Pro-
bleme auf eine Folge von einseitigen Zerlegungen zuriickfiihren lassen bzw. ob die Anzahl
der benétigten Zerlegungsfunktionen auf einer bestimmten Variablenteilmenge dabei un-
abhéngig ist von der Reihenfolge der einseitigen Zerlegungen. Aus Satz 3.9 geht hervor,
daf dies tatséchlich der Fall ist.

Definition 3.9 (k—seitige Zerlegung)

Fine k—seitige (disjunkte) Zerlegung (k > 2) einer Booleschen Funktion f € B, mit
den Eingangsvariablen x,, . .., x, hinsichtlich einer Partition {XM, ... X®)} der Menge
der Eingangsvariablen ist eine Darstellung von f in der Form

flzy, ... xn) =
1 k
g(ag )(wll,...,xlpl),...,oz,q)(xll,...,xlpl),...,ag )(:ckl,...,:ckpk),...,oz,(,’:)(xkl,...,xkpk)),

wobei X = {ir, -y, b, pi > 1 fiir 1 <4 < k.
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Satz 3.8 Sei f eine Funktion aus B, mit den Eingangsvariablen x1,...,x,. Dann gibt es
genau dann eine k-seitige Zerlegung von f hinsichtlich der Partition {XW, ... X®} der
Menge der Eingangsvariablen von der Form

f(xl,l...,xn)z )
g(ag )(xh,...,xlm),...,ozf,})(mh,...,xlpl),...,ag )(xkl,...,xkpk),...,af,’]:)(xkl,...,xkpk)),
wenn

r; > log(vz(X9, f)) V1 < i < k.

Satz 3.8 ergibt sich aus Satz 3.9, aus dem dariiber hinaus folgt, dal man k-seitige Zerlegun-
gen auf eine Folge von k einseitigen Zerlegungen zuriickfiihren kann, so dafl die Reihenfolge
der einseitigen Zerlegungen fiir das Ergebnis nicht relevant ist. Zuriickzufiihren ist dies auf
die spezielle Struktur der sich ergebenden don’t care-Mengen bei den einzelnen Zusam-
mensetzungsfunktionen.

Im nun folgenden Satz 3.9 ist zunédchst in den Voraussetzungen nochmals genau festgehal-
ten, wie bei einer Folge von k einseitigen Zerlegungen die Zerlegungen auf den einzelnen
Stufen (nach dem Verfahren aus Satz 3.7) auseinander hervorgehen. Der Beweis des Sat-
zes erfolgt induktiv und ist fiir den allgemeinen Fall von k-seitigen Zerlegungen relativ
technisch. Daher soll vorher die Idee, die spezielle Struktur der resultierenden don’t care—
Mengen auszunutzen, anhand eines Beispiels fiir eine dreiseitige Zerlegung verdeutlicht
werden:

Beispiel 3.10 Eine Funktion f € Bg soll hinsichtlich der Partition {{z1, z2, 23}, {x5, 26},
{z4}} zerlegt werden. f ist durch folgende Zerlegungsmatrix hinsichtlich {x;, zy, 3} defi-
niert:

x| 00001111
Xs| 00110011
Xs| 01010101
XlX2X3
9 x| 00001111
000 11/11/00/00 § 89%%89%%
(00, J ool 11|11/00/00 ¢
2 aa
©0) 010 11/11/00/00
(0, L011 11/11/00/00 00 11/11/00/00
(01) «——{ 100 11/00|11/00 01 11/00l11{00
(aa) [101 11111122 10 1111p11ja 1
(1)) e——< 110 11(11)11}21 11 DOoOodoo
111 111102121

Die Zerlegung soll auf eine Folge von einseitigen Zerlegungen zuriickgefiihrt werden. Im
ersten Schritt wird hinsichtlich {z1,x9,z3} zerlegt. Die entsprechende Zerlegungsmatrix
der Zusammensetzungsfunktion g ist in der obigen Abbildung neben der Zerlegungsmatrix
fiir f dargestellt. Es ist klar, da} die Anzahlen verschiedener Spalten in den Zerlegungs-
matrizen von f und g gleich sein miissen. Die Zerlegungsmatrizen lassen sich schematisch
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wie folgt darstellen (es gibt jeweils 4 Blocke von 2 gleichen Spalten):

x| 00001111
X| 00110011
x| 01010101
173273 .
9 x| 00001111
Rt
001 g
010
011 ) 00
100 A B CD 01 AlBl CIDI
101 10
110 11
111

Die Zusammensetzungsfunktion wird nun weiter hinsichtlich {z5,z¢} zerlegt. Zerlegungs-
matrizen fiir die Zerlegung sowohl von f als auch von g hinsichtlich {z5,z¢} (hier mit x5
und zg als Variablen der Spalten) sind in der folgenden Abbildung angegeben:

f: X 0011
Xs| 0101
XX XXz
0000 1111
0001 1111
0010 1111 g
. X
0011 | [1111 x| 9931
0100 11/00 X2
0101 1111
0110 1111 882 iiéé
0111 1111
— 010 11[11
1101 1111
1110 1111
1111 1111

Die Anzahl der verschiedenen Spalten bei der Zerlegung von ¢ hinsichtlich {x5, 26} stimmt
mit der Anzahl der verschiedenen Spalten bei der Zerlegung von f hinsichtlich {z5, 26}
iiberein. Dies ergibt sich aus der folgenden schematischen Darstellung der beiden Zerle-
gungsmatrizen:
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f Xs| 0011
s| 0101
X XXX
0000
0001
0010 9 x| 0011
0011 AlB X 0101
0100 X288
0101
0110 882
0111 010 A’|B’
1000 ' 011
1001 100
1010
101 A,
1011 clo 110 C|D
1100 111
1101
1110
1111

Da bei der Zerlegungsmatrix fiir g in allen Spalten die don’t cares an den gleichen Stel-
len stehen, sind zwei Spalten genau dann kompatibel, wenn sie gleich sind. Verschiedene
Spalten kénnen also nicht durch Belegung von don’t cares zur Ubereinstimmung gebracht
werden. Bei dem bereits beschriebenen Zerlegungsverfahren werden daher auch keine don’t
cares bei der Bestimmung gemeinsamer Erweiterungen belegt. Die Anzahl der Zerlegungs-
funktionen bei Zerlegung von ¢ hinsichtlich {z5, 24} stimmt folglich mit der Anzahl der
Zerlegungsfunktionen bei der entsprechenden Zerlegung von f iiberein.

Diese Eigenschaften gelten allgemein fiir beliebige k—seitige Zerlegungen.

Satz 3.9 Sei f eine Funktion aus B, mit den Eingangsvariablen x1,...,z,. Sei {XW),
.., X®)Y eine Partition der Menge {x1,...,x,} der Eingangsvariablen. X® = {z; , ...,
xzpz} Sei 0.B.d.A. Tij = Ty~izt) firallel1 <i<k, 1<j<p; Sei g := f und fiir

=1

1 < i <k gehe ¢® aus g~ durch folgendes Verfahren (vgl. Satz 3.7) hervor:
Sei PK® = {PKli), ...,PK®} eine Partition von {0,1}¥, wobei fir die Mengen PKJ@
(1 < j < w)gilt € ~; § fir alle €,0 € PKJ@. (€ ~; 0 gilt genau dann, wenn in der
Zerlegungsmatriz Z® (X(i)) von ¢V die Zeile mit dem Index € in keiner Spalte eine 1
aufweist, in der die Zeile mit Index § eine 0 aufweist oder umgekehrt.) Fiir alle 1 < j < w;
sei cofpe = gem_erw({g's ) o |(er, ..., &) € PK}). Seir; = [log(vy)].

) 1 g

R X
Bei v; = 2" ses

- .
e V1< < i}
11 p;

de_set = {e € {0,1}" | cof,.» Erweiterung von g
J

und bet v < 2" ses

de_set = {e € {0,1}" | (g;i:l)zem)on = (giie;l)wfm)off = 0}.

i ipi i ip;
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Sei Dy = {0,1}Pi \ dc_set.
Sei die Zerlegungsfunktion o : D — {0,1}Y definiert durch
oD(PKY\ deset) = (af,...,a) (1 < j < ;)

) T

mit (@, ..., a®) # (a{™ .. Lal™) V1 < 1,m < v; mit 1 #m.

D — ~ (7) () (7) (7) (4)
Sei D) {(yl,...,yz;:llrj,al N ’Zl""’zzfzmpj) | (a7’ ..., a)) € Im(a™)
und (yi, - . "ij-:lTj’Zl’ .. "ZE;-C:HIPJ') € D(cofPKJ(i))}.

Die Zusammensetzungsfunktion ¢ sei definiert durch
g(z) : Dg(i) — {0, 1},

(%) i1 (7) (4) =
g (yl,...,yzjzlrj,a1 yo e Ol 21y )

j=it+1Pi
= Co @ \Yt, - - - =1 3R]y ..y Rk .
PKJ- (y ’ ) yszl T ’ ’ ’ Ej:i+1pj)

Dann gilt:
D, = {(¢V ) el? e e €
g(z) 1 9> BRI = IR ,1,...,2,’;:

A » Cpy ;
¢ j=it1Pi

(..., éd)) € Im(al?) (V1 < j < 4), (e, - ) € {0, 1} Zs=inPi},

Ex—k
’ Z]’:H_lpj

Firk>j>i>1:

(%) O (-1  _ (1) _
gwn v; — Y5 op; — gwfl v =9 51 v — fmfl...ze.pj o fw‘sl w‘s”j
1 ij zjl...szj TR jl’j zjl...acjpj J1 Jpj J1° jpj

und firk > 45 >1>0: o .

Beweis: Beweis durch Induktion iiber 2:
1 =0:
Do = Dy = {0,1}".
vkk(XD g = vkk(XYD, f) = vz(XY), f) VE > 5 > 0,
da f eine totale Funktion ist.

1—1— 1

e Nach Induktionsvoraussetzung gilt:
1 i1 i
Dy :{(eg)’... (1) ...,eg ),,.. eli=1) 61""’€Zf:ipj) |

S LA SEE

(egj), e ,eg)) € Im(aW) (V1 <j<i—1),(e,.. s gk ,) €10, 1}ijm}
j=i Pi
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€1

Nach Induktionsvoraussetzung ist also fiir alle Kofaktoren giiil)we,,i die Defini-
gy

tionsmenge die gleiche. Infolgedessen gilt fiir 1 < j < w;
|{ (i— 1) P |(€1, .. "Epi) € PK](Z)}| = ]_,

11 . ”-p1
und
co PEO = gem erw({g . le (1, ..., 6,) € PKJ(Z)})
= g(q .)mepi fiir beliebiges (€1, ..., €p,) € PK](.i).
11 ip;

Daher ist fiir alle 1 < 7 < wv;
_ (/D 1 (i-1) i—1
D(cofPKJ(_i)) ={(aq’,... ,651), R S ,652_71), €1y ey Z] 1+1p7)
(€, &) € Im(@®) (V1 < j <i=1), (1, e )€ {0, 1} Timnr?}.
j=i+1P

Mit der Definition von D, (siehe Satz 3.9) ist die Behauptung bzgl. D

bewiesen.
i i1 .
e 7.7. g(E) Ep.zg() 5,<:>g(6 ). —g( )5, fiir 7 > 4.
ztx Y 21 P l.a b 221 P
Jl ]pj g1 jp] J1 Jp] ]1 - ]pj

= Fiiralle e®) € Im(a®) (1 <1<i—1),e® € {0,1}7 (i <1 < k1 # j) gilt:
QDD ) ) G ()
_ (D, D Q@) D ¢ D) by
Vorauss: q@ (V) €7D q@(ed) 07D 5 0+ )

= gD T O U g D),

Aus dem vorhergehenden Punkt des Beweises folgt, dafl

D(g(e1 )zspj ) D(g(zt51 l)m‘spj )

-]1 . Jp] i Jp]
und damit
(i-1) _(i-1)
g e A 9 s Sp;°
T - inj h .xjpj

«=: Fiiralle ) € Im(a®W) (1 <1<4),e® € {0,1}? (i+1 <1<k, #j) gilt:

g(Z) (6(1), cen 6(171)’ 6(1)’ . ,6(]71), 6’ 6(]+1), e 6(k)) —
— g(ifl)(e(l), G (a(i))fl(e(i)), o €97 e gt €(lc))
Vorauss. g(ifl)(e(l)’ o 6(ifl) (a(i))fl(ﬁ(i))’ . e(jfl), 5’ 6(j-H) . e(k))

= gOED, D O 5 U k)

bl
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Aus Teil 1 des Beweises folgt

D(g(’? €p;j ) = D(g(zg) op; )

i1 Ving Ty e inj
und damit
() _ @
g €1 v g Fy Sp; *
Z. ..T. ol .Y
J1Ipj J17"ipj

Nach Induktionsvoraussetzung gilt demzufolge:

(@) _ @ _
gzel 2P gw(sl 3pj <~ fmf} 22 f 5, Spj-

i1 Civ; i1 ...wjpj 17 Vin; i1 Tip;

Fiir beliebige €,d € {0,1}?s ist D(g? xs',,j) = D(g(?1 5, ) (8.0.).
Jl... .].p‘] ﬂ:]:l..- ]])]
Folglich gilt € ~; § genau dann, wenn g:f,)l... w; = gi? on und somit ist
17 %in; i1 Tip,

vkk(XW, g®) = 02(XD f)VE>j>i>0

bewiesen.

O

Aufgrund des gerade bewiesenen Satzes kann man k—seitige Zerlegungen totaler Funktionen
durch eine Folge von k einseitigen Zerlegungen durchfiihren. Das Ergebnis dndert sich nicht
durch Anderung der Reihenfolge der einseitigen Zerlegungen.

Auch fiir die k-seitige Zerlegung partieller Funktionen kann man das angegebene Resultat
nutzen: Setzt man voraus, daff die vorhandenen don’t cares schon vor der Zerlegung (ent-
weder zur Herstellung starker Symmetrien oder zur Kommunikationsminimierung) belegt
worden sind, so kann man fiir die erhaltene totale Erweiterung eine k—seitige Zerlegung
durch eine beliebige Reihenfolge von k einseitigen Zerlegungen durchfiihren (ohne daf die
Reihenfolge einen Einflu§ auf das Ergebnis hat). Belegt man allerdings die don’t cares
noch nicht alle vor Durchfiihrung der k-seitigen Zerlegung, so hat das Verfahren den Cha-
rakter einer Heuristik: Durch unterschiedliche Belegung der verbleibenden don’t cares bei
unterschiedlicher Reihenfolge der k einseitigen Zerlegungen kann man zu unterschiedlichen
Resultaten gelangen (vergleiche Beispiel 3.7, Seite 115).

3.4 Zerlegungen von Funktionen mit mehreren Aus-
gangen

Die Effizienz guter Realisierungen Boolescher Funktionen beruht hiufig gerade auf der Tat-
sache, daf} gleiche Teilschaltungen ,, mehrfach verwendet“ werden. Die Identifizierung von
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Y Y Y
YY YV

Y
%
v

Abbildung 3.13: Identifizierung mehrfachverwendbarer Schaltungsteile.

Teillogik, die in mehreren Schaltungsteilen mit Vorteil verwendet werden kann, ist eine fun-
damentale Aufgabe der mehrstufigen Logiksynthese (siehe Abbildung 3.13). Bei Funktionen
mit mehreren Ausgéingen werden die einzelnen Ausgangsfunktionen nicht getrennt reali-
siert, sondern Ergebnisse, die von Teilschaltungen der Realisierung einer Ausgangsfunktion
berechnet werden, werden bei der Realisierung anderer Ausgangsfunktionen mitverwendet.

So ist es bei dem Zerlegungsverfahren ebenfalls nicht ratsam, bei Funktionen f € B,
(m > 1) mit mehreren Ausgéngen die einzelnen Ausgénge getrennt als Funktionen fi, ..., fi
in einem Ausgang zu realisieren. Um bei Zerlegungen Boolescher Funktionen gleiche Teil-
schaltungen bei der Realisierung mehrerer Ausgangsfunktionen zu benutzen, werden in
der vorliegenden Arbeit Zerlegungsfunktionen berechnet, die gleichzeitig bei der Zerlegung
mehrerer Ausgangsfunktionen verwendet werden konnen (vgl. Abbildung 3.14).

Die Identifizierung mehrfachverwendbarer Teillogik ist bei der mehrstufigen Logiksynthese
von enormer Wichtigkeit. Der vorliegende Abschnitt behandelt Losungen fiir dieses Pro-
blem im Zusammenhang mit Zerlegungen Boolescher Funktionen. Aus diesem Grund sind
die in diesem Abschnitt vorgestellten Resultate auch als eine der wesentlichen Leistungen
dieser Arbeit zu betrachten.

Fiir die praktische Anwendbarkeit der Ergebnisse ist es von grofler Bedeutung, dafl die
Verfahren nicht wie in einer friitheren Version aus [MS94] nur fiir Zerlegungsmatrizen bzw.

Funktionstabellen formuliert werden konnten, sondern auf ROBDDs als Datenstruktur ar-
beiten (vgl. [SM94] und [SM95b]).

Der Abschnitt beginnt mit einer kurzen Vorstellung der hier gewihlten Vorgehensweise
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Abbildung 3.14: Zerlegung von Funktionen mit mehreren Ausgingen.

anhand eines kleinen Beispiels. Dabei wird verdeutlicht, wie bei der Zerlegung von Funk-
tionen mit mehreren Ausgéingen Freiheiten bei der Wahl der Zerlegungsfunktionen aus-
genutzt werden kénnen, um mehrfachverwendbare Teillogik (in Form von gemeinsamen
Zerlegungsfunktionen mehrerer Ausgangsfunktionen) zu erzeugen.

Danach wird das Verfahren zur Bestimmung geeigneter Variablenaufteilungen bzw. Va-
riablenteilmengen zur Zerlegung aus Abschnitt 3.1.4 verallgemeinert auf Funktionen mit
mehreren Ausgéngen.

Der n#chste Teilabschnitt stellt den Kern des vorliegenden Abschnitts dar. Nach einer
Untersuchung der Komplexitidt des Problems, gemeinsame Zerlegungsfunktionen mehre-
rer Ausgangsfunktionen zu bestimmen, wird schlieffilich ein Algorithmus zur Berechnung
gemeinsamer Zerlegungsfunktionen hergeleitet. Hierbei stellt sich heraus, daf die Beschrén-
kung auf gemeinsame, strikte Zerlegungsfunktionen nicht nur der Erhaltung von Struktur-
eigenschaften der urspriinglichen Funktionen dient (vergleiche Abschnitt 3.1.3.3), sondern
auch erheblich zur Beschleunigung der Berechnung beitragen kann.

Der Abschnitt wird abgeschlossen mit der Entwicklung eines Verfahrens zur Belegung von
don’t cares in Hinblick auf die Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen. Zu diesem
Zweck wird das Verfahren zur Minimierung der Anzahl der benétigten Zerlegungsfunktio-
nen aus den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3 zur Anwendung auf Funktionen mit mehreren
Ausgingen modifiziert. Schliefflich konnte fiir das resultierende Verfahren gezeigt werden,
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daf} es mit dem urspriiglichen Verfahren zur Minimierung der Anzahl von Zerlegungs-
funktionen vertriglich ist: Seine Ergebnisse werden nicht zerstort, falls danach noch das
Verfahren aus den Abschnitten 3.2.2 bzw. 3.2.3 angewendet wird.

Die grundsétzliche Vorgehensweise in diesem Abschnitt wird durch Beispiel 3.11 illustriert:

Beispiel 3.11 Gegeben sei eine Boolesche Funktion f aus By s mit fi(x1, ..., 24) = Taroxs+
T4 (21D12), fo(m1, ..., x4) = To(x1DT2)+24(xo+x3) und f3(21, ..., 24) = Ta(T2+x3) +1124.
f1, fo und f3 werden jeweils hinsichtlich der Variablenteilmenge {z1,z2, 23} zerlegt (vgl.
Abbildung 3.15). Es treten jeweils 4 , Verbindungsknoten“ auf, so dal man je 2 Zerle-
gungsfunktionen bendétigt. Bei der Kodierung der Verbindungsknoten bzw. der zugehorigen
Klassen aus {0,1}® hat man allerdings noch Freiheiten: In Abbildung 3.15 ist eine Kodie-
rung angegeben, die zu der ebenfalls in Abbildung 3.15 gezeigten Realisierung fithrt. Man
erkennt, daf} bei dieser Kodierung alle Zerlegungsfunktionen agl), agl), a?), a§2), a§3) und
a§3) paarweise verschieden sind.

Ziel ist es nun, die Kodierung so zu wihlen, dal moglichst viele Zerlegungsfunktionen von
den Ausgangsfunktionen f;, fo und f5 gemeinsam verwendet werden konnen. Abbildun%

3.16 zeigt eine solche Kodierung. Bei dieser Kodierung sind die Zerlegungsfunktionen agl

und oz?) bzw. 0452) und a?) paarweise identisch und miissen daher nur einmal realisiert

werden.

In dem Verfahren zur Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen, das in Abschnitt
3.4.2.1 vorgestellt wird, werden im Gegensatz zu anderen Losungen wie z.B. in [HOI89]
nicht Teilfunktionen miteinander verglichen in der Hoffnung, daf einige dieser Teilfunk-
tionen zufillig gleich sind, sondern es wird darauf hingearbeitet, gleiche Teilfunktionen zu
erhalten. Kodierungen wie die im obigen Beispiel werden berechnet mit dem Ziel, moglichst
viele Zerlegungsfunktionen in der Zerlegung mehrerer Ausgangsfunktionen gemeinsam ver-
wenden zu konnen.

Das Vorgehen ist nicht nur bei der Bearbeitung von Booleschen Funktionen mit mehreren
Ausgingen von Bedeutung. Auch wenn eine Funktion urspriinglich nur einen Ausgang hat,
so treten bei der rekursiven Anwendung des Zerlegungsverfahrens auf ihre Zerlegungsfunk-
tionen im allgemeinen Funktionen mit mehreren Ausgéngen auf.

Anstatt die einzelnen Ausgangsfunktionen kommunikationsminimal zu zerlegen und dabei
darauf zu achten, dafl moglichst viele Zerlegungsfunktionen gemeinsam verwendet werden
konnen, konnte man auch daran denken, die Funktion mit mehreren Ausgingen als Ganzes
kommunikationsminimal zu zerlegen (vergleiche auch [LPV94]), d.h. zu f € B,,, eine

Zerlegungsfunktion o € B, , und eine Zusammensetzungsfunktion g € B,,_,, , zu suchen,
so dafl

f@, T Tpprs -5 Tp) = glaa (1, oo, )y o, (X1, oy X))y Tpgty - - -5 X)) (X)

Die Anzahl der benétigten Zerlegungsfunktionen ergibt sich auch hier anhand der Zer-
legungsmatrix von f. Die Eintrige in der Matrix sind hierbei nicht Elemente aus {0, 1},
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f: f,:
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Abbildung 3.15: Zerlegung der Beispielsfunktion aus Beispiel 3.11. fi(z1,...,24) =
Tatos + Ta(T1 @ T2), fo(w1,...,24) = Ta(x1 ® 2) + 24(22 + 23) Und f3(21,...,24) =
Ta(xo + x3) + T124.

sondern aus {0,1}™. Fiir die Funktion aus Beispiel 3.11 sieht dann die Zerlegungsmatrix
hinsichtlich {z1, 29, z3} folgendermafien aus:

T4 0 1
000 |(000) (000)
001 |(001) (010)
010 |(011) (110)
011 |(111) (110)
100 |(010) (101)
101 |(0o11) (111)
110 |(001) (011)
111 |(101) (011)

Analog zum Beweis von Satz 3.1 sieht man, daf} sich die minimale Anzahl von Zerlegungs-
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0,00 (01 (1,00 (11 (0,00 (0,1) (1,00 (11)

ED Xl X2 X2 X3 Xl
X2X3 X 4 $ X4 # X4

\
— — | —= |
0 1 0 1 0 1
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| | |
f, f, f,

Abbildung 3.16: Zerlegung der Beispielsfunktion aus Beispiel 3.11. Es wurde eine andere
Kodierung gewéhlt wie in Abbildung 3.15.

funktionen in einer Zerlegung von f der Form (%) ergibt als [log(vz)], wobei vz die Anzahl
der verschiedenen Zeilenmuster in der Zerlegungsmatrix ist. Das Problem, das man bei
Zerlegungen dieser Art hat, besteht allerdings darin, dafl man (insbesondere bei gréfierem
m) auch bei praktisch interessanten Funktionen nur selten nichttriviale Zerlegungen findet.
Auch bei der Funktion aus Beispiel 3.11 hat man 8 verschiedene Zeilenmuster und damit 3
Zerlegungsfunktionen. Jeder Wert aus {0, 1}® muf also durch einen eindeutigen Wert aus
{0, 1} kodiert werden. Wihlt man als Kodierung die Identitéit auf {0,1}3, so erhiilt man
die Realisierung in Abbildung 3.17. « ist die Identitéit, die Zusammensetzungsfunktionen
g; sind gleich f; (i = 1,2,3) und man hat durch die Zerlegung nichts gewonnen. (Wiirde
man eine andere Kodierung wihlen, so sind die Zusammensetzungsfunktionen g; evtl. sogar
noch komplexer als f;.)

Aufgrund der Schwierigkeit, nichttriviale Zerlegungen zu finden, sind Zerlegungen vom Typ
(%) nur in seltenen Fillen (insbesondere bei kleinem m) empfehlenswert und hier wird von
solchen Zerlegungen fiir Funktionen mit mehreren Ausgingen abgesehen.

Das vorgeschlagene Verfahren, bei der Zerlegung der Ausgangsfunktionen fi, ..., f,, ei-
ner Funktion f € B, , nach gemeinsamen Zerlegungsfunktionen zu suchen, ist nur dann
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X4 Xl X2 X3 X4 X4
NN\ \
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f, f, fs

Abbildung 3.17: Zerlegung der Funktion aus Beispiel 3.11 (alle Ausgéinge gemeinsam).

anwendbar, wenn die Zerlegung der Ausgangsfunktionen hinsichtlich der gleichen Varia-
blenaufteilung erfolgt. Es ist jedoch nicht vorteilhaft, diese Forderung in jedem Fall auf-
rechtzuerhalten. Es kann vorkommen, dafl die Anzahl der Zerlegungsfunktionen, die bei
einer bestimmten Variablenaufteilung notwendig sind, fiir eine der Ausgangsfunktionen
minimal ist, fiir andere Ausgangsfunktionen aber sehr weit vom Minimum entfernt liegt.
Daher werden die Funktionen fi,..., f,, durch eine Heuristik in Gruppen eingeteilt, wo-
bei alle Funktionen aus einer dieser Gruppen hinsichtlich der gleichen Variablenaufteilung
zerlegt werden. Die Gruppen werden gerade so gewihlt, dafl die Anzahl der Zerlegungs-
funktionen, die bei Zerlegung hinsichtlich dieser Variablenaufteilung notwendig sind, fiir
keine Funktion aus der Gruppe allzu stark vom Minimum abweicht. Im néchsten Abschnitt
wird ein Verfahren angegeben, das die Ausgangsfunktionen in Gruppen einteilt und zu
jeder Gruppe eine Variablenaufteilung wihlt. Im darauffolgenden Abschnitt wird ein Ver-
fahren angegeben, das die Ausgangsfunktionen aus einer solchen Gruppe hinsichtlich der
gewdhlten Variablenaufteilung zerlegt und dabei moglichst viele mehrfach verwendbare
Zerlegungsfunktionen berechnet.

3.4.1 Ausgangspartitionierung und Wahl einer geeigneten Varia-
blenaufteilung

In diesem Abschnitt wird bei der Bestimmung einer geeigneten Variablenteilmenge, hin-
sichtlich der zerlegt werden soll, angenommen, dafy die Méchtigkeit p dieser Variablenmenge
noch nicht festgelegt worden ist. Ein analoger Algorithmus fiir festes p 148t sich leicht aus
dem vorliegenden Algorithmus herleiten.

Zunéchst wird das Verfahren aus Abschnitt 3.1.4 zur Bestimmung einer giinstigen Varia-
blenteilmenge fiir jede Ausgangsfunktion fi,..., f,, getrennt durchgefiihrt. Im Verlauf des
Verfahrens fiir Ausgangsfunktion f; werden fiir jede Variablenordnung <4, die durch
das greedy-Verfahren erzeugt wird, und jedes 2 < p < n — 1 die geschitzten Kosten
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est_costy(<inder) bestimmdt.

Da man zur Bestimmung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen nach Moglichkeit verschie-
dene Ausgangsfunktionen hinsichtlich der gleichen Variablenteilmenge zerlegen will, wahlt
man zur Zerlegung einer Funktion f; allerdings nicht die Variablenteilmenge (Variablen-
ordnung mit optimalem p), die sich aus Anwendung des greedy—Verfahrens fiir f; ergeben
wiirde. Stattdessen werden sdmtliche Variablenordnungen, die im Verlauf der Verfahren
aufgetreten sind, (zusammen mit einem p € {2,...,n — 1}) als potentielle Kandidaten fiir
die Zerlegung von fi,..., f,, betrachtet.

Um evtl. Variablenordnungen (bzw. Variablenteilmengen) zu finden, die fiir alle Funktio-
nen fi,..., f. geeignet sind, wird noch ein greedy—Verfahren durchgefiihrt, bei dem die
geschiitzten Kosten fiir eine Variablenordnung <;nge, und ein p € {2,...,n — 1} sich als
Summe der geschétzten Kosten fiir die Zerlegung der einzelnen Ausgangsfunktionen erge-
ben. Auch diese Variablenordnungen werden zur Kandidatenmenge ® hinzugefiigt?.

Nun wird ausgehend von der Kandidatenmenge ® zu jedem f; eine Variablenordnung <;,gex
aus ® und ein p € {2,...,n—1} gewihlt, so da f; hinsichtlich {Zingeq(1), - - -  Tindea(p) } 2€T-
legt wird. Hierbei wird versucht — soweit dies nicht zu allzu grolen Verschlechterungen der
geschitzten Kosten fiithrt — moglichst viele Ausgangsfunktionen hinsichtlich der gleichen
Variablenaufteilung zu zerlegen. Die Einteilung von fi, ..., f,, in Gruppen mit zugehoriger
Variablenteilmenge wird durch folgenden Algorithmus durchgefiihrt:

Eingabe: e Eine Menge F = {fi,..., fin} von Funktionen aus B, (n > 4).
e Eine Menge ® von Variablenordnungen. Fiir jede Variablenordnung <;,g4e, aus
P, jedes 2 <p<n—1und jedes 1 <i<m:
Geschitzte Kosten est_costg)(<mdew) fiir eine Zerlegung von f; hinsichtlich
{xindem(l)a - al‘indeac(p)}4-

Ausgabe: Eine Einteilung der Funktionen in F' in Gruppen Gy, ...,G, mit Ui<i<,G; = F
und G; NG, = 0 fiir ¢ # j. Zu jeder Gruppe G; gehort eine Variablenteilmenge Xi(l),
hinsichtlich der die Funktionen aus G; zerlegt werden sollen.

Algorithmus:
1 g:=20
2 Y fi € F : min_cost® := min({est_costz(,i)(<,~ndez) | <indez€ ®,2<p<n-—1})
3 while F # () do
4 g=9g+1
5 Wihle f; € F mit min_cost'®) > min_cost¥) Vfje F
6 Seien <indez.,, Und popr mit min_cost'? = est_costi(,?pt(ﬁndewapt)
7 G, = {fi}
8 F:=F\{f:}

3Tst n sehr klein, so wird man & als die Menge aller moglichen Variablenordnungen wihlen.
“Hier werden einseitige Zerlegungen betrachtet. Analog 148t sich ein Algorithmus fiir zweiseitige Zerle-
gungen angeben.
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9 X_tgl) = {xindezopt(l)a <o s Lindexopy (popt)}
10 gruppe_beendet := false
11 while ((gruppe_beendet = false) and (F # 0)) do
12 /*EsgelteGg:{fil,...,fik}*/
13 Bestimme f; € F, <indegn.. € ® und 2 < ppey, <n—1, so daB
14 % ((Zf:l eSt—COStI()znle)m (<indezneu)) + eSt—COStéjn)eu (<'indea:neu )) -
15 M (Ele est_costgfgt (<,~ndezom)) + min_cost'9) minimal ist.
16 if (Ww ((Ef:l eSt—COStg,fzu (<indezneu)) + eSt—COStI()Jn)eu (<indezneu)) <
17 M (Zle est_cost,(,z‘fgt (<indez0pt)) + min_cost(j))
18 /* Wenn die geschitzten Kosten fiir eine Realisierung der Funktionen aus G|,
19 mit f; zusammen nicht hoher sind als bei einer getrennten Realisierung
20 der Funktionen aus G, (mit der auf G, optimierten Variablenaufteilung)
21 und f; (mit der fiir f; optimalen Variablenaufteilung) */
22 then
23 <indemapt =<indezneu
24 Popt = Pneu
25 Gy :=G,U{f;}
2 Fi=F\{f;}
27 X.él) = {mindemopt (1)s -y Tindexope (popt)}
28 else
29 gruppe_beendet := true
30 fi
31 od
32 od

Der Algorithmus geht von einer aktuelle Gruppe G, von Funktionen aus, die zusammen
hinsichtlich der Variablenteilmenge {Zindesp(1); - - - » Tindewops (pope) } 2€Tlgt Wiirden und ver-
sucht im Durchlauf der Schleife in den Zeilen 11-31, eine weitere Funktion f; zu Gy hin-
zuzufiigen. Die Funktion f;, die neue Variablenordnung <inges,., und ppe, werden dabei
so gewihlt, dafl der geschéitzte Gewinn maximiert wird, der durch Logiksharing bei Zerle-
gung (hinsichtlich der Variablenteilmenge {Zindeane, (1) - - - + Tindewnen(prew) }) der Funktionen
aus Gy U f; entsteht (im Vergleich zu einer getrennten Zerlegung der Funktionen aus Gy
hinsichtlich {Zinderop(1)s - - - > Tindewops (popr) } UNd der Funktion f; hinsichtlich der fiir f; be-
sten Variablenteilmenge) (Zeilen 13-15 des Algorithmus). (Bei der Abschiitzung ist sharing
wie in Abschnitt 3.1.4 eine streng monoton wachsende Funktion mit sharing(k) < k, z.B.
sharing(k) = (k)¢ mit 0 < ¢ < 1.) Gibt es eine Funktion f;, so daf8 sich bei Aufnahme
von f; in G4 eine Verringerung der geschétzten Kosten ergeben wiirde (Zeilen 16-17), so
wird f; zur Gruppe G, hinzugefiigt, ansonsten wird mit dem Aufbau einer neuen Gruppe
begonnen.

Am Ende des Algorithmus wurden alle Funktionen einer Gruppe G; zugeordnet, wobei alle
Funktionen aus G; hinsichtlich der gleichen Variablenteilmenge XZ-1 zerlegt werden.

Es ist zu beachten, dal durch den obigen Algorithmus ausschliellich nichttriviale Zerlegun-
gen ausgewihlt werden. Der Grund liegt darin, dafl die Kostenabschéitzung fiir Zerlegungen,
die nicht nichttrivial sind, den Wert +oo liefert (vgl. Abschnitt 3.1.4). Da (zumindest fiir
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p = n — 1) aber zu jeder Ausgangsfunktion nichttriviale Zerlegungen existieren, werden
auch nur nichttriviale Zerlegungen ausgewéihlt.

Die Arbeitsweise der angegebenen Heuristik soll anhand zweier kleinerer Beispiele demon-
striert werden:

Beispiel 3.12 Es sei eine Funktion f = (fo, fi) € Bao gegeben. Es gelte V(zo, z1, Zo, x3)
€ {0,1}*

fo(xo, 1, T2, 23) = ToDT1 B T2 P 3

fi(zo, 21,22, 23) = (20 ® 2) - (21 S z3)

Es soll eine zweiseitige Zerlegung von f durchgefiihrt werden. Die Gruppierung der Aus-
gangsfunktionen und die Bestimmung einer Variablenaufteilung fiir die zweiseitige Zerle-
gung erfolgt genau analog zu der obigen Heuristik fiir einseitige Zerlegungen.

Angenommen die Kosten fiir die Realisierung einer Funktion mit 2 Eingéingen werde mit
cost(2) = 1 abgeschiitzt (ein 2-Input—Gatter), die Kosten fiir die Realisierung einer Funk-
tion mit 3 Eingéingen werde mit cost(3) = 3 abgeschitzt.

Fiir die Anzahl von Zerlegungsfunktionen und die geschéitzten Kosten gilt:

e Fiir fy: Fiir alle nicht gleichméchtigen Variablenaufteilungen ist die Anzahl der Zerle-
gungsfunktionen 2 und die geschétzten Kosten sind 4 (f, ist totalsymmetrisch). Fiir
alle gleichméchtigen Zerlegungen ist die Anzahl der Zerlegungsfunktionen ebenfalls
2, die geschétzten Kosten sind 3.

e Fiir f: Fiir die Variablenaufteilung {{zo, 2}, {z1, x5} } ist die Anzahl der Zerlegungs-
funktionen gleich 2 und die geschitzten Kosten sind 3. Fiir alle anderen Variablen-
aufteilungen sind die geschitzten Kosten gréfier.

Der Algorithmus beginnt die erste Gruppe beispielsweise mit f,. Auch f; wird dieser Grup-
pe zugeordnet, da bei Wahl von {{z¢, 22}, {z1,23}} als Variablenaufteilung selbst bei der
Wahl sharing(n) = n die geschitzen Kosten bei gemeinsamer Realisierung von fy und f;
in Zeile 16 des Algorithmus nicht grofler sind als die geschitzten Kosten bei getrennter
Realisierung. Die Bedingung in Zeile 16 des Algorithmus ist also auf jeden Fall erfiillt.

Als Zerlegungsfunktionen auf den Variablen zy und xe kommen dann sowohl bei f; als
auch bei f; lediglich

a1 (g, T2) = o B T3 bzw. o (T, T2) = To D To
in Frage. Ebenso kommen als Zerlegungsfunktionen auf den Variablen z; und z3 lediglich

Bi(z1,23) = 1 D 13 baw. B(r1,13) = T, D T3
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in Frage.

Wihlt man die Zerlegungsfunktionen so aus, daB fiir fy und f; Zerlegungsfunktionen ge-
meinsam verwendet werden kénnen (z.B. bei Wahl von «; und (; sowohl fiir f; als auch
fiir f1), so ergibt sich folgende Realisierung unter Ausnutzung der Zerlegung®:

To T2 1 T3

fo h

Beispiel 3.13 Als weiteres kleines Beispiel wird ein 2-Bit-Multiplizierer betrachtet. Es
handelt sich um eine Boolesche Funktion mult, € By,

multy : {0, 1}4 — {0, 1}4,mult2(a1,a0,b1,bo) = (7"3,7"2,7"1,7’0),

wobei
3 .
(20,1 + ao) : (2b1 + b()) = Z(TZQZ).
i=0
Die einzelnen Ausgangsfunktionen von mult, werden mit ps, . .., pg bezeichnet, also multy, =

(P3; P25 P15 Po)-

Fiir die Kostenabschitzung wird wieder wie im obigen Beispiel cost(2) = 1 und cost(3) =
3 angenommen. Die Funktion sharing zur Abschitzung der Kostenverringerung durch

Logiksharing wird als sharing(n) = n®® angenommen.

Fiir die Anzahl von Zerlegungsfunktionen und die geschitzten Kosten gilt:

e Fiir ps: Fiir alle nicht gleichméchtigen Variablenaufteilungen ist die Anzahl der Zerle-
gungsfunktionen 2 (p; ist totalsymmetrisch) und die geschitzten Kosten sind 4. Fiir
alle gleichméchtigen Zerlegungen ist die Anzahl der Zerlegungsfunktionen ebenfalls
2, die geschétzten Kosten sind 3.

e Fiir py: Fiir die nicht gleichméichtigen Variablenaufteilungen {{a1}, {ao, bo, b1}} und
{{b1}, {@o,a1,b0}} ergibt sich jeweils 1 Zerlegungsfunktion, die von {ag, by, b1} bzw.
{ag, a1, by} abhiingt, so dafl die Kosten mit 4 abgeschitzt werden. Fiir die beiden ver-
bleibenden nicht gleichméchtigen Variablenaufteilungen ergeben sich 2 Zerlegungs-
funktionen, die von der Variablenteilmenge mit Méchtigkeit 3 abhéingen, und damit

SNéheres zur Wahl von gemeinsamen Zerlegungsfunktionen fiir den allgemeinen Fall findet man im
nichsten Abschnitt.
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Kosten 9. Sowohl fiir die Variablenaufteilung {{ao, a1}, {bo, b1 }} als auch fiir die Va-
riablenaufteilung {{ao, b1}, {a1,bo}} ist die Zerlegung nicht nichttrivial, so dafi die
Kosten mit +o0o abgeschiitzt werden.

Fiir die Variablenaufteilung {{ao, by}, {@1,b1}} ergeben sich 2 Zerlegungsfunktionen,
so dafl die Kosten mit 3 abgeschétzt werden.

e Fiir p;: Fiir alle nicht gleichméchtigen Variablenaufteilungen sind die geschitzten
Kosten gleich 9 (jeweils 2 Zerlegungsfunktionen, die von der Variablenteilmenge mit 3
Variablen abhéingen). Sowohl fiir die Variablenaufteilung {{ao, a1}, {bo, b1}} als auch
fiir die Variablenaufteilung {{ao, bo}, {a1,b1}} ist die Zerlegung nicht nichttrivial, so
daB die Kosten mit +o0o abgeschétzt werden.

Fiir die Variablenaufteilung {{ao, b1}, {a1,b0}} ergeben sich 2 Zerlegungsfunktionen,
so dafl die Kosten mit 3 abgeschéitzt werden.

o Fiir po: Fiir alle Variablenaufteilungen betragen die geschétzten Kosten 1.

Die obige Heuristik beginnt die erste Gruppe beispielsweise mit p3. Danach wird p, aus-
gewihlt mit der Variablenaufteilung {{ao, by}, {a1,b1}} fiir ps und po. Als néichstes wird py
zu dieser Gruppe hinzugefiigt, die Variablenaufteilung bleibt {{ao, by}, {a1,b1}} fiir p3, po
und pg. Die gewéhlte Variablenaufteilung ist an dieser Stelle immer noch fiir alle Funktio-
nen der Gruppe optimal. p; kann im néchsten Schritt nicht zu dieser Gruppe hinzugefiigt
werden: Es gibt keine gleichmiichtige Variablenaufteilung, so dafy die Zerlegung sowohl fiir
p2 als auch fiir p; nichttrivial ist. Unter den nicht gleichméchtigen Variablenaufteilungen
wiren {{a1}, {ao, by, b1 }} bzw. {{b:1}, {ao, a1, by} } die Kandidaten, bei denen die Summe der
geschétzten Kosten am geringsten ist (bei p3 Kosten 4, bei ps Kosten 4, bei p; Kosten 9 und
bei py Kosten 1). Allerdings ist die Verschlechterung durch das Erzwingen der gemeinsa-
men Variablenaufteilung in beiden Fillen so grof}, dafi p; nicht in die Gruppe aufgenommen
wird (Zeile 16 des Algorithmus): Die geschétzen Kosten bei gemeinsamer Realisierung aller

Ausgangsfunktionen sind dann %ﬂ (44 4+9+1) > 15.66, wihrend die geschétzten

Kosten fiir die Realisierung von ps, p, und py zusammen M;g(g) -(34+3+1) < 6.28
sind und die geschiitzten Kosten fiir die Realisierung von p; (bei optimaler Variablenauf-
teilung) 3 sind, so daf} die Kosten bei getrennter Realisierung von p; insgesamt kleiner als
9.28 geschitzt werden . Die Auswertung in Zeile 16 des Algorithmus liefert also ein nega-
tives Resultat, so dafl p; einer eigenen Gruppe mit Variablenaufteilung {{ao, b1}, {a1,b0}}
zugeordnet wird.

Als Realisierung fiir mult, liefert der implementierte Logiksynthesealgorithmus schlieflich
die folgende Schaltung:
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& bl aobo a()bl a:Lbo

7

Ps P P Po

Es ist zu beachten, dafl die Zerlegungsfunktion a; - b; in der Zerlegung von ps und po
gemeinsam verwendet wird, und die Zerlegungsfunktion ag - by in der Zerlegung von ps, po
und py gemeinsam verwendet wird.

3.4.2 Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie man Zerlegungsfunktionen berechnen kann,
die bei der Zerlegung mehrerer Ausgangsfunktionen gemeinsam verwendet werden kdnnen.
Dabei wird vorausgesetzt, dafl alle betrachteten Ausgangsfunktionen hinsichtlich der glei-
chen Variablenteilmenge bzw. Variablenaufteilung zerlegt werden.

Zu diesem Zweck wird zunichst ein Lemma bewiesen, das ein Kriterium dafiir liefert,
ob eine bestimmte Menge von Funktionen o}, ..., o} als Zerlegungsfunktionen in einer
kommunikationsminimalen Zerlegung einer Funktion f € B, verwendet werden kénnen:

Lemma 3.9 Sei f € B, mit den Eingangsvariablen z, ..., ,, sei X = {z,,...,z,} und
seir = [log(vz(XW, £))]. Dann ezistiert genau dann eine einseitige Zerlequng hinsichtlich
X der Form

O, x®) = g(al (xV), .., ah(x V), ap 1 (xD), ..,y (xP), x),
wenn gilt
v2(XW, f,af) < 27,
Hierbei ist die Bezeichnung vz(XW, f, o) folgendermaBen definiert:

Definition 3.10 Sei Z(X(") die Zerlegungsmatriz von f hinsichtlich X und sei A das
Bild von o/ = (of,...,0}). Zua € A sei

UZ(X(I)af: a) = |{fZi1...$;p | al(ela e ’611) = a}l.

Betrachtet man alle Zeilen von Z(X(l)), deren Index durch o der Wert a zugeordnet wird,
so gibt vz(X(l), f,a) also die Anzahl der verschiedenen Zeilenmuster in diesen Zeilen an.
vz(X, f,a') ist definiert als das Mazimum

vz(X, f,d) = gleaj((vz(X(l),f, a)).
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Beweis: Der Beweis erfolgt im wesentlichen analog zum Beweis von Satz 3.1.

,=—": Sei eine Zerlegung gegeben durch
7D, x®) = gla (D), ..., 04, (D), an (D), . 0 (x0), %),
Die Funktion
" = (ht1s---5) € By

kann genau 2" " verschiedene Funktionswerte annehmen.
Angenommen

v2( XM f o) > 27k

Dann muB es ein @ € {0,1}" im Bild von o/, €Y = (¢
G el?)) € {0,1}” geben, so daB

,o.,€) und € =

o/ (€M) = o/ (e?) = a,

a//(e(l)) — 04”(6(2)),

aber die zu €M, €® gehorigen Zeilen verschieden sind.
Es kann also keine Zerlegung geben mit

! !/
Oy ey Oy Oty e, O
als Zerlegungsfunktionen.

=" Sei
vz(XW, f,a') < 27 R,

Betrachte ein a aus dem Bild von «/.
Sei X C {0,1}? die Menge aller Urbilder von a.
Dann kann man o : XY — {0,1}"~" so definieren, daf

(V) £ al(e®)

fiir alle eV e? € XV fiir die die zugehorigen Zerlegungsmatrixzeilen verschieden
sind.
Definiert man auf diese Weise fiir alle a¢ aus dem Bild von o' eine Funktion ¢/, so
kann man diese Funktionen zu einer Funktion o/ auf {0, 1}? zusammensetzen. Es gilt
dann:

(o, a")(eW) # (o, o) (e?)

fiir alle eV ¢ € {0, 1}, fiir die die zugehdrigen Zerlegungsmatrixzeilen verschieden
sind.
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O

Aus dem Kriterium aus Lemma 3.9 fiir Funktionen mit einem Ausgang ergibt sich leicht
ein entsprechendes Kriterium fiir Funktionen mit mehreren Ausgéingen:

Lemma 3.10 Seien f1,..., fm € B,. Seien die Eingangsvariablen von f1, ..., fm 21, ..,
T, sei XU = {z1,...,2,} und sei fir 1 <i <m r; = [log(vz2(XD, £))]. Dann kénnen
ai,...,qn genau dann alle als Zerlequngsfunktionen in einseitigen kommunikationsmini-
malen Zerleqgungen von fi,. .., fm hinsichtlich X verwendet werden, d.h. es gibt genau
dann einseitige Zerlegungen von fi, ..., fm hinsichtlich XV der Form

AED x@) = gM(a(xD),.. .’ah(x(l))’aﬂl(x(l))’ oM (xM), x®)

T1

Flx®,x®) = g (0, (D), ap(x D), o (xD), .., 6l (x V), x@),

Tm

wenn fir alle 1 <1 <m gilt:
02(XD, fi0) <20 (a=(on,..., )

Bei der Suche nach Zerlegungsfunktionen wird héufig die Situation auftreten, daf fiir die
Zerlegung von Funktionen fi,..., f;, ein Teil der Zerlegungsfunktionen schon bestimmt
ist und man moglichst viele der restlichen Zerlegungsfunktionen fiir f;,..., f,, gemeinsam
wihlen will (vergleiche Abschnitt 3.4.2.2). In diesem Zusammenhang ist die Aussage von
Lemma 3.11 von Bedeutung, das eine einfache Folgerung aus Lemma 3.10 darstellt. Vorher
wird noch eine Bezeichnung vereinbart:

Bezeichnung 3.7 Se: eine Funktion f; € B,, mit den Eingangsvariablen T1, ..., Ty gege-
ben. Sei Z;(XW) die Zerlegungsmatriz von f; hinsichtlich XV = {z,, ..., x,}. Sei weiter-
hin die durch die Gleichheit von Zerlegungsmatmxzezlen in Z; (X M) auf {0,1}? induzierte
Aquivalenzklasseneinteilung {Kl e K’I(I?(X(l),fi }. Seien ag ), .. a,(:i), ai,...,on € B
Es gelte weiterhin k; + h < r; = [log(vz( XD )N].

Fiir a € {0,1}% qus dem Bild von o und o' € {0,1}" aus dem Bild von o sei X,S}} -
{0,1}? die Menge der Urbilder von (a,a’) bzgl. (a®,a).

Dann wird mit Saa,

folgende Menge bezeichnet:

31’_{1<.7<UZ(X(1) f)‘K ﬂ‘th1(1.’7‘£0)}

Betrachtet man alle bindiren Zeilenindizes z € {0,1}? von Z;(X™"), fiir die (a(i) a)(x)

= (ad') ist und dazu alle Aquivalenzklassen (hinsichtlich Zeilengleichheit) K (1) , K ](lz),
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in die diese bindren Zeilenindizes fallen, so umfafit S((Li), gerade die Indizes ji, ..., Ji. ( S((Li),\

gibt also die Anzahl der verschiedenen Zeilen von Z;(X() an, auf deren Indizes (a®, a)
den Wert (aa’) liefert. Mit den obigen Bezeichnungen gilt also ‘522" = vz(XW £ (ad")).)

Mit der angegebenen Bezeichnung ergibt sich dann Lemma 3.11:

Lemma 3.11 Seien f1,..., f., Funktionen aus B, mit den Fingangsvariablen 1, ..., x,.
Fir 1 <i < m sei Z;(XW) die Zerlegungsmatriz von f; hinsichtlich XM = {x1,...,z,}
und r; = [log(vz(X®, fi))].

Fiir alle 1 < i < m seien Zerlegungsfunktionen

ag), ... ,a,(c? € B,
vorgegeben. Dann sind unter diesen Voraussetzungen
O1,...,0p EBp

genau dann gemeinsame Zerlequngsfunktionen bzgl. einer kommunikationsminmalen Zer-
lequng von fi,..., fm, d.h. es gibt genau dann einseitige Zerleqgungen von fi,..., fm hin-
sichtlich XM der Form

fi(x® x@)) = g(l)(agl) (xM), ..., a,(cll) (xM), ap (xD), ..., o (xD),

1
a1 (x®), . oD (x M), x?)

Fn(x® x®) = g (@M (x®), o™ (x D), 4y (xD), .. an (x D),

a™, 0 (xV), el (x M), x@),

» Qo

wenn fiur alle 1 <1 < m gilt: _ .
Fiir alle a € {0,1}* qus dem Bild von o) = (ozgz), e Oz,(;i)) und o' € {0,1}" aus dem Bild
von o = (v, ...,qp) ist

|S(i) | < ori—ki—h

aa’

Lemma 3.11 liefert also ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Existenz ge-
meinsamer Zerlegungsfunktionen bei der kommunikationsminimalen Zerlegung von Funk-
tionen fi,..., fim, bei denen evtl. schon gewisse Zerlegungsfunktionen fest vorgegeben sind.

Nach der Herleitung der fiir die Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen grundle-
genden Lemmata 3.9, 3.10 und 3.11 soll im folgenden Abschnitt die Komplexitit des zu
losenden Problems untersucht werden und ein Algorithmus zur Losung angegeben werden.
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3.4.2.1 Das Problem CDF

Folgendes Problem ist bei der Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen zu losen:

Problem CDF (Common Decomposition Functions)

Gegeben: Funktionen fi,...,f, € B, mit den Eingangsvariablen
T1,...,T, und eine Variablenteilmenge X(*) = {zy,...,x,}. Die minima-
le Anzahl der Zerlegungsfunktionen, die bei Zerlegung von f; hinsichtlich
X bendtigt werden, betrage fiir 1 < i < m r; = [log(vz(X™, f;))].
Eine natiirliche Zahl A mit h < r; fiir alle 1 <17 < m.

Gesucht: Gibt es Funktionen oy,...,ap € B,, die alle als Zerle-
gungsfunktionen in einseitigen Zerlegungen von fi,..., f,, hinsichtlich
X verwendet werden konnen, d.h. gibt es einseitige Zerlegungen von
fi, ..., fm hinsichtlich X®) der Form

f (X(l)’ X(2))

gD (aa(xM), . an(x M), af ), (M), ., oD (x®), x3)

g™ (a(x M), .., an(xM), oy (x ), ., ol (x M), x®),

Es gilt:
Satz 3.10 Das Problem CDF ist NP-hart.

Der Beweis von Satz 3.10 erfolgt durch Polynomzeittransformation ausgehend von Problem
3-PARTITION (siehe [GJ79]). Er ist in Anhang A angegeben. Da das Problem N P-hart
ist, wenn fi,..., f,, durch Funktionstabellen gegeben sind, ist es auch N P-hart, wenn
fi,-.., fm durch ROBDDs gegeben sind.

Aus dem Beweis in Anhang A ergeben sich folgende beiden Korollare:

Korollar 3.5 Das Problem CDF bleibt NP—-hart, auch wenn die Anzahl der gegebenen
Booleschen Funktionen gleich 2 ist.

Korollar 3.6 Das Problem CDF bleibt NP—hart, auch wenn man sich ber der Wahl von
Zerlegungsfunktionen beschrdnkt auf strikte Zerlequngsfunktionen.

Die Giiltigkeit von Korollar 3.6 ergibt sich mit Hilfe von Lemma 3.5 auf Seite 95: Fiir
die im Beweis von Satz 3.10 konstruierten Funktionen f; und f, (siehe Anhang A) sind
vz(XW | f1) und vz(XD, f,) gerade Zweierpotenzen, so daf in einer kommunikationsmini-
malen Zerlegung nur strikte Zerlegungsfunktionen vorkommen konnen.
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Prinzipielle Losung von CDF Ausgehend von dem Kriterium aus Lemma 3.11 wird
zunéchst ein branch—and—bound-Algorithmus entwickelt, der das Problem CDF prinzipi-
ell 16st. Dieser Algorithmus wird in dem implementierten Logiksyntheseverfahren nicht
verwendet und soll im wesentlichen zum Verstindnis des im néchsten Abschnitt daraus
entwickelten modifizierten branch—and-bound—-Algorithmus dienen. Der Algorithmus baut
die Funktionstabelle von o = (ay, ..., ) schrittweise auf und testet fiir die schon auf-
gestellte Teiltabelle, ob das Kriterium aus Lemma 3.11 evtl. schon verletzt wird. Ist dies
nicht der Fall, so wird der Funktionswert der nichsten Zeile der Funktionstabelle festgelegt,
ansonsten wird die Belegung fiir diese Zeile (und, falls fiir diese Zeile schon alle méglichen
Funktionswerte getestet wurden, auch fiir vorangehende Zeilen) zuriickgenommen. Verletzt
ein Anfangsstiick der Funktionstabelle von o = (ay, ..., ) die Bedingung aus Lemma
3.11, so verletzen natiirlich auch alle Fortsetzungen diese Bedingung und brauchen in der
Folge nicht mehr betrachtet zu werden. Im folgenden wird das Verfahren genauer beschrie-
ben:

Eingabe: e Funktionen fi,..., f,, aus B, mit den Eingangsvariablen z;, ..., x,.
e Fiir 1 <4 < m: Zerlegungsmatrizen Z;(X™®) von f; hinsichtlich XV = {z, ...
z,} und r; = [log(vz(XW, £))].
e Fiir 1 <4< m:Sei {KY,..., qui)(xﬂhfi)} die durch Zeilengleichheit in Z;(X (1)

auf {0,1}? induzierte Aquivalenzklasseneinteilung. Sei clnr; eine Funktion, die

Y

jedem v aus einer Aquivalenzklasse K J(-i) den Index j zuordnet.
o Fiir 1 <7 < m: Zerlegungsfunktionen agi), e 041(:2 € B, (k; < ;).

Natiirliche Zahl h mit A < r; — k; fiir alle 1 < 4 < m. (h gibt die Anzahl
gemeinsamer Zerlegungsfunktionen an, nach denen gesucht wird.)

Ausgabe: ® oy,...,04 € By, so daf} es einseitige Zerlegungen von fi, ..., f;, hinsicht-
lich X®) gibt der Form

Alr,. o) = gD P ED), Lol xD), o (xD), .. o (xD),
1
A (xD), ., o (x D), x?)
Fa(@r, - zn) = g™ (™ xD), ol (x M), o0 (x W), an(x®),

o™, 1 (x M), el (W), x®),

7 Tm

falls es iiberhaupt h Funktionen aus B, mit dieser Eigenschaft gibt.

e Sonst: Eine Meldung daf} es keine h Funktionen aus B, mit der angegebenen
Eigenschaft gibt.

Algorithmus: Siehe Abbildung 3.18.
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{ Fiir alle 1 <4 <m,a € {0,1}%,a" € {0,117 : 8 = ¢

2 Vv € {0,1}? : a(v) := undef.

5 a(0,...,0) = (0,...,0)

4 Vl<i<m: SS()i)(o,...,o)(o,...,o) = sgi)(o,...,o)(o,...,o) U {clnri(0,...,0)}
5 v=1(0,...,0,1) € {0,1}”

6 a' =(0,...,0) € {0,1}"

7 while (Jv € {0, 1} mit a(v) = undef.) do

8 /* Funktionstabelle von a noch nicht fiir alle v € {0, 1}? aufgestellt */
9 a(v) =d

10 if (V1 <i<m|,5%, oy U {elnri(v)}] < 2rikih)

11 then

12 Vi<i<m: ,,S((;()i)(v)a, = S(()j()i)(v)a’ U {clnri(v)}«

13 Erhohe v um 1.

1y a'=(0,...,0) € {0,1}"

15 else

16 while (a(v) =(1,...,1)) do

17 a(v) = undef.

18 Verringere v um 1.

19 Vi<i<m: ,,S((J()i)(v)a(v) = SS()i)(v)a(u) \ {clnr;(v)}«
20 od

21 a = a(v)

22 Erhohe a’ um 1.

23 a(v) = undef.

2/ fi

25 if (v = (0,...,0))

26 /* Man ist am Ausgangspunkt angekommen ist, ohne eine geeignete
27 Funktion « gefunden zu haben */

28 then

29 return , Keine Losung fiir o.¢

30 fi

31 od

32 return «

Abbildung 3.18: Prinzipieller Algorithmus zur Lésung von CDF.
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Anmerkung zum Algorithmus:
Die Operationen ,U*“ und ,\“ in den Zeilen 10, 12 und 19 wurden der Einfachheit halber
etwas ungenau angegeben. Wird ein Eintrag an der Stelle v in der Funktionstabelle von o

wieder gel6scht, so miissen fiir alle 1 < i < m die Mengen SS()Z-) (v)a(v) korrigiert werden. Al-

lerdings darf der Aquivalenzklassenindex clnr;(v) nur dann aus SS()D (v)a(v) entfernt werden,
wenn es keine vorangehende Stelle v’ in der Funktionstabelle gibt mit a®(v') = o (v),

a(v') = a(v) und clnr;(v) = clnr;(v'), so dafl also clnr;(v) wegen dieser Stelle in Sii()i)(v)a(v)

bleiben muf. Der Index cinr;(v) darf erst dann endgiiltig aus der Menge SS()U(v)a(v) entfernt
werden, wenn er genauso oft ,entfernt“ wurde, wie er ,hinzuvereinigt“ wurde. Die Opera-
tionen ,U“ und ,\“ in Zeilen 10, 12 und 19 des Algorithmus sind also als Operationen auf

Multimengen zu implementieren.

Einige Punkte des Algorithmus sollen noch kurz erldutert werden:

Zeile 3: Der Funktionswert fiir « an der Stelle (0, ..., 0) wird 0.B.d.A. auf (0,...,0) fest-
gelegt. Falls es eine Funktion a gibt mit den gewiinschten Eigenschaften, so gibt es
auch eine mit «(0,...,0) = (0,...,0). (Denn gibt es allgemein eine Zerlegung mit
den Zerlegungsfunktionen o, ..., af, ..., al, so gibt es auch eine mit den Zerlegungs-
funktionen o, ..., al, ..., al.)

Zeilen 7-31: Die Funktionstabelle zu a wird schrittweise aufgebaut.

Wird die Bedingung von Lemma 3.11 durch das Anfangsstiick der Funktionstabelle
nicht verletzt, so versucht man, dieses Anfangsstiick fortzusetzen zu einer vollstindi-
gen Funktionstabelle von « (Zeilen 10-14).

Wird die Bedingung von Lemma 3.11 schon von dem aktuellen Anfangsstiick der
Funktionstabelle verletzt, so werden alle Fortsetzungen dieser Tabelle die Bedingung
verletzen. Also muf} ,,in einen anderen Ast des branch—and—-bound—Verfahrens ver-
zweigt werden® (Zeilen 16-23).

Zu Beginn des Durchlauf der while-Schleife (Zeilen 7-31) ist ein Anfangsstiick der
Funktionstabelle von « schon aufgebaut: Die Funktionswerte (0, . .., 0) bis a(v—1)°
sind festgelegt und das aktuelle Anfangsstiick der Funktionstabelle verletzt die Be-
dingung aus Lemma 3.11 noch nicht. Falls ¢’ > (0,...,0), so wurde vorher bereits
erfolglos versucht, a(v) mit den Funktionswerten zu belegen, die kleiner als a' sind.
Zunichst wird getestet, ob bei einer Belegung «(v) = @' die Bedingung aus Lemma
3.11 schon verletzt wird. Ist dies nicht der Fall, so bleibt diese Belegung bestehen, fiir
den néchsten Durchlauf der while-Schleife wird v um 1 erhéht und o' auf (0,...,0)
zuriickgesetzt.

Wird die Bedingung verletzt, so wird a' (= a(v)) um 1 erhdht, der Funktionswert von
a(v) wird wieder auf ,undefiniert“ gesetzt und im néchsten Durchlauf der Schleife
wird eine Belegung von a(v) mit dem neuen o' versucht. Tritt allerdings der Fall auf,

6An dieser Stelle ist fiir v € {0,1}? mit v — 1 das v’ € {0, 1}? gemeint mit int(v') = int(v) — 1. Ebenso
gelte fiir v; und vy € {0,1}? v; < vy genau dann, wenn int(vy) < int(va).
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daBl @' (= a(v)) schon gleich (1,...,1) ist, so wird die néichstkleinere Stelle v’ in der
Funktionstabelle von « gesucht, fiir die a(v") noch nicht gleich (1,...,1) ist. Fiir v’
und alle grofleren schon belegten Stellen v der Funktionstabelle wird die Belegung
riickgéingig gemacht (einschlieflich einer Korrektur der Mengen Sg(),-)(v)a(v)) (siehe Zei-

len 16-20). Nach Abarbeitung der while—Schleife ist v fiir den néichsten Durchlauf
auf dieses v’ gesetzt. Damit im néichsten Durchlauf eine Belegung von «(v) mit dem
um 1 erhohten Wert versucht wird, wird o’ noch entsprechend belegt.

Aus Laufzeitgriinden berechnet das branch—and-bound—Verfahren nur einen erfolgreichen
Ast, d.h. nur ein A-Tupel von Zerlegungsfunktionen, die das gestellte Problem l6sen.

Beispiel 3.14 Der Algorithmus wird durch ein Beispiel illustriert. Es handelt sich da-
bei um die Funktionen f; und fo aus Beispiel 3.11 (Seite 140), fiir die bei kommunikati-
onsminimaler Zerlegung hinsichtlich {z, x5, 23} genau eine gemeinsame Zerlegungsfunk-
tion gesucht wird. Es gilt fi(z1,...,24) = Tazoxs + z4(x1 & x2) und fozy,...,24) =
T1(x1 ® x2) + T4(x2 + T3).

Aufgrund der Gleichheit von Zerlegungsmatrixzeilen in Z; ({1, z2, z3}) fiir f; ergibt sich ei-
ne Aquivalenzklasseneinteilung von {0, 1}* mit den Aquivalenzklassen K" = {(000), (001),
(110)}, K5V = {(010), (100), (101)}, K" = {(111)} und K" = {(011)}. Analog ergibt sich
fiir f, eine Aquivalenzklasseneinteilung mit den Klassen K\* = {(000)}, K{* = {(001),
(110), (111)}, K = {(100)} und K? = {(010), (011), (101)}.

Bei kommunikationsminimaler Zerlegung werden fiir f; und fo jeweils 2 Zerlegungsfunk-
tionen benétigt (1 = ro = 2 mit den obigen Bezeichnungen).

Es seien noch keine Zerlegungsfunktionen vorgegeben (k; = ks = 0 mit den obigen Be-
zeichnungen).

Sucht man eine gemeinsame Zerlegungsfunktion o fiir f; und f, (h = 1), so ist sowohl fiir
f1 als auch fiir f5 noch genau eine Zerlegungsfunktion iibrig.

Die in der Bedingung von Lemma 3.11 zu betrachtenden Mengen sind Sél) und 59) fiir
f1 bzw. S(()Q) und S§2) fiir fo. Betrachtet man die Zeilenindizes der Zerlegungsmatrixzeilen
von Z;({x1,x2,23}) (i = 1,2), denen durch oy der Wert 0 (bzw. 1) zugeordnet wird, so
diirfen unter den zugehorigen Zeilenmustern héchstens 2 verschiedene Muster vorkommen
(18597] < 2 (bzw. |S®| < 2)). Ist dies der Fall, so kann mit der verbleibenden Zerlegungs-

funktion agi) dafiir gesorgt werden, dafl Zeilenindizes von Zeilen mit verschiedenen Zeilen-
mustern durch (o, ag)) auch verschiedene Zerlegungsfunktionswerte zugeordnet werden.

In Abbildung 3.19 ist der Ablauf des branch—and-bound—Algorithmus zur Bestimmung
einer gemeinsamen Zerlegungsfunktion von f; und fo graphisch dargestellt. In der Mitte
der Abbildung ist der Teil des Entscheidungsbaumes dargestellt, der von dem Algorith-
mus durchlaufen wird. Die durchgefiihrten Belegungen sind der Reihe nach durchnume-
riert. Der Pfad aus fett gezeichneten Pfeilen entspricht dem berechneten Endergebnis fiir
a. Die restlichen Kanten entsprechen Entscheidungen, die aufgrund einer Verletzung der
Bedingung aus Lemma 3.11 wieder zuriickgenommen wurden. Es ergibt sich schliefflich

a; : {0,1}3 — {0,1} mit a4(v) = 1 <= v € {(010),(011),(100), (101)}. Im unteren
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x| o1 x| o1

000 [00] [Zelenmuster 1]
001 [01] [Zeilenmuster 2]
010 [11] [Zeillenmuster 4]
011 [11] [Zeilenmuster 4]
100 [10] [Zelenmuster 3]
101 [11] [Zeilenmuster 4]
110 [01] [Zeilenmuster 2]
111 [01] [Zeilenmuster 2]

000 |00] [Zeilenmuster 1]
001 [00] [Zeilenmuster 1]
010 [01] [Zeilenmuster 2]
011 [11] [Zeilenmuster 4]
100 [01] [Zellenmuster 2]
101 [01] [Zeilenmuster 2]
110 |00] [Zeilenmuster 1]
111 | [10] [Zeilenmuster 3]

Mengen SY , S? im Verlauf des branch-and-bound-Algorithmus:

o SP={1, s'={} SY={1, Ss?={}
@ SP={1, sV={} SY={1,2,S7={}

® Sy ={1,2,87={} SY={1,24,87={}
@ Sy ={1, s!={2 Sy ={1,2},S7={4
® Sy ={1,4},57={2 SP={1,24,87={4
® So={1}, s’={2,4 Sy ={1,2},S7={4}
M Sy ={1,2,S7={2,4 Sy ={1,273}, S7={4
® So={1, sV={24 Sy ={1,2,S7={3 4
© Sy ={1,2},S7={2,4 SP={124,57={3 4
aw SY={1, S’={24 Sy ={12,S7={3,4
a S7={1}, SY={2 4 SP={1,2},S7={3,4

a SP={1,3},S7={2,4 S9={1,2},5?={3,4

Abbildung 3.19: Beispiel zu branch—and-bound—Algorithmus

Teil der Abbildung sind die Mengen S(()l), 5’%1), 582) und S£2) fiir die einzelnen Schritte des
Algorithmus dargestellt.

Losung von CDF bei strikten Zerlegungsfunktionen Der oben angegebene Algo-
rithmus hat noch den Nachteil, dafl er evtl. auch zu nichtstrikten Zerlegungsfunktionen
fithrt. In Abschnitt 3.1.3.2 wurde aber schon festgestellt, daf strikte Zerlegungsfunktionen
einer Funktion f den Vorteil haben, daf} sie Symmetrieeigenschaften von f erhalten. Im
vorliegenden Abschnitt wird der branch—and—-bound—-Algorithmus so verédndert, daf} er nur
noch strikte Zerlegungsfunktionen liefert.

Dabei ergibt sich der zusitzliche Vorteil, daf§ die Beschrankung auf gemeinsame, strikte
Zerlegungsfunktionen auch erheblich zur Beschleunigung der Berechnung beitragen kann,
da die Effizienz des Algorithmus durch Vorberechnungen gesteigert werden kann.

Sucht man nédmlich bei der Zerlegung zweier Funktionen f; und f; (mit den Aquivalenz-

klasseneinteilungen {Kfi), : "’Kiiz)(x(l) fv)} fiir f; und {K@,...,Kg)(x(l) f')} fir f;) eine
sJ g



Abschnitt 3.4. Zerlegungen von Funktionen mit mehreren Ausgingen 159

gemeinsame, strikte Zerlegungsfunktion oy von f; und f;, so muf fiir € und ¢ aus {0,1}?
ag(€) = ag(0) gelten, wenn €,§ € Kl(i) fiir beliebiges 1 < I < v2(XW, f;) oder €,6 € Kl(j)
fiir beliebiges 1 < | < vz(XW, fj)- Man erhélt bei der Berechnung gemeinsamer, strik-
ter Zerlegungsfunktionen also im allgemeinen gréflere Teilmengen von {0,1}?, von denen
man aussagen kann, dafl gemeinsame, strikte Zerlegungsfunktionen auf diesen Teilmengen
gleiche Funktionswerte liefern miissen.

Bezeichnung 3.8 Sei f € B, ,, mit den Fingangsvariablen x,,...,z,. f werde zerlegt
hinsichtlich X = {z1,...,z,}.

e Fir alle 1 < i <m sei eine Aquivalenzrelation =; auf {0,1}? definiert mit

D= = (i) .o o= 0 o
1 ....’L‘pp t P

.Z‘l J}l iy

fiir alle €V, e®) € {0,1}7.
Die zugehdrige Aquivalenzklasseneinteilung wird mit

{0’ 1}p/5¢ — {K{’)’ .. ’Kii)(x(l)’fi)}

bezeichnet.
e Sei die Relation ~' auf {0,1}? definiert durch
D e — T <i<m mit €V = @

fiir alle €V, € {0,1}7.
Sei die Aquivalenzrelation ~ der transitive Abschluf von ~
Die zugehdrige Aquivalenzklasseneinteilung wird mit

{0,1}?/. ={FE,..., E}

bezeichnet.

Bezeichnung 3.9 Man bezeichnet eine Partition P = {Pi,..., Py} genau dann als Ver-
groberung der Partition Q = {Q1, ..., Qi} (bzw. Q als Verfeinerung von P ), wenn UF_, P; =
UL, Qi und es fiir alle Q; (1<1i<1)einj€{l,...,k} gibt mit Q; C P;.

Bemerkung 3.6 Die Partition {0,1}?/. ist die ,feinste“ gemeinsame Vergroberung der
Partitionen {0,1}?/=, (1 <1i < m). Betrachtet man die Partitionen auf {0, 1} als Verband,
wobei fir zwei Partitionen P und Q) genau dann P < Q gilt, wenn P eine Vergroberung
von Q ist, dann ist {0,1}?/. einfach das Infimum uber alle {0,1}?/=. (1 <i<m).
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X, 01 01

XXX,

000 [00] [ Zeilenmuster 1] [00] [Zeilenmuster 1]
001 [00] [ Zeilenmuster 1] [01] [Zeilenmuster 2]
010 [01] [Zeilenmuster 2] [11] [Zeilenmuster 4]
011 | [11] [Zeilenmuster 4] '11] [Zeilenmuster 4]
100 [01] [Zellenmuster 2] [10] [Zeilenmuster 3]
101 [01] [Zeilenmuster 2] [11] [Zeilenmuster 4]
110 [00] [Zeilenmuster 1] [01] [Zeilenmuster 2]
111 | [10][zeilenmuster 3] [01] [Zeilenmuster 2|

Abbildung 3.20: Berechnung von {0,1}?/..

Eine strikte Zerlegungsfunktion von f; mufl allen Elementen einer Klasse KJ@ aus
{0,1}?/-, die gleichen Funktionswerte zuordnen. Folglich muf} eine gemeinsame, strikte
Zerlegungsfunktion von fi,..., fn allen Elementen einer Klasse E; aus {0,1}?/. die glei-

chen Funktionswerte zuordnen.

Die Aquivalenzklasseneinteilung {0,1}?/. 1aBt sich anhand der Zerlegungsmatrizen von
fi,- -+, fm leicht bestimmen. Dies wird anhand eines Beispiels verdeutlicht:

Beispiel 3.15 In Abbildung 3.20 ist fiir die Funktionen f; und f, aus Beispiel 3.14 (Seite
157) die Bestimmung von {0,1}3/. bei Zerlegung hinsichtlich {1, x5, z3} dargestellt. Die
Elemente von {0, 1} sind als Knoten eines Graphen dargestellt, wobei es zwischen 2 Kno-
ten € und 0 genau dann eine Kante gibt, wenn ¢ =; § (Kanten auf der linken Seite) oder
wenn € =, § (Kanten auf der rechten Seite). {0,1}3/. erhilt man durch Bestimmung der
Zusammenhangskomponenten in diesem Graphen. Es gibt genau zwei Zusammenhangs-
komponenten (weifle und grau schattierte Knoten), so da8 sich fiir {0,1}3/

{0,1}3/.. = {{(000), (001), (110), (111)}, {(010), (011), (100), (101)}}
ergibt.

Ist «; also eine gemeinsame, strikte Zerlegungsfunktion von f; und fs, so ist mit Angabe
des Funktionswertes von «; auf (000) sofort auch der Funktionswert auf (001), (110) und
(111) festgelegt.

Will man fiir die Zerlegung von Funktionen fi,..., f,, gemeinsame, strikte Zerlegungs-
funktionen aq,...,ap durch ein branch-and-bound—Verfahren bestimmen, so kann man
von dem Wissen Gebrauch machen, dafl o,..., o) allen Elementen einer Klasse E; aus
{0,1}?/ . den gleichen Wert zuordnen. Wie im obigen Beispiel gezeigt, 1a8t sich die Aquiva-
lenzklasseneinteilung {0, 1}?/ . leicht durch Bestimmung der Zusammenhangskomponenten
eines (impliziten) Graphen mit Knotenmenge {0, 1}” bestimmen.
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Ein modifiziertes branch—and—bound—Verfahren baut die "Funktionstabelle fir a = (e, . - -,
ap,) nicht Zeile fiir Zeile auf, sondern weist den einzelnen Aquivalenzklassen E; aus {0, 1}?/.
Funktionswerte zu. Dadurch wird der Aufwand wesentlich verringert.

Auf den niichsten beiden Seiten sind die genaueren Anderungen des Verfahrens dargestellt,
die sich aus der Verwendung strikter Zerlegungsfunktionen ergeben. Zunichst werden die
benétigten Bezeichnungen definiert und schliellich das eigentliche Verfahren angegeben.
Danach wird die Wirkungsweise des Algorithmus anhand eines Beispiels demonstriert.

Das urspriingliche branch-and-bound-Verfahren berechnet bei Vorgabe von Zerlegungs-
funktionen (a§“), . oz,(;)) = o fiir jede der Funktlonen fi gemeinsame Zerlegungsfunk-

tionen o, ..., ap und verwaltet dabei Mengen S%  Wird der Funktionswert von « fiir ein

aa’*
weiteres Element v € {0,1}? z.B. auf den Wert o festgelegt, so wird S @) o) (0)a aktualisiert
durch

)785()1')(1})&(”) - SS()@') ('u)a(v) U {ClTLTZ'(U)}“

(clnr;(v) = j mit v € KJ(-i), vgl. Zeile 12 in Abbildung 3.18).

Wird also im modifizierten branch-and-bound—Verfahren fiir eine Menge E; a(E;) = d

festgelegt (a’ € {0,1}"), so mu$ fiir alle v € E; und alle 1 < i < m die Operation

,,Sg(z)(v)a S&?z) U {clnr;(v)}“ (%)

durchgefiihrt werden.

Definiert man fiir alle a aus dem Bild a(i)(Ej) der fiir f; schon vorgegebenen Zerlegungs-

funktionen (agi), ey oz,(c?)

C’LNR {k|K)CE und o (K ,gi)):a},
so 148t sich (%) ersetzen durch

S8 = 8% uCLNRY«

aa! — “~aa’

fiir alle a € oV (E;).
(|ICLN R((;])| gibt also an, wieviele Zeilen von Z;(X(), die einen Index aus E; haben und

durch o auf a abgebildet werden, verschieden sind.)
Schliefllich ist noch festzustellen, dafl fir 1 < ji1,70 < [, j1 # Jjo, a1 € oz(i)(Ejl), ay €
oW (E;,) gilt:

CLNRY). nCLNRY), =0.

@171 a2j2

Dies ergibt sich direkt aus den Tatsachen, dafl

(@)
sz CEj;
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ODcp.
K; CEj,

und daf3 {0,1}?/. eine Partition ist.
Also sind im Algorithmus die Mengenvereinigungen

S = s% uCLNRY

immer disjunkte Vereinigungen. Da man sich beim Test, ob die Bedlngung aus Lemma
3.11 verletzt ist, ohnehin nur fiir die Méchtigkeiten der Mengen S .o interessiert, geniigt

es, die Miéchtigkeit von CLN Raj zur Méchtigkeit von S (a, zu addieren. Man kann also die

Verwaltung von Mengen S, @ durch die Verwaltung von natiirlichen Zahlen ersetzen. Mit
den Bezeichnungen M S, @ fur 1S,a @ | und CLAN Z, ;-) fiir |(CLN R((l?| erhiilt man also aus der
urspriinglichen Version folgenden modifizierten branch-and-bound-Algorithmus:

Eingabe: e Funktionen fi,..., f,, aus B, mit den Eingangsvariablen zi, ..., x,.

e Fiir 1 <i < m: Zerlegungsmatrizen Z;(X™) von f; hinsichtlich X = {z, ...,
zp} und r; = [log(vz(XW, £))].

e Fiir 1 < i < m: Zerlegungsfunktionen agi), s a,(c? € B, (ki <r).

e Firl<i<m: Aqu1valenzklasseneinteilungen
{Oal}p/Ei = {Kl(Z)a K(Z X(l)f)} und {0 1} /"’ {E17"'7El}'

o Fﬁr1§i<m 1<5<, aEa(’)(E)’
CLNRY —{k\K(Z CE und o®(K) = a},
CLANZ |CLNR |

) Naturhche Zahl h mit h < r; — k; fiir alle 1 < ¢ < m. (h gibt die Anzahl

gemeinsamer, strikter Zerlegungsfunktionen an, nach denen gesucht wird.)

Ausgabe: ® oy,...,04 € By, so daf} es einseitige Zerlegungen von fi, ..., f;, hinsicht-
lich X®) gibt der Form

fi@n oz = gD EM),. o) (™), an(xD), . an(x),

1
O'//(Cl)-l-h—i-l(x(l)), cee aﬁl)(x(l)) (2 ))

(e, .. zn) = g(m)(agm)(x(l)), a,(cm)(x(l)),al(x(l)),...,ah(x(l)),

o (), ol (), ),
wobei «; . .., ap, strikt sind. (Falls es iiberhaupt A Funktionen aus B, mit dieser

Eigenschaft gibt.)
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e Sonst: Eine Meldung daf} es keine A Funktionen aus B, mit der angegebenen
Eigenschaft gibt.

Algorithmus: Siehe Abbildung 3.21.

Hiufig ergeben sich bei der Vorberechnung von {0,1}?/.. schon relativ groBe Aquivalenz-
klassen von Elementen aus {0, 1}?, denen durch « gleiche Funktionswerte zugeordnet wer-
den miissen, so daf} sich die Laufzeit des modifizierten branch—and—bound—Verfahrens stark
verringert,.

Wendet man das modifizierte Verfahren auf Beispiel 3.14 an (das auch zur Illustration
des urspriinglichen branch—and-bound-Algorithmus diente), so erkennt man, dafl nun das
Problem wesentlich einfacher wird:

Beispiel 3.16 Durch =; werden die Aquivalenzklassen K" = {(000), (001), (110)}, K"
= {(010), (100), (101)}, K§" = {(111)} und K" = {(011)} erzeugt und durch =, die
Aquivalenzklassen K = {(000)}, K = {(001),(110), (111)}, K5 = {(100)} und
K = {(010), (011), (101)}.

Somit ergibt sich {0,1}*/. = {E, B>} mit E; = {{(000), (001), (110), (111)} und E, =
{(010), (011), (100), (101) }}.

Es sind keine Zerlegungsfunktionen vorgegeben und es wird eine gemeinsame Zerlegungs-
funktion von f; und f, gesucht.

Man hat also CLNR" = {1,3}, CLNR{" = {2,4}, CLNR® = {1,2} und CLNRY" =
{3,4} und damit CLANZ" = CLANZ{" = CLANZ® = CLANZ{? = 2.

Nach der Belegung «(E;) = 0 ergibt sich MS(()l) = MS(()Q) = 2 und MSfl) = MS?) =0.
Die Belegung «(E,) = 0 fiihrt dann zu einem Widerspruch zur Bedingung aus Lemma 3.11
(o wiire dann konstant) und man mufl «(Ey) = 1 setzen. Dies fiihrt zu MS(()I) = MS(()Z) =2
und M Sfl) =M S§2) = 2 und man hat eine gemeinsame, strikte Zerlegungsfunktion von f;
und fy gefunden.

Sucht man beispielsweise eine gemeinsame, strikte Zerlegungsfunktion nicht von f; und fs,
sondern von f; und f3 aus Beispiel 3.11 von Seite 140 (f1(x1, - .., T4) = Taxor3+24(x1Dx2),
f3(z1,...,24) = T4(xzo + x3) + T124), S0 sieht man direkt durch Berechnung von {0,1}3/.,
daB es in einer kommunikationsminimalen Zerlegung von f; und f3 keine solche Zerlegungs-
funktion geben kann:

Wegen K1” = {(000)}, K§” = {(001), (010), (011)}, K5 = {(100)} und K{ = {(101),
(110), (111)} ergibt sich {0,1}3/. = {{0,1}*}. Eine gemeinsame, strikte Zerlegungsfunk-
tion von f; und f3 miifite folglich allen Elementen aus {0,1}® den gleichen Wert zuordnen,
also konstant sein. Konstante Funktionen kénnen in kommunikationsminimalen Zerlegun-
gen allerdings nie als Zerlegungsfunktionen vorkommen.

Losung von CDF ausgehend von ROBDD-Darstellungen In den vorangegangenen
Abschnitten wurde vorausgesetzt, dal die zu zerlegenden Booleschen Funktionen durch
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Zuniichst wird eine ,komprimierte Version® 3 des gesuchten a auf den Aquivalenzklassen aus {0,1}?/~
konstruiert. Man erhilt dann « indem man fiir alle 1 < j <[ definiert:

N Y T e SN

[ T S U NP O NP
W RN D A RO

® ® D DD~
S R I S N S

Lo Co o o o Lo o Lo o o
W B YDA W R DO XD

S
S

!

a(E;) =d <= p(j)=4d.

if(l=1)
then
return ,Keine Losung fiir a.“
fi
Fiir alle 1 <i <m,a € {0,1}%,a’ € {0,1}" : MS'), =0
V1<j<Il:8(j) :=undef.
B(1) = (0,...,0) | | |
VI<i<m,Vaea®(Br): MSYy o =MSyy o +CLANZ
if (31 <i<m,a€ald(B)mit MSY) > 2 kh)
then
return ,Keine Losung fiir a.“
fi
1=2
a =(0,...,0) € {0,1}"
while ((j > 1) and (j <)) do
Bj) =d , .
if (V1 <i<m,Vaea®(B): MSY + CLANZ() < ori—hi=h)
hen

—~ <

o+

V1<i<m,VaeaD(E): MSY = MS), + CLANZ)
j=j+1
a =(0,...,0) € {0,1}h
else
while (8(j) = (1,...,1)) do
B(j) = undef.
j=j—-1
a' = ) | |
V1<i<m,Vaea®E): MSY, =Mms?

a’ T aa’

~ CLANZ)
od
Erhohe a' um 1.
B(j) = undef.
fi
od
if (j = 1)
/* Man ist am Ausgangspunkt angekommen ist, ohne eine geeignete
Funktion 8 gefunden zu haben */
then
return ,Keine Losung fiir a.“
fi
Vi<j<Il,VveE;: alv)=_/3(j)

return o

Abbildung 3.21: Modifizierter Algorithmus zur Losung von CDF bei Beschrinkung auf
strikte Zerlegungsfunktionen.
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Funktionstabellen bzw. Zerlegungsmatrizen gegeben sind. Hier soll nun gezeigt werden,
wie man die Suche nach gemeinsamen, strikten Zerlegungsfunktionen durchfiihren kann,
wenn die zugrundeliegenden Booleschen Funktionen durch ROBDDs représentiert sind.

Wie schon mehrfach erwéhnt wurde, ist dieser Schritt fiir die Anwendung der Algorithmen
auf praktische Beispiele von grofiler Bedeutung. Es gelingt nachzuweisen, dafl man unter
Voraussetzung einer kompakten ROBDD-Beschreibung der zu zerlegenden Funktionen das
gesamte Verfahren auf der Basis kompakter ROBDD-Beschreibungen durchfiihren kann.

Durch das modifizierte branch—and-bound—Verfahren werden die Funktionswerte der ge-
meinsamen Zerlegungsfunktionen oy, ..., o) der Funktionen fi,..., f,, auf den Elemen-
ten E,..., E, von {0,1}?/. berechnet und damit auch die Funktionswerte auf K\, ...,

(i)
sz(X @, £)
{0,1}?/, ist. Schon in Abschnitt 3.1.3 wurde angegeben, wie aus Codierungen der Klassen

K(Z) K(Z)

Lo Poa (XL f)
Zerlegung von f; bestimmt werden. Es bleibt also lediglich zu zeigen, wie man in effizi-
enter Weise aus den ROBDDs fiir f; bis f,, die bendtigten Eingaben fiir den modifizierten

branch—and—-bound—-Algorithmus erzeugen kann.

(1 <4< m), da eine Klasse E; (1 < j <) eine Vereinigung von Klassen aus

ROBDDs fiir die Zerlegungs— und Zusammensetzungsfunktionen in der

Es handelt sich also im wesentlichen um das Problem, Reprisentationen fiir die Klassen
K9 ... ’K’l(ll)(X(l) £ (1 <4 < m) und die Klassen Fy,..., F; zu erzeugen. Diese Klassen
werden durch ROBDDs fiir ihre charakteristischen Funktionen reprisentiert.

ROBDDS bdd;i) fiir die charakteristischen Funktionen der Klassen K ](-i) c{o,1}r (1 <5<
vz(XW, f;)) lassen sich leicht aus dem ROBDD zu f; bestimmen. Dabei wird ausgenutzt, daf
jede Klasse K J(-i) eineindeutig einem ,, Verbindungsknoten n; im ROBDD zu f; (bei Schnitt
nach den Variablen aus X = {z;,...,z,}) entspricht. Die Menge aller (ej,...,¢,) €
{0,1}?, durch die der Verbindungsknoten n; erreichbar ist, ist gerade die Menge KJ(-i).
Man erhélt dann (wie in Abbildung 3.22 dargestellt) einen (evtl. noch nicht reduzierten)
OBDD fiir die charakteristische Funktion von K ](-i), indem man den Knoten n; durch die
Konstante 1 und alle anderen Verbindungsknoten durch die Konstante 0 ersetzt (vergleiche
auch Abschnitt 3.1.3).

Es bleibt das Problem, die Klassen Ej, ..., E; von {0,1}?/. zu bestimmen. Ausgehend von
Funktionstabellen wurden diese Klassen durch Bestimmung von Zusammenhangskompo-
nenten in einem Graphen berechnet, dessen Knoten gerade die Elemente von {0, 1}? waren.
Auch ausgehend von ROBDDs werden Fj, ..., E; berechnet durch Bestimmung von Zu-
sammenhangskomponenten eines implizit gegebenen ungerichteten Graphen G.. = (V, E):
Die Menge V der Knoten des Graphen ist gegeben durch die Menge aller ROBDDs bddgz)
(1<i<m,1<7<vz(XWD,f)), die die Aquivalenzklassen K; @ repriisentieren Es gibt ge-

nau dann eine Kante {bddjlll), bdd 12)} wenn bdd;-il) /\bdd ) £0, d.h. wenn K (51) nKj, t2) £ )
(sieche Abbildung 3.23).

Offensichtlich erhélt man zu einer Klasse K ](-i) die Aquivalenzklasse von {0,1}?/., die K J(-i)

enthilt, indem man in G. die Zusammenhangskomponente bestimmt, die bdd;i) enthélt.
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Abblldung 3.22: Bestimmung von OBDDs zu den Aquivalenzklassen K|

(1

), Kél), K?(,l) und

) der Funktion f; aus Beispiel 3.11 bei Zerlegung hinsichtlich {1, 22, 23}. (Die OBDDs
sind noch nicht reduziert.)

Abbildung 3.23: Berechnung der Aquivalenzklassen aus {0,1}?/. fiir f; und f, aus Beispiel

3.14. Die Zusammenhangskomponenten des Graphen G.

klassen E;.

reprisentieren die Aquivalenz-
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Sind fiir ein beliebiges k£ € {1,...,m} genau die Knoten bdd;lf), e bdd;’qc) in dieser Zu-
sammenhangskomponente enthalten, so ist die gesuchte Aquivalenzklasse E; von {0,1}?/.
gegeben durch U?_, K](-f). Die charakteristische Funktion zu E; wird reprisentiert durch
den ROBDD zu VI, bddg-f).

Man sieht, daf8 auch hier die Bestimmung der Aquivalenzklassen aus {0,1}?/. reduziert
werden kann auf die Suche nach Zusammenhangskomponenten in einem Graphen, ndmlich

in dem Graphen G... Wenn man bereit ist, fiir jedes Paar bddgﬁl), bddg-?) von Knoten aus der

Knotenmenge von G.. zu testen, ob bddg-zll) A bddg-zj) # 0, so ist das Problem gelost. Es stellt
sich aber heraus, daf} es nicht nétig ist, G explizit aufzubauen und fiir alle solche Paare die
genannte Operation durchzufiihren. Man kann mit einer Anzahl von apply—Operationen
(and, or, ... von 2 ROBDDs [Bry86]) auskommen, die linear ist in der Anzahl der tatsdchlich
in G vorhandenen Kanten.

Abbildung 3.24 zeigt einen Alg&orithmus, der dies leistet. Ausgabe des Algorithmus sind

Mengen CLNRY ..., CLN Rl(Z (fiir alle 1 < 7 < m), so daB fiir die Aquivalenzklassen

Ey,...,E; von {0,1}?/. gilt: Fiir 1 < j < list E; = U po K fiir beliebige i €
J

{1,...,m}.

Der Algorithmus fiihrt eine Tiefensuche auf dem implizit gegebenen Graphen G. durch.
Die Idee, die zu einer Reduzierung der apply-Operationen gegeniiber dem naiven Ansatz
fiihrt, besteht darin, dal man zu jedem Zeitpunkt im Verlauf des Algorithmus, wenn man
sich bei einem Knoten bddg-z) befindet, simtliche Knoten bestimmen kann, die in G mit

seCLN

bddg-z) verbunden sind und noch nicht besucht wurden, ohne dafl man G. explizit kennen
muf.

Folgende Eigenschaften von ROBDDs gehen hierbei ein: Es ist leicht, zu testen, ob der
Schnitt zweier ROBDDs nicht leer ist und es ist leicht, zu einem ROBDD f ein Element aus
ON(f) zu bestimmen [Bry86].

Besucht man wihrend der Tiefensuche ausgehend von bddg-i) vb mit bddg-i) verbundene, noch
unbesuchte Knoten, so geniigen vb + m — 1 apply-Operationen, um diese Knoten zu iden-
tifizieren (m ist die Anzahl der Funktionen fi,..., fn).

Dies wird ermdglicht, indem man bei der Bearbeitung einer Zusammenhangskomponente
ROBDDs ccM ..., cc(™ verwaltet, wobei cc® die zu f; gehérigen Knoten bddg-z) reprisen-
tiert, die zu der aktuellen Zusammenhangskomponente gehéren und schon besucht wurden.

Wurden fiir 1 < ¢ < m in der aktuellen Zusammenhangskomponente schon die Knoten

bddg-?, cen bddg? besucht, so gilt cc® = VI_, bddg-? (Invariante aus den Zeilen 6 und 7 des

Algorithmus), so daB cc® die charakteristische Funktion von U_, K ](:) darstellt.

Vor der Bearbeitung einer neuen Zusammenhangskomponente werden folglich cc(® mit 0
initialisiert (Zeile 31 des Algorithmus) und beim Besuchen eines Knotens bddg-i) wird die
Operation cc® = ¢c® v bddé-i) durchgefiihrt (Zeile 4).

In der Schleife von Zeile 8-19 werden nacheinander fiir alle k£ € {1, ..., m}\{i} alle Knoten
bdd(f) besucht, die mit bddg-i) in G« verbunden sind und noch unbesucht sind.

J
Sind in Zeile 11 des Algorithmus in der aktuellen Zusammenhangskomponente schon die
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Eingabe:
e Funktionen fi,..., f, aus B, mit den Eingangsvariablen z1, ..., z,.
e Firl<i<m: ' '
Aquivalenzklasseneinteilungen {0,1}?/=. = {Ky), .. ,Ki;)( X, fi)} bei einer Zerle-
gung von f; hinsichtlich X = {z,...,2,}.
Die Mengen K J(-Z) sind gegeben durch ROBDDs bddgz) fiir ihre charakteristischen Funk-
tionen.
Ausgabe: Fiir alle 1 < ¢ < m Mengen CLN Rgi), ...,CLN Rl(i), so daB fiir die Aquivalenzklassen
Ey,...,E; von {0,1}P/ . gilt:
V1<) <UE = U opg K fiir beliebige ¢ € {1,...,m)}.
Algorithmus:
1 procedure search(bdd bddg-i),int i)
2 begin
3 if (i = 1) then Markiere bdd\” als besucht. fi
4 ccd) = ¢l v bddy)
5 CLNRS,Qkanz = CLNRSzkanz U {J}
6 /* Falls Knoten bddy, ..., bddS.) schon besucht, dann gilt
7 ce® = \/1_ bdd) und CLNRY), = {j,..., 4} */
8 for k=1 to m do
9 if (k # )
10 then
11 nicht_iiberdeckt = bdd;" A cc®
12 while (nicht_iiberdeckt # 0) do
13 Sei v € ON (nicht_iiberdeckt) beliebig.
14 Sei u € {1,...,v2(fr, X1}, so daB v € ON(bdd'").
15 search(bdd&k) k)
16 nicht_iiberdeckt = bdd;" A cc®)
17 od
18 fi
19 od
20 end
22
2/ begin
25 V1< j <wz(fi,XW): Markiere bdd;l) als unbesucht.
26 zhkanz =0
27 for j =1 to vz(f1,X™") do
28 if (bddg-l) noch nicht besucht)
29 then
30 zhkanz = zhkanz + 1
21 Vi<i<m: e =0, CLNRY, =9
32 search(bddg-l), 1)
33 fi
34 od
35 end

Abbildung 3.24: Algorithmus zur Bestimmung von {0, 1}?/...
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Knoten bdd'y, j' € J, vou fi besucht, so gilt cc® = Ve oz xwyp s bddy) . Ein Kno-
ten bdd( ) 1st in G. aber genau dann mit dem aktuellen Knoten bdd() verbunden, wenn
bdd(k) A bdd #+ 0. Folglich wird mit dem Test cc®) /\ bdd(’) # 0 in den Zeilen 11 und
12 parallel fiir alle noch nicht besuchten Knoten bddj, mit j' € {1,...,vz(fr, X} \ J

getestet, ob es in G eine Kante vom aktuellen Knoten bdd;z) zu bddg-lf) gibt. Ist dies der
Fall, so wird ein beliebiger unbesuchter Knoten bdd{¥) ausgesucht (Zeilen 13 und 14) und
die Tiefensuche wird mit diesem Knoten fortgesetzt (Zeile 15). Nach Ende der rekursiven
Bearbeitung wird wiederum getestet, ob es einen weiteren unbesuchten Knoten bddq(f) gibt
(Zeilen 16 und 12). Dies geschieht so lange, bis es in der while-Schleife keinen solchen
Knoten mehr gibt (nicht_iiberdeckt = 0).

Man bendtigt also fiir jede Kante im (impliziten) Graphen G., die die Tiefensuche zu
einem unbesuchten Knoten verfolgt, eine and—Operation auf 2 ROBDDs (Zeile 11 bzw. 16)
und fiir jeden Knoten bddg-i) und jedes k € {1,...,m}\ {i} eine zusétzliche and—Operation
(Zeile 11 bzw. 16), deren Ergebnis 0 ist und also nicht zum Verfolgen einer Kante fiihrt, so
i)

da man insgesamt zu vb+ m — 1 and-Operationen pro Knoten bddg- kommt, wenn vb die

Anzahl der Kanten ist, die im Verlauf der Tiefensuche von bddgz) aus zu noch unbesuchten
Knoten fiihren.

Da die Kanten von G. = (V, E), die bei der Tiefensuche verfolgt werden fiir jede Zu-
sammenhangskomponente aus einem aufspannenden Baum sind, ist die Anzahl der and-
Operationen begrenzt durch |V| —14|V| x (m — 1). Beriicksichtigt man noch pro Knoten
die or-Operation aus Zeile 4, so erhélt man insgesamt hochstens

Vix(m+1)—-1

apply—Operationen auf 2 ROBDDs.

Beriicksichtigt man noch, dafl der Grad eines Knotens in GG aber auf jeden Fall grofier
oder gleich m — 1 ist, so ist die Gesamtzahl der apply—Operationen linear in der Gréfie von
G..

Man kann also tatséichlich mit einer Anzahl von apply—Operationen auskommen, die line-
ar ist in der Anzahl der in G vorhandenen Kanten und das folgende Lemma ist somit
bewiesen:

Lemma 3.12 Die Anzahl der apply—Operationen, die in Algorithmus search aus Abbil-
dung 3.24 vorkommen ist beschrinkt durch |V| x (m + 1) — 1 und ist somit linear in der
Grifie des Graphen G ...

Es ist klar, dal man aus den Mengen C‘LNR1 ye CLNR , die der Algorithmus in

Abblldung .3.24 ausgibt, und aus den (evtl.) schon Vorgegebenen Zerlegungsfunktionen
ay), .. ozkZ die fiir den modifizierten branch—and-bound-Algorithmus benétigten Mengen
CLNRY = {k | K C E; und a®(K{") = a} (fﬁr 1<i<m,1<j<I aeaV(E)

bzw. deren Miéchtigkeiten CLAN Z,,; ) — = |CLN R \ leicht bestimmen kann.
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Eine weitere wichtige Beobachtung besteht darin, dal ausgehend von kompakten Be-
schreibungen der zu zerlegenden Funktionen die im Verlauf des Algorithmus auftretenden
ROBDD—Grdéfen nicht ,,explodieren® konnen. Dies sieht man leicht ein, wenn man bedenkt,
dafl die im Verlauf des Verfahrens auftretenden ROBDDs cc” Disjunktionen von ROBDDS
bddy) (1 < j <wz(fi, X1)) sind und somit (in diesem speziellen Fall) gewonnen werden
kénnen durch Ersetzung von ,, Verbindungsknoten® im ROBDD zu f; durch Konstanten 1
und 0 und anschlieBendes Reduzieren des resultierenden OBDD.

3.4.2.2 Anwendung der Lésung von CDF

Dieser Teilabschnitt hat zur Aufgabe, zu kldren, wie die gerade beschriebene Losung des
Problems CDF in ein Gesamtverfahren zur Bestimmung von gemeinsamen Zerlegungsfunk-
tionen moglichst vieler Ausgangsfunktionen eingebunden werden kann.

Bisher wurde beschrieben, wie man h gemeinsame, strikte Zerlegungsfunktionen fiir die
Zerlegung der Funktionen fi,..., f,, bestimmen kann. Mit einer Bindrsuche bzgl. h kann
man dann eine maximale Anzahl h,,,, von gemeinsamen, strikten Zerlegungsfunktionen von
fi,--., fm finden (1 < h < min; <<y, 7, —k;, wobei r; die Gesamtzahl der Zerlegungsfunktio-
nen in der Zerlegung von f; ist, k; die Anzahl der schon vorgegebenen Zerlegungsfunktionen
in der Zerlegung von f;).

Sind hyue, gemeinsame Zerlegungsfunktionen von fi, ..., f, bestimmt, so kann es keine
weiteren gemeinsamen Zerlegungsfunktionen von fi,..., f,, geben, die man zusétzlich in
einer kommunikationsminimalen Zerlegung verwenden kann. Es kann aber trotzdem (unter
Voraussetzung der Verwendung der h,,,, gefundenen gemeinsamen Zerlegungsfunktionen
fiir fi,..., fm) weiterhin Zerlegungsfunktionen geben, die man in der Zerlegung von (ech-
ten) Teilmengen von {fi,..., fi,} gemeinsam verwenden kann.

Beispiel 3.11 (Fortsetzung):

In Beispiel 3.11 (Seite 140) gibt es keine gemeinsame Zerlegungsfunktion von fi, fo und
f3 (Amaz = 0). Allerdings gibt es eine gemeinsame Zerlegungsfunktion von f; und f, und
eine gemeinsame Zerlegungsfunktion von f, und f3.

Es wiirde sich also anbieten (solange noch Zerlegungsfunktionen zu bestimmen sind), fiir
Teilmengen von { fi,..., f,n} — beginnend mit den gréBten — gemeinsame Zerlegungsfunk-
tionen zu suchen (unter Voraussetzung der Verwendung von bereits gefundenen gemeinsa-
men Zerlegungsfunktionen). Hierbei wiirde man dann allerdings in vielen Féllen unnétig
viele verschiedene Teilmengen untersuchen, z.B. auch solche, die Funktionen f;, und f;,
enthalten, die von vorneherein in kommunikationsminimalen Zerlegungen iiberhaupt keine
gemeinsamen Zerlegungsfunktionen haben konnen.

Um dies zu verhindern, macht man von der folgenden Feststellung Gebrauch: Das Problem
CDF ist zwar N P-hart, auch wenn man sich auf 2 Funktionen und auf strikte Zerlegungs-
funktionen beschréinkt (siehe Korollare 3.5 und 3.6), es ist aber effizient zu 16sen, wenn
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e man sich auf 2 Funktionen f; und f5 beschrinkt,

e man sich auf strikte Zerlegungsfunktionen beschrinkt,
e keine Zerlegungsfunktionen agl), ey a,(cll) bzw. agz), ceey a,(i) vorgegeben sind (k; =
ks = 0) und

e man nach genau einer gemeinsamen Zerlegungsfunktion sucht (h = 1).

Fiir diese Teilklasse von Instanzen von CDF kann man durch dynamische Programmierung
effizient eine Losung finden. Abbildung 3.25 zeigt ein dynamisches Programm zur Lésung
solcher Probleme.

Eingabe: e Funktionen f; und f; aus B, mit den Eingangsvariablen x4, ..., x,.

o7 = [log(vz(X(l),fl)ﬂ >0, ry = [log(vz(X(l),fz)ﬂ > 0 bei Zerlegung von f;
und f, hinsichtlich X = {zy,...,z,}.

e Fiiri € {1,2}:
Aquivalenzklasseneinteilungen {0,1}?/—. = {K O, KTE?( ) f')}' Aquivalenz-
klasseneinteilung {0,1}?/. = {Ey, ..., E}.

e Fiiri e {1,2},1<j<l, CLNRY = {k|K{” C E;}, CLANZ{” = |CLNRY|.

Ausgabe: e a5 € B, so daf} es einseitige Zerlegungen von f; und f; hinsichtlich X )
gibt der Form

D x®) = 4o
f(x® x®) = 4@

ap (xW), 087 (x), .., oD (x1)), %))

a; (xV), ol (xW), ..., o (x1), x?),

—_

wobei oy strikt ist. (Falls es iiberhaupt eine Funktion aus B, mit dieser Eigen-
schaft gibt.)

e Sonst: Eine Meldung daf} es keine Funktion aus B, mit der angegebenen Eigen-
schaft gibt.

Algorithmus:
Siehe Abbildung 3.25.

Der Algorithmus beruht auf folgenden Uberlegungen:

Mit Lemma 3.10 erkennt man, dafl es genau dann eine Zerlegungsfunktion a; mit den
angegebenen Eigenschaften gibt, wenn es eine Aufteilung von {1,...,[} in 2 Mengen

Dy={j|ai(z) =0Vz € E;} und D; = {j | u(z) = 1 Vx € E;}
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1 Y0 < l1 < 21‘1—1, 0 < l2 < 27-271 : B[ll][lg] = false, D[ll][lz] = @
2 B[0][0] = true
3 for j=1tol do

4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16 od

for I; = 2"~ ! downto CLANZY do

J

for I, = 277! downto C’LANZ](Q) do

if (B[l, — CLANZ"|[l, - CLANZ,”] = true)
then
BJ[l1][l2] = true
D[u]ls) = Dlls — CLANZ{M|[l, — CLANZ{'| u {5}
/* Invariante: Es gibt genau dann eine Teilmenge D von {1,...,j} mit
Yien CLANZY =1, und ¥, ;, CLANZ? =I5, wenn B[l1][ls] = true.
Dann ist D = D[l1][l2] eine mogliche Wahl fiir D. */
fi

17 if (3[1,[2 mit
18 wz(X, f1) —2m71 <y <2M71 und vz(X, fo) — 2727 <1y <2771 und B[l4][l2] = true)

19 then

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30 fi

for j=1tol do

if (j € D[lL][l2])
then
Vee Ej: an(z) =0
else
Vx € Ej : al(m') =1
fi

od

Gebe aus, daB es kein solches a; gibt.

Abbildung 3.25: Dynamisches Programm zur Bestimmung einer gemeinsamen Zerlegungs-
funktion zweier Funktionen f; und f.

gibt mit

ist

2 C’LANZ,S) < 2"~ ynd Z C’LANZ,(CI) < 2"1 gowie

keDg keDq
3 CLANZY <27 'und Y. CLANZY <2l
k€eDy keDy

l
Z CLANZIE:I) = UZ(X(U’ fl)a
k=1

l
3 CLANZY =3 CLANZ — ¥ CLANZ) < 2n-

k€D k=1 keDg
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aquivalent zu der Aussage

3 CLANZ" > vz(XW), ;) — 2n~,

ke Dg

Folglich gibt es genau dann eine solche Zerlegungsfunktion oy, wenn es eine Menge

Dy={j|ai(z) =0Vz € E;}

gibt mit
vz(XW, f) =27 < Y CLANZD < 277! und
ke Dy
va(XW, f) =271 < S CLANZY <27l
k€ Dg

Mit Hilfe des dynamischen Programms wird berechnet, ob es eine solche Menge D, gibt.
Dazu werden 2 zweidimensionale Felder B und D benutzt. Die Eintrdge in B werden
zuniichst alle auf false gesetzt, die Eintriige in D auf () (Zeile 1). In einer Schleife fiir
j=1...,1 (Zeilen 3-16) werden B und D verdndert. Wesentlich fiir die Korrektheit des
dynamischen Programms ist hierbei die Giiltigkeit der Invariante aus Zeilen 10-12 des Al-
gorithmus: Im j—ten Schleifendurchlauf gibt es genau dann eine Teilmenge D von {1,...,j}
mit ,cp CLANZY =1, und ¥,cp CLANZ® = Iy, wenn B[li][ls] = true. Ein mégliche
Wabhl fiir D ist dann in DJl][ls] abgespeichert. Nach [ Durchliufen der Schleife aus den
Zeilen 3-16 gibt es genau dann eine Menge Dj mit

v(XW f)y =2t < > CLANZ,(CI) <2 ! und
k€ Dy
ve(XW, f) =277 < S CLANZY < 277!,
k€Do
wenn es [; und Iy gibt B[l;][l3] = true und

vz(X, fi) -2t < 1 <2 und
v2(X, fo) =227 <y < 2L
Man kann dann Dy = D[l][ls] wéhlen.

Die Laufzeit des dynamischen Programms betréigt
o t.22 1) = O(vz(XW, f1) - vz(XW, £,) - ).

Mit Hilfe des obigen dynamischen Programms kann fiir alle Paare von Funktionen f;
und f;, festgestellt werden, ob es eine gemeinsame, strikte Zerlegungsfunktion von f;,
und f;, gibt. Aufgrund dieser Information ist man in der Lage, einen Graphen Geopr =
({f1,---, fm}, E) aufzustellen, wobei es genau dann eine Kante zwischen 2 Knoten f;, und
fi, gibt, wenn es eine gemeinsame, strikte Zerlegungsfunktion von f;, und f;, gibt. Will man
das branch-and-bound—Verfahren zur Bestimmung gemeinsamer, strikter Zerlegungsfunk-
tionen auf eine Teilmenge 7' der Funktionen {fi,..., f,,} anwenden, so ist dies nur dann
sinnvoll, wenn die Funktionen aus 7" in G¢pr auch eine Clique bilden.
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Beispiel 3.17 Betrachte die biniire Addition zweier 2¥-Bit—Zahlen

a,dko : {0, 1}2k+1 — {0, 1}2k, adko (U/Qk,l, ...,00, b2k,1, ey bo) = (’I"Qkfl, . ,T()),

wobei
2k —1 ' 2k —1 o2k .
Z r;2' = (Z a;2" + Z b;2") mod 2%".
i=0 =0 i=0
Die einzelnen Ausgangsfunktionen von addy. werden mit sqx_q,..., s bezeichnet, also

addor = (Sgk_1,-.-,80). Wird addy. zweiseitig und gleichméchtig zerlegt, so ergibt sich
bei der Bestimmung der Variablenaufteilung durch den implementierten Logiksyntheseal-
gorithmus (siehe Kapitel 4) fiir alle s; (0 < i < 2% — 1) die Aufteilung

A = {{a2k_1, “ e ,a2k—1, b2k_1, P ,ka—l}{a,Qk—l_1, ey 0,0, b2k—1_1, ey bo}}

Die zweiseitige Zerlegung von add,yx hinsichtlich A 148t sich zuriickfiihren auf zwei einseitige
Zerlegungen hinsichtlich A; = {agr_1, ..., agk-1,b9k_1,...,bax—1} und Ag = {age-1_4,.. ., ay,
byk-1_1,...,b0p} (vergleiche Kapitel 3.3).

Bei der (kommunikationsminimalen) Zerlegung hinsichtlich A, ergibt sich fiir alle s; genau
eine Zerlegungsfunktion. Im zugehérigen Graph Gepr gibt es 2671 Knoten s, .. ., Sor-1_1,
von denen keine Kante ausgeht und weitere 25~ Knoten sqr-1,. .., sox_q, die eine Clique
in Gopr bilden (vergleiche Abbildung 3.26 links fiir add;s). Tatséchlich gibt es auch eine
gemeinsame Zerlegungsfunktion von sgk-1, ..., Sex_;, ndmlich die Carry—Funktion der Ad-
dition von (agk—1_1,...,a9) und (bgk-1_y,...,by) (oder die Negation der Carryfunktion).
In einer (kommunikationsminimalen) Zerlegung hinsichtlich A; gibt es 0 Zerlegungsfunk-
tionen fiir sq, ..., Sor-1_; (diese Funktionen sind unabhéngig von agx_1, - .., aor-—1,bok_1, . - .,
bye-1), 1 Zerlegungsfunktion fiir sox—1 und jeweils 2 Zerlegungsfunktionen fiir spr-1,;...,
Sok_1. Im Graph Ggpp fiir diese Zerlegung gibt es lediglich eine Kante von sy:-1 nach
Sok—141 (vergleiche Abbildung 3.26 rechts fiir add;g). Es macht also nur Sinn, nach einer
gemeinsamen Zerlegungsfunktion von sgx-1 und sor-1,1 zu suchen. Andere Teilmengen von
Funktionen s; brauchen aufgrund von G¢pr nicht betrachtet zu werden.

Falls fiir 2 Funkionen f;, und f;, die Relationen =;, und =;, fiir die Zerlegung hinsichtlich
einer Variablenteilmenge genau gleich sind, so brauchen nicht sowohl f;, als auch f;, in den
entsprechenden Graph G¢pr aufgenommen zu werden, da man die Zerlegungsfunktionen
von f;; und f;, alle gleich wihlen kann. Auch Funktionen, die unabhéngig sind von der
Variablenteilmenge, hinsichtlich der zerlegt wird, und folglich 0 Zerlegungsfunktionen auf-
weisen, kann man natiirlich aus G¢pr entfernen.

Beispiel 3.17 (Fortsetzung):

Bei der Funktion addy sind bei Zerlegung hinsichtlich A, fiir alle 4 € {2F=1 ... 2%F — 1}
die Relationen =; zu s; identisch. Folglich kann man G¢pr zu dem Graph aus Abbildung
3.27 links reduzieren.

In Graph Gepr (in Abbildung 3.27 rechts) fiir die Zerlegung hinsichtlich A; kann man
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- / - /

Abbildung 3.27: Reduzierter Graph Geopr zu addys.

die Knoten s, ..., sor-1_; weglassen, da die entsprechenden Funktionen bei Zerlegung hin-
sichtlich A; 0 Zerlegungsfunktionen aufweisen.

Zur Bestimmung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen geniigt es also Teilmengen von { f1, ...,
fm} zu betrachten, die in dem reduzierten Graph G¢pr eine Clique bilden. Das auf dieser
Grundlage implementierte Logiksyntheseverfahren beginnt mit einer maximalen Clique in
Gcpr und bestimmt mit Hilfe des branch—and—bound—Verfahrens die maximale Anzahl
von gemeinsamen Zerlegungsfunktionen fiir die Ausgangsfunktionen in dieser Clique. Die
gefundenen gemeinsamen Zerlegungsfunktionen werden in darauffolgenden Aufrufen des
branch—and-bound—-Verfahrens als schon vorgegebene Zerlegungsfunktionen vorausgesetzt.
Das Verfahren bearbeitet dann in analoger Weise die Cliquen in G¢pp in der Reihenfolge
abnehmender Grofle. Sind zu einer Ausgangsfunktion im Verlauf des Verfahrens schon al-
le Zerlegungsfunktionen bestimmt, so wird der entsprechende Knoten aus G¢pr geldscht.
(In Anhang B ist ein Algorithmus zur Bestimmung der Cliquen mit abnehmender Grofle
angegeben.)

Beispiel 3.17 (Fortsetzung):
Bei der Funktion addyr sind bei Zerlegung hinsichtlich Ay im reduzierten Graphen Gepp



176 Kapitel 3. Zerlegungen

keine Kanten mehr vorhanden. Der branch-and—bound—Algorithmus muf} (unter Voraus-
setzung des reduzierten Graphen) iiberhaupt nicht aufgerufen werden. Die Zerlegungsfunk-
tionen werden fiir die einzelnen Ausginge getrennt bestimmt. Daf} die Zerlegungsfunktion
flir sgr-1, ..., Sor_1 identisch gewdhlt werden kann, ist schon vorher klar, da die zugehérigen
Aquivalenzrelationen =qi—1, . .., =_, identisch sind.

Bei Zerlegung hinsichtlich A; gibt es genau eine Clique, die mehr als eine Funktion beinhal-
tet. Fiir diese Clique wird eine gemeinsame Zerlegungsfunktion bestimmt, sor—1 wird aus
Gcpr gestrichen, da fiir syr-1 auch nur eine Zerlegungsfunktion benétigt wird und danach
werden fiir alle verbliebenen Ausgangsfunktionen einzeln die restlichen Zerlegungsfunktio-
nen bestimmt.

Die Realisierung, die sich durch rekursive Anwendung des Verfahrens fiir add,x ergibt, wird
in Kapitel 4 genauer untersucht.

Bemerkung 3.7 Auch abgesehen von der oben angegebenen Teilklasse des Problems CDF
treten in praktischen Beispielen hdufig eine Reihe weiterer ,Sonderfille“ auf (siehe [SM93]),
bei denen man die Losung effizienter bestimmen kann als durch den angegebenen modifi-
zierten branch—and—-bound—Algorithmus.

3.4.3 Behandlung partieller Funktionen

Schliefllich stellt sich noch die Frage, wie sich die Verfahren zur Zerlegung von Funktionen
mit mehreren Ausgidngen und zur Behandlung von partiellen Funktionen verbinden lassen.

Zu diesem Zweck wird in diesem Teilabschnitt eine Modifikation des Verfahrens zur Losung
von EKM aus den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3 eingefiihrt.

Eine einfache Moglichkeit wiirde darin bestehen, bei der Zerlegung der partiellen Funk-
tionen fi,..., f,, hinsichtlich einer Variablenteilmenge X = {z,,... ,Tp} zundchst (wie
in den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3) fiir alle Funktionen f; die don’t cares so zu belegen,
dafl die Anzahl der benétigten Zerlegungsfunktionen bei der Zerlegung von f; minimiert
wird. Danach wird dann das Verfahren zur Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen
angewendet.

Andererseits wire es wiinschenswert, die don’t cares schon im Hinblick auf eine gemein-
same Zerlequng von f1,..., fm zu belegen. Bei der don’t care—Belegung soll beriicksichtigt
werden, dafl man plant, fi,..., f,, gemeinsam (d.h. unter Berechnung gemeinsamer Zerle-
gungsfunktionen) zu zerlegen.

Um dies zu erreichen, wird hier vorgeschlagen, eine untere Schranke fiir die Gesamtzahl
der Zerlegungsfunktionen zu minimieren.

Zerlegt man eine totale Boolesche Funktion f € B, ,, als Ganzes, d.h. in der Form

f@e, o Ty Tpgrs -5 Tn) = gloa(T1, -, Zp)s - 0 (X1, - o L) Tpiy - o5 Tn)  (K)
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mit Funktionen o € By, und g € B,,_,{ym, s0 ergibt sich auch hier die minimale Anzahl r
von Zerlegungsfunktionen anhand der Zerlegungsmatrix Z(X ™)), wobei in diesem Fall die
Eintrige der Zerlegungsmatrix aber aus {0, 1}™ sind. Man zeigt genau analog zum Beweis
von Satz 3.1, daB die minimale Anzahl r von Zerlegungsfunktionen in einer Zerlegung
vom Typ () gleich [log(vz(X™, f))] ist, wobei vz(X™"), f) die Anzahl der verschiedenen
Zeilenmuster in Z (X 1) ist.

Da [log(vz(X(™, f))] eine untere Schranke fiir die Anzahl von Zerlegungsfunktionen in
Zerlegungen vom Typ (%) ist, gilt auch fiir Zerlegungen vom Typ

A x®) = 00 (xD), .., af) (@), x)

Fu(x® x®) = g (™ (xD), . afm (x®),x?),

bl Tm

mit 7; = [log(vz(X®, fi))]:
U, a9} > Nog(ua(X, f))].

[log(vz(X M, £))] stellt also nicht einfach eine untere Schranke fiir >, [log(vz(X™, £;))]
dar, sondern liefert auch ein Maf} dafiir, inwieweit man damit rechnen kann, gemeinsame
Zerlegungsfunktionen in der Zerlegung der Funktionen f; zu finden”.

Analog zur Behandlung von partiellen Funktionen mit einem Ausgang werden Erweiterun-
gen fi,...,f; der partiellen Funktionen fi,..., f,, gesucht, so daf die untere Schranke
vz(X® | f) minimiert wird. Ahnlich wie bei Funktionen mit einem Ausgang werden auch
hier die Zeilenindizes der Zerlegungsmatrix Z(X () in Klassen von ,kompatiblen“ Zeilen
eingeteilt.

Zu diesem Zweck wird der Begriff des Kofaktors auf mehrere partielle Funktionen ausge-
dehnt:

Definition 3.11 Seien fir 1 <i<m (m > 1) f; € S(D;), D; C {0,1}". Der Kofaktor
von (fi,. .., fm) hinsichtlich x7' ... x> ist eine Funktion fzil_ o {0,1}" 7 — {0,1,%}™,
wobei fiir alle (Y1, ..., Yn—p) € {0,1}"7P gilt:

L

fxil...x;p (yla SRR y’rpr) = (51, cee, 5m)

mat
5 — *, falls (€1,...,€p, Y15+, Yn—p) ¢ D;
! filer, o s €p, Y1y s Yn—p), falls (er,..., €Y1, Yn—p) € D;

7 Aussagekraft hat das Maf8 vz(X (1), f) allerdings nur, wenn es sich geniigend stark von 27 (p = |X(1|)
unterscheidet.
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Bemerkung 3.8 Setzt man fir den Kofaktor fwil___w;p von (fi,---y fm)
Di={(Wn, - Ynp) | Lot a W1, Ynp) = (01, -, Om) mit 6; # *}
und h : D} — {0,1}, so daf$ fir alle (y1,...,Yn—p) € D]
Ay, -5 Yn—p) = 0 mat foor oo (Y1, - - Yn—p) = (81, ., 0m),

so ist h der Kofaktor von f; hinsichtlich x' ... x¢r.

p
Zwei Elemente ¢) und € aus {0, 1}? heifilen dann kompatibel, wenn es kein (y1, . .., yn_p)
€ {0,177 gibt mit £ oW tag) = 08 o 0D) S oW ty)
xr ...Ep J)l ....Z'p

=P, ..6®)und 6 =0, 6% =1 oder 6 =1, 6 = 0 fiir ein 1 < i < m.

Beispiel 3.18 Gegeben sei folgende Zerlegungsmatrix zu (f1, f2, f3, f1):

Zpir| O 0 1 1
Tpyo| O 1 0 1
T - Tp
ERIAES (1100)  (%011) (0%10) (% % %)
€. e (x100)  (0011)  (0010) (% % %)
D). e® (0%x00) (0*11) (%0%0) (% %)

Eine Zeile mit Index e stellt dann eine Funktionstabelle zum Kofaktor f .« o dar. Die
Paare von Zeilenindizes (¢, ®) und (¢®), ®) sind dann kompatibel, das Paar (1), ¢(®)
nicht.

Sind zwei Zeilenindizes kompatibel, so kann man don’t cares so belegen, dafl die zugehorigen

Zeilen gleich werden.
Aus den Zeilen

| (1100) (x011) (0x10) (% ***) |

und

| (x100) (0011) (0010) (% * %) |

ergibt sich z.B. mit Belegung einer minimalen Anzahl von don’t cares

| (1100) (0011) (0010) (% ***) |
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Auch hier wird wieder (dhnlich wie bei Funktionen mit einem Ausgang) eine gemeinsame
Erweiterung kompatibler Kofaktoren benotigt:

Bezeichnung 3.10 Seien fir 1 < i < m (m > 1) f; € S(D;), D; C {0,1}". Seien
cofy = f .0 w,--.,cofr =f o .o Kofaktoren von f = (fi,..., fm) und seien e,
Ill P z.11 p

ey ey

.., €9 paarweise kompatibel. Dann heifit die Funktion
gem_erw({cofi,...,cof;}) : {0,1}" 7P —= {0,1,%}
mat
gem_erw({cofi,...,cofi})(y1,--sUn—p) = (01, .., 0m),

wobel

0 falls fir ein j € {1,...,1} cof;(y1,--.,Yn—p) = (€1,..., €n) mit € =0,
0; =< 1 falls fir ein j € {1,...,1} cofi(Y1,---,Yn—p) = (€1, ..., €m) mil & =1,
* sonst

gemeinsame Erweiterung von cofi, ..., cof;.

Um die Anzahl der verschiedenen Zeilenmuster in der Zerlegungsmatrix Z(X®")) zu mini-
mieren, wird {0, 1}? in Klassen PK3,... PK; eingeteilt, wobei die Elemente einer solchen
Klasse PK; (1 <14 < 1) paarweise kompatibel sind. Die Minimierung von [ erfolgt hierbei
analog zum Verfahren bei partiellen Funktionen mit einem Ausgang durch Lésung einer In-
stanz des Problems , Partition into Cliques® (bis auf die Tatsache, dafi Kompatibilitéit hier
anders definiert ist). Ist {0,1}?/= = {K1,..., Ky,({a1,....3,}.5) } die durch Zeilengleichheit in
Z({x1,...,z,}) induzierte Aquivalenzklasseneinteilung von {0,1}?, so kann man auch hier
{PKi, ..., PK;} so wihlen, dal PK; = U;j., K;;, d.h. daf alle Indizes gleicher Zeilen von
Z({z1,...,xp}) in der gleichen Kompatibilitétsklasse sind.

Fiir alle ¢ € {1,...,l} werden dann die Kofaktoren hinsichtlich der Elemente von PK;
ersetzt durch ihre gemeinsame Erweiterung. So erhélt man f],... so dafl die Zerle-
gungsmatrix Z (X)) von f’ genau [ verschiedene Zeilenmuster hat.

!
) Jmo

Losung fiir rRoBDD—-Darstellungen Es soll abschliefend noch kurz angegeben wer-
den, wie sich das Verfahren iibertrdgt, wenn die partiellen Booleschen Funktionen durch
ROBDDs zu ext(fi),...,ext(fn) gegeben sind. Nimmt man an, daf die Variablen aus
X® = {z,,...,2,} in der Ordnung vor den Variablen aus {z,,1,...,7,} stehen und die
zusiitzliche z—Variable der ext(.)-Darstellung ebenfalls in der Ordnung nach den Variablen
aus X steht, so kann man fiir die einzelnen Funktionen f; die Aquivalenzklasseneintei-
lungen hinsichtlich =; durch Schnitt des ROBDD zu ext(f;) nach den Variablen aus X
leicht berechnen (siehe Abschnitt 3.2.3). =; ist die Aquivalenzrelation, die durch Zeilen-
gleichheit in der Zerlegungsmatrix Z(X®) von f; induziert wird. Man erhilt {0, 1}?/=, =
{Kfi), . ’qui)({wl,...,xp},f,-)}' Fiir das obige Verfahren ben6tigt man jedoch die durch Zeilen-

gleichheit in der Zerlegungsmatrix zu f induzierte Aquivalenzklasseneinteilung von {0,1}”.
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Da zwei Zeilen in der Zerlegungsmatrix zu f genau dann gleich sind, wenn die entsprechen-
den Zeilen aller Zerlegungsmatrizen zu f; (1 < i < m) gleich sind, ergibt sich {0,1}?/=
als . .
{NKY 1< <ve({@,..., 2}, f;) und [ K # 0}

i=1 i=1
Um {0,1}?/= zu bestimmen, mufi man aber nicht alle Konjunktionen N, KJ(? bilden.
Man kann {0, 1}?/= = {Ki, ..., Ky,({a1,...0,},) } @uch direkt mit BDD-Techniken berechnen
[W95]:
Man schneidet die ROBDDs zu ext(f;) nach den Variablen aus X(Y. Man erhilt bei ext(f;)

vz({z1,...,2p}, fi) verschiedene Verbindungsknoten ngi), .. .,nsz)({xl’_“,wp},fi). Der Knoten
(1)
7
ng-l) durch die ROBDDs zu eindeutigen neuen Variablen UJ(-

ROBDD zu ezt(f;) einen ROBDD zu

n;’ ist genau durch die Vektoren aus K ](-i) erreichbar. Ersetze nun die Verbindungsknoten

i). Man erhilt dadurch aus dem

vZ(X(l)’fi)

kIO = \/ UJ('i) "Xk
j=1 y

wobei X, die charakteristische Funktion zu KJ(-i) ist. Die Klassen K; erhilt man, indem
J

man den ROBDD zu kl = AT, kI) berechnet:

ko= Kkl®
i=1
UZ(X(1)5fi)
= /\( \/ UJ) XK(’))
=1 j=1
1
= Voo @0 o) (e o Xm)

1< <vz(x (1), fy)

1<m <2 (XM, fim)

1 m
= V (UJ( . UJ('m)) ) (XK§;)0...0K§m))

1<j1 <wa(xX (1), £1)

1<im <o2(XW), fm)
vz(XMDf) )
1
= \/ (’UZ-1 UZm)XKl

i=1
KW nx(™ ok,
i1 im

Schneidet man den ROBDD zu kl nach den Variablen in X so erhilt man vz(X®, f)
Verbindungsknoten n, .. Cs (X)) direkt unterhalb der Schnittlinie. Die Menge aller
Elemente von {0, 1}?, durch die der Knoten n; erreicht wird, ist K;. (Der ROBDD, dessen
Wurzel n; ist, definiert eine Funktion v - ... v{™ wobei K; = Kz-(ll) N...N KZ-(;").)

71 im
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Zwei Klassen K; = K{Pn...nK{™ und Ky = K{'n...NnK{™ sind genau dann kompatibel,
wenn fiir alle 1 <7 < m die Klassen K J(:) und K ,(C:) kompatibel sind. Dies wird getestet wie
in Abschnitt 3.2.3 angegeben.

Nach Losung einer Instanz von ,,Partition into Cliques“ erhilt man eine Partition { PKj, ...,
PK;} von {0, 1}?. Die einzelnen Klassen PKj sind Vereinigungen kompatibler Klassen Kj, .
Es gelte PK; = ;" Kj,. Der ROBDD zu den Funktionen ext(f}) ergibt sich dann véllig
analog zum Verfahren aus Abschnitt 3.2.3:
Bei Schnitt des ROBDDs zu ext(f;) nach den Variablen aus X! erhiilt man genau vz ({1,
.., Tp}, fi) verschiedene Verbindungsknoten nﬁ”, .. .,nf}?({wh___,wp}, sy direkt unterhalb der
dessen Wurzel ny) ist, realisiere die Funktion co f]@. Einen ROBDD zu ext(f!) erhilt man
dann durch Ersetzungen von Verbindungsknoten im ROBDD zu kl: Ist eine Klasse PK; =
U, Kj,, so miissen die Knoten n;, im ROBDD zu kl (die durch Vektoren aus K, erreich-
bar sind) ersetzt werden durch eine gemeinsame Erweiterung bestimmter Kofaktoren von

ext(f;). Sei nz(.:?d(jk) fir 1 < k < s; der eindeutige Verbindungsknoten im ROBDD zu ext(f;),

der durch einen beliebigen Vektor aus K, (K, C Ki(fl)d(jk)) erreichbar ist und co fi(:;)d(jk)
der zugehorige Kofaktor. Dann miissen die Knoten n;, (1 < k£ < s;) im ROBDD zu kl

Schnittlinie. Der Knoten n;” ist genau durch die Vektoren aus K ](-Z) erreichbar. Der ROBDD,

ersetzt werden durch ROBDDs zu gem_erw({co fi(vizi(jl), .o, CO i(vizi(j y}). Fiihrt man diese
5j

Ersetzungen fiir alle 1 < j <[ durch, so erhilt man einen ROBDD zu ezt(f!). Die ROBDDs

zu gem_erw({co fi%(jl), .., CO fi%(j&)}) werden wiederum erzeugt wie in Abschnitt 3.2.3
J

beschrieben.

Das beschriebene Verfahren berechnet Erweiterungen fi,..., f}, von fi,..., fm, so daf die
Anzahl der verschiedenen Zeilenmuster der Zerlegungsmatrix Z (X)) von f' minimiert
wird. fi,..., f], sind aber nicht notwendigerweise schon totale Funktionen. Es bleiben ge-
gebenenfalls noch Freiheiten bei der Belegung der restlichen don’t cares. Belegt man die
don’t cares nicht alle mit dem gleichen Wert, so kann die Anzahl der Zeilenmuster der
Zerlegungsmatrix fiir alle Funktionen zusammen evtl. wieder anwachsen. Belegt man die
don’t cares jedoch durch das in Abschnitt 3.2.3 beschriebene Verfahren fiir die einzelnen
Funktionen f/, so wéchst diese Anzahl nicht an. Dies liegt daran, dafl Zeilen mit gleichem
Zeilenmuster in der Zerlegungsmatrix zu der Gesamtfunktion natiirlich auch in der Zerle-
gungsmatrix zu einer einzelnen Funktion f/ gleich sind. Durch das Verfahren aus Abschnitt
3.2.3 konnen aber Zeilen mit gleichem Zeilenmuster nicht verschieden werden.

Es gilt also folgendes Lemma:

Lemma 3.13 Sei f = (f1,... fm) gegeben mit f; € S(D;), D; € {0,1}" (1 < i < m).
Sei XM C {0,1}". Seien f; aus fi (1 < i < m) hervorgegangen durch das Verfahren zur
Lisung von EKM aus den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3 bzgl. XU, Dann gilt:

v2(XM | f) > vz(XD, f).
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Man hat also zwei Verfahren zur Ausnutzung der don’t cares: Das gerade beschriebene
Verfahren, das die untere Schranke [log(vz(X®, f))] fiir die Gesamtzahl der bendtigten
Zerlegungsfunktionen in der Zerlegung von f1,..., f,, minimiert und das Verfahren aus
Abschnitt 3.2.3, das die Anzahl der Zerlegungsfunktionen in der Zerlegung der einzelnen
Funktionen f; getrennt minimiert. Die beiden Verfahren sind insofern , vertréglich® als man
zuerst das Verfahren zur Minimierung der unteren Schranke (im Hinblick auf eine Zerlegung
von f{,..., fl. mit Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen) anwenden kann und
danach verbleibende don’t cares durch das Verfahren aus Abschnitt 3.2.3 ausnutzen kann,
ohne diese untere Schranke zu erhghen.

3.4.4 Rekursive Zerlegungen

Durch die Zerlegung einer Booleschen Funktion f mit n Eingingen und m Ausgingen
erhilt man folgende Darstellung von f:

X, C e X, Xour... X,
| C e |
4 )
a
\_ _J
a\ -a\ C e a\
gl LR I gm
| C e |
f, fo

Mehrfachverwendbare Teillogik wird erzeugt durch die Bestimmung gemeinsamer Zerle-
gungsfunktionen.

Das Zerlegungsverfahren kann fortgesetzt werden durch rekursives Aufrufen des Algorith-
mus fiir die Blocke «, g1, ..., gm. Dies hétte allerdings zur Folge, dal die Funktionen
g1, - - ., gm alle getrennt realisiert wiirden. Aus diesem Grund werden diese Funktionen im
implementierten Logiksyntheseverfahren mit Hilfe eines greedy-Verfahrens ,zusammen-
gruppiert“, d.h. die rekursiven Aufrufe erfolgen fiir Funktionen G4, ..., Gk, in denen jeweils
mehrere Ausgangsfunktionen g; zusammengefafit sind. Im allgemeinen werden jedoch nicht
alle Funktionen g; zu einem einzigen G; zusammengefafit, da beispielsweise Ausgangsfunk-
tionen, die keine Eingangsvariablen gemeinsam haben, auch keine gemeinsame Teillogik
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nutzen kénnen. Da die Laufzeit des Verfahrens zur Bestimmung von geeigneten Variablen-
aufteilungen fiir die Zerlegung aber von der Anzahl der Eingangsvariablen abhéngt, soll die
Anzahl der Eingangsvariablen der Funktionen G} nicht unnétig grofl werden. Kriterium fiir
das Zusammenfassen von Ausgangsfunktionen g; und g; ist die Anzahl der gemeinsamen
Eingangsvariablen von g; und g;, d.h. die Wahrscheinlichkeit, daf§ zwei Ausgangsfunktio-
nen g; und g; in einem G; zusammengefafit sind, steigt mit der Anzahl der gemeinsamen
Eingangsvariablen von g; und g;. Bei der Bestimmung von G; werden solange Ausgangs-
funktionen g; zu G hinzugefiigt, bis die Anzahl der Eingéinge von G, eine vorgegebene
Maximalanzahl iiberschreiten wiirde.

3.5 Ausnutzung von Symmetrien

In diesem Abschnitt wird festgehalten, wie man Symmetrien im Rahmen des Zerlegungsver-
fahrens nutzen kann. Im ersten Teil {iber totale Funktionen wird gezeigt, wie sich Informa-
tionen iiber Symmetrien (Vertauschungs— oder Aquivalenzsymmetrien) ausnutzen lassen,
um geeignete Variablenaufteilungen fiir die Zerlegung zu finden.

Der zweite Teil des Abschnitts befafit sich mit partiellen Funktionen. Die Tatsache, daf
sich Symmetrien fiir die Zerlegung ausnutzen lassen, motiviert die Suche nach totalen
Erweiterungen mit moglichst vielen Symmetrieeigenschaften mit Hilfe der schon in Kapitel
2.2 angegebenen Verfahren.

Die Belegung von don’t cares zur Erzeugung starker Symmetrien stellt im Gegensatz zu
dem Verfahren aus Abschnitt 3.2.3 zur Minimierung der Anzahl von Zerlegungsfunktionen
ein eher globales Verfahren dar, da es nicht an eine bestimmte Variablenaufteilung bzw. Va-
riablenordnung eines ROBDDs gebunden ist und sich die Symmetrien bei Durchfithrung von
strikten Zerlegungen auf die Zerlegungsfunktionen iibertragen. Im vorliegenden Abschnitt
wird gezeigt, dafl die beiden Verfahren aber nicht unbedingt in Konkurrenz zueinander
stehen, sondern sich gegenseitig ergidnzen: Unter bestimmten Voraussetzungen kann ga-
rantiert werden, dafl das Verfahren zur Minimierung der Anzahl von Zerlegungsfunktionen
keine der bereits erzeugten starken Symmetrien zerstort.

Schliefllich werden noch die Auswirkungen der beiden Verfahren anhand experimenteller
Ergebnisse zur ROBDD-Minimierung demonstriert.

3.5.1 Symmetrieausnutzung bei totalen Funktionen

Sucht man eine Realisierung fiir eine Boolesche Funktion f € B, und hat man Infor-
mationen iiber gewisse Symmetrieeigenschaften von f zur Verfiigung, so kann man diese
Informationen im Zusammenhang mit Zerlegungen ausnutzen.

Ist von einer Funktion f € B,, beispielsweise bekannt, dafl sie symmetrisch ist in einer Teil-
menge X = {x,...,7,} der Eingangsvariablen (p > 2), d.h. daf§ sie invariant gegeniiber
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samtlichen Vertauschungen von Variablen aus X ist, so kann dieses Wissen ausgenutzt
werden, indem man eine nichttriviale Zerlegung hinsichtlich X() durchfiihrt. Die Zerle-
gungsmatrix Z(XW) hinsichtlich X kann dann héchstens (p + 1) verschiedene Zeilen
enthalten, denn fiir alle (€1, ..., €, €p41,...,€6,) und (01,...,0,, €p41,-..,6,) € {0,1}™ mit
gleichem 1-Gewicht wl , des X(V-Teils ist der Funktionswert von f gleich. Zeilen der
Zerlegungsmatrix, deren Indizes das gleiche 1-Gewicht haben, sind also gleich. Man kann
f (fiir p > 2) nichttrivial zerlegen in der Form

f@, T, Tpirs o5 Tn) = gl (21, -, 2p), - o5 0 (X1, - o, Tp)s Tpidy - -+ 5 T

mit r < [log(p + 1)].

Betrachtet man auBer Vertauschungssymmetrie auch Aquivalenzsymmetrie, so erhilt man
allgemein folgende Aussage:

Satz 3.11 Sei f € B, eine totale Boolesche Funktion auf der Variablenmenge X =
{z1,...,2,} und sei XY = {x1,...,2,} eine Teilmenge von X. Sei auf XV die Aqui-
valenzrelation ~cgym definiert mit

Ti~esymTj = V1, € XM f st erweitert symmetrisch®in (@i, ;).

Sei PNesym ={p,--.,m} die Partition auf X0 die durch die Aquivalenzklassen der Re-
lation ~esym gebildet wird. py, ..., (0 <t <1) enthalten 0.B.d.A. jeweils ein mehrfach-
symmetrisches Variablenpaar (und damit sind alle Paare von Variablen in p; (1 <i<'t)
mehrfachsymmetrisch®).

Fiir die Anzahl der Zeilenmuster der Zerlegungsmatriz Z(XM) von f hinsichtlich X" gilt

ve(XW, f) < 2% (s + 1) - (gl + 1) - (ul + 1)

Folglich gibt es eine Zerlequng von f hinsichtlich X mit hdchstens

l
[log(2" - (lesa| +1) - (Jpegel +1) - (ul + )T = [ D log(|pa| +1)] + ¢
i=t+1
Zerlegungsfunktionen.
Beweis: Sei P = (pi,...,p,) ein Polaritétsvektor, der konstruiert wird wie im Beweis zu

Satz 2.1 (Seite 43), d.h. bei p; = {z;;,...,z; } sind

o fiir 1 <1 <t, d.h. falls y; eine Menge mit mehrfachsymmetrischen Variablenpaaren
ist, pi,, - .., pi, beliebig,

8 f ist nach Kapitel 2 erweitert symmetrisch in einem Variablenpaar, wenn f vertauschungssymmetrisch
oder dquivalenzsymmetrisch in dem Variablenpaar ist.
9siehe Lemma 2.6, Seite 43
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e und sonst p;,, . .., p;, nach dem folgenden Verfahren bestimmt: Wéhle p;, =€ € {0,1}
beliebig. Falls f in (z;,,z;,) vertauschungssymmetrisch, dann wihle p;, = ¢, falls f
in (z;,, z;,) dquivalenzsymmetrisch, dann wéhle p;, = €. Fiihre das Verfahren analog
fort mit (x;,, z;,) usw. bis p;, bestimmt ist.

(fp mit fp(z1,...,20) = f(a1', ... 202, 2pp1, ..., 20) V(21,...,2,) € {0,1}" ist dann ver-
tauschungssymmetrisch in P~ .)
Sei fiir eine Menge p; = {z;;,...,z;, } das P-Gewicht eines (e1,...,€,) € {0,1}? definiert
durch

wli,(el,...,ep) = e, | &; = pij, 5 €41,...,k}}.
(Falls P = (1,...,1) (also bei reiner Vertauschungssymmetrie) ist w/ also genau das
1-Gewicht w,, des p;—Teils.)

Zur Berechnung von vz(X(®| f) ist die Anzahl der verschiedenen Kofaktoren fwil_"w;P fiir
alle (e1,...,¢€,) € {0,1}? zu bestimmen.

Behauptung 1: Fiir ¢ € {¢t + 1,..., 1} und beliebige ¢, € {0,1}? mit

o ¢; =0, falls z; ¢ p; und

o wh(er,....e) =wp (01,...,0)

1

gilt:

fzil ...:c;p = fw‘;l _“wip .

Sei p; = {xiy, ...,z }-
Konstruiere dann eine Folge 61, ... 6®) ¢ {0, 1}? mit

f D g == f NONFOR wobei
z o z, 1 ot

o 6 =,

o 0, =0 =...=6" = ¢ fiir j ¢ {ir,..., 0k},

(B9, 89 ) = (. e) fir 1< < k=1,

L

o wlh (6UH)) =wl (6) fiir 1 <j <k —1.
Wegen ((51(1“),.
§k) = ¢.

Die Konstruktion nutzt die Vertauschungs— und Aquivalenzsymmetrie in p; aus:
Falls 0% = ¢;;, wiihle §0+D) = 60,

Falls (52(; ) = &;, sind 2 Fille zu unterscheiden:

0N = (6,6, 687Y) und wh (6®)) = wh () = wk (¢) gilt dann

ik ik
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1. Fall: €, =p;
Dann ist 51(3 ) # Di;-
Bestimme nun m mit j < m < k, so daf (5;]2 =D;,-
Ein solches m muf} es auf jeden Fall geben, da sonst wegen (51(3 ) # pi; und €, = p;
wk (87,...,69)) < wl (er,...,e) = wl (b1,...,5,) wilre.
Definiere

s+ — 5 , falls s =1; oder s =i,
? §U),  sonst.

7

Es gilt dann
(5(j+1)

il g u ey

j+1
0IY) = (eiy, - - €;).
e Falls nun p;,, = p;;, d.h. falls f in den Variablen z;; und z;, vertauschungssym-

metrisch ist, gilt wegen (5}2 #* 55) f RO f sHD G -

El ....Z'p ml ...mp
e Falls p;,, # pi;, d.h. falls f in den Variablen z;, und z;,, dquivalenzsymmetrisch
ist, gilt wegen 657{3 = 55? [ s =1 600 G+
.ﬁCll ....Tpp wll ...wpp

Da (5g) # Di; (51(32 = p;,, und damit (55“) = Di;» 51-(i+1) # Dipn» 8ilt

D, 89) = wl (7Y, 65D,

w (07, ) = wy,

2. Fall: ¢, # p;
Dann ist (51(]3 ) = Di;-
Bestimme nun m mit j < m < k, so daf (582 # Di,. -
Ein solches m muf} es auf jeden Fall geben, da sonst wegen (51(5 ) = pi; und €, # p;;

wf;(dy), e ,§§,j)) > wp (€1,...,6) =wh (d1,...,0,) wire.
AR 65*1) werden definiert wie in Fall 1 und die restliche Argumentation erfolgt

ebenfalls analog zu Fall 1.
Nach k& — 1 Schritten ergibt sich also
fzfl...wip = f 6?) 61(,1) = f 6§k) 51(,1“) = fwil...w;p
Z'l ...Ip .Z'l ...Ip

und Behauptung 1 ist bewiesen.
Behauptung 2: Fiir ¢ € {1,...,t} und beliebige €,6 € {0,1}? mit

o ¢, =0, falls z; ¢ p; und

P

o w, (e,...,€6) mod 2=w, (&,...,0,) mod 2
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gilt:
fwjl...x;” = fzfl Op -

Iy

Sei p; = {xiy, ...,z }-
Die Konstruktlon fiir die Varlablenmenge w; erfolgt in dhnlicher Weise wie bei Behauptung
1 ebenfalls in |p;|—1 Schritten: Ist )y ) = = €;;, 50 ist in Schritt j nichts zu tun. Ansonsten wird

bei (51(]7 # (5(7 die Vertauschungssymmetrle in den Variablen z;; und z;,, ausgenutzt und
bei 5&. = 5Z L, die Aquivalenzsymmetrie in den Variablen z;; und w;,,,. Mit der Definition
5§j+1) _ { (59 , falls s =1; oder s = i1

§U), sonst.

gilt

fso s = f5§j+1) NS
zmy’ Zy -y’
Auflerdem gilt
((5(J'+1) 5(j+1))

i g oo ij :(Eil,...,eij).
und , . : .
wt (69, -,69)) mod 2 = w}ti((ﬁﬁl), ...,65%) mod 2.
Nach k — 1 Schritten erhilt man ((5§k), e 51(,’“)) mit

k k) k
(51(1)5,5z(k ) (Eila""eikfl’éi(k))

und wegen w, (d,...,0d,) mod 2 = w}ii(éyc), ...,0%) mod 2 = w} (€1, ..., €¢) mod 2 auch
50 = ¢,
1 ]
Insgesamt gilt
‘f$61 o = T fzil...w;p'
o1z

Da fiir t + 1 <4 < nur |u;| + 1 verschiedene Funktionswerte von wfi vorkommen kénnen
und da es fiir 1 < ¢ < ¢ nur 2 verschiedene Werte fiir w}ti mod 2 gibt, kann es also insgesamt,
hochstens

2 (s +1) - (] + 1)
verschiedene Kofaktoren foe e fiir (€1,-..,€) € {0,1}? geben. Somit ist der Satz bewie-
sen. .

Kennt man also grofilere Symmetriemengen einer Funktion f (wobei hier Symmetrie Ver-
tauschungssymmetrie oder Aquivalenzsymmetrie bedeutet), so bietet es sich nach Satz
3.11 an, die Variablen aus diesen Symmetriemengen zusammen in die Teilmenge X ) der
Variablen zu plazieren, hinsichtlich der zerlegt wird. Obwohl man Beispielsfunktionen kon-
struieren kann, bei denen die Anzahl der bendétigten Zerlegungsfunktionen kleiner wird,
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wenn man die Variablenpaare, in denen die Funktionen symmetrisch sind, nicht zusammen
in die Menge X plaziert (siehe [SM93]), scheint es doch eine gute Heuristik zu sein,
symmetrische Variablen zusammenzufassen, da gréflere Symmetriemengen nach Satz 3.11
schon von vornherein zu einer geringen Anzahl von Zerlegungsfunktionen fiihren.

Gruppiert man also die Variablen aus den Symmetriemengen zusammen, so kann man das
Verfahren zur Bestimmung geeigneter Inputpartitionierungen aus den Kapiteln 3.1.4 bzw.
3.4.1 abéndern: Es werden dann nicht mehr einzelne Variablen miteinander vertauscht, son-
dern ganze Blocke von Variablen, ndmlich gerade die Variablen aus den Symmetriemengen.
Ansonsten bleibt das Verfahren unveridndert.

Ist P~,yn = {1, ..., u} die Partition auf der gesamten Variablenmenge X = {z1,...,z,}

von f, die durch die Aquivalenzklassen der Relation ~esym (Vertauschungssymmetrie oder
Aquivalenzsymmetrie) auf X gebildet wird, und sind die Mengen p; ausreichend gro8, so
bietet sich noch eine andere Méglichkeit zur Ausnutzung dieser Symmetrien an, die in dem
implementierten Logiksynthesealgorithmus genutzt wird: Man kann f [—seitig hinsichtlich
der Variablenpartition PNesym zerlegen. In Kapitel 4 wird unter anderem eine Realisierung
eines partiellen Multiplizierers vorgestellt, die eine solche [-seitige Zerlegung benutzt.

3.5.2 Symmetrieausnutzung bei partiellen Funktionen

Satz 3.11 besagt, dafl Symmetrieeigenschaften bei totalen Funktionen zu Zerlegungen mit
einer geringen Anzahl von Zerlegungsfunktionen fiithren. Daher lohnt es sich im Hinblick
auf die Zerlegung bei partiellen Funktionen, totale Erweiterungen zu suchen, die moglichst
viele Symmetrieeigenschaften aufweisen. Dies kann mit Hilfe der Verfahren aus Kapitel 2.2
geschehen.

Auf der anderen Seite wurde in Abschnitt 3.2.3 ein lokales Verfahren vorgestellt, das die An-
zahl der Zerlegungsfunktionen bei vorgegebener Variablenteilmenge XV hinsichtlich der
zerlegt werden soll, minimiert und dabei ebenfalls don’t cares belegt. ROBDD-Grof3en lassen
sich durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens minimieren, z.B. durch Anwendung
fir X = {zy,...,2;} miti=1,...,n — 1 (siehe Kapitel 3.2.4). (Wie bereits festgestellt
wurde, besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Minimierung von ROBDD-Gréflen
und der Minimierung der Anzahl von Zerlegungsfunktionen.)

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daf§ sich die beiden Ansétze (Belegung von don’t cares
zum Erzeugen von Symmetrien und Belegen von don’t cares zur Minimierung der Anzahl
von Zerlegungsfunktionen bei vorgegebener Variablenteilmenge bzw. zur Minimierung von
ROBDD-Groflen) kombinieren lassen. Die Erzeugung von Symmetrien dient dabei in ei-
nem ersten Schritt sowohl der Erzeugung guter Variablenordnungen (d.h. symmetrischer
Ordnungen“ im Hinblick auf die Minimierung von ROBDD-Gréflen) bzw. der Bestimmung
guter Variablenteilmengen XV als auch der don’t care Belegung zur Minimierung von
ROBDD-Groflen bzw. Zerlegungsfunktionsanzahlen bzgl. der resultierenden Ordnung. (Die
Wahl | symmetrischer Ordnungen® hat sich bei der ROBDD-Reprisentation von totalen
Funktionen als giinstig erwiesen [MMD94, PSP94]|.) In einem zweiten Schritt wird dann
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X 0011 X 0011
%l 0101 X, 0101
X, X, XX
00 1000 — 00 1000
01 0ooo 01 1000
10 0ooo 10 1000
11 0001 11 0001

Abbildung 3.28: Zerstérung der Symmetrie in x; und z3 durch Minimierung der Anzahl
der Verbindungsknoten bei Schnitt nach zs.

bei vorgegebener Variablenordnung bzw. vorgegebener Variablenteilmenge XV die ROBDD—
GroBe bzw. die Anzahl der Zerlegungsfunktionen bei Zerlegung hinsichtlich X(!) durch
(einmaliges bzw. wiederholtes) Anwenden des Verfahrens aus Abschnitt 3.2.3 nochmals
minimiert.

Es wird gezeigt, dal unter bestimmten Voraussetzungen die don’t care-Belegung in Schritt
2 die in Schritt 1 erzeugten Symmetrien nicht zerstort. Daf} dies allgemein aber nicht gilt,
wird anhand des folgenden Beispiels deutlich:

Beispiel 3.19 Betrachte die partielle Funktion f € By, die durch die Zerlegungsmatrix
bzw. durch den ROBDD auf der linken Seite von Abbildung 3.28 definiert ist. Man sieht
leicht, dal f stark symmetrisch ist in {z1,z9,x3}. Minimiert man die Anzahl der , Ver-
bindungsknoten® unterhalb eines Schnitts nach der Variablen o, so erhélt man die Zerle-
gungsmatrix und den ROBDD auf der rechten Seite der Abbildung. Das Ergebnis ist nicht
mehr symmetrisch in z; und z3.

Setzt man aber voraus, dafl die Variablenordnung des ROBDD eine symmetrische Ordnung
ist und schrinkt man die Schnitte durch den ROBDD ein auf Grenzen zwischen den einzel-
nen Gruppen von Variablen, in denen die Funktion stark symmetrisch ist, so zerstort die
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Minimierung der ,,Verbindungsknoten® die Symmetrieeigenschaften nicht. Ist f also stark
symmetrisch in einer Partition P = {\,..., Az} der Eingangsvariablen und ist X eine
Vereinigung von Mengen J;, so zerstort eine Anwendung des Verfahrens zur Losung von
EKM bzgl. X die starke Symmetrie in P nicht.

Dieser Zusammenhang wird in Satz 3.12 prézisiert:

Satz 3.12 Sei f € S(D) mit D C {0,1}". Sei f stark symmetrisch in einer Partiti-
on P = {\y,...,\x} der Eingangsvariablen. Sei X() = X, (1<1<k) Sei K =
{Ky, - Kyyxo,p} die durch Zeilengleichheit in Z(XW) induzierte Aquivalenzklassenein-
teilung. Sei PK = {PK,...,PK,} eine Vergréberung von K, d.h. PK; = U?:l K;;, mit
der Eigenschaft, dap fiir alle Mengen PK; (1 <i<w)e~ 0 gilt fiir allee,6 € PK; (d.h. die
Zeilen der Zerlegungsmatriz mit den Indizes € und & sind kompatibel). Sei f': D' — {0,1}
eine Erweiterung von f mit

D' ={(€e1,...,€n) | falls (e1,...,¢y) € PK;, dann
3(51,...,(51,) € PI{2 mat (617---551),611—}—1’---;671,) € D}

und fir alle (ey,...,€,) € D':

fler, .. €)= f(01,...,0p, €pt1s- -, €n) Mit (€1,...,€) € PK;,(d1,...,6,) € PK; und
(01,3 0p, €pt1y---,€n) € D.

Dann ist auch f' stark symmetrisch in der Partition P.

Beweis: Wihle )\; € P.
Z.z.: f"ist stark symmetrisch in \;.
Sei 0.B.dA. XMV = {zy,...,2,}.

1. Fall: \; C X
Seien z;, und z;, € ;.
Seien €, ¢® € {0,1}? beliebig mit

1) _ 2) _
6()—(61,...,6]'1,...,Cjz,...,ﬁn) und 6()—(61,...,€j2,...,6j1,...,6n).
Da f stark symmetrisch ist in z;, z;, gilt also

fwfl p Il 52 gep = fwfl pd2 1 peps

R R A

wobei zu beachten ist, dafl die Kofaktoren evtl. partiell sind.

(Die Zeilen der Zerlegungsmatrix Z(X®) mit Indizes ¢ und €? sind also exakt

gleich.)

Daher gibt es ein K; € K mit e, e® € K; und folglich auch ein PK; € PK mit

¢V €@ € PK;. Da nach Definition von f' fiir alle (1,...,6,), (&,..., §,) € PK; gilt
f;h_

- Zp p

!
Sp — f 8 s
$1 ...Z'p
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ist insbesondere auch

! !
f er %91 L Si2 _ep — f €er S92 i1 _ep-
xr T o Y ol x Py vl el
1 J1 J2 P 1 J1 J2 4

(f"ist so definiert, dafi durch don’t care-Belegung aus gleichen Zeilen der Zerlegungs-
matrix Z(X®) fiir f wieder gleiche Zeilen in der entsprechenden Zerlegungsmatrix

fiir f’ resultieren.)
f' ist also ebenfalls stark symmetrisch in zj,, z;,.

2. Fall: \; ¢ XM
Seien z; und z;, € A;.
Seien €M) €? € {0,1}" beliebig mit €)' = (€1, .., €p €pr1y -y Ejrsevvs€jaye--,En)
und €@ = (€1, ..., €py €pt1senns€ipreeer€iyyenns€n)e
Da f stark symmetrisch ist in z;,, z;, gilt

€D (@ ¢ p
oder
eV e € Dund f(eV) = f(e?).

Zu zeigen ist, dafl auch fir f’
€D (@ ¢ pr

oder
eV e® ¢ D" und f'(eV) = f'(€?)

gilt.

Falls ¢V, ¢® € D, dann gilt die Behauptung, da f’ Erweiterung von f ist.

Sei €M e ¢ D und € € D’ oder ¢ € D'. Sei 0.B.d.A. eV € D'

Sei (61,...,€p) € PKZ

Dann gibt es nach Definition von f’ ein (d1,...,6,) € PK; mit

(0153 0ps €pt1s e v s €y ees €Ejyy-ny €,) € D. Es gilt

€y s €py €pits ey €ryeevy€jgyeay€n) = F(01, ety Opy€pitsenes €ryeees€iyenns€n)
Da f stark symmetrisch ist in z;,, x},, ist auch

(0153 0ps €pt1s vy €jnyenes€jyy-nnr€y) € D und

J(015 -y 0py €pty e o ey €jryeeny €hyevns€n) = F(01, 0y Opy €pity vy €oyeney €jryenny€n).
Nach Definition von f’ ist dann (ey,..., €y, €pt1,-- ) €jpy--vy€jyy--.,6) € D' und es
gilt

€,y €py €pitse ey €hoyevvy€jryey€n) = F(01, 0ty 0ps€pitsens€oyeees€iyenns€n),

so dafl insgesamt

T (€1 s €py €pits ooy €ryeens €jpyeey€n) = FH€1, 0o €y €pity vy €jyenny€ryenny€n)

gilt.
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O

Wendet man das in Abschnitt 3.2.3 beschriebene Verfahren zur Lésung des Problems EKM
bei ROBDD—Darstellungen auf eine Funktion f € S(D) an, die stark symmetrisch ist in
{A1,..., At} und bei der in der ROBDD-Darstellung zu ext(f) die Variablen aus den Men-
gen J; in der Variablenordnung benachbart sind, so erhélt man bei ,,Schnitt des ROBDD
zwischen den Variablen aus \; und A;;1“ gerade eine Erweiterung von f in der in Satz 3.12
angegebenen Form.

Will man die ROBDD-Grofle einer partiellen Funktion f minimieren, so wird insgesamt
folgendes Verfahren durchgefiihrt: Zunéchst wird mit dem Verfahren aus Kapitel 2.2 eine
moglichst kleine Partition P = {\q,..., At} bestimmt, so da} f symmetrisch ist in P. Es
wird eine minimale Anzahl von don’t cares belegt, so dal f stark symmetrisch wird in P.
Andere die Variablenordnung <;n¢es S0, daB fiir alle 1 < i < k

)\i = {xindew(1+2§_11 Y K ’xinde;c(|)\i\+zj._ll \)\j|)}’

d.h. dal <;n4e; €ine symmetrische Ordnung ist. Nun kann zur Verbesserung der Varia-
blenordnung ein sifting—Verfahren [Rud93] angewendet werden, das die Blocke symme-
trischer Variablen als Ganzes verschiebt (symmetrisches sifting [MMD94, PSP94]). Zur
Minimierung der Anzahl der ROBDD—Knoten wird nun &hnlich wie bei dem Verfahren von
Chang/Marek—Sadowska [CCM94] die Anzahl der Verbindungsknoten unterhalb bestimm-
ter Schnittlinien durch den ROBDD minimiert. Es werden aber nicht alle méglichen Schnitt-
linien genommen, sondern nur solche, die ,,zwischen benachbarten Blécken symmetrischer

Variablen“ liegen, d.h. es wird nur an Schnittlinien nach den Variablen z, dex(S™_, In))
=117

(1 <4< k—1) die Anzahl der Verbindungsknoten minimiert'®. Abbildung 3.29 illustriert
dieses Vorgehen. Geméfl Satz 3.12 wird die starke Symmetrie in P durch das Verfah-
ren nicht zerstort. Daher kann nach der Minimierung der Verbindungsknoten nochmals
n,symmetrisches sifting” mit den gleichen Gruppen symmetrischer Variablen durchgefiihrt
werden.

Experimente aus [SMHM96] anhand von Benchmarkfunktionen ergeben im Schnitt eine
Verkleinerung der ROBDD—Darstellungen von iiber 70% bei diesem Verfahren im Vergleich
zu reinem symmetrischem sifting. In Tabelle 3.2 sind die Resultate angegeben.

Zur Durchfiihrung der Messungen wurden die Benchmarkschaltkreise (totaler Boolescher
Funktionen) in eine zweistufige Darstellung gebracht. Aus dem Booleschen Polynom wurde
nun eine partielle Boolesche Funktion bestimmt: Die ON-Mengen der einzelnen Monome
wurden zufillig mit einer Wahrscheinlichkeit von 40% zur don’t care-Menge hinzugefiigt.
Die drei letzten Funktionen in der Tabelle sind partielle Multiplizierer partmult,,.

Dabei wird natiirlich jeweils vorausgesetzt, daf8 die zusitzliche Variable z in der Variablenordnung
unterhalb von Variable z, (A liegt.
j=1'"7

"Die n? Eingéinge sind die Bits der Partialprodukte und die 2n Ausginge sind die Produktbits. Die
don’t care—Menge enthilt alle Eingangsvektoren, die aufgrund der Tatsache nicht auftreten konnen, dafl die
Eingangsvariablen nicht unabhéngig voneinander sind, sondern Konjunktionen a;b; der Bits der Operanden
(a1,-..,an) und (by,...,b,) sind.
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3 Symmetrisches iy
‘ ’ . ‘ ’ . sifting

Abbildung 3.29: Es wird nicht wie im Originalverfahren nach jeder Variable geschnitten,
sondern nur zwischen den Blocken symmetrischer Variablen.

In einem ersten Experiment wurden ROBDDs, die die ON-Mengen représentierten, aufge-
baut und die Variablenordnungen mit symmetrischem sifting optimiert. In Spalte ,,sym_sz ft“
von Tabelle 3.2 sind die entsprechenden Knotenanzahlen aufgefiihrt.

Die Spalte ,,sym_group® enthilt die Knotenzahlen nach Belegung von don’t cares zur Er-
zeugung starker Symmetrien. Es ergibt sich eine Verbesserung von durchschnittlich 51%.
In Spalte ,,sym_cover® sind schliellich die Knotenzahlen angegeben, die man erhilt, wenn
man das oben beschriebene Verfahren komplett anwendet (einschlieBlich einer Minimierung
der Anzahl von Verbindungsknoten). Man erzielt gegeniiber reinem symmetrischem sifting
eine Verringerung der Knotenzahlen um iiber 70%.

3.6 Nichtdisjunkte Dekomposition

Schon in [RK62] wurden durch Roth und Karp nichtdisjunkte Zerlegungen erwihnt. Al-
lerdings erfolgte (meines Wissens nach) keine systematische Untersuchung nichtdisjunkter
Zerlegungen. Die Ergebnisse dieses Abschnitts zeigen, dafl sich die Betrachtung nichtdis-
junkter Zerlegungen ohne gréflere Probleme in die bisher entwickelten Syntheseverfahren
integrieren 1aft.

Nichtdisjunkte Zerlegungen sind folgendermafien definiert:

Definition 3.12 (Einseitige nichtdisjunkte Zerlegung)

FEine einseitige nichtdisjunkte Zerlegung einer Booleschen Funktion f € B, mit den
Eingangsvariablen x4, ..., x, hinsichtlich des Paares (X(l),X(2)) von Variablenteilmengen
mit X = {z;, ..., 5.}, X@ ={ay, ...}, 1 <p<nundl < h < p+1 ist eine
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Anzahl | Anzahl

Schaltkreis | Inputs | Outputs || sym_sift sym_group sym_cover
5xpl 7 10 67 66 (0.2 s) 53 (0.5 )
9symml 9 1 108 25 (0.3s) 25  (0.45)
alu2 10 6 201 | 201 (0.7s)| 152  (2.6s)
apex6 135 99 1033 | 983 (267.6s) | 612 (459.7s)
apex’ 49 37 814 | 728 (27.7s) | 340 (52.2s)
b9 41 21 256 | 185  (8.6s) | 122 (11.5s)
c8 28 18 156 | 95 (1.7s)| 70 (325
example2 85 66 491 | 484 (69.2s) | 416 (119.4 )
mux 21 1 34| 29  (06s)| 29 (0.7s)
pcler8 27 17 78 73 (1.9 s) 72 (3.3 )
rd73 7 3 76 34 (0.3 s) 27 (04 5s)
rds4 8 4 144 | 42 (07s)| 42 (0.7s)
$a02 10 4 104 | 104 (0.4 s) 70 (0.8 8)
x4 94 71 829 | 633 (121.9s) | 485 (2034 s)
z4ml 7 4 51 32 (0.2 s) 17 (0.3 s)
partmult3 9 6 152 35  (1.0s) 29 (1.2s)
partmult4 16 8 971 | 222 (49.5s) | 114 (50.6 s)
partmult5 25 10 4574 | 998 (1540.4 s) | 365 (1548.4 s)
total 10139 | 4969 3040

Tabelle 3.2: Experimentelle Resultate. Die Tabelle zeigt die Knotenanzahlen der ROBDDs
zu den einzelnen Funktionen. Die Zahlen in Klammern sind die benétigten CPU—Zeiten.

Darstellung von f in der Form

flxr, .. z) = glaa (21, ... 2p), ooy 0 (@1, oo, ), Ty - ooy X))

Definition 3.13 (Zweiseitige nichtdisjunkte Zerlegung)
FEine zweiseitige nichtdisjunkte Zerlegung einer Booleschen Funktion f € B,, mit den

Eingangsvariablen x1, .. ., x, hinsichtlich des Paares (XM, X?)) von Variablenteilmengen
mit XU = {1, ...,2,}, X@ = {zp, ...,2,}, 1 <p<nundl < h < p+1 ist eine
Darstellung von f in der Form
fl@y,. @) =
glog(z1, .. @)y on(@, oy ), Bi(Thy oo )y ooy, Bs(@hy - - -, X))

Anhand von Beispiel 3.20 soll demonstriert werden, wie man durch Verwendung nichtdis-
junkter Zerlegungen Zerlegungsfunktionen einsparen kann:
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Beispiel 3.20 Betrachte folgende Boolesche Funktion: sel_addy: : {0,1}2°7+1 — {0, 1}%",

sel_addqx (08, ok _1, - -, G0y Dok _1, -, Do, Cop_1, .-, Co, dog_1, ..., do) = (Tok_1,-..,T0), wobei
kalr-Qi _ (Zfigl a; 2" + Zfial b;2) mod 22°,  falls 0s = 0
e (X251 620+ Y251 d;2)) mod 22°,  falls os = 1
Die einzelnen Ausgangsfunktionen von sel_addyx werden mit sor_q, ..., So bezeichnet, also
sel_addyr = (Sgk_1, . .., 50). Es handelt sich bei sel_addyx um die binéire Addition zweier 2%
Bit—Zahlen. Der Eingang os bestimmt, welche beiden Zahlen addiert werden sollen: Ist os =
0, so werden die ersten beiden Operanden addiert ((agr_1,-...,a9) und (bgr_1,...,bg)), ist
0s = 1, so werden die letzten beiden Operanden addiert ((coe_1, ..., co) und (dor_q, ..., dp)).

Abbildung 3.30 zeigt eine mogliche zweiseitige gleichméchtige und disjunkte Zerlegung aller
s; (0 <4 < 2% — 1) hinsichtlich der Aufteilung A = {X® X®}* mit

1)
X( ) = {OS, Aok _ 1y ..., Aok—1, ka_l, ceey ka—l, Cok_1y.+.,Cok—1, d2k71, ceey d2k—1}
und
2
X( ) == {a2k—171, ceey a/(), ka_1717 . e ,b(), CQk—lil, ceey CO, d2k—171, ceey d()}.
Man erkennt, dafl man bei dieser disjunkten Zerlegung fiir die Funktionen sy, ..., Sqr-1_;

jeweils 2 Zerlegungsfunktionen bendtigt, die von X abhingen, da der Wert von os bei
der Berechnung der Zerlegungsfunktionen noch nicht bekannt ist. Es wird sowohl das ent-
sprechende Summenbit der Addition von (agk-1_1,...,aq) und (bor-1_1, ..., bo) als auch das
Summenbit der Addition von (cor-1_1,...,¢y) und (dgr-1_1,...,do) berechnet (slab; und
sled;). Analog wird fiir die Funktionen sqi-1, ..., s0_; auf X sowohl das Carrybit der
Addition von (agk-1_1,...,a0) und (bgr-1_1,...,bp) als auch das Carrybit der Addition von
(Cok—1_1,---,¢o) und (dor-1_y, ..., dy) berechnet (carryab und carrycd).

Fiir die Zerlegung von sy, . .., Sok-1_; wird genau eine Zerlegungsfunktion benétigt, die von
X @ abhiingt, nimlich os. Fiir die Zerlegung von sqk—1,4,. .., S_; dagegen werden 3 Zer-
legungsfunktionen benétigt, die von den Variablen aus X(!) abhingen: Das entsprechende
Bit sh; der Summe von (agr_1,...,a-1) und (bgr_1, ..., bgr—1) bzw. (cor_1, ..., Cor—1) und
(dok_q,...,dox—1) (je nach Belegung von os) und das Bit shpl; der Summe plus 1 (fiir
den Fall, da die Addition der niederwertigen Bits der Operanden einen Ubertrag erzeugt)
und zusétzlich noch os, da in Abhéngigkeit von os entweder carryab oder carrycd von der
Addition der niederwertigen Bits ausgewiihlt werden muf?.

Plaziert man jedoch die Variable os in beide Variablenmengen der Zerlegung, d.h. zerlegt
man nichtdisjunkt hinsichtlich X und X® mit

1
X( ) = {OS,CLQk,l, ey GQk—l,kafl, .. .,ka—l, Cok_1y++.,Cok—1, d2k71, .. .,d2k—1}

*Eine Realisierung der Funktion add,: (Addition zweier Operanden) ist in Kapitel 4 genauer beschrie-
ben. Sie weist starke Parallelen zu der hier gezeigten Realisierung auf.

’Die Zerlegung von sye—1 und sor—14; stellt einen Sonderfall dar, da man aufier os fiir syx—1 nur noch
eine Zerlegungsfunktion auf X ) benétigt, die man auch in der Zerlegung von Sok-141 verwenden kann
(vergleiche addyr aus Kapitel 4).



196 Kapitel 3. Zerlegungen

30 aney azk 1
apq| Ak Bl Bl b by
b _4|b b b
k1| Mok-1 k-1, o Coy oy Cok g
. Czkfl C2k-1_1 CO do, ey d2k_l
>—9
dzk-l dzk-l-l d, 0s
0s

B a

o1 SPL x4 Shkz‘k-1+2 jhplzk-1+2
| o, oS
CaTYS
; ’ ab i
2k—1_1 0
M N Cdzk-l_l hg Cdo
MJ anEn M_J g MUX ‘TR R] MUX
1 1 f f 1 1
Sy SHLip Sy Spe S S

Abbildung 3.30: Disjunkte Zerlegung von sel_addyx.

und

X® = {08, ge—1_1,. .., 00, byk—1_1,...,bg, Cor-1_1, ..., Co,dor—1_1,...,do},
so kann man Zerlegungsfunktionen einsparen (siehe Abbildung 3.31).
Da man bei der Zerlegung von sy, .. ., sok-1_; hinsichtlich X® nun os schon kennt, geniigt
hier jeweils eine Zerlegungsfunktion, ndmlich das entsprechende Ergebnisbit s;.
Fiir die Funktionen syi—1, ..., Soe_; muB auf X dann nur ein einziges Carrybit berechnet
werden, da os in X schon enthalten ist und daher bei der Berechnung auf den Variablen
aus X schon bekannt ist, ob die Operanden (agk-1_,...,aq) und (byr-1_q,...,by) oder
(Cop—1_1,...,¢p) und (dor-1_1,...,dy) addiert werden miissen.

Ebenso entfillt dann bei der Zerlegung hinsichtlich XV fiir alle Ausgangsfunktionen os
als Zerlegungsfunktion.

Bemerkung 3.9 Seien XV und X® 2wei disjunkte Variablenmengen mit | X?| = | X®)|,
c eine zusitzliche Variable ¢ X U X® . Dann kann man leicht Boolesche Funktionen
feB, m= XY+ |XP|+1) mit Variablenmenge XV U X® U {c} konstruieren, fiir
die gilt:
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Abbildung 3.31: Nichtdisjunkte Zerlegung von sel_addyr.

Bei einer disjunkten Zerlegung von f hinsichtlich {X(l) X@ U {c}} benstigt man | XV
Zerlegungsfunktwnen die von XV abhingen, und i \X )41 Zerlegungsfunktzonen die von
D u{c} abhangen Bei einer disjunkten Zerlegung von f hinsichtlich {X U{c}, X®}
ben(')'tigt man | X | Zerlegungsfunktwnen die von X®@ abhingen, und | XW|+1 Zerle-
gungsfunktionen, die von XY U {c} abhingen.
Bei einer zweiseitigen nichtdisjunkten Zerlegung von f hinsichtlich X Wu{c} und X@u{c}
bendtigt man hingegen insgesamt nur 3| XW| + 1| X®| Zerlegungsfunktionen.
Intuitiv kann man dies so interpretieren, dafs ¢ fiir die Auswertung von Zwischenergebnissen
sowohl auf X als auch auf X®  wesentlich® ist: Entfernt man bei der nichtdisjunkten
Zerlequng ¢ aus XM U {c} bzw aus X@ U {c}, so wird die Anzahl der Zerlegungsfunktio-
nen, die auf X bzw. X® berechnet werden muf, verdoppelt. Man muf sowohl fir den
Fall ¢ = 0 als auch fir den Fall ¢ = 1 (getrennte) Zwischenergebnisse auf X bzw. X®@
berechnen.

Bemerkung 3.9 zeigt, daf§ es Félle geben kann, in denen es durchaus sinnvoll ist, nichtdis-
junkt zu zerlegen.
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Nichtdisjunkte Zerlegungen lassen sich leicht in das bisherige Schema zur Zerlegung Boo-
lescher Funktionen integrieren:

e 1. Alternative:

Auch bei der Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen wurden fiir eine Aus-
gangsfunktion nicht alle Zerlegungsfunktionen gleichzeitig berechnet, sondern die
Zerlegungsfunktionen wurden nach und nach unter Voraussetzung schon gegebener
Zerlegungsfunktionen bestimmt. Einseitige nichtdisjunkte Zerlegungsfunktionen las-
sen sich darstellen als disjunkte Zerlegungen mit fester Vorgabe bestimmter Zer-
legungsfunktionen. Eine einseitige nichtdisjunkte Zerlegung hinsichtlich des Paares
(XM, X@) von Variablenteilmengen mit XU = {z,, ..., z,}, X® = {z}, ..., 1,},
0 <p<mnund 1l < h < p+ 1 148t sich darstellen als einseitige disjunkte Zerle-
gung hinsichtlich XM, bei der die Zerlegungsfunktionen zy, ..., z, vorgegeben sind
(vergleiche Abbildung 3.32).

e 2. Alternative:
Eine andere Moglichkeit zur Integration nichtdisjunkter Zerlegungen ist die Ausnut-
zung von Zerlegungen partieller Funktionen. Hierbei werden bei der Zerlegung einer
Funktion f € B, hinsichtlich des Paares (X, X®) mit X = {z, ..., 2,} und
X@ =g, ...z, 1 <p<nund 1 < h < p+ 1) die Eingangsvariablen, die
sowohl in X als auch in X® vorkommen, , verdoppelt“: Man fiihrt zusitzlich zu
!
2

Th, ..., T, Variablen z}, ..., 2] ein und definiert eine Funktion f’ durch
! ! !
f(615"')6h71a6h:€ha'"aepaepaep—f-la"',en) :f(ela'"aehflaeha"',epaep-kla"-aen)
- ! ! —h+1 : !
fiir alle (€1,...,€n 1,€h, €y - €ps Eps Epi1y - - -5 €) € {0, 1} P mit € = ¢, ...,

€p = €,- f' ist eine partielle Funktion, wobei die charakteristische Funktion der don’t
care-Menge durch
p
de(zn, @, . . . 2, 2,) = \ 25 @ 2

j=h
gegeben ist. Es ist klar, dafl eine kommunikationsminimale zweiseitige disjunkte Zer-
legung dieser partiellen Funktion f’ hinsichtlich {Y®"), Y®} mit YU = {zy, ... 2,}
und Y@ = {2} ..., Ty, Tpy1, - - -, Tn} genau einer kommunikationsminimalen zweisei-
tigen nichtdisjunkten Zerlegung von f hinsichtlich (X™®, X)) entspricht und da8 eine
kommunikationsminimale einseitige disjunkte Zerlegung von f’ hinsichtlich X () einer
kommunikationsminimalen einseitigen nichtdisjunkten Zerlegung von f hinsichtlich
(XM, X @) entspricht (vergleiche Abbildung 3.33).

Es bleibt noch die Frage, wie man entscheidet, ob eine Variable ¢ in beiden Mengen X
und X® vorkommen soll.

Ist {X®) X@ U {c}} eine Partition der Eingangsvariablen von f, so geht aus der 1. Alter-
native der obigen Aufzihlung hervor, dafl man die Anzahl der Zerlegungsfunktionen von f
bei einer einseitigen nichtdisjunkten Zerlegung hinsichtlich (X® U {c}, X®® U {c}) durch
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Abbildung 3.32: Interpretation einer einseitigen nichtdisjunkten Zerlegung als disjunkte
Zerlegung mit vorgegebenen Zerlegungsfunktionen.
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Abbildung 3.33: Durchfiihrung einer nichtdisjunkten Zerlegung durch disjunkte Zerlegung
mit Variablenverdopplung und don’t care—Ausnutzung.
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Berechnung von [log(vz(X™ U {c}, f, ¢))]? erhilt. vz(X® U {c}, f, ) 158t sich leicht mit
Hilfe der Kofaktoren f, und fs bestimmen®.

Lemma 3.14 Sei f € By, {XW, X® U{c}} eine Partition der Eingangsvariablen von f.
Dann gilt:
v2(XWD U {c}, f,¢) = max(vz(XWY, f2), v2(XD, £.))

Beweis: Sei XY = {z,,...,z,}. Sei Z(XWU{c}) die Zerlegungsmatrix von f hinsichtlich
XM U {c}. Dann ist nach Definition 3.10 vz(X™ U {c}, f,0) folgendermafBen bestimmt:
Betrachte die Zeilen in Z(X® U{c}), denen ,,die Funktion ¢ den Wert 0 zuordnet*, d.h. die
Zeilen, fiir deren Index (71, ..., 7,,¢) ¢ = 0 gilt. v2(XM U{c}, f,0) ist dann die Anzahl der
verschiedenen Zeilenmuster unter diesen Zeilen. Es ist klar dafl diese betrachteten Zeilen
genau mit den Zeilen der Zerlegungsmatrix Z'(X (")) des Kofaktors fz iibereinstimmen, so
daB
v2(XD U{el, £,0) = vz(XD, fo).

Die Aussage des Lemmas ergibt sich aus der Tatsache, daf§
v2(XW U {e}, f,¢) = max(vz(XW U {e}, £,0),v2(XD U {c}, f,1)).
O

Allerdings kann die Berechnung von [log(vz(X® U {c}, f,c))] noch keinen Hinweis darauf
liefern, ob man c evtl. in beide Variablenteilmengen der Zerlegung aufnehmen sollte:

Bemerkung 3.10 Man tberlegt sich leicht, daf

[log(vz(X™ U {c}, f))] =1 < Mlog(vz(XW U {e}, £, 0))] < log(vz(X™M U {c}, /).

Folglich kann die Anzahl der Fingdnge der Zusammensetzungsfunktion bei einer einsei-
tigen nichtdisjunkten Zerlegung hinsichtlich (XM U {c}, X® U {c}) nicht geringer sein
als die Anzahl der Eingdinge der Zusammensetzungsfunktion bei einer einseitigen disjunk-
ten Zerlegung hinsichtlich XV U {c}. Wihlt man also einseitige Zerlegungen, so kénnen
nichtdisjunkte Zerlequngen lediglich im Hinblick auf die weitere (rekursive) Zerlegung der
Zusammensetzungsfunktion einen Sinn machen.

Es ist dann sinnvoll, eine Variable ¢ in beide Variablenteilmengen der Zerlegung aufzuneh-
men, wenn c ,fiir die Auswertung von Zwischenergebnissen auf beiden Variablenteilmen-
gen wesentlich ist“. Daher bietet es sich an, auch bei der Uberpriifung, ob eine einseitige
nichtdisjunkte Zerlegung hinsichtlich (X™® U {c}, X®® U {c}) sinnvoll ist, zu testen, ob die

3p2(XM U {e}, f,¢) = max(vz(XM U {c}, f,0),v2(XD U {c}, £,1)) ist definiert durch Definition 3.10
(Seite 149).

“Der Einfachheit halber beschrinkt sich die Darstellung hier auf die Betrachtung einer einzigen ge-
meinsamen Variable ¢ der beiden Mengen der Zerlegung. Die Aussagen lassen sich problemlos auf mehrere
gemeinsame Variablen ausdehnen.
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entsprechende zweiseitige Zerlequng sinnwvoll ist. Dazu wird einfach die Anzahl der Zerle-
gungsfunktionen bei einer zweiseitigen Zerlegung hinsichtlich (X U{c}, X@ u{c}) vergli-
chen mit der Anzahl der Zerlegungsfunktionen bei der zweiseitigen Zerlegung hinsichtlich
{(XD U {e}, X} bzw. {XD XD U {c}}.

Da die exakte Bestimmung der Anzahl der benétigten Zerlegungsfunktionen bei einer nicht-
disjunkten zweiseitigen Zerlegung einen gewissen Aufwand erfordert (Lésung des Problems
ZKM aus Abschnitt 3.2 fiir die in der 2. Alternative (s.o.) konstruierte partielle Funktion),
behilft man sich zum Test, ob die zweiseitige Zerlegung hinsichtlich (X u{c}, X® U{c})
sinnvoll ist, mit einer gliicklicherweise recht genauen und einfach zu berechnenden N#he-
rung fiir die Anzahl der Zerlegungsfunktionen®:

Lemma 3.15 Sei f € B,, {X", X® U{c}} eine Partition der Eingangsvariablen von f.
Dann gilt fir die minimale Anzahl zf der Zerlequngsfunktionen einer zweiseitigen nicht-
disjunkten Zerlegung hinsichtlich (XM U {c}, X® U {c})

2f = Mog(vz(XWU{c}, £, 0)] + [log(vz(X® U {c}, £, )] und
2f < [log(va(XW U {c}, £,0))] + Nog(vz(XP U {c}, £,0))] + 1.

Beweis: (Skizze)

Wie weiter oben schon festgestellt wurde, stimmt die minimale Anzahl der Zerlegungsfunk-
tionen einer zweiseitigen Zerlegung von f hinsichtlich (X U {¢}, X®® U {¢}) iiberein mit
der minimalen Anzahl von Zerlegungsfunktionen in der zweiseitigen disjunkten Zerlegung
einer partiellen Funktion f’ hinsichtlich (X™® U {c}, X®® U {¢'}) mit

f’(ecaGIa"'a6p566’56p+11-"56n) :f(GcaGIa'",Cpa€p+1a"-,€n)

fiir alle (e1,...,€,) € {0,1}", €. =€+ € {0,1}.
(XD ={21,..., 2}, XO ={zp41,..., 20}, d ¢ XD U XD U{c})

DC(f") = {(ec, €1, -+, €py €cry €pi1, - - -5 €) € {0, 1}”+2 | €c # €o}.

Die Zerlegungsmatrix von f’ hat folgendes Aussehen:

5Lemma 3.15 148t sich leicht verallgemeinern auf mehrere gemeinsame Variablen in den beiden Varia-
blenmengen der Zerlegung.
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(3 0 01 1
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Z.z.: 2f < [log(vz(X® U {c}, f,¢))] + [log(vz(XP U {c}, f,c))] + 1.

Es wird eine Zerlegung von f’ (bzw. einer beliebigen totalen Erweiterung von f’) konstru-
iert mit [log(vz(X® U{c}, f,¢))] Zerlegungsfunktionen, die von X¥ U {c} abhiingen und
[log(vz(X® U {c}, f,¢))] + 1 Zerlegungsfunktionen, die von X U {¢'} abhiingen.

Dazu wird eine Kodierung der Zeilen der obigen Matrix gewihlt, die Zeilen mit verschie-
denem Zeilenmuster verschiedene Codewerte zuordnet. Aus der speziellen Anordnung der
don’t care-Stellen (* in der Matrix) ergibt sich, dafi die Anzahl der Codewerte, die man
dazu bendtigt, gerade dem Maximum aus der Anzahl der verschiedenen Zeilenmuster in L
und der Anzahl der verschiedenen Zeilenmuster in R entspricht. Dieser Wert ist aber gleich
vz(XM U {c}, f, c). Man benétigt [log(vz(X™M U {c}, f,c))] verschiedene Zerlegungsfunk-
tionen, die diese Codewerte liefern.

Nun werden don’t cares so belegt, dafl Zeilen exakt gleich werden, die durch L und R ver-
laufen und denen der gleiche Code zugeordnet wird. Evtl. noch verbleibende don’t cares
werden z.B. mit 0 belegt. Eine wesentliche Beobachtung bei der Belegung der don’t cares
ist die Tatsache, dafl Paare von Spalten, die beide durch L (bzw. beide durch R) verlaufen
und vor don’t care-Belegung gleich waren, auch nach der don’t care-Belegung gleich blei-
ben.

Will man nun eine Kodierung der Spalten konstruieren, die Spalten aus L mit verschie-
denem Spaltenmuster verschiedene Werte zuordnet und Spalten aus R mit verschiedenem
Spaltenmuster ebenfalls verschiedene Werte zuordnet, so ist daher die Anzahl der verschie-
denen Codes, die man dazu braucht, gerade das Maximum der verschiedenen Spaltenmuster
in L und in R, also v2(X® U {c}, f,c). Hierzu sind [log(vz(X® U {c}, f,¢))] verschiedene
Zerlegungsfunktionen nétig.

Um zu erreichen, dafl insgesamt Spalten mit verschiedenem Spaltenmuster verschiedene
Codewerte zugeordnet werden, braucht man noch héchstens eine Zerlegungsfunktion hin-
zuzufiigen: die Funktion ¢/, die den Spalten, die durch L verlaufen 0 zuordnet und den
Spalten, die durch R verlaufen, 1 zuordnet.

Insgesamt wurde so eine totale Erweiterung von f’ konstruiert, deren Zerlegung

[log(vz(X(l) U{c}, f,e))] + [log(vz(X(Z) U{c}, f,e))] +1
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verschiedene Zerlegungsfunktionen aufweist.

Die untere Schranke

[log(v2(X™ U {c}, f,¢))] + Nlog(vz(X® U {c}, £, ¢))]

fiir die Anzahl der Zerlegungsfunktionen von f’ ergibt sich einfach aus der Tatsache, daf
bei der partiellen Funktion f’

[log(vkk(XM U {c}, f))] + Nog(vkk(X® U {c'}, )]

eine untere Schranke fiir die Anzahl der Zerlegungsfunktionen der zweiseitigen Zerlegung
hinsichtlich (X® U {c}, X® u {¢'}) ist und

vkk(XD U {c}, f) = v2(XV U {c}, £, ¢),

vkk(X® U{c}, f) = vz(XP U {c}, 1, 0).
O

Anhand von Beispielen erkennt man, dafl sowohl die Obergrenze als auch die Untergrenze
in Lemma 3.15 scharf sind, d.h. daf es sowohl Boolesche Funktionen gibt, bei denen fiir die
Anzahl der Zerlegungsfunktionen die Untergrenze angenommen wird, als auch Boolesche
Funktionen, bei denen fiir die Anzahl der Zerlegungsfunktionen die Obergrenze angenom-
men wird.

Die Suche nach geeigneten nichtdisjunkten zweiseitigen Zerlegungen 1483t sich dann einfach
in die Suche nach guten disjunkten zweiseitigen Zerlegungen (vergleiche Abschnitte 3.1.4
und 3.4.1) integrieren:

Bei jeder Inputpartitionierung A = {X®, X(®}  die man wihrend des Verfahrens gefunden
hat, bestimmt man fiir jede Eingangsvariable ¢ gemifl der Obergrenze aus Lemma 3.15 die
Anzahl der Zerlegungsfunktionen der nichtdisjunkten zweiseitigen Zerlegung hinsichtlich
(XDu{c}, X@) (fiir c € X®) bzw. hinsichtlich (XM, X®u{c}) (fiir c € XM)). Auf dieser
Grundlage berechnet man jeweils die geschéiitzten Kosten der betreffenden nichtdisjunkten
Zerlegung und vergleicht sie mit mit den geschétzten Kosten bei der disjunkten Zerlegung
A={XMD X®1 Ausgewshlt wird die Zerlegung mit den geringsten geschitzten Kosten.
Ist dies eine nichtdisjunkte Zerlegung, so wird weiter getestet, ob man die Kosten durch
Aufnahme einer weiteren Variable in beide Variablenteilmengen der Zerlegung noch weiter
verringern kann.

Sucht man nach nichtdisjunkten einseitigen Zerlegungen, so geht man &hnlich vor:

Sei die Menge sdmtlicher Variablen der zu zerlegenden Funktion mit X bezeichnet und das
Verfahren zur Bestimmung einer Variablenteilmenge zur Zerlegung habe eine Variablen-
teilmenge X () gefunden. Dann wird fiir jede Variable ¢ aus X \ X() die Anzahl der Zerle-
gungsfunktionen der zweiseitigen Zerlegung hinsichtlich (X™ U {c}, X \ X)) abgeschitzt
(vergleiche Bemerkung 3.10). Die geschétzten Kosten werden verglichen mit den geschétz-
ten Kosten der zweiseitigen disjunkten Zerlegung hinsichtlich {X®, X\ XV}, Ausgewihlt
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wird die Zerlegung (disjunkt oder nichtdisjunkt) mit den geringsten geschétzten Kosten.
Ansonsten erfolgt die Behandlung einseitiger Zerlegungen vollig analog zur Behandlung
zweiseitiger Zerlegungen.

3.7 Testen

Bei der Fertigung eines korrekt entworfenen Schaltkreises konnen physikalische Defekte
(z.B. Kurzschliisse, Leitungsabrisse etc.) auftreten. Aufgabe eines Fertigungstests ist es,
fehlerhaft gefertigte Schaltkreise auszusortieren. Dabei scheidet bei mittleren und gréferen
Schaltungen eine vollstindige Uberpriifung des Schaltkreises fiir alle Eingangsbelegungen
aus Zeit— und Kostengriinden aus. Aus diesem Grund beschrinkt man sich darauf, (in
Abhéngigkeit von der gewéhlten Technologie) ,wahrscheinliche“ Fehler zu modellieren
und einen Test fiir diese Fehler zu berechnen. Ein Test ist hierbei eine Eingabe an den
Schaltkreis, die den Fehlereffekt nach auflen, d.h. an den Ausgéingen, sichtbar macht.

Ein weit verbreitetes Fehlermodell ist das (Einzel-)Stuck-at-Fehlermodell fiir kombinato-
rische Defekte. Stuck—at—Fehler modellieren Defekte, die sich so duflern, daf ein Eingang
oder Ausgang einer Grundzelle des Schaltkreises konstant auf einem logischen Wert (0
oder 1) liegt. (Aus diesem Grund ist das Stuck—at—Fehlermodell nur sinnvoll, wenn die
Grundzellen moglichst klein gewidhlt sind. Als Alternative dazu bietet sich das méchtigere
Zellenfehlermodell an: Hierbei wird angenommen, da3 Grundzellen ein beliebiges kombi-
natorisches Fehlverhalten zeigen konnen, d.h. dafl ein Fehler die Boolesche Funktion, die
eine Grundzelle realisiert, beliebig abéndern kann.) Das (Einzel-)Stuck-at-Fehlermodell
geht weiterhin davon aus, dafl im gesamten Schaltkreis nur ein einziger ,,Stuck—at-Fehler
vorhanden ist, d.h. dafl nur ein einziger Eingang/Ausgang einer Grundzelle konstant auf 0
oder 1 liegt. In der Regel werden nur solche ,,Einzelfehler® betrachtet, da

e die Betrachtung von Mehrfachfehlern wegen ihrer enormen Zahl zu aufwendig ist,
und

o der grofite Teil der Mehrfachfehler schon durch Tests fiir Einzelfehler gepriift wird
[AF81]. Defekte, die nicht lokal begrenzt sind, werden mit hoher Wahrscheinlichkeit
durch Anlegen weniger zufilliger Muster direkt erkannt.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll auf eine formalere Einfiithrung des Fehlermodells
verzichtet werden. Genauere Definitionen kénnen z.B. in [Sp91] nachgelesen werden.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man parallel zur Logiksynthese fiir eine Boo-
lesche Funktion schon gleich einen vollstindigen Test bzgl. des (Einzel-)Stuck-at-Fehler-
modells mitberechnen kann. Die Betrachtung erfolgt hier fiir das (Einzel-)Stuck-at-Fehler-
modell, man sieht aber leicht, daf} die Resultate auch fiir das méchtigere Zellenfehlermodell
gelten. Der Begriff des ,vollstindigen Tests®“ ist hierbei folgendermafien definiert:
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Definition 3.14 Se: F' ein Fehler bzgl. eines gegebenen Fehlermodells F. Sei S ein Schalt-
kreis und Sg der zugehiorige Schaltkreis mit Fehler F.

1. Ein Test fiir einen Fehler F' ist eine Fingabe, fir die S und Sr verschiedene Ausgaben
berechnen.

2. Der Fehler F' heifst redundant, falls es keinen Test fir F' gibt.

3. Sei M eine Menge von FEingaben an den Schaltkreis.
M heifst vollstandiger Test von S bzgl. des Fehlermodells F, falls M fiir jeden nicht
redundanten Fehler in S (bzgl. des Fehlermodells F) einen Test enthdlt.

3.7.1 Berechnung eines vollstindigen Tests
3.7.1.1 Freiheitsrelationen

Ein wesentlicher Begriff bei der Berechnung eines vollstindigen Tests wihrend des re-
kursiven Zerlegungsverfahrens zur Realisierung einer Booleschen Funktion f ist die Frei-
heitsrelation einer Teilschaltung der Gesamtschaltung fiir f. Eine Freiheitsrelation ist eine
Boolesche Relation im Sinn von Cerny [CM77]:

Definition 3.15 (Boolesche Relation) FEine Relation I C {0,1}" x {0,1}™ heifit Boo-
lesche Relation mit n Eingdngen und m Ausgdngen.

Definition 3.16 (Vollstindige Boolesche Relation)
FEine Boolesche Relation F C {0,1}" x {0,1}™ heifit vollstindig, wenn es zu jedem € €
{0,1}" mindestens ein 6 € {0,1}™ gibt mit (¢,9) € F.

Bezeichnung 3.11 Sei F' C {0,1}" x {0,1}™ eine vollstindige Boolesche Relation.

1. F heifit totale Boolesche Funktion, falls es zu jedem € € {0,1}" genau ein § € {0,1}™
gibt mit (e,0) € F. F wird dann identifiziert mit f € B, ,, mit

fle) =0 < (¢,0) € F(Ve e {0,1}").
F wird dann auch mit R(f) bezeichnet.

2. Ist F' C F eine totale Boolesche Funktion, so sagt man auch: Die totale Funktion F'
Hliegt in der Booleschen Relation F “.

3. F heifit partielle Boolesche Funktion mit Definitionsmenge D C {0,1}", falls es fiir
alle e € D genau ein 6 € {0,1}™ gibt mit (¢,6) € F und falls fiir alle e € {0,1}"\ D
gilt: (¢,0) € F fir alle 6 € {0,1}™. F wird dann identifiziert mit f € BP,,,
£:D = {0,1)™ mit

Vee D: f(e) =6 < (¢,0) € F.
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Bemerkung 3.11 Alle vollstindigen Booleschen Relationen mit einem Ausgang stellen
partielle Boolesche Funktionen dar. Boolesche Relationen mit mehreren Ausgingen lassen
sich im allgemeinen allerdings nicht als partielle Boolesche Funktionen beschreiben.

Definition 3.17 (Freiheitsrelation) Sei S ein Schaltkreis und T ein Teilschaltkreis von
S mit ny Eingdngen und my Ausgingen. Sei F'Ry die maximale (vollstindige) Boolesche
Relation mit ny Eingdngen und my Ausgingen, so daf fir alle totalen Booleschen Funk-
tionen f, die in der Relation F Ry liegen, gilt:

Ersetzt man in S den Teilschaltkreis T durch eine Realisierung T' von f, so
dndert sich die durch S berechnete Boolesche Funktion nicht.

Dann heifit F Ry die Freiheitsrelation von T bzgl. S.

Die Freiheitsrelation eines Teilschaltkreises 7" von S gibt also an, wie man die durch 7T rea-
lisierte Funktion abindern kann, ohne daf§ sich dadurch die durch den Gesamtschaltkreis
S berechnete Funktion dndert. Man kann fiir 7" jeden beliebigen Schaltkreis einsetzen, der
eine totale Funktion realisiert, die in der Freiheitsrelation liegt. Da die Freiheitsrelation
maximal gew#hlt ist, wird bei Einsetzung anderer Funktionen (die nicht in der Freiheits-
relation liegen) aber auf jeden Fall die durch den Gesamtschaltkreis S realisierte Funktion
verdndert.

Somit ist auch der Zusammenhang zwischen der Freiheitsrelation des Teilschaltkreises T°
und redundanten Fehlern in 7" klar:

Lemma 3.16 Se: S ein Schaltkreis und T ein Teilschaltkreis von S. Sei F' ein Fehler
in T und Ty der Schaltkreis, der entsteht, wenn man ,den Fehler F' in T einbaut”. Der
Fehler F ist genau dann redundant (d.h. es gibt keine Belegung der Fingdnge von S, die
den Fehler an den Ausgingen sichtbar macht), wenn die durch T realisierte Funktion in
der Freiheitsrelation von T bzgl. S liegt.

Beweis: Falls die durch T realisierte Funktion f7, in der Freiheitsrelation von 7' bzgl.
S liegt, dndert sich nach Definition bei Ersetzung von T durch T die durch S berechnete
Funktion nicht. Folglich kann es keine Eingabe an S geben, die den Fehler an den Ausgéingen
sichtbar macht.

Falls fr, nicht in der Freiheitsrelation von 7' bzgl. S liegt, so &ndert sich bei Ersetzung
von T durch Tr die durch den entstandenen Schaltkreis Sr berechnete Funktion (F Ry ist
maximal!). Also gibt es auch eine Eingabe an S bzw. Sr, so daf sich die Ausgaben von S
und Sg unterscheiden; F' ist nicht redundant. O

Bemerkung 3.12 Sei S ein Schaltkreis, T ein Teilschaltkreis von S, S\T der Schaltkreis,
der aus S hervorgeht, wenn man T entfernt. (Dabei werden die Gatter aus T in S entfernt.
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FEinginge von T werden zu zusdtzlichen Ausgingen von S \ T und Ausginge von T zu
zusdtzlichen Eingingen von S\ T.) fs, fr bzw. for seien die durch S, T bzw. S\ T
realisierten Funktionen. Da fiir die Bestimmung der Freiheitsrelation F Ry lediglich die
durch S\T berechnete Funktion fs\r relevant ist, spricht man auch von der Freiheitsrelation
FRy. von fr bzgl. fs\r statt von der Freiheitsrelation von T bzgl. S.

Boolesche Relationen lassen sich durch ROBDDs fiir ihre charakteristischen Funktionen dar-
stellen. Zu jeder Booleschen Relation F' C {0,1}" x {0,1}™ gehort eine charakteristische
Funktion xr mit xr(€,6) = 1 genau dann, wenn (¢,d) € F (e € {0,1}", 6 € {0,1}™).
Seien den Ausgéngen einer totalen Booleschen Funktion f € B, ,, mit den Eingangsvaria-
blen zy,...,x, die Variablen o4, ..., o, zugeordnet. Dann erhilt man die charakteristische
Funktion xp(s) zu R(f) durch

m
XR(f)(xb <y T, 01, .- .,Om) = /\ 0; D fi(l'l, . ,$n).
i=1

3.7.1.2 Rekursive Testberechnung

Es soll nun ein Verfahren angegeben werden, das parallel zur rekursiven Zerlegung einer
totalen Funktion aus B,, ,, einen vollstdndigen Test berechnet. Dabei werden fiir die einzel-
nen Blocke, fiir die rekursive Aufrufe erfolgen, jeweils die zugehorigen Freiheitsrelationen
(immer bzgl. der Gesamtschaltung) berechnet und den entsprechenden rekursiven Aufrufen
mitgegeben.

Auf der obersten Rekursionsstufe ist die Freiheitsrelation fiir f einfach durch R(f) gegeben.
Allerdings kénnen im Verlauf des Verfahrens wesentlich komplexere Freiheitsrelationen
entstehen: Angenommen, bei der Zerlegung der Funktion f; € B,, der Form

2

treten gewisse Codewerte (a”, . .. ,a) im Bild von A oY) nicht auf. Dann ist die
Zusammensetzungsfunktion g; auf jeden Fall eine partielle Funktion.

Bei der weiteren Zerlegung von Funktionen, deren Freiheitsrelation eine partielle Funktion
ist, konnen dann Situationen auftreten, in denen sich die Freiheitsrelationen nicht mehr als
partielle Funktionen darstellen lassen:

Betrachte folgenden Ausschnitt aus der Zerlegungsmatrix zu einer Funktion g mit einem

Ausgang:
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ﬂl ,@2 T1X2X3

0 0|« 011 * 1 0 0
0 0|« 101 0 x 0 %
1 1|« 110 1 0 %

Matrixeintrige mit x driicken aus, dafl die entsprechende Belegung nicht als Eingabe an
g vorkommen kann. Sei fiir die Zerlegungsfunktion 3 $(011) = (00), 3(101) = (00) und
B(110) = (11). Gilt nun fiir die Zusammensetzungsfunktion A mit den Eingangsvariablen
by und by (fiir die Ausgénge von 31 und £5) und z4, x5 h(1,1,0,1) =1 und A(1,1,1,1) =0,
dann ist es aber auch méglich, (0,1,1) durch (8, 52) mit (1,1) zu kodieren, ohne g an
den definierten Stellen (d.h. an den Stellen ohne %) zu #ndern. Die Freiheitsrelation von
B = (B4, B2) enthilt dann also aufler (0,1, 1,0,0) auch (0,1,1,1,1), da eine Anderung von
B3(0,1,1) = (0,0) auf 5(0,1,1) = (1,1) die Gesamtfunktion nicht veréindern wiirde.
Wiirde ein Fehler in der Realisierung von § die Ausgabe von 3 bei Eingabe von (0,1, 1) von
(0,0) auf (1,1) dndern, so konnte dieser Fehlereffekt an den Ausgéngen der Gesamtfunktion
nicht beobachtet werden.

Im Rahmen des rekursiven Zerlegungsverfahrens kann man annehmen, dafl man aufler der
gerade zu realisierenden totalen Funktion f € B, ., auch die Freiheitsrelation F'R; zur
Verfiigung hat, die sich aus der Einbettung der Realisierung von f in eine Gesamtschal-
tung ergibt. Fiir die oberste Rekursionsstufe ist dies klar, fiir die weiteren Rekursionsstufen
wird im folgenden gezeigt, wie man aus der Freiheitsrelation F'R; von f, der totalen Zerle-
gungsfunktion o und der totalen Zusammensetzungsfunktion g die Freiheitsrelationen von
a und g berechnen kann.

Die Zerlegung erfolge hinsichtlich der Variablenteilmenge {z, ..., z,} wie im untenstehen-
den Bild angegeben:
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Die Zerlegungsfunktionen der Funktion f; sind mit a@, een, aﬁ? bezeichnet, die Gesamt-
menge der Zerlegungsfunktionen sei {a1,...,a,} = ﬁl{agz), .. .Oz?(ﬂ?}. Die Eingiinge der
zugehdrigen Zusammensetzungsfunktionen g¢; sind entsprechend mit a&”, ey aﬁ? bezeich-
net, die Eingéinge von ¢ = (g1,...,gm) mit ai,...,a,. Die Ausginge von fi,..., f,, sind
mit den Variablen o4, ..., 0,, bezeichnet.

Bei der Bestimmung von F' R, und F'R, im allgemeinen Fall werden Existenz— und Allquan-
toren Boolescher Funktionen verwendet. Der Existenzquantor einer Booleschen Funktion
f mit den Eingangsvariablen x1,...,xp, y1,...,y, hinsichtlich der Variablen z1, ..., z, ist
hierbei definiert als

(1,...,1)

Elzl,...,wpf = \/ fxil,...,w;p'

(€1,-.s€p)=(0,...,0)

Der Allquantor hinsichtlich zy, ..., z, ist definiert durch

(1,1)
vwl,...,wpf - /\ fx

(€15.-,€p)=(0,...,0)

€1 €p .
1Ty

Sind Funktionen f durch ROBDDs gegeben, so beobachtet man anhand von praktischen

Beispielen, dafl Existenz— und Allquantor von f oft sehr effizient berechnet werden kénnen
[HDBY6.

Seien nun die totale Zerlegungsfunktion o und die totale Zusammensetzungsfunktion g von
f gegeben (m.H. von Verfahren aus den Abschnitten 3.1 und 3.4).
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Bestimmung von F'R, Allgemein erhélt man aus den ROBDDs fiir xrg, und xr(g) den
ROBDD zur Freiheitsrelation xrg, nach der folgenden Formel®:

XFR, (X, ) = Vy(Jo(XFr,(X,¥,0) - Xr(e)(2,¥,0)))- (%)

Beweis: Sei R, die Relation, deren charakteristische Funktion durch die rechte Seite von
Gleichung (x) beschrieben wird.

FRy C Roy: Sei (%,8) € FR,.
Angenommen (X,a) ¢ R,4.
Dann gébe es ein ¥, so daB fiir alle 6 (X,¥,0) ¢ F' Ry oder (3,¥,0) ¢ R(g) gilt, d.h.
speziell fiir 6 = ¢(a,y) wiirde (X,¥,0) ¢ F Ry gelten, so daf8 sich ein Widerspruch
zu (X,a) € FR, ergeben wiirde.

R,y C FR,: Sei (X,a) € Ryy.
Angenommen (X, a) ¢ FR,.
Dann mu$f es ein § geben, so daf (X,y,g(a

,¥)) € FRy. Da g eine totale Funktion
ist, kann es dann aber kein 6 geben, so daf§ (X

)
,¥,0) € FR; und (a,¥,6) € R(g).

O

Alternative Berechnungsmdéglichkeiten fiir F'R,, ergeben sich fiir die Sonderfille, dal m =1
oder FR; eine totale Funktion ist (FR; = R(f)) (siche Anhang C.1.1).

Bestimmung von F'R; Aus den ROBDDs fiir xrgr, und Xpg(q) erhilt man den ROBDD
zur Freiheitsrelation xrg,:

XFRy (aa Yy, 0) = Vx (XR(a) (X, a) = XFRy (Xa Yy, 0)) = Vx (XR(a) (Xa a) \4 XFRy (Xa Yy, 0)) (**)

Beweis: Sei R, die Relation, deren charakteristische Funktion durch die rechte Seite von
Gleichung (xx) beschrieben wird.

FR, C R,y Sei (&,7,6) € FR,.
Angenommen (a,¥,0) ¢ Rrgl
Dann gibe es ein X, so dafl o(X) =a und (X,y,0) ¢ FRy.
Dann gilt (a,¥,0) §é FRy, so daf sich ein Widerspruch zur Annahme ergibt.

6x steht abkiirzend fiir 21, ...,,, a fir a1,...,a,, y fir y1,...,y, und o fir 01,...,0m.
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Rvg C FR,: Sei (3,%,6) € Ryg.
Angenommen (2,¥,0) ¢ FR,.
Dann muf es nach Definition der Freiheitsrelation F'R, ein X geben, so dal a(Xx) = a
und (%,,8) ¢ FR;.

= (a,§,0) ¢ R,q, Widerspruch zur Annahme.

O

Wenn das Zerlegungsverfahren nicht rekursiv auf die gesamte Funktion g = (g1,.-.,9m)
angewendet wird, sondern nur auf einzelne Ausgangsfunktionen g; oder auf Funktionen
h = (9iy,---,9,) (U {u} C {1,...,m}) (vergleiche Abschnitt 3.4.4), so muff man die
Relationen F'Ry, bzw. F'R) berechnen.

Hierzu kann man eine leicht abgeéinderte Version von Gleichung (%%) benutzen: Um der
Tatsache Rechnung zu tragen, dal bei der Betrachtung der Freiheitsrelation von h die
Ausgangsfunktionen f; mit i ¢ {i1,...,i,} fest bleiben, mufl xrg,(x,y,0) ersetzt wer-
den durch 3o2(Xrr,(X,¥;0) * XR(f_ohne_n) (X, ¥, 02)), wobei f_ohne h = (fj,,..., fj,_,) mit
Uit =41, ... ,m}\ (Ui {i}) und 02 = (0, ..., 0, _,). Es ergibt sich also (mit der
Bezeichnung ol = (0;,,...,0;,))

XFr,(a,y,01) = Vy (XR(a) (x,a) Vv (302(XFRf (X,¥,0) - XR(f-ohne_h) (X, ¥, 02)))) .

Wie bei F'R, werden auch hier in Anhang C.1.2 Sonderfille zur Berechnung von F R, fiir
m =1 und FR; = R(f) betrachtet.

Es ist nun geklédrt, dafl man bei einem rekursiven Aufruf des Zerlegungsverfahrens anneh-
men kann, daf} zusétzlich zu der zu realisierenden totalen Booleschen Funktion f € B, ,,
auch die Freiheitsrelation F'R; von f gegeben ist.

Es bleibt die Aufgabe, rekursiv fiir die modellierten Fehler einen Test zu berechnen, d.h.
eine Belegung der priméren Inputs, die den Fehlereffekt an den primiren Outputs sichtbar
macht. Ein rekursiver Aufruf fiir eine Funktion f soll dazu nicht nur eine Realisierung fiir
f zuriickliefern, sondern auch eine Liste der nichtredundanten” Fehler in der Realisierung
von f und zu jedem nichtredundanten Fehler eine Belegung (’1,~1, ceey 7,;) der Inputs von f,
so daf bei Einpflanzen dieses Fehlers eine Ausgabe (d1,...,0,,) von f entsteht, fir die
(41, ... ,0p, 01, . .., 0p) nicht in der Freiheitsrelation FR(f) enthalten ist. Somit muB es eine
Belegung der priméren Inputs der Gesamtschaltung geben, so dal der Fehlereffekt an den
Outputs der Gesamtschaltung beobachtet werden kann.

Ist n geniigend klein (z.B. wenn auch das rekursive Zerlegungsverfahren abgebrochen wird),
so wird durch Anlegen sdmtlicher Eingaben an die Realisierung von f und Vergleichen mit
der Freiheitsrelation F'R; von f fiir jeden nichtredundanten modellierten Fehler ein solches
Paar von Eingabe an f und gegebener (fehlerhafter) Ausgabe von f bestimmt.

Ansonsten wird f durch Zerlegung realisiert wie in der folgenden Abbildung angegeben
(siehe auch oben):

7 Nichtredundant“ bedeutet hier nichtredundant bzgl. der Gesamtschaltung und nicht nichtredundant
bzgl. der Realisierung der Teilfunktion f.
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Der rekursive Aufruf des Zerlegungsverfahrens liefert fiir alle nichtredundanten Fehler in der
Realisierung von o sowohl eine Belegung fiir zy, ..., z, als auch eine dazugehorige fehler-
hafte Ausgabe von a. Ebenso hat man fiir alle nichtredundanten Fehler in der Realisierung
von g eine Belegung fiir (ay,...,a,,y1,.-.,y,) und eine dazugehorige fehlerhafte Ausgabe
von g. Zu jedem nichtredundanten Fehler sind nun sowohl eine Belegung (1,~1, ... ,z;) von
(®1,...,%p,Y1,-..,Yq) als auch eine fehlerhafte Ausgabe (61,...,05,) von f zu berechnen,
s0 daB (11, - -,in, 01, ---,0m) & FR;.

1. Fall: Nichtredundanter Fehler in a.
Gegeben sind ein (21,...,4,) € {0,1}? und eine fehlerhafte Ausgabe (d1,...,d,) €
{0,1}" bei Einpflanzen des Fehlers, (z1,..., %4, d1,...,dr) ¢ FR,.
Berechne
T = (XFRf)acfl...w? : (XR(g))allfl___at;"r .

Wegen (£1, ..., L, d1,--.,4;) ¢ FR, gilt auf jeden Fall T # 0.

Wihle dann (41, - .., ¥ 01, ---,0m) € ON(T).

Dann liefert die Realisierung von f bei Einpflanzen des Fehlers unter Eingabe von
(Z1,...,%p, U1, ---,Yq) die fehlerhafte Ausgabe (01,...,0p) und (21, ..., Zp, Y1, - -, Ugs
0~1, ...,ONm) ¢ FRf

2. Fall: Nichtredundanter Fehler in g.
Gegeben sind ein (dy,...,dr, ¥1,...,Y;) € {0,1}"1? und eine fehlerhafte Ausgabe
(61,...,0m) € {0,1}™ bei Einpflanzen des Fehlers, (d1,...,d,,¥1,---,Yg 01, -, Om)
¢ FR,.
Berechne

T= (XFRf)y?{l...y

ffq o‘l’~1 00 ) (XR(O‘) )a{fl aldre
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Abbildung 3.34: Beispiele fiir Schaltkreisvereinfachung durch ,, Konstantenpropagation®.

Wegen (di,...,dr,Y1,--- g 01,---,0m) ¢ FR, gilt auf jeden Fall T # 0.

Wihle dann (£, ..., 2,) € ON(T).

Dann liefert die Realisierung von f bei Einpflanzen des Fehlers unter Eingabe von
(@1, - -, Tp, U1, - - -, Ug) die fehlerhafte Ausgabe (61, ..., 0p) und (21, ..., %y, U1, - - -, Ugs
0~1,...,0;n) ¢ FRf

3.7.2 Redundanzen

Die bisherigen Ausfiihrungen zur Berechnung von Tests legen eine einfache Frage nahe:
Wenn es moglich ist, redundante Fehler zu erkennen, ist man dann nicht auch in der Lage,
wahrend des Logiksyntheseverfahrens diese Tatsache auszunutzen und evtl. Schaltkreise
ohne redundante Fehler zu erzeugen?

Diese Frage soll in diesem Abschnitt anhand des (Einzel-)Stuck—at—Fehlermodells unter-
sucht werden.

Ein Stuck—at—0-Fehler (s-a-0-Fehler) an einem Gattereingang bzw. —ausgang duflert sich
so, dafl der Eingang bzw. Ausgang des Gatters konstant auf dem logischen Wert 0 liegt,
ein Stuck-at—1-Fehler (s-a-1-Fehler) duflert sich entsprechend so, da§ der Eingang bzw.
Ausgang konstant auf 1 liegt. Ist ein Stuck—at—Fehler in einem Schaltkreis S redundant, so
148t sich S im allgemeinen vereinfachen: Ist der s-a-e-Fehler (e € {0, 1}) an einem Gatter-
eingang redundant, so kann man diesen Eingang direkt mit der Konstanten e verbinden.
Ist an einem Gatterausgang s-a-e redundant, so kann man das Gatter durch die Konstante
€ ersetzen. In beiden Féllen besteht noch die Moglichkeit, den Schaltkreis weiter zu ver-
einfachen, indem man die eingesetzten Konstanten ,, weiterpropagiert”, d.h. indem man die
auf die Konstante folgenden Gatter vereinfacht (vgl. Abbildung 3.34).

Ist eine totale Funktion f € B, ,, und die Freiheitsrelation F Ry gegeben und wird f zer-
legt mit Zerlegungsfunktion o und Zusammensetzungsfunktion g (vgl. Abbildung auf Seite
212), so kann man verhindern, dafl redundante Stuck-at—Fehler an den Ausgéngen von «
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bzw. an den Eingédngen von g entstehen: Zerlegt man beispielsweise auf ROBDD-Basis, so
hat man durch die Zerlegung ROBDDs zu «4,...,q, und ¢i,..., g, zur Verfiigung. Will
man iiberpriifen, ob der s-a-e—Fehler an Ausgang Nr. ¢ von a redundant ist, so kann man
dies tun, indem man «; durch die Konstante € ersetzt und dann mit Hilfe von compose—
Operationen [Bry86] die ROBDDs zu f{, ..., f} berechnet, die sich bei dieser Ersetzung aus
fi,---, fm ergeben. Der s-a-e-Fehler ist am 7. Ausgang von « ist genau dann redundant,
wenn R(f],...,f},) € FRy; (bzw. wenn Xg(s) - Xrr; = 0). Ist dieser s-a-e-Fehler redun-
dant, so kann «; weggelassen werden (bzw. durch € ersetzt werden). Es ergibt sich eine
Zerlegung zu einer anderen totalen Funktion f’ mit weniger Zerlegungsfunktionen. Da f’
aber weiterhin in der Freiheitsrelation 'Ry = F'Rp liegt, dndert sich das Verhalten der
Gesamtschaltung nicht.

SchlieBlich erhélt man eine Zerlegung einer (evtl. veréinderten) Funktion f mit R(f) C FR;
(mit Zerlegungsfunktion & und Zusammensetzungsfunktion §), bei der keine redundanten
s-a—Fehler an den Ausgédngen von & bzw. den Eingéingen von g auftreten.

Man kénnte nun auf den ersten Blick annehmen, dafl das erwidhnte Verfahren in der Lage
ist, Schaltkreise zu erzeugen, die vollsténdig frei sind von redundanten s-a—Fehlern. Es stellt
sich aber heraus, daf§ das Verfahren zwar in der Lage ist, die Anzahl der Redundanzen zu
minimieren, aber keine garantiert s-a—fehlerfreien Schaltkreise erzeugt. Dies liegt an der
Tatsache, daf gerade das Entfernen redundanter s-a—Fehler verhindert, daff man zum Zeit-
punkt der Synthese eines Teilschaltkreises die Freiheitsrelation zu diesem Teilschaltkreis
genau kennen kann: Angenommen f ist zu zerlegen und nach Entfernen redundanter s-a—
Fehler an den Ausgéngen der Zerlegungsfunktion o bzw. den Eingéingen der Zusammenset-
zungsfunktion ¢ erhilt man die Zerlegungsfunktion & und die Zusammensetzungsfunktion
g zu einer Funktion f mit R(f) C F R;. Nun wird die Freiheitsrelation zu g berechnet
(aus FRy und der totalen Funktion &) und es wird (rekursiv) eine Realisierung zu g be-
rechnet. Dabei wird die Freiheitsrelation F'R; ausgenutzt, um redundante s-a—Fehler in der
Realisierung von ¢ zu vermeiden. Anschlieflend wird die Freiheitsrelation zu & berechnet
(aus FR; und der realisierten Zusammensetzungsfunktion gt ) und & wird realisiert. Der
springende Punkt ist nun, dafl bei der Realisierung von & evtl. die Freiheitsrelation F'Rg
ausgenutzt wird, um redundante s-a—Fehler zu vermeiden, so daf} eine geénderte totale
Funktion & realisiert wird (mit R(&) € FRj). Durch Anderung von & zu & kann sich
jedoch die Freiheitsrelation von § dndern! Bei der Vermeidung redundanter s-a-Fehler in
der Realisierung von g wurde dann evtl. eine andere Freiheitsrelation vorausgesetzt. Es ist
moglich, dafl Fehler, die hinsichtlich der alten Freiheitsrelation testbar waren (d.h. unter
Voraussetzung von &), jetzt (unter Voraussetzung von &) redundant werden?. Im Beispiel
aus Anhang C.2 wurde eine solche Situation konstruiert.

Das Beispiel zeigt, dafl das obige Verfahren zwar dazu benutzt werden kann, die Anzahl
der redundanten Stuck-at-Fehler zu verringern. Es kann aber nicht garantiert werden, daf}
das Resultat vollig frei von redundanten Stuck-at—Fehlern ist.

tt§ wurde evtl. durch Entfernen redundanter s-a-Fehler zu § veréindert.
HEine analoge Situation ergibt sich natiirlich auch, wenn man zuerst & und dann erst § realisiert.



Kapitel 4

Experimentelle Resultate

Die beschriebenen Verfahren zur Zerlegung Boolescher Funktionen mit mehreren Ausgéngen
wurden implementiert und es wurden Schaltkreise fiir Beispielfunktionen damit entworfen.
Das Kapitel beginnt mit der Beschreibung einiger kleinerer Beispiele. Danach werden au-
tomatisch generierte Realisierungen fiir einen Addierer und einen partiellen Multiplizierer
etwas ausfiihrlicher betrachtet. Anhand des Entwurfs eines fehlererkennenden Dividierers
[TY88] wird das Zusammenspiel des implementierten Logiksynthesewerkzeuges mit CADIC
[BHK+87], einem im Rahmen des Sonderforschungsbereichs 124 ,, VLSI-Entwurfsmethoden
und Parallelitdt® entwickelten Entwurfssystem, demonstriert. Schliefilich werden Resultate
der Logiksynthese fiir einige Benchmarkschaltungen angegeben.

Zunichst soll anhand zweier einfacher Beispiele die Wirkungsweise des Algorithmus gezeigt
werden (es wurden jeweils zweiseitige Zerlegungen durchgefiihrt):

Beispiel 4.1 Beim ersten Beispiel handelt es sich um eine ezor-Funktion mit 8 Eingéngen.

Wie in Abbildung 4.1 ersichtlich, handelt es sich bei dem durch den Algorithmus berech-
neten Schaltkreis um einen balancierten Baum aus 7 exoro—Gattern. In der ersten Re-
kursionsstufe wurde eine Variablenaufteilung in die Mengen {zy,...,z4} und {zs,..., 25}
berechnet. Sowohl bei der Zerlegungsfunktion auf {z,...,z4} als auch bei der Zerlegungs-
funktion auf {zs,...,zs} handelt es sich um die exor,—Funktion, die Zusammensetzungs-
funktion ist die exors—Funktion. Fiir die Zerlegungsfunktionen wird rekursiv wiederum eine
Zerlegung durchgefiihrt. Man sieht leicht, dal die gefundene Realisierung Bs—optimal ist.
Eine Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen eriibrigt sich in diesem Beispiel, da
die zu realisierenden Funktionen alle einen Ausgang haben.

Beispiel 4.2 Das nichste Beispiel ist eine Schwellenfunktion s, die folgendermafen defi-
niert ist:

5
s§ (T .y5) =1 = Y x; >4
i=0

Der resultierende Schaltkreis ist in Abbildung 4.2 angegeben.

215
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T1T2 T34 T5Te T7T8

Abbildung 4.1: Realisierung zu exorsg

TeLs Ty

Abbildung 4.2: Realisierung zu s$
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Im ersten Schritt wurde eine Variablenaufteilung in die Mengen {z1, o, 23} und {x4, x5, 6}
gefunden. Auf {1'1,.’1?2,11?3} werden 2 Zerlegungsfunktionen ¢, und s, berechnet. Es han-
delt sich gerade um Ubertrags— und Summenbit der biniren Addition von z, T und .
Ebenso sind die Zerlegungsfunktionen ¢; und s; auf den Variablen {4, z5, z¢} Ubertrags—
und Summenbit der bindren Addition von x4, x5 und z¢. Betrachtet man die gefundene
Realisierung fiir (c,, s,), so erkennt man, dafl es sich um einen Volladdierer handelt. Der
Volladdierer ergibt sich bei der Zerlegung von ¢, und s, hinsichtlich {{z;}, {z2, z3}}. Hier-
bei wird x5 @ x3 bei der Zerlegung von ¢, und s, gemeinsam benutzt. Analog wird (¢, s;)
durch einen Volladdierer realisiert.

Die Zusammensetzungsfunktion auf der 1. Rekursionsstufe hat 4 Eingénge ¢;, s;, ¢, und
s,. Bei der rekursiven Behandlung dieser Funktion wird die Variablenaufteilung {{c;, ¢},
{s1, s, } } berechnet. Auf ¢; und ¢, werden zwei Zerlegungsfunktionen a; und as, auf s; und
s, wird eine Zerlegungsfunktion b; berechnet.

Die zugehérige Zusammensetzungsfunktion mit 3 Eingingen a;, as und b; wird wiederum
rekursiv zerlegt. An dieser Stelle zeigt sich die Bedeutung der Behandlung von don’t cares:
Es handelt sich um eine partielle Funktion, da a; und a, nie gleichzeitig den Wert 1 anneh-
men konnen. Wiirde man die don’t care-Menge einfach der OF F-Menge zuschlagen, d.h.
die Funktionswerte fiir (1,1,0) und (1,1, 1) auf 0 festlegen, so wire die resultierende Funk-
tion nicht nichttrivial zerlegbar. Die Funktion ist ndmlich nur dann nichttrivial zerlegbar,
wenn der Funktionswert fiir (1, 1,0) auf 1 festgelegt wird. Der implementierte Algorithmus
legt die Funktionswerte fiir (1,1,0) und (1,1, 1) auf 1 fest und erreicht somit eine nichttri-
viale Zerlegung mit Aufteilung der Variablen in {a;} und {as, b, }. Die Funktion wird dann
durch folgende einfache Teilschaltung realisiert:

a1 az| |b;

Wihlt man als Kostenmaf die Ry-Komplexitéit, wobei Ry = Bsy \ {exor, equiv}, so ergeben
sich als Kosten der berechneten Realisierung S fiir s§

Cr,(S) = 7Cg,(and) + 3Cg,(or) + 5Cg,(exor) =7+ 3+ 5-3 = 25.

Realisiert man diese Schwellenfunktion zum Vergleich durch ihr eindeutiges Minimalpoly-
nom, so erhilt man

P = \/ Ljy oo Ly

0<i1<...<i4<5

Das Minimalpolynom enthilt (Z) = 15 Monome der Linge 4. Die Kosten der Minimalpo-
lynomrealisierung betragen also

CRQ(P) = 15CR2(CLnd4) + 032(07'15) =15-3+ 14 = 59.
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Abbildung 4.3: Automatisch generierter Schaltkreis zu einem 8-Bit—Addierer.

Realisierung eines Addierers

LBt man den Algorithmus mit einem 8-Bit—Addierer als Eingabe (und der Vorgabe, zwei-
seitige Zerlegungen durchzufiihren) ablaufen, so ergibt sich die Realisierung in Bild 4.3.
Grau schattierte Boxen in der Abbildung stehen jeweils fiir die Ergebnisse rekursiver Auf-
rufe des Zerlegungsverfahrens.

Betrachtet man die Realisierung genauer, so erkennt man, daf sie die gleiche Struktur wie
der Conditional-Sum—Addierer hat. (Zum Vergleich ist in Abbildung 4.4 der Conditional—
Sum-—Addierer fiir die Addition zweier 8-Bit—Zahlen angegeben.)

Auf der ersten Rekursionsstufe wurde die Variablenaufteilung in die beiden Mengen

{330,2/0,351,2/1,33%y2,333,y3} und {334,y4,335,y5,$6,y6,337,y7}

berechnet. Bei dieser Zerlegung wird die auf {zo, vo, 1, ¥1, X2, Y2, 3, y3} berechnete Zerle-
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gungsfunktion (das Carry-Bit der Addition von (z3xex1xo) und (ys3y2y1%yo)) fiir die Zerle-
gung von fy, f5, fe und f7; gemeinsam benutzt.

Der Unterschied dieser Realisierung zum Conditional-Sum—Addierer liegt einerseits dar-
in, dafl grundséitzlich die Zahl der Zerlegungsfunktionen minimal gewihlt wird und an-
dererseits darin, dafl nach Méglichkeit immer gemeinsame Zerlegungsfunktionen gewihlt
werden.

Dies fiihrt dazu, dafl bei der Zerlegung von f; auf der 1. Rekursionsstufe des Algorithmus
(im Bild ,,3. Stufe“) nur eine Zerlegungsfunktion auf {z4, y4, s, ys, s, Ys, T7, Y7} berech-
net wird, wihrend der Conditional-Sum—-Addierer an dieser Stelle 2 Funktionen benutzt,
namlich das letzte Bit der Summe von (z7z¢z524) und (y7ysysy4) und das letzte Bit der
Summe von (z726%5%4), (Y7Ysysys) und 1.

Auf der Variablenmenge {z4, Y4, x5, Y5, ¢, Ys, T7, Y7} werden auf der 1. Rekursionsstufe fiir
die Funktionen f5, f¢ und f; sowohl bei der Realisierung aus Bild 4.3 als auch beim
Conditional-Sum—Addierer 4 Informationen berechnet, die durch 2 Bit kodiert werden.
Der Conditional-Sum—Addierer kodiert diese 4 Informationen jeweils fest durch die entspre-
chenden Bits der Summe und der Summe + 1. Bei Funktion f5; wird in Bild 4.3 allerdings
eine andere Kodierung dieser 4 Informationen gewihlt. Der Grund fiir diese Wahl liegt
darin, daf in diesem Fall die Zerlegungsfunktion von f; auf den Variablen {z4,ys, s, ys,
xg, Ys, T7, Y7} von Funktion f5 ,mitverwendet” werden kann.

Diese Unterschiede bewirken, dafl der durch den vorliegenden Algorithmus gefundene Ad-
dierer eine Ry—Komplexitit von 89 hat, wihrend der entsprechende Conditional-Sum-—
Addierer eine Ry—Komplexitit von 106 hat. Die Tiefe ist in beiden Fillen die gleiche (bei
einem parametrisierten Entwurf logarithmisch in der Anzahl der Eingéinge).

Der enorme Vorteil der Verwendung von ROBDDs bei der Logiksynthese 148t sich anhand
der Tabelle 4.1 ablesen. Sie enthilt einen Vergleich zwischen den Laufzeiten des Synthese-
werkzeuges in einer fritheren Version, die auf der Bearbeitung von Funktionstabellen und
Zerlegungsmatrizen basierte, und der aktuellen, ROBDD-basierten Version. Die sehr viel
hoheren Laufzeiten der tabellenbasierten Version lassen sich einfach dadurch erkliaren, dafl
wesentlich groflere Datenmengen zu bearbeiten sind. Beispielsweise beim 16-Bit—Addierer
wiirde die Grofle einer Funktionstabelle (bei 32 Eingéingen, 16 Ausgéingen und einem Bit
pro Tabelleneintrag) schon 8 Gigabyte betragen, beim 32-Bit-Addierer ca. 69 Milliarden
Gigabyte. Dies macht schon deutlich, dafl Probleme dieser Groflenordnung von der ta-
bellenbasierten Version allein wegen der Grofle der bendtigten Représentation nicht mehr
bearbeitet werden kénnen.

Mit der ROBDD-basierten Version konnten dagegen sogar Addierer bis zu einer Bitbreite
von 64 Bit (128 Eingénge und 64 Ausginge) generiert werden.

Der Vorteil der ROBDD—basierten Version ist darauf zuriickzufiihren, dafl die entsprechen-
den Booleschen Funktionen durch ROBDDs sehr viel kompakter repréasentiert werden konn-
ten. Die Spezifikation der Addierer konnte hierbei natiirlich nicht mehr durch Funktions-
tabellen erfolgen, sondern mit einem Carry-Ripple-Addierer, einem einfachen Schaltkreis,



221

Laufzeit der Laufzeit der
Schaltkreis || Tabellenversion | ROBDD—Version
addery 1,3 s 0,2 s
addersg 18 h 38 min 1,15 s
adderig — 11,55 s
adderss — 3 min 8 s
addergy — 31 min 16 s

Tabelle 4.1: Laufzeiten fiir die Synthese von n-Bit—Addierern adder,,.

der die Addition nach der Schulmethode realisiert. Aus dieser Schaltkreisdarstellung wur-
den ROBDDs fiir die einzelnen Ausgangsfunktionen aufgebaut, die dann als Eingabe fiir das
Logiksynthesewerkzeug dienten.

Realisierung eines partiellen Multiplizierers

Als néchstes wird die Synthese eines partiellen Multiplizierers betrachtet.

Ein partieller Multiplizierer der Bitbreite n ist eine Boolesche Funktion pm,, : {0, 1}”2 —
{0,1}?". Die Eingiinge sind gegeben durch die Partialprodukte eines n-Bit—Multiplizierers,
die Ausginge entsprechen den Produktbits des n—Bit—Multiplizierers.

Sind die beiden zu multiplizierenden Operanden die Binérzahlen (a,_1,...,ao) und (b,_1,
..., by), und das Ergebnis der Multiplikation die Bindrzahl (7o, 1, ..., 7o), so ergibt sich
(ron—1,...,70) als Summe der n Partialprodukte 27 - (a,_1b;, - .., aob;) (0 < j < n—1). Die
Eingénge des partiellen Multiplizierers sind dann die Bits p;; = a;b; (0 < 4,5 < n —1).
Dann gilt:

pmy, - {Oa 1}77,2 — {Oa 1}2napmn(pn—1,n—1a s ap(),n—la ... ap'n—l,O; ... apo,O) = (T2n—1a ey TO)a

wobei

2n—1 ) n—1 n—1 ] )
> 2 =) szi,j'21> 'QJ] :
=0 j=0 L \i=0
Bei der Synthese des partiellen Multiplizierers werden [-seitige Zerlegungen benutzt, wo-
bei I die Anzahl der ,Symmetriemengen® der Variablenpartition P~ = {p1,...,mu}
ist, in der die zu realisierende Funktion symmetrisch ist. Sind keine Symmetriemengen
mit Méchtigkeit grofler als 2 vorhanden (d.h. hitte bei Zerlegung hinsichtlich Proosym die
Zusammensetzungsfunktion evtl. ebensoviele Eingéinge wie die Ausgangsfunktion) oder ist
nur eine einzige Symmetriemenge vorhanden, so wird zweiseitig zerlegt.

In Abbildung 4.5 ist exemplarisch der generierte Schaltkreis zu einem partiellen 4-Bit—
Multiplizierer dargestellt.

Der Schaltkreis 148t sich folgendermaflen interpretieren:
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Abbildung 4.5: Automatisch generierter Schaltkreis zu einem partiellen 4-Bit—
Multiplizierer.
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Die Eingénge der Schaltung sind die Bits der Partialprodukte ps3,pss,...,poo. Auf der
ersten Rekursionsstufe erfolgt eine Zerlegung von pm, hinsichtlich der Symmetriemen-

gen {p3,3}, {103,2,102,3}, {P3,1>p2,2,P1,3}, {p3,0,p2,1,p1,2,P0,3}> {P2,0,p1,1,p0,2}, {pl,o,pl,o} und
{Poo}-

Die Zerlegungsfunktionen, die auf den einzelnen Symmetriemengen berechnet werden, (sie-
he Abbildung 4.5, ,Zerlegungsfunktionen 1. Rekursionsstufe*) kann man jeweils als Summe
der Bits aus den Symmetriemengen interpretieren (Beispielsweise werden p3 1, po o und p; 3
durch einen Volladdierer zu der 2-Bit—Zahl (y1 ,yo ) addiert usw., siche Abbildung 4.5.)
Folglich ergeben sich nun 7 verschiedene Zahlen, deren Summe das Endergebnis der Mul-
tiplikation (r7,...,7) darstellt. Folgende Addition wurde also auf der 1. Rekursionsstufe
durchgefiihrt:
Pso P20 P10 DPoo
P31 P21 Pia Poa
P32 P22 P12 Poy2
P33 P23 P13 DPo3

Yo
o)
o o
WP
uO il
W o
v

T Te T's T4 T3 T2 T To

Die verbleibende Aufgabe der Addition dieser Zahlen (realisiert durch die Zusammenset-
zungsfunktion, siehe Abbildung 4.5, , Zusammensetzungsfunktion 1. Rekursionsstufe®) 148t
sich nach ,, Verschieben“ von Bits gleicher Stelligkeit aber ebenso als Addition dreier Zahlen

beschreiben:
G .6 03 (2) n @ (0

Y1 Y2 WY Y Yo' Yo
6 4 4 3 2
O

(5)

Yo

T Te T's T4 T3 T2 T To

Die Zusammensetzungsfunktlon der 1. Rekursmnsstufe erd hinsichtlich der Symmetne-
mengen {y{”, 56"}, {s8”,u{”, o0}, LV, u6" ) (0,0 768, (V) und {7}
weiter zerlegt. Auch hier kann man die Zerlegungsfunktionen, die auf den einzelnen Sym-
metriemengen berechnet werden, (siehe Abbildung 4.5, ,,Zerlegungsfunktionen 2. Rekur-
sionsstufe”) jeweils als Summe der Bits aus den Symmetriemengen interpretieren. (Bei-
spielsweise werden y§3), y§4) und y(()5) durch einen Volladdierer zu der 2-Bit-Zahl (zf’), 265))
addiert.) Es ergeben sich wiederum 7 verschiedene Zahlen, deren Summe das Endergebnis
der Multiplikation (r7,...,ry) darstellt. Auf der 2. Rekursionsstufe wurde folgende Addi-
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tion durchgefiihrt:
G @ 6 (2 gl) (1) ()

TR Y ST ST

Yo
A
4
z§2) Z(()z)
z§3) z(()3)
zYL) Z(()4)
z§5) z(()5)

Z§6) Z(()6)

r7 Te T's T4 T3 (] T To

Wieder 148t sich durch ,, Verschieben* von Bits gleicher Stelligkeit die verbleibende Aufgabe

als Addition zweier Zahlen beschreiben:
z§6) Z%s) §4) Z§3) Z§2) z(()2) Z(()l) Z(()o)
6 5 4 3
z(() ) (() ) z(() ) z(() )

r7 Te Ts T4 T3 T2 1 To

Die Addition dieser beiden Zahlen wird durch die Zusammensetzungsfunktion der 2. Re-
kursionsstufe aus Abbildung 4.5 realisiert. Da hier keine Symmetriemengen der Méchtigkeit
groffer als 2 auftreten, erfolgt eine zweiseitige Zerlegung Die Zusammensetzun sfunktlon

der 2. Rekursionsstufe wird zun#chst hinsichtlich {{z1 ),z((fs),z% , 250 } {zo 2 ,z(()3),

z?),z((f),z(()l),zo }} zerlegt. Die Realisierung der Zusammensetzungsfunktlon der 2. Re-
kursionsstufe entspricht im wesentlichen der eines Addierers nach dem Conditional-Sum—

Prinzip.

Ein entscheidender Punkt bei der Synthese des partiellen Multiplizierers wurde bisher noch
nicht erwéhnt:

Die auftretenden Zusammensetzungsfunktionen sind partielle Funktionen. Beispielsweise
treten bei der Addition von ps3 g, p2,1, P12 und poy3 auf der ersten Rekursionsstufe nur nur
5 mogliche Summenwerte auf. Es werden jedoch 3 Zerlegungsfunktionen benétigt, so daf
bei der Addition 3 Ausgabevektoren nicht vorkommen kénnen und bei der Zusammenset-
zungsfunktion folglich don’t cares auftreten.

Anhand dieses Beispiels 148t sich sehr gut die Bedeutung der in den Kapiteln 2 und 3 ent-
wickelten Verfahren zur Belegung von don’t cares demonstrieren. Die Giite des Ergebnisses
héngt entscheidend von der Belegung der don’t cares ab.

Anzahl und Gréfle der Symmetriemengen hingen wesentlich davon ab, wie die vorhande-
nen don’t cares belegt werden.

Auch der Einsatz der Verfahren zur don’t care-Belegung aus Kapitel 3 fiir die Zusammen-
setzungsfunktion der 2. Rekursionsstufe ist in hohem Mafle fiir die Giite des generierten
Schaltkreises verantwortlich.
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Verzichtet man auf eine gezielte Ausnutzung von don’t cares und belegt beispielsweise
sdmtliche don’t care-Stellen mit 0, dann ergibt sich anstatt der hier gefundenen Realisie-
rung mit einer Ry—Komplexitit von 110 eine Realisierung mit Ry—Komplexitéit von 194.
Die oben angegebene Interpretation der Zusammensetzungsfunktion der 2. Rekursionsstu-
fe als Addition einer 7-Bit— und einer 4-Bit—Zahl ist nur eine Moglichkeit mit einer ganz
speziellen Belegung der auftretenden don’t cares. Bei ndherer Betrachtung der Realisierung
aus Abbildung 4.5 wird man auch erkennen, daf§ die Funktion, die aus der vom Verfahren
gewihlten don’t care-Belegung hervorgeht, nicht exakt mit dem Addierer iibereinstimmt.
Die Funktion r7, die das hochstwertigste Bit berechnet, entspricht nicht exakt der ent-
sprechenden Funktion des Addierers. Dieser Unterschied fiihrt sogar zu einer Kostenver-
ringerung im Vergleich zum Addierer: Die gefundene Realisierung fiir die Zusammenset-
zungsfunktion hat eine Ro—Komplexitdt von 41. Wiirden die don’t cares so belegt, dafl
die Zusammensetzungsfunktion der 2. Rekursionsstufe mit dem oben erwéhnten Addierer
iibereinstimmt, so wiirde das Zerlegungsverfahren eine nach dem Conditional-Sum-Prinzip
aufgebaute Realisierung mit Ry—Komplexitit 45 berechnen.

Der automatische Entwurf partieller Multiplizierer fester Bitbreite durch das entwickelte
Logiksynthesewerkzeug und die Analyse der gefundenen Realisierungen legt nun ein allge-
meines Konstruktionsprinzip fiir Multiplizierer variabler Bitbreiten nahe:

Verallgemeinerung auf variable Bitbreiten Ein partieller n-Bit—Multiplizierer bil-
det die Summe von n Partialprodukten 27 - (p,_14,...,p0;) (0 < j < n—1). Es ist also
folgende Addition durchzufiihren:

Pn-1,0 Pn—20 --- P1,0 Poo
Pn-1,1 Pn-21 Pn-31 --- Doz
Pn-1pn—2 --- P2n—2 Pin-2 Pon-2
Pn—1n-1 Pn-2m—-1 --- Pin—1 Pon-1
Ton—1 Ton—2 Ton—3 cee Tn Tn—1 T'm—2 ... T To

pm,, ist symmetrisch in den Variablen, die in gleichen Spalten der obigen Multiplikations-
matrix stehen. (Denn es ist klar, daff man die entsprechenden Bits vertauschen kann, ohne
das Ergebnis der Addition zu &ndern.)

Geht man vor wie oben beschrieben, so werden somit in einer 1. Stufe die Bits in den ein-
zelnen Spalten der Multiplikationsmatrix getrennt aufaddiert. Da in einer Spalte hochstens
n Eintréige stehen, erhélt man also 2n Binéirzahlen mit Maximalldnge [log(n + 1)].

Da diese Binédrzahlen mit ihrem niederwertigsten Bit alle in verschiedenen Spalten der Ma-
trix beginnen, kann man (wie oben anhand von pm, dargestellt) durch ,, Verschieben“ von
Bits daraus [log(n+1)| Binédrzahlen mit Maximalldnge 2n bilden, die noch aufaddiert wer-
den miissen, um das Endresultat zu erhalten. Man erhélt also eine Matrix mit [log(n+1)]
Zeilen der Lange 2n.

Danach fahrt man in einer 2. Stufe mit dem spaltenweisen Addieren von Bits fort und
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Bitbreite Stufen
3 1
4-7 2
8 — 127 3
128 — (2127 — 1) 4

Tabelle 4.2: Anzahl der bené6tigten Additionsstufen bei pm,, fiir verschiedene Bitbreiten n.

erhélt eine Matrix mit [log([log(n+1)] +1)] Zeilen und 2n Spalten, bei der wiederum die
Summe der Bindrzahlen in den einzelnen Zeilen das Endergebnis liefert.

Dies wird so lange fortgefiihrt, bis man nach O(log*n) Stufen nur noch 2 Binérzahlen der
Linge 2n zu addieren hat.!

Die Addition dieser beiden Binérzahlen erfolgt dann durch einen Conditional-Sum—Addierer.

Im folgenden sollen Kosten und Tiefe einer solchen Realisierung fiir pm,, abgeschitzt wer-
den:

Zunichst wird die Anzahl der Additionsstufen abgeschitzt, die benétigt werden, bis man
schlielich bei 2 Binédrzahlen angelangt ist:

Allgemein gilt: Sind in Stufe ¢ noch n; Bindrzahlen zu addieren, so sind in Stufe ¢+ 1 dann
[log(n; + 1)] Binérzahlen zu addieren.

Aus den Beziehungen

[log([log(n +1)] +1)] log([log(n+1)]) +1

<
< log((logn)+1) +1

und

log((logn) +1)+1 <logn fiir n > 8

kann man folgern, dafl nach spitestens 2log*(n) Stufen n Bindirzahlen zu 2 Binérzahlen
reduziert sind.

In Tabelle 4.2 ist fiir verschiedene Bitbreiten die Anzahl der benétigten Additionsstufen
angegeben. Man erkennt, da man (auch in Zukunft) fiir praktisch realisierbare Bitbreiten
nicht mehr als 4 Additionsstufen benétigen wird.

Die Addition von n 1-Bit—Zahlen kann bei Verwendung eines Divide—and—conquer—Verfah-
rens mit zweiseitigen, gleichméchtigen Zerlegungen mit einer linearen Anzahl von 2-Input—
Gattern und Tiefe O(logn - loglogn) erfolgen. Verwendet man einen Schaltkreis BS,, aus

llog* ist hierbei folgendermaBen definiert: Mit log'® (n) := n und log® (n) := log(log"V(n)) fiir i € N
gilt log*n := min{m | log™ (n) < 1}.
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[Weg89] zur Addition der n 1-Bit-Zahlen, so kann man mit C,(BS,) = 8in + O(log’ n)
2-Input—Gattern und Tiefe Dg,(BS,) = 3logs n + O(loglogn) < 5.13logn + O(loglogn)
auskommen.

Die Kosten fiir die Realisierung von pm,, lassen sich dann wie folgt abschétzen:
Die Kosten der ersten Stufe werden abgeschétzt durch
n—1
032(1. Stufe) = CBQ(BSH) +2- Z 032 (BSz)
i=2
1 n—1
< 85 ‘In+2-> i+ O(nlog? n)
i=2
(n—=2)(n+1)
2

1
= 85 -[n* = 2] + O(nlog® n)

= 8%-[77,—1—2- ]+ O(nlog®n)

1
= 85 -n? + O(nlog® n).

Die Kosten fiir die restlichen Stufen lassen sich durch O(nlog®n) abschitzen:
Ist n; die Anzahl der zu summierenden Bindrzahlen auf Stufe i, so lassen sich die Kosten
auf Stufe ¢ abschitzen durch

2
2n - Cp,(BS,,) = 16=n-n; + O(nlog’n,) .
3 NN

———

K1(ns) Ka(m)

Ist s < 2log*(n) die Anzahl der benétigten Stufen, so gilt

iKQ(ni) = O(s-n- (loglogn)?)

= O(n-log*n - (loglogn)?)

O(n -log’n).
Wegen [log(m +1)] < F fiir m > 6 gilt
iKl(ni) = 16§n- ([log(n +1)7 + [log([log(n+ 1)1+ 1)] +...)
< 16§n - (Tlog(n +1)] + %ﬂog(n +1)]+ i[log(n +1)]+..)+ 0
< 33%n log(n +1)] + O(n)

1
= 33§n -logn + O(n)



228 Kapitel 4. Exrperimentelle Resultate

= O(n-log’n).

Die Gesamtkosten fiir die Stufen 2 bis s betragen also tatsichlich O(nlog®n). Folglich
betragen die Kosten zur Reduktion der n Bindrzahlen zu 2 Bindrzahlen

1
8§ -n? + O(nlog®n).

Die Tiefe dieses Schaltkreises ergibt sich als

> Dg,(BS,,) (D_ 3logs n;) + O(log™n loglogn)

i=1 i=1

5.13 - (logn + log([log(n +1)]) +...) + O(log*nloglogn)
5.13 - (logn + log((logn) + 1) +...) + O(log*nloglogn)
5.13 - logn + O(log*nloglogn)

IANINA

Im Vergleich dazu betragen die Kosten fiir einen Wallace-Tree-Multiplizierer [Wal64] (siehe
auch [KMO89]) mit Bitbreite n fiir n = 2% (ebenfalls nur fiir den Reduktionsteil ohne den
abschlieflenden Addierer)

(g —1)-2n - Cp,(CSAfto2)! = (g ~1)-2n-10 = 10n% — 20n.

Die Tiefe betragt hierbei 5logn — 5.
Kosten und Tiefe der obigen Realisierung sind also in derselben Gréflenordnung wie beim
Wallace-Tree-Multiplizierer, wobei die Konstante bei der Gatteranzahl der obigen Reali-
sierung etwas niedriger ist und die Konstante bei die Tiefe etwas hoher ist.

Entwurf eines fehlererkennenden Dividierers

Das implementierte Logiksynthesewerkzeug ist in das Entwurfssystem CADIC [BHK+87]
integriert, das auf einem in [Hot65] entwickelten Kalkiil basiert und eine Beschreibung von
Schaltungen mit rekursiven, parametrisierten Gleichungen zuléft. Belegt man die Parame-
ter der Gleichungen mit festen Werten, so lassen sich die Gleichungen zu einem Schaltkreis
fester Grofle ,expandieren®. Ein System von Gleichungen definiert auf diese Weise nicht
nur einen einzelnen Schaltkreis, sondern eine ganze Schaltkreisfamilie. Damit eignet sich
CADIC in besonderer Weise zur kompakten, hierarchischen Beschreibung regulérer Schalt-
kreise.

tCSA4to2 ist ein Reduktionsbaustein, der aus 2 Volladdierern besteht.
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Anhand des Entwurfs eines fehlererkennenden Dividierers [TY88] wird demonstriert, daf
die automatische Logiksynthese nicht unbedingt in Konkurrenz zu Handentwiirfen re-
gelméBiger Schaltungen zu sehen ist, sondern auch in Verbindung mit solchen Entwiirfen
nutzbringend eingesetzt werden kann.

Es erfolgte ein parametrisierter Entwurf fiir einen n-Bit-Dividierer (in einer redundanten
Zahlendarstellung) mit dem Entwurfssystem CADIC. Der Dividierer ist regelmiflig unter
Verwendung bestimmter Grundmodule aufgebaut. In Abbildung 4.6 ist fiir die Bitbreite
n = 16 die Expansion des entworfenen n—Bit—Dividierers bis zur Ebene der Grundmodule
DU, M und L angegeben. Die Grundmodule sind so spezifiziert, dal sowohl zur Bestim-
mung der Quotientenbits als auch zu der notigen Addition bzw. Subtraktion in der red-
undanten Zahlendarstellung pro Zeile des Dividiererfeldes nur konstante Laufzeit beno6tigt
wird. Die Spezifikation erfolgte durch Tabellen, die allerdings nicht dazu geeignet waren,
eine Idee fiir einen Handentwurf der Grundmodule zu liefern. Aus diesem Grund wurde eine
Realisierung fiir diese Grundmodule mit Hilfe des Logiksynthesewerkzeuges automatisch
generiert. Abbildung 4.7 zeigt den Dividierer (hier wiederum fiir Bitbreite 16), bei dem die
Grundmodule DU, M und L jeweils durch ihre automatisch generierte Realisierung ersetzt
sind.

Das vorliegende Beispiel zeigt exemplarisch, wie die hier entwickelten Logiksynthesever-
fahren als Teilkomponente im Rahmen eines Entwurfsablaufs genutzt werden kénnen.

Benchmarkresultate

Abschlielend werden noch Resultate der Logiksynthese fiir Benchmarkschaltungen ange-
geben.

Gatterrealisierungen

Zum Vergleich mit sis [BRS+87, S+92] wurden fiir Benchmarkschaltungen mit beiden
Werkzeugen Realisierungen mit 2-Input—Gattern generiert. Fiir die resultierenden Schal-
tungen wurden dann mit dem Tool TimberWolf (integriert in das System octtools der
Universitéit Berkeley) Layouts generiert.

Tabelle 4.3 zeigt die Ergebnisse fiir Layoutgrofen und Signalverzégerungen der resultieren-
den Schaltungen sowohl fiir unser Werkzeug, das im folgenden mulopll genannt wird, als
auch fiir szs. Obwohl es auch Beispiele wie ¢cm151a und ¢m162a gibt, die nicht unbedingt
fiir eine disjunkte Zerlegung geeignet erscheinen, iibertrifft das hier vorgestellte Werkzeug
mulopll sis in fast drei Viertel der Fille. Insgesamt sind die Layoutgréfien von sis um rund
76 % schlechter. Trotzdem sind bei zwei Drittel der Benchmarks die Signalverzégerungen
der Schaltungen, die durch unser Werkzeug mulopll generiert wurden, nicht grofier oder
geringer als die Signalverzégerungen der entsprechenden Schaltkreise von sis.

Eine der Motivationen fiir die Durchfiihrung kommunikationsminimaler Zerlegungen war
die Minimierung globaler Verbindungen in Hinblick auf die Layoutgenerierung. Es ist zu
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Abbildung 4.6: Mit dem Entwurfssystem CADIC entworfener 16—Bit—Dividierer.
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Abbildung 4.7: 16-Bit-Dividierer (Schaltungen DU, M und L jeweils ersetzt durch auto-
matisch generierte Realisierung).
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Layoutgrofe Signalverzogerung
Schaltkreis sis  mulopll | Verhiltnis sis mulopll | Verhéltnis
9symml 1194336 201400 5.93 27.6 13.6 2.03
C17 28800 25704 1.12 4.2 4.2 1.00
cm138a 103896 87480 1.19 5.8 6.8 0.85
cmlbla 95312 140728 0.68 12.6 19.2 0.66
cml152a 85536 106704 0.80 10.0 13.2 0.76
cm162a 131976 178296 0.74 12.0 12.4 0.97
cm163a 144008 140728 1.02 13.0 9.4 1.38
cm82a, 74784 61320 1.22 7.2 7.0 1.03
cm8ba 1656456 170288 0.97 10.2 13.0 0.78
cmb 204792 120624 1.70 9.4 6.6 1.42
decod 140448 119496 1.18 6.2 5.0 1.24
f51m 561184 251392 2.23 51.0 18.4 2.77
majority 42200 39168 1.08 7.8 6.6 1.18
parity 99408 96976 1.03 5.0 5.0 1.00
z4ml 156288 93800 1.67 16.2 9.8 1.65
> 3228K  1834K 1.76 198.2 150.2 1.32

Tabelle 4.3: Vergleich zwischen unserem Werkzeug mulopIl und sis hinsichtlich Layoutgrofie
und Signalverzégerung.

hoffen, daf sich durch die Verwendung eines Layouttools, das in der Lage ist, die hier-
archische Struktur des zerlegten Schaltkreises zu nutzen, die Layoutgréfien noch weiter
verbessern lassen.

Aber auch hier lassen sich schon Auswirkungen der Kommunikationsminimierung erken-
nen: In Abbildung 4.8 sind Layouts der Schaltkreise dargestellt, die von sis und unserem
Werkzeug fiir die Benchmarkschaltung 9symml generiert wurden. Man erkennt, dafi bei
unserer Realisierung nicht nur die Anzahl der Grundzellen wesentlich kleiner ist, sondern
auch die Hohe der Verdrahtungskanéle wesentlich niedriger ist.

Abschlieflend werden zur Motivation der Durchfithrung der Zerlegungen auf der Basis von
ROBDDs die Laufzeiten der ROBDD-basierten Version mulopll unseres Werkzeuges mit de-
nen der fritheren tabellenbasierten Version mulop verglichen. Anhand von Tabelle 4.4 er-
kennt man eine betréchtliche Verringerung der Laufzeiten.

In der letzten Spalte der Tabelle 4.4 ist noch der Anteil der Laufzeit angegeben, der bei
der ROBDD-basierten Version fiir Losungen des Problems CDF aus Kapitel 3.4, d.h. zur
Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen, investiert wird. Man sieht, dafl eine sehr
effiziente Moglichkeit zur Berechnung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen mehrerer Aus-
gangsfunktionen gefunden wurde.
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racra: acrn 1} | & xrzr1

Abbildung 4.8: Layouts fiir Benchmarkschaltkreis 9symml. Die linke Schaltung wurde durch
sis erzeugt, die rechte durch unser Werkzeug mulopIl.

FPGA-Realisierungen

Zerlegungsverfahren sind besonders gut geeignet fiir die Synthese von look-up table—basier-
ten FPGAs ( = field programmable gate arrays). FPGAs sind vorgefertigte Schaltungen,
die durch den Benutzer programmiert werden konnen. Sie haben wegen ihrer schnellen
und flexiblen Einsetzbarkeit in den letzten Jahren (speziell beim Bau von Prototypen)
immer groflere Bedeutung erhalten. Solche look-up table-basierte FPGAs sind in der Lage,
Funktionen mit einem Ausgang bis zu einer bestimmten Grenze b von Eingéngen durch
eine Funktionstabelle (look-up table = LUT) zu realisieren.

Insofern ist die Anpassung des rekursiven Zerlegungsverfahrens auf die FPGA-Synthese
sehr leicht: Die Rekursion muf} lediglich bei Funktionen mit héchstens b Eingéingen abge-
brochen werden. Zusitzlich wird die Funktion zur Kostenabschéitzung einer Funktion mit
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Laufzeit Anteil der Laufzeit
Schaltkreis mulop mulopIl Verhéltnis || fiir CDF (mulopIl)
9symml 1.40 sec  1.23 sec 1.14 0.69%
C17 0.32 sec  0.15 sec 2.13 0.01%
cm138a 1.01 sec 0.18 sec 5.61 0.89%
cmlbla 4.16 sec  1.09 sec 3.82 0.13%
cml52a 2.15 sec  0.50 sec 4.30 0.36%
cml162a 350.65 sec  3.32 sec 105.62 0.26%
cm163a 2923.31 sec  2.35 sec 1243.96 0.08%
cm82a 0.38 sec  0.21 sec 1.81 0.01%
cm85a, 7.46 sec  3.73 sec 2.00 0.27%
cmb 1836.13 sec  2.52 sec 728.62 0.05%
decod 26.15 sec  2.56 sec 10.21 1.93%
f51m 3.14 sec  1.83 sec 1.71 0.28%
majority 0.44 sec  0.08 sec 5.50 0.01%
parity 111.06 sec  1.37 sec 81.07 0.00%
z4ml 0.66 sec 0.76 sec 0.87 0.16%

Tabelle 4.4: Vergleich der Laufzeiten der ROBDD-basierten Version mulopll unseres Werk-
zeugs und der friiheren tabellenbasierten Version mulop.

n Eingingen aus den Abschnitten 3.1.4 bzw. 3.4.1 an die FPGA-Synthese angepafit.

Die hier angegebenen Experimente sind durchgefiihrt fiir den FPGA-Typ Xilinz XC3000.
Diese FPGAs koénnen Funktionen mit bis zu b = 5 Eingéingen durch eine LUT (look-up
table) realisieren.® Der angegebene FPGA-Typ hat die zusitzliche Eigenschaft, daf} statt
einer Funktion mit 5 Eingéingen auch 2 Funktionen mit 4 Eingéngen durch ein CLB (=
configurable logic block) realisiert werden kénnen, sofern die Gesamtzahl der verschiedenen
Eingénge beider Funktionen 5 nicht iibersteigt.

Tabelle 4.5 enthélt einen Vergleich einer friiheren Version des Synthesewerkzeuges aus
[SM95b], in das die Ausnutzung von don’t cares noch nicht integriert war, mit der jetzi-
gen Version mit Ausnutzung von don’t cares. Die in der Tabelle angegebenen Zahlenwerte
entsprechen den Anzahlen der benétigten CLBs bei XC3000-FPGAs. Die Benchmark-
funktionen, auf die die Logiksynthese angewendet wurde, sind totale Funktionen. Partielle
Funktionen entstehen nur im Verlauf des Verfahrens auf héheren Rekursionsstufen. Trotz-
dem erkennt man teilweise noch betrichtliche Verbesserungen bei der Version mit don’t
care-Ausnutzung (z.B. bei alu2 eine Verbesserung um iiber 35 %). Speziell bei kleineren
Beispielen ist aber teilweise auch keine Verdnderung zu erkennen, da sich ausgehend von
den totalen Funktionen (wegen geringer Rekursionstiefe) keine grolen don’t care-Mengen
ansammeln.

3Die Funktion zur Kostenabschéitzung einer Funktion mit n Eingiingen wurde in diesen Experimenten
als cost(n) = 1 fiir n < 5 und cost(n) = 0.15n2 fiir n > 5 gewihlt.
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Anzahl | Anzahl Anzahl von CLBs
Schaltkreis | Inputs | Outputs | keine dc—Ausnutzung | dc—Ausnutzung
5xpl 7 10 9 9
9sym 9 1 7 7
alu2 10 6 51 33
apex’ 49 37 45 41
b9 41 21 30 28
C499 41 32 65 50
C880 60 26 87 71
clip 9 5 14 13
count 35 16 26 26
duke2 22 29 114 108
e64 65 65 95 95
f51m 8 8 8 8
misex1 8 7 9 8
misex2 25 18 24 24
rd73 7 3 5 5
rd84 8 4 8 8
rot 135 107 146 135
sao2 10 4 20 18
vg2 25 8 18 18
z4ml 7 4 4 4
Summe 745 669

Tabelle 4.5: Vergleich der CLB-Anzahlen der Version des Algorithmus ohne don’t care—
Ausnutzung aus [SM95b] mit den CLB—Anzahlen der jetzigen Version mit don’t care—
Ausnutzung.

Bei den CLB-Anzahlen des vorliegenden Synthesewerkzeuges ist allerdings zu beachten,
dafl die angesprochene Zusammenfassung von LUTs zu CLBs bei unserem Werkzeug nur
mit einer Heuristik erfolgt ist. Das Problem der Zusammenfassung von LUTs zu CLBs 148t
sich aber auch exakt durch ganzzahlige lineare Programmierung [MNS+90] 16sen.*

In Tabelle 4.6 werden schliefllich die Resultate mit den Ergebnissen aktueller Arbeiten zur
FPGA-Synthese verglichen. Hierbei sind FGMap [LPPS93] und mis-pga (new) [MSBS91]
Werkzeuge, die bei der Zerlegung keine gemeinsamen Zerlegungsfunktionen berechnen.
IMODEC [WEA95] ist ein an der TU Miinchen entwickeltes Verfahren, das Zerlegungen
fiir Funktionen mit mehreren Ausgéingen benutzt und in das wesentliche Ideen aus [SM93]
und [MS94] eingegangen sind.

Es iiberrascht auf den ersten Blick etwas, dafl die Ergebnisse der Verfahren mis-pga (new)
und FGMap nicht noch schlechter sind, da sie keine gemeinsamen Zerlegungsfunktionen
berechnen, um Logiksharing zu erreichen. Der Grund dafiir liegt aber in der Tatsache,
daf die beiden Tools auf schon vorstrukturierten Schaltkreisen als Eingabe aufsetzen und

4Eine Implementierung der Verfahren aus [MNS+90] steht uns bisher leider noch nicht zur Verfiigung.
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Anzahl | Anzahl Anzahl von CLBs
Schaltkreis | Inputs | Outputs | mulopll | FGMap | mis-pga(new) | IMODEC
5xpl 7 10 9 15 13 9
9sym 9 1 7 7 7 7
alu2 10 6 33 53 96 46
apex7 49 37 41 47 43 41
b9 41 21 28 27 32 -
C499 41 32 50 49 66 50
€880 60 26 71 74 72 81
clip 9 5 13 20 23 12
count 35 16 26 24 30 26
duke2 22 29 108 178 94 122
e64 65 65 55 55 56 55
H1m 8 8 8 11 15 8
misex1 8 7 8 8 9 9
misex2 25 18 24 21 25 21
rd73 7 3 5 7 5 5
rd84 8 4 8 12 9 8
rot 135 107 135 194 143 127
sao2 10 4 18 27 28 17
vg2 25 8 18 23 18 19
z4ml 7 4 4 5 4 4
Teilsumme 641 830 756 667
Summe 669 857 788 -

Tabelle 4.6: Experimentelle Resultate fiir XC3000-Typ

auf dieser Beschreibung weiterrechnen. Insofern ist also Logiksharing meist schon in der
Eingabe an diese Algorithmen realisiert, so dafl sich der angesprochene Mangel nicht so
gravierend auswirkt, wie man zunichst annehmen wiirde.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Logiksyntheseverfahren entwickelt, die auf der rekursiven Zerlegung
Boolescher Funktionen beruhen.

Wesentliche Merkmale der Algorithmen sind die Identifizierung mehrfachverwendbarer
Teillogik, die Ausnutzung von Struktureigenschaften wie Symmetrien und die Ausnutzung
von don’t cares partieller Funktionen.

Der Erfolg der gewéhlten Vorgehensweise wird anhand experimenteller Resultate demon-
striert.

Auch bei Problemstellungen, die schon intensiv unter Einsatz menschlicher Intelligenz be-
arbeitet wurden, konnten mit Hilfe des hier vorgestellten automatischen Logiksynthesever-
fahrens konkurrenzfihige Entwiirfe erzielt werden.

Anhand von Beispielen erkennt man sogar, dafl es denkbar ist, Realisierungen, die durch
das automatische Logiksynthesewerkzeug erzeugt wurden, als Anregung fiir parametrisierte
Entwiirfe (d.h. Entwiirfe mit variabler Bitbreite) zu nutzen.
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Summary

In this thesis we develop methods for logic synthesis by recursive functional decomposition.

Essential features of the algorithms are the identification of reusable subcircuits to achieve
as much logic sharing as possible, the exploitation of structural properties of boolean
functions like symmetries, and the exploitation of don’t care sets of incompletely specified
boolean functions.

The success of the chosen approach is shown by experimental results.

Even for problems, which were already studied intensively using human intelligence, we
could achieve competitive designs by means of our automatic logic synthesis procedure.

By an analysis of the realizations produced by our synthesis tool it is even possible to get
an idea how to derive regular parametric designs (i.e. designs with variable numbers of
inputs).
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Anhang A

Komplexitit von CDF

Hier wird Satz 3.10 bewiesen: Das Problem CDF ist N P-hart.

Der Satz wird bewiesen durch Angabe einer Polynomzeittransformation vom N P-vollsténdi-
gen Problem 3-PARTITION nach CDF.

Das Problem 3-PARTITION lautet (siehe [GJ79] oder [Meh84b]):

Problem 3P (3-PARTITION)

Gegeben: Gewichte aq,...,as, € Z7, eine Grenze B € Z", so dafl
B/4 < a; < B/2Yiund ¥ a; =n - B.

Gesucht: Gibt es eine Partition Si,...,S, von {1,...,3n}, so da8
ZjESi a,j =B Vﬁ

Satz A.1 Das Problem 3—PARTITION ist NP-vollstindig im strengen Sinne, d.h es
st auch N P—vollstindig, wenn die Zahlen der Eingabe undr kodiert sind.

Beweis: Beweis durch Transformation von 3DM, siehe [GJ79], S. 96ff. a

Die Polynomzeittransformation zum Beweis, dafl CDF N P-hart ist, erfolgt in 2 Stufen.
Zunichst wird gezeigt, dal ein Problem 2'-PARTITION N P-vollstindig ist, das folgen-
dermaflen definiert ist:

Problem 2'-PARTITION

Gegeben: Ganze Zahlen ci,...,c; € Z%, eine Grenze B' = 2° mit b € N
und eine Zahl M = 2! mit [ € N, sodaBB ¢, ¢; = M-B' = 2**! (k. > M).

Gesucht: Gibt es eine Partition Ti,...,Ty von {1,...,k}, so daf
Yjer,¢j =B’ fiir 1 <i < M?
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Satz A.2 Das Problem 2~PARTITION ist NP -vollstindig im strengen Sinne, d.h. es
st auch N P—vollstindig, wenn die Zahlen der Eingabe undr kodiert sind.

Beweis: Hier wird nur bewiesen, dafi 2~ PARTITION N P-hart ist. Der Beweis erfolgt
durch Polynomzeittransformation von 3-PARTITION nach 2-“PARTITION.

Sei eine Instanz von 3-PARTITION gegeben durch a4, ..., as,, B.
Dazu wird (in Polynomzeit) eine Instanz von 2'-PARTITION berechnet mit

B' = 2MeBl+2 (dh. b= [logB] +2)

k = 3n+ 2Mosn]

G = a; V1<i<3n

¢ = B —B=2M%B1+2_ B v3, <i<4n
¢ = B' Vin <i<3n+ 2Menl

M = 2Menl  (dh. [ = [logn])

Es gilt dann:

k 3n in 3n+2Mlog n]
Yo = Y a+ > (B-B+ > B
i=1 i=1 i=3n+1 i=4dn+1

n-B+n-(B —B)+ (2" —n). B
— 2[logn} . B
M- B

Auflerdem gilt £ > M.

Zu zeigen ist:
3 Partition Si,...,S, von {1,...,3n},so dal 3;c5,a;, =BV1I<i<n

—
3 Partition T%,...,Ty von {1,...,k}, soda Yjenc; =B VI<i< M

’7:“:
Vorauss.: 3 Partition Si,...,S, von {1,...,3n}, so dal 3-;cq.a; = B V1 < i <n.
Konstruiere 71, ..., Ty wie folgt:

Fir1<i<n:T,=SU{3n+i}
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Fiir n < i < 2M8nl . 73 = {3p + i}

Da S, ..., Sy, eine Partition von {1, ...,3n}, folgt, dal T3, ..., T), eine Partition von
{1,...,k} ist.
Noch z. z.: ¥ eq, ;= B fiir 1 <i < M.

1. Fall: 1 <i<n:

Yo=Y cit+camri=> aj+(B—B)=B+B' -B=5

JET; JES; JES;

2. Fall: n < i < 2flognl.

!
> ¢ =Cnii=B

JET;

«,
nl‘: .

Vorauss.: 3 Partition 7%,...,Ty von {1,...,k},soda Y,crnc; =B'VI<i< M
Dann gilt:

e Es gibt 29871 —n Mengen T; mit T; = {3n + 5}, wobei j € {n+1,...,2M08"1}
dacgpij=B und¢; >0V1 <i<k.
Seien 0.B.d.A. T; = {3n + i} fiir n + 1 < 4 < 2Mosn],

e Fiir die restlichen 7; mit 1 <1 < n gilt:
Es gibt kein T; mit {i1,i3} C 7T; und 3n < iy,4 < 4n, denn sonst gilt:

G, +¢i, = (B' — B)+ (B'— B)
+ (B'-2B)
+ (2Nos 142 _op)
+ (4-2M8 Bl _9p)

B’ + (4B - 2B)

B' +2B

> B’ daB>0.

AV | |

= V1 <1 < n gilt: T; enthalt héchstens ein 47 mit 3n < 4; < 4n.

Da aber alle 4; mit 3n < i; < 4n in einer der Mengen 7; (1 < i < n) enthalten
sein miissen, gilt V1 <1 < n:

T; enthilt genau ein 4y mit 3n < 41 < 4n.

Gelte 0. BdA:3n+1€T; V1<i<n

Wiéhle nun:
Si=T;\{3n+i} V1<i<n
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S1,...Sy, bilden eine Partition von {1,...,3n}.
Fiir 1 <1 < n gilt:

Zaj=ZCJ:ch—03n+i=B’—(B’—B)=B-

JES; JES; JET;

O

Nachdem nun gezeigt ist, daf 2'-PARTITION N P-hart ist (auch bei unirer Kodierung
der vorkommenden Zahlen), kann Satz 3.10 bewiesen werden:

Beweis: Beweis durch Polynomtransformation von 2'-Partition nach CDF:

Sei eine Instanz von 2! Partition gegeben durch ci,...,c, € ZT, B' = 2°, M = 2! mit
Yk a=M-B =2 k> M.

Alle Zahlen sind unir kodiert!

Daraus wird nun in Polynomzeit eine Instanz des Problems CDF berechnet:

Es werden Funktionen f; und fo € B, berechnet mit den Eingangsvariablen z1, ..., z,,
Yi,---3Yp, P =1+ b+ 1. Die Funktionen werden durch ihre Zerlegungsmatrizen Z; und Z,
hinsichtlich der Variablenteilmenge XY = {z1,...,z,} definiert. Die Zerlegungsmatrizen
sind quadratisch mit 2t%+! Zeilen und 2! Spalten.

Zur Konstruktion der Zerlegungsmatrizen:

Die Matrizen werden aus k& Blocken konstruiert, entsprechend den k& Gewichten cq, ..., c.
(Die Blocke werden gerade so konstruiert, dafi gemeinsame Zerlegungsfunktionen von f;
und f, den Zeilen der einzelnen Blocke den gleichen Funktionswert zuordnen miissen.)
Bei der Definition von Z; und Z wird folgende Kurzschreibweise benutzt: un(i) ist definiert
als

1...1 0...0
——— ——

i Mal  2t+v+1; Mal

Also steht un(i) fiir eine Zerlegungsmatrixzeile, die mit ¢ Einsen beginnt, und dann nur
noch Nullen enthilt.
Aufbau von Block Nr. i:

1. Fall: ¢; =1
Block 7 besteht sowohl fiir 7; als auch fiir 7, aus zwei gleichen Zeilen:
Fiir Z;: un (307 ¢;) Fiir Z,: un(¥4] ¢)
un(¥52) ¢)) un (571 ¢)
2. Fall: ¢; > 1

Block 7 besteht fiir Z; und Z, aus 2¢; Zeilen:
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Fiir Z;: un(¥Z) ¢)) Fiir Z,: un(¥5Zh ¢))
un(i5 ¢;) wn(Zyzi ¢ +1)
un(T5_; ¢ +1) un(i_5 ¢ +1)
un(¥iZh ¢+ 1) un(5_5 ¢+ 2)
un(51 ¢+(ei—2)) un(Z5 ¢+ (ei—1))
un(5 ¢+ (ei—1)) un(Z51 ¢+(ei—1))
un(551 ¢+ (ei—1)) un(¥521 ;)

Die beiden Zerlegungsmatrizen haben 2% | ¢; = 2M B’ = 2!4%+! Zeilen und 2M B’ Spal-
ten und sind in polynomieller Zeit berechenbar.

Da Zeilen aus verschiedenen Blocken verschieden sind und bei den Zeilen eines Blockes im-
mer je 2 Zeilen paarweise gleich sind, betrigt die Anzahl verschiedener Zeilen %(2””“) =
2l+b_

— Die minimale Anzahl der Zerlegungsfunktionen bei Zerlegung hinsichtlich X (! betrigt
sowohl bei f; als auch bei f, [log(vz(XW, f1))] = [log(vz(XD, f2))] =1+ b.

SchlieBlich wird die natiirliche Zahl h der Instanz von CDF gewéhlt als h = [, d.h. das
Problem besteht darin, ob es Funktionen a1,...,0q € B, gibt, die alle als gemeinsame
Zerlegungsfunktionen in einseitigen kommunikationsminimalen Zerlegungen von f; und f,
hinsichtlich X verwendet werden kénnen.

Zu zeigen ist nun: 3 Partition 7%,..., Ty von {1,...,k},s0daB Y e c; = B' V1 <i < M

—

dh = [ gemeinsame Zerlegungsfunktionen von fi, fo.

Bevor diese Aquivalenz bewiesen wird, wird noch eine Schreibweise definiert:
Die Zerlegungsmatrizen wurden durch k Blocke definiert. {0,1}? zerfillt in & disjunkte
Mengen block,, ... ,blocky, wenn man definiert:

(x1,...,xp) € block;

<~

Die Zeile mit Nummer int(zy, ..., z,) fillt in Block i.

”:“:
Vorauss.: 3 Partition 71,...,Ty von {1,...,k}, so daB Y e, ¢; = B' V1 <4 < M.

Es werden nun [ gemeinsame Zerlegungsfunktionen a4, ..., o; von f; und f, definiert:
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Fiir alle 1 < < 2' und alle j € T; setze fiir alle x = (1, ...,1,) € block;
O[(X) = (Ojl(X), RS al(X)) = b’Lnl(Z - 1)
(D.h. falls T; = {41, ...,144}, dann erhalten alle Blocke block;,, ... block;, den Funkti-
onswert bin; (i — 1).)
Die Anzahl verschiedener Zeilen anzyy,i—1) der Zerlegungsmatrizen, denen durch o
der Funktionswert bin;(i — 1) zugeordnet wird, betrégt (sowohl fiir Z; als auch fiir
Zg)l
aNZpin,(i-1) = Z (Anzahl verschiedener Zeilen in Block j)
JET;
- ¥
JET;
= B'=2°
= vz(XY, fi,a) = v2(XD f5,0) = 2°.
Nach Lemma 3.10 existieren daher einseitige Zerlegungen von f; und f5 hinsichtlich
X® der Form
fl(-Tl: .- '7xp7y17"':yp) =
1 1
g (e (x), -, (%), 0y (%), af (%), y1, -, )
f2($1: .. 'axp)yla"':yp) =
2 2
gD (1 (x), ..., o(x), ozl(+)1(x), c al(+)b(x), Yty Yp)
”<:“.

Vorauss.: 3 [ gemeinsame Zerlegungsfunktionen a4, ..., q; von f; und fs.

Da Z; und Z, jeweils 2% verschiedene Zeilen haben und die Gesamtzahl der Zerle-
gungsfunktionen bei der Zerlegung von f; bzw. fy jeweils [ + b betrigt, ist es nicht
moglich, dafl Zerlegungsfunktionen den Indizes gleicher Zeilen von Z; bzw. von Z,
verschiedene Zerlegungsfunktionswerte zuordnen.

= Auch «, ..., ordnen den Indizes gleicher Zeilen gleiche Werte zu.

Beh.l: a(z1,...,7,) = a(a),..., ;) fir alle (z1,...,2p), (2,...,7,) € block; (1 <
i <k).
Beweis:
ai, .. .,oq sind gemeinsame Zerlegungsfunktionen von f; und fs.
Zeilen 1 und 2 von Block ¢ in Z; sind gleich = « liefert auf den Indizes von
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Zeilen 1 und 2 den gleichen Funktionswert.

Zeilen 2 und 3 von Block ¢ in Zs sind gleich = « liefert auf den Indizes von
Zeilen 2 und 3 den gleichen Funktionswert.

Betrachtet man weiter Zeile 3 und 4 von Block ¢ in Z; usw., so erhilt man die
Behauptung.

Beh.2: Sowohl bei f; als auch bei f, ordnet o den Indizes von genau 2° = B’ ver-
schiedenen Zeilen gleiche Funktionswerte zu.
Beweis:

e Nach Lemma 3.10 ist v2(X®, fi,a) < 2° und vz(X®, fo,a) < 2°. Fiir
jeden Funktionswert von « ist also die Zahl der verschiedenen Zeilen, deren
Indizes dieser Funktionswert zugeordnet wird, kleiner oder gleich 2°.

e Es gibt 2! - 2° verschiedene Zeilen der Zerlegungsmatrizen Z; bzw. Z, und
genau 2! verschiedene Funktionswerte von o sind méglich. Die Anzahl der
verschiedenen Zeilen, deren Indizes der gleiche Funktionswert zugeordnet
wird, betrigt also genau 2°.

Aus den Behauptungen 1 und 2 ergibt sich, daf} sich die Blocke der Zerlegungsmatri-
zen in Gruppen einteilen lassen, wobei die Anzahl der verschiedenen Zeilen in einer
solchen Gruppe gerade 2° betrigt.

Definiere nun fiir 1 = 1, ..., 2%

T, ={j | a(x) = bing(: — 1) Vx € block,}.

Ti,..., Ty bilden eine Partition von {1,...,k} wegen Behauptung 1.
Die Anzahl verschiedener Zeilen, deren Indizes durch « der Funktionswert bin;(i — 1)
zugeordnet wird, ergibt sich als

2 = B' = ) (Anzahl verschiedener Zeilen in Block j) = ) _ ¢;.

JET; JET;

Also gilt fiir die angegebene Partition 71, ..., Th:

> ¢="5

JET;

und 77, ..., Ty, stellt eine Losung der gegebenen Instanz des 2l PARTITION-Pro-
blems dar.



Anhang B

Aufzihlung von Cliquen

Bei der Bestimmung von gemeinsamen Zerlegungsfunktionen fiir Teilmengen der Funktio-
nen fi,..., fm in Abschnitt 3.4.2.2 wird ein Graph G¢pr betrachtet, dessen Knoten die
Funktionen fi,..., f;, sind, wobei genau dann eine Kante zwischen zwei Funktionen f;
und f;, existiert, wenn es eine strikte Zerlegung von f; und f;, gibt, in der eine Zer-
legungsfunktion gemeinsam verwendet werden kann. Bei der Suche nach gemeinsamen
Zerlegungsfunktionen kann man sich folglich auf solche Teilmengen von fi,..., f,, be-
schrinken, die in Gopp eine Clique bilden. Zur Aufzidhlung der Cliquen von G¢pp mit
abnehmender Grofle wird ein Algorithmus verwendet, der aus einem Algorithmus von Car-
raghan/Pardalos [CP90] zur exakten Bestimmung der groften Clique in einem Graphen
hergeleitet ist.

Es ist zu beachten, dafl man im Fall, da8 fiir eine Ausgangsfunktion f; schon alle Zerlegungs-
funktionen bestimmt worden sind, keine Teilmengen von {fi,..., f,} mehr zu betrachten
braucht, die f; enthalten, so da8 fiir solche f; wéhrend des Aufzéhlverfahrens Knoten aus
Gcpr geloscht werden miissen.

Es folgt der Algorithmus zur Aufzdhlung der Cliquen mit einer kurzen Erlduterung zur
Funktionsweise des Algorithmus:

1 procedure init_clique
2 begin

3 V(@ <j<m): enum[l]f] =3
4 knotenanz[l] =m
5  start[l] =0
6  aktuellezeile =1
7 end
8
11 function nachste_clique(int k)
12 begin
18 while (aktuelle_zeile > 1) do
14 start[aktuelle_zeile] = start[aktuelle_zeile] + 1
15 if ((aktuelle_zeile — 1) + (knotenanz[aktuelle_zeile] — start[aktuelle_zeile] + 1) < k)
16 /* Dann gibt es keine Fortsetzung der begonnenen Clique mit Grofle k */
17 then
18 /* Andere in vorangegangener Zeile */
19 aktuelle_zeile = aktuelle_zeile — 1
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20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
81
32

34
35
36
37
38
39

40

42
48
44
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56

58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
69
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86

else
if (aktuelle_zeile < k)
/* Aktuelle Clique noch kleiner als k */
then
/* Fortsetzung der aktuellen Clique: */
aktuelle_zeile = aktuelle_zeile + 1
knotenanz[aktuelle_zeile] = 0
start[aktuelle_zeile] = 0
for j = start[aktuelle_zeile — 1] + 1 to knotenanz|aktuelle_zeile — 1] do
if ({enum[aktuelle_zeile — 1][start[aktuelle_zeile — 1]], enum[aktuelle_zeile — 1][j]} € E)
then
knotenanz|aktuelle_zeile] = knotenanz|aktuelle_zeile] + 1
enum[aktuelle_zeile][knotenanz[aktuelle_zeile]] = enum[aktuelle_zeile — 1][j]
fi
od
else
/* Neue Clique der Grofie k gefunden */
return 1

fi
od
/* Keine neue Clique der Grofie k mehr vorhanden */
return 0

end

procedure [dsche_knoten(int [Gsch_knoten)

begin
for (i = 1 to aktuelle_zeile) do
if (enumli|[start[]] = l6sch _knoten)
then
/* Keine neue Clique mehr aufzihlen, die Knoten ldsch_knoten enthélt */
aktuelle_zeile = 4
return
fi
/* Knoten aus Zeile 4 16schen: */
j = start[i] + 1
while (enum[i][j] # ldsch_knoten) do
Jt++
od
while (j < knotenanz[i]) do
enum[i][j] = enum|[i][j + 1]
J++
od
knotenanz[i] = knotenanz[i] — 1
od
end
begin
for k = m downto 1 do
init_clique()
while (ndchste_clique(k) = 1) do
tm = {fenum[i][start[i]] | 1<:i< k}
/* Berechne (unter Voraussetzung der bisher schon berechneten Zerlegungsfunktionen) mit Hilfe des
branch—-and-bound—Verfahrens eine maximale Anzahl gemeinsamer Zerlegungsfunktionen der
Funktionen in tm. */
foreach f; € tm do
if (Alle Zerlegungsfunktionen von f; bestimmt)
then
losche_knoten(j)
fi
od
od
od

87 end
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Die Cliquen in G¢pr werden mit abnehmender Grofle aufgezéhlt. Gopr habe m Knoten.
Der Einfachheit halber seien die Knoten aus {1,...m}, die Kantenmenge von Ggpr sei
mit £ bezeichnet. Die Cliquen der Gréfie £ werden dann in lexikographischer Reihenfolge
aufgezihlt.

Fiir eine bestimmte Cliquengréfe £ wird der aktuelle Zustand bei der Aufzédhlung gespei-
chert in der m x m—Matrix enum, in dem Vektor start der Linge m, dem Vektor knotenanz
der Linge m und der Variablen aktuelle_zeile (mit Wert aus {1,...,m}). In der Matrix
enum werden Knotennummern eingetragen. Die Variable aktuelle_zeile gibt an, wieviele
Zeilen in enum schon belegt sind. In der Prozedur init_clique wird die erste Zeile von
enum mit den Knotennummern 1 bis m belegt. In knotenanz[i] wird gespeichert, wieviele
Knoten in Zeile 7 eingetragen worden sind.

Die Knoten enum/[1][start[l]], ..., enum|aktuelle_zeile|[start[aktuelle_zeile]] stellen den
Anfang der aktuell aufgezidhlten Clique dar. Ist aktuelle_zeile noch kleiner als k, so wird
versucht, die Clique fortzusetzen. Es wird eine neue Zeile der Matrix enum belegt (Zeilen
24-34 des Algorithmus). Diese neue Zeile enthilt alle Knoten aus enum|aktuelle_zeile —
1][start[aktuelle_zeile—1]+1], ..., enum|aktuelle_zeile—1][knotenanz|aktuelle_zeile—1]],
fiir die es eine Kante zu enum|aktuelle_zeile — 1|[start[aktuelle_zeile — 1]] gibt. Auf-
grund dieses Konstruktionsprinzips der Matrix enum ergibt sich sofort, dafi die Knoten
enum/[1][start[1]], ..., enum|aktuelle_zeile — 1][start[aktuelle_zeile — 1]],
enum|aktuelle_zeile][j] (1 < j < knotenanz|aktuelle_zeile]) eine Clique in G¢pp bilden.
Die aktuelle Clique wird solange fortgesetzt, bis sie die Grofie k& erreicht hat (Zeile 37)
oder bis klar ist, dafl sie die Gr688e £ nicht mehr erreichen kann, da die Anzahl der in ihr
schon vorhandenen Knoten® plus der Anzahl der Knoten, um die die Clique maximal noch
erweitert werden kann? kleiner als k ist (Zeile 15). In diesem Fall wird wieder eine Zeile
der Matrix enum gel6scht (Zeile 19) und in einem weiteren Durchlauf der while-Schleife
aus Zeilen 13-40 start[aktuelle_zeile] um 1 erhoht und evtl. die néichste Zeile von enum
aufgrund der Anderung von start[aktuelle_zeile] konstruiert.

Die Prozeduraufrufe nichste_clique(k) (Zeile 74) liefern also, solange die Riickgabewerte
gleich 1 sind, in lexikographischer Reihenfolge siamtliche Cliquen der Gréfle £ in Gepr.
Fiir eine solche Clique wird dann mit Hilfe des branch—and—bound—Verfahrens aus Kapi-
tel 3.4.2.1 eine maximale Anzahl an gemeinsamen Zerlegungsfunktionen bestimmt. Sind
im Verlauf des Verfahrens fiir eine Funktion f; schon sdmtliche Zerlegungsfunktionen be-
stimmt, so wird der zugehorige Knoten j aus Ggpr entfernt und mufl daher durch die
Prozedur lésche_knoten (Zeilen 47-67) aus der Datenstruktur zur Aufzihlung der Cliquen
entfernt werden.

ngmlich enum[1][start[1]],. .., enum|aktuelle zeile][start[aktuelle_zeile]]
Znamlich enum[aktuelle zeile][start[aktuelle_zeile] + 1], ...,
..,enum[aktuelle zeile][knotenanz]aktuelle zeile])



Anhang C

Testen rekursiv zerlegter Schaltungen

C.1 Berechnung von Freiheitsrelationen

C.1.1 Sonderfille bei der Berechnung von F'R,

Die Berechnung der Freiheitsrelation F'R, aus Abschnitt 3.7.1.2 erfolgt fiir die Sonderfille
m =1 (nur eine Ausgangsfunktion) und FR; = R(f) (FR; ist eine totale Funktion) durch
auf die Sonderfille zugeschnittene Spezialverfahren:

1. m=1:

Dann ist F'Ry darstellbar als partielle Funktion fp. Aus den ROBDDs zu fp und der
totalen Zusammensetzungsfunktion g kann man dann FR, bestimmen':

Der ROBDD zu fp wird nach den Variablen aus der Menge X() = {z1,...,2,} ge-
schnitten. Die Verbindungsknoten unterhalb der Schnittlinie représentieren (partiel-
le) Kofaktoren fpcofi,..., fpco Joz(x), fp)- Zu diesen Kofaktoren gehéren Aquivalenz-
klassen F'PK,...,FPK,, xa) 1y, die eine Partition {0, 1}?/- bilden, wobei fiir zwei
Elemente €, € {0,1}? € = § genau dann, wenn die (partiellen) Kofaktoren fpmellr_.,x;p
und fpwgl,.__,wgp gleich sind (vergleiche Kapitel 3.2). ROBDDs zu den charakteristischen

Funktionen xrpk,, - - - ,XFPsz(X(l),fp) lassen sich leicht aus dem ROBDD zu fp bestim-
men.

Analog wird der ROBDD zu ¢ nach den Variablen aus der Menge A = {ay,...,a,}
geschnitten. Man erhilt Verbindungsknoten, die die (totalen) Kofaktoren gcofi, ...,
gco fuz(a,g) Teprisentieren, und die zugehorigen Aquivalenzklassen code, . . ., codeyz(A,g)
aus {0,1}"/=.

Ist nun gcof; eine totale Erweiterung eines (partiellen) Kofaktors fpcof;, so ist fiir
alle (21, ...,%4,) € FPK; und alle Codes (d,...,d,) € code;:

(.fl,...,.fp,dl,...,a:,-) € FR,,

!Nehme an, daf in der Variablenordnung des ROBDD zu fp z1,...,Zp VOI Yi,...,Y, stehen und beim
ROBDD zU g Q1,...,0Qr VOT Y1, ...,Yq Stehen.
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da dann fir alle (g1,...,7,;) € D(fpcof;) gilt:

f('fla' . 'afpalea .. '7y~q) = fpcofj(glﬂ . 'agq)
= gcofi(gla"'7gq) = g(dlr"ad'l‘alea"'aqu)'
XFR, €rgibt sich dann als
vz(X1), fp)
xrre = VNV (xepe,AN{Xcode; | 1 < J < 0z(A, g), geof; Erweiterung von fpcof;}).
i=1
2. FR; = R(f):

Wenn die Freiheitsrelation F'R; eine totale Boolesche Funktion ist (wie z.B. zumeist
bei der ersten Rekursionsstufe des Logiksyntheseverfahrens), dann kann zu einem %
nur dann fiir verschiedene & und b sowohl (%,4) als auch (%, b) in FR, enthalten
sein, wenn fiir alle § € {0,117 g(a,§) = g(b, ¥). (Setzt man voraus, daB die Zerlegung
aller f; strikt ist, so kann dies nur der Fall sein, wenn a oder b nicht im Bildbereich
von « liegt.)

Um FR, zu berechnen, mufl man also die Mengen GKji,...,GK,,,) kennen, so
da fiir 3 und b € GK; (1 < i < vz(4,9)) 9(&F) = g(b,§) fiir alle § € {0,1}7.
Charakteristische Funktionen zu diesen Mengen lassen sich wie in Abschnitt 3.4.3

bestimmen?.
Stelle nun den ROBDD zu R(«a) auf (wobei z1,...,z, in der Variablenordnung vor
ai,...,a, liegen). Schneide diesen ROBDD nun nach der Variablenmenge {1, ..., z,}.

Ein Verbindungsknoten v reprisentiert dann eine charakteristische Funktion zu einer
Menge {4}, wobei a im Bild von « vorkommt. Der Teilbdd, dessen Wurzel v ist, muf}
dann ersetzt werden durch den ROBDD zu x¢k,, wobei GK; a enthilt. Fiihrt man
dies fiir alle Verbindungsknoten durch, so erhilt man einen OBDD zu xpg, -

C.1.2 Sonderfille bei der Berechnung von F'R,

Auch die Berechnung der Freiheitsrelation F'R, aus Abschnitt 3.7.1.2 erfolgt fiir die Son-
derfille m = 1 (nur eine Ausgangsfunktion) und FFR; = R(f) (F Ry ist eine totale Funk-
tion) durch auf die Sonderfille zugeschnittene Spezialverfahren:

1. m=1:
FR; und FR, sind dann darstellbar als partielle Funktionen. Aus den ROBDDs zu fp
f g
(partielle Funktion zu FRy) und der totalen Zerlegungsfunktion o kann man dann
(analog zum Vorgehen in Abschnitt 3.2.5) F R, bestimmen?:

2 Analog zur Bestimmung von Aquivalenzklassen zu ROBDD ki auf Seite 180.
3Nehme an, daf} in der Variablenordnung des ROBDD zu fp Z1,...,Z, VOI Y1,...,Y, stehen.
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Der ROBDD zu fp wird nach den Variablen aus der Menge X = {z,...,1,} ge-
schnitten. Die Verbindungsknoten unterhalb der Schnittlinie représentieren (partiel-
le) Kofaktoren fpcofi, ..., fpco Joz(x,pp)- Zu diesen Kofaktoren gehoren die Aquiva-
lenzklassen FPK,...,FPK,, xu) p aus {0,1}7/=. Die totale Zerlegungsfunktion o
ist hervorgegangen aus einer Kodierung von Klassen Kj, ..., K; (K; C {0,1}?) durch

Codes (agl), ceaD) (agl), ...,aV). Der ROBDD fiir die partielle Funktion F R(g)
ergibt sich wie in Abschnitt 3.2.5, indem man einen ROBDD konstruiert, bei dem man
durch (agl), ...,al¥)) den (partiellen) Kofaktor gem_erw({fpcof; | K; N FPK; # 0})
erreicht. Durch ein (ey,...,¢,) € {0,1}", das nicht als Ausgabe von « auftritt, wird

dagegen der Knoten erreicht, der die don’t care—Stellen représentiert.

2. FR; = R(f):
In diesem Fall ist F'R(g) eine partielle Funktion. Die don’t care-Stellen von FR(g)
sind bestimmt durch die Elemente von {0, 1}", die nicht als Ausgaben von « auftreten
koénnen. Sei code(a®)) C {0,1}" die Menge aller Codevektoren, die bei der Zerlegung
von f; auftreten und X ,4(q) die zugehorige charakteristische Funktion. Dann ist
die charakteristische Funktion fiir die Menge aller Ausgaben von « gegeben durch

/\;zl Xcode(a(i))ﬂ so daf

Xrr(9) = XR(9) V /\ Xeode(at)-
=1

C.2 Beispiel fiir Redundanzen

Es wird hier ein Beispiel angegeben, das zeigt, dafy das Verfahren aus Abschnitt 3.7.1.2 zwar
dazu benutzt werden kann, die Anzahl der redundanten Stuck—at—Fehler zu verringern, aber
dafl nicht garantiert werden kann, dafl das Resultat vollig frei von redundanten Stuck—at—
Fehlern ist.

Der Grund dafiir liegt darin, dafl gerade das Enifernen redundanter s-a—Fehler verhindert,
daf$ man zum Zeitpunkt der Synthese eines Teilschaltkreises die Freiheitsrelation zu diesem
Teilschaltkreis genau kennen kann. Durch Entfernen redundanter s-a—Fehler wird die bei
der Synthese eines Teilschaltkreises angenommene Umgebung des Teilschaltkreises im Ge-
samtschaltkreis evtl. verdndert und damit wird evtl. auch seine Freiheitsrelation verdndert.
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Die zu realisierende Beispielfunktion ist durch die folgende Zerlegungsmatrix definiert:

f $50011
£E60101

X1 X2 X3 T1X2X3%4
0 1 0|« 0000 1100
0 0 1|« 0001 01 11
0 0 1|« 0010 01 11
0 1 1|« 0011 1 0 00
1 1 0|« 0100 0 00O
1 0 0|« 0101 0 011
1 0 0|« 0110 0 0 11
1 1 0|« 0111 0 00O
1 1 0|« 1000 0 00O
1 0 0|« 1001 0 011
1 0 0|« 1010 0 011
1 1 0|« 1011 0 00O
0 1 0|« 1100 1 1 00
0 0 1|« 1101 01 11
0 0 1|« 1110 01 11
0 1 1|« 1111 1 0 00

Es erfolgt zunichst eine Zerlegung hinsichtlich {z1, z9, z3, 24} wie durch die obige Zerle-
gungsmatrix angegeben. Es gibt 3 Zerlegungsfunktionen x1, x2, x3, die Zusammensetzungs-
funktion sei h wie in der untenstehenden Abbildung angegeben.
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X, X, X3 X, Xs X
N
® . J
\
J
T~ I—l
X |
X Xz Xa
C, C, C; X5 6

Wesentlich ist lediglich, dafi die Vektoren (000), (101) und (111) nicht im Bild von x
auftauchen, so dafl h eine partielle Funktion ist.
Danach wird A hinsichtlich {c;, z5, ¢} zerlegt:

h 620011
c3/0 1 01

a1 Q9 C1T5T¢
0 1|« 000 * 011
1 1|« 001 * 1 10
0 0|« 010 * 1 00
0 0|« 011 *x 1 0 0
0 0|« 100 0 x 0 %
0 0|« 101 0 x 0 %
1 0|« 110 1 » 0 %
1 0|« 111 1 0 %

Das obige Bild zeigt eine mogliche Kodierung der verschiedenen Zeilen der Zerlegungs-
matrix. Die Zerlegungsfunktionen sind a; und ay. Die Zusammensetzungsfunktion g kann
man dann wihlen wie durch die folgende Matrix angegeben (Eingangsvariablen a; und as
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stehen fiir oy und «s.)

[en
[en
—
—

qg: Co
C3
102
00

]
—_
—_

=0 O

1
0
1
1

_ o = O
SO = O

01
10
11

Die Freiheitsrelation zu g ist durch die folgende Matrix einer partiellen Funktion gegeben:

FR,: c|0 011
C3 01 01
a1a9
00 01 00
01 * 0 1 1
10 1 x 0 %
11 *~ 1 10

g wird hinsichtlich {¢s, 3, as} zerlegt. Die Zerlegungsfunktionen sind 3; und fs:

g: ap |0 1 FR,: a1 |0 1
(FRg)1 (FRg)o| 1 P coC302 coc3a9

0 1 0 1 |« 000 01 000 01
* * 0 1|« 001 01 001 * %
1 * 1 1|« 010 1 1 010 1 x
0 1 0 1|« 011 0 1 011 0 1
0 0 0 0|« 100 0 0 100 0 0
1 1 1 1|« 101 11 101 11
0 * 0 0|« 110 00 110 0 %
1 0 1 0|« 111 1 0 111 10

Wichtig bei der nun folgenden Zerlegung von (3; und [, ist, dafl man bei der Zerlegung
von f3; 2 Zerlegungsfunktionen bendétigt, die von ¢z und a, abhéngen, und nicht mit einer
einzigen Zerlegungsfunktion auskommt (auch nicht durch Ausnutzung der Freiheitsrelation,
die sich in diesem Fall wiederum durch partielle Funktionen fiir £; und (32 darstellen 148t):

ﬁl s Co 0 1 ,32 s Co 0 1
7| c3a2 73 | c3ag
0 0|« 00 0 0 0|« 00 1 0
0 1|« 01 |0k 1 1= 01 |14 1
1 0|« 10 | 1 o0 0|« 10 |1() 1(%)
0 1|« 11 0 1 0|l 11 1 0

Insgesamt ergibt sich die folgende Realisierung von g:
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a| a, C, C,

AIRANA —®

MUX (_j

F——

MUX
g T

f

In dieser Realisierung tritt unter Voraussetzung der obigen Freiheitsrelation F R, kein
redundanter Fehler auf.

Allerdings wird nun bei der Realisierung der Zerlegungsfunktionen «; und ay zu h die
Funktion a4 zur Vermeidung eines redundanten Stuck—at—Fehlers zu einer Funktion o
verdndert. Dadurch dndert sich F'R, (bzgl. der nun verénderten Umgebung) und in der
obigen Realisierung von g wird ein Fehler redundant:

Die Freiheitsrelation von « ist durch die untenstehende Tabelle gegeben:

c1 x5 x| (01, 0)

0 0 0](00)

0 0 1|(1,1)

0 1 0](0,0),(1,0)
0 1 1(0,0),(1,0)
1 0 0/(,0

1 0 1/(0,0)

1 1 01,0

1 1 11,0

Bei der Zerlegung von « hinsichtlich {c;, 24} wiirde sich ein redundanter s-a-1-Fehler
ergeben:

C, X, Xs
C, X X I C, Xe Xs
Il 6 |5 % I I
f o B

= —— e o o —

1
MUX @ MUX @ B/,

a — i a — ¥ a —7 I

a, a, a, a, a, a,
sal

redundant
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Das Einpflanzen dieses s-a-1-Fehlers verédndert die Ausgabe von « an den Stellen (010) und
(011) von (00) zu (10). Betrachtet man die Freiheitsrelation von «, so erkennt man aber,
daB es keine Belegung der primiren Eingénge gibt, die diese Anderung an den priméren
Ausgéngen sichtbar macht. Folglich kann man die Konstante 1 an dieser Stelle einsetzen
und durch Konstantenpropagation eliminieren (siehe obige Abbildung).

Es ergibt sich insgesamt der Schaltkreis aus Abbildung C.1.

Durch diese Anderung von o zu o/ wird aber die Freiheitsrelation von ¢ geindert:

FR,: |0 011 — FR,: co|0 011
C3 01 1 C3 01 01
ai1an a1a9
00 0100 00 0 x 0
01 * 0 11 01 * 0 1 1
10 1 % 0 % 10 1100
11 x 1 10 11 x 1 10

Die Anderung von oy bewirkt, daB die Belegung (0, 0,0, 1) von (a1, as, ¢3, c3) nicht mehr als
Eingabe von g vorkommen kann. Dies wurde aber bei der Synthese von g unter Vermeidung
redundanter Stuck—at—Fehler vorausgesetzt. Der im Schaltkreis fiir g aus Abbildung C.1
markierte s-a-0-Fehler wird redundant, da man die Belegung (0,0,0,1) von (a1, as, ¢, ¢3)
an die Realisierung von g anlegen muf}; um den Fehler zu testen.
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Xl Xz X3 X4 X5 X6
N,
Iy —T—%¢
\
J
T~ l_l
X .
X1 X?\ Xq
C.— Cl C X X
—— 7
UJ
[of T 1
01\ a?
a| & c| ¢

/ﬁ\\‘%yl A 'y3 *?
s-a0 d MUX j

redundant B

MUX

f

Abbildung C.1: Realisierung zu f mit redundantem s-a—Fehler.
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