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Zusammenfassung

Offenporige Metallschäume zeigen bedingt durch ihre stochastische Tragwerksstruktur
aus einzelnen Stegen eine hohe Steifigkeit im Bezug zur Dichte und eignen sich somit für
eine Vielzahl von Anwendungen im Bereich des Leichtbaus. Die Möglichkeit der hohen
Deformation bei einer definierten Kraft ermöglicht eine hohe Energieaufnahme und ist
besonders für den Bereich der Crash-Absorption ideal. Die Kombination aus diesen
Eigenschaften macht offenporige Metallschäume zu einer interessanten Materialklasse.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der Mehrskalenmodellierung dieser Kategorie
von Metallschäumen und der Beschreibung des makroskopischen Verhaltens mithilfe
der numerischen Umsetzung des Modellierungsansatzes. Alle relevanten Schritte, von
der experimentellen Untersuchung der Materialeigenschaften auf den unterschiedlichen
Skalen über die Modellentwicklung bis hin zur Validierung des implementierten Modells
an Experimenten werden behandelt.

Die stochastische Erweiterung erfolgt durch den Bezug zur Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Stegorientierungen des realen Schaums. Diese Stegorientierungen fließen ebenso wie
das effektive Materialverhalten der Stege unter Zug- und Druckbelastung sowie unter
Biegung ein. Somit bietet die vorliegende Arbeit einen neuen Ansatz der Skalenkopplung
zur Beschreibung des makroskopischen Verhaltens von offenporigen Metallschäumen.





Abstract

Due to their stochastic load-bearing structure consisting of individual struts, open-cell
metal foams offer a high stiffness in relation to density and are therefore suitable for a
large number of applications in the field of lightweight construction. The possibility of
high deformation at a defined force enables high energy absorption and is particularly
ideal for the area of crash absorption. The combination of these properties makes
open-cell metal foams an interesting class of materials.

The present work deals with the multi-scale modelling of this category of metal foams
and the characterisation of the macroscopic behaviour by means of the numerical
implementation of the modelling approach. All relevant steps, from the experimental
investigation of the material properties on the different scales, the model development
up to the validation of the implemented model by experiments, are covered.

The stochastic extension is done with regard to the probability distribution of the
strut orientations of the real foam. These strut orientations are included as well as the
effective material behaviour of the struts under tensile and compression loading and
under bending. Thus the present work represents a new approach to scale-coupling for
the description of the macroscopic behaviour of open-cell metal foams.
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1
Motivation und Einleitung

Metallschäume sind, wie viele weitere Werkstoffe, von der Natur motiviert. Schon immer
hat sich der Mensch die über die Jahrtausende durch Evolution entstandenen Strukturen
der Natur zur Entwicklung neuer Technologien und Materialien zum Vorbild genommen.
Stabile und gleichzeitig leichte Strukturen in der Natur bestehen selten aus einem soliden
Material, sondern sind durch eine poröse Struktur gekennzeichnet. Beispiele solcher
Strukturen finden sich in Bienenwaben, die eine regelmäßige Tragwerksstruktur bilden,
oder im menschlichen Knochen, der mit seiner stochastischen Verteilung eine unregelmä-
ßige Tragwerksstruktur aufweist. Darüber hinaus existieren viele weitere Strukturen, wie
beispielsweise Holz oder Kork, die sich im Verlauf der Evolution in der Natur durchge-
setzt haben. Offenporige Metallschäume sind einer der Werkstoffe, bei dem der Mensch
sich das Vorbild der Natur zunutze macht. Die stochastische Tragwerksstruktur führt zu
vielseitigen positiven Eigenschaften unterschiedlicher Metallschäume, welche ein breites
Spektrum an Anwendungen bieten. Gleichzeitig bestärkt die Notwendigkeit, nachhaltig
mit den vorhandenen Ressourcen unserer Erde zu wirtschaften, die Weiterentwicklung
neuer Materialien und somit auch von Metallschäumen.
Schon heute werden Metallschäume in unterschiedlichen Industriezweigen eingesetzt.
Dabei ist der Leichtbau eines der Hauptanwendungsgebiete [87], dessen Ziel in der
Reduktion des Gewichts tragender Bauteile bei gleichzeitiger Aufrechterhaltung der
Festigkeit liegt. Gerade in der Automobil-, Luft- und Raumfahrtindustrie ermögli-
chen leichtere Bauteile eine effizientere Fortbewegung. In diesen Industriebereichen
werden durch die Verwendung von Metallschäumen sowohl Metall in der Herstellung
als auch Energie im Laufe des Produktlebenszyklus eingespart. Ein weiterer Vorteil
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2 Kapitel 1. Motivation und Einleitung

des zellulären Aufbaus von Metallschäumen liegt in ihrer Eigenschaft bezüglich der
Energieabsorption [10]. Diese Eigenschaft erlaubt es, auf zusätzliche Komponenten
zur Energieabsorption zu verzichten, wodurch weitere Ressourcen eingespart werden.
Tragende Komponenten aus Metallschäumen bieten gleichzeitig den Vorteil, bei Unfällen
einen Teil der Energie auf einem definierten Kraftniveau aufzunehmen und somit zur
Sicherheit von Insassen beizutragen [14].
Die Weiterentwicklung des Herstellungsprozesses von Metallschäumen führt zu einer
zunehmend kostengünstigeren Produktion und macht Metallschäume für immer mehr
Anwendungsgebiete interessant. Daraus resultiert der Bedarf, das Materialverhalten
abschätzen und vorhersagen zu können. Da große experimentelle Testreihen an gan-
zen Bauteilen bzw. einzelnen Komponenten zeit- und kostenaufwendig sind, ist die
Modellierung von Metallschäumen neben der Optimierung des Herstellungsprozesses
eines der wichtigsten Forschungsfelder. Um den enormen experimentellen Aufwand
ganzer Testreihen an realen Komponenten zu reduzieren, existieren unterschiedliche
Modellierungsansätze. Zum einen lässt sich das Material rein phänomenologisch be-
schreiben (vgl. Gibson et al. [91, 207]), wobei kein Bezug zur Mikrostruktur hergestellt
wird. Kleine Änderungen im Herstellungsprozess erfordern für diesen Modellierungs-
ansatz eine Anpassung des Modells. Zum anderen existiert der Ansatz, die gesamte
Mikrostruktur zu modellieren (vgl. Jiroušek et al. [122, 123]), was bei großen Bauteilen
zu einer enormen Anzahl an Freiheitsgraden in den Simulationen führt. Durch die große
Anzahl an Freiheitsgraden werden zur Durchführung der Berechnungen teure, extrem
leistungsfähige Server benötigt. Trotz dieser leistungsfähigen Server resultieren die
Modelle in langen Rechenzeiten und sind für den täglichen Einsatz in der Produktion
ungeeignet. Bislang existieren keine vielversprechenden Ansätze zur Abbildung der
starken Abhängigkeit der Bauteileigenschaften von der Mikrostruktur der Schäume, die
gleichzeitig eine effiziente Modellierung gewährleisten.

In der vorliegenden Arbeit wird diese Forderung nach einer effizienten und mikrostruktur-
basierten Modellierung von Metallschäumen behandelt. Die Grundlage bildet die Be-
stimmung effektiver makroskopischer Materialparameter anhand der Mikrostruktur.
Dazu werden die aus mikromechanischen Experimenten abgeleiteten effektiven Mate-
rialeigenschaften mit Hilfe einer geeigneten Homogenisierung in ein makroskopisches
Materialmodell integriert. Durch den Bezug zur Mikrostruktur wird eine effiziente
Methode zur Beschreibung ganzer Bauteile vorgestellt.
Im Rahmen dieser Arbeit wird ein 10 ppi Aluminiumschaum der Firma Celltec Materials
GmbH (Dresden, Deutschland) verwendet, um das Materialmodell zu entwickeln, zu
testen und anschließend zu validieren. Dieses Materialmodell ist jedoch nicht auf den
verwendeten Metallschaum beschränkt, sondern ermöglicht durch den Austausch der
mikrostrukturellen Daten die Charakterisierung beliebiger offenporiger Schäume. Durch
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die experimentelle Charakterisierung an einzelnen Stegen, wie sie in der vorliegenden
Arbeit vorgestellt wird, können beliebige Schäume beschrieben werden. Zur mikrome-
chanischen Charakterisierung werden Zug- und Druckversuche sowie Biegeversuche
an Einzelstegen durchgeführt. Die anschließende phänomenologische Beschreibung des
beobachteten Verhaltens dient als Grundlage für die Homogenisierung. Weiter liefert die
stochastische Auswertung der Stegorientierungen deren Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Daraus ergibt sich die Perspektive, neben Metall- auch Keramik-, Polymer- oder Hy-
bridschäume zu modellieren. Unter Hybridschäumen werden Schäume zusammengefasst,
die aus mehr als einem Material bestehen, beispielsweise mit nanochristalinen Nickel
beschichtete Aluminium- [125] oder Polymerschäume [126]. Dabei stellen insbesondere
Hybridschäume aus Polymer und Metall einen der vielseitigsten Schäume dar [124, 126].

Das entwickelte Materialmodell muss in der Lage sein, das komplexe Verhalten von
Metallschäumen abzubilden. Neben dem Verhalten unter Zug- und Druckbelastung
ist von besonderem Interesse, das Versagen unter einer Vielzahl von multiaxialen
Belastungszuständen darzustellen. Da Metallschäume bedingt durch ihren zellulären
Aufbau eine geschlossene Fließfläche besitzen, muss auch das entwickelte Modell der
Forderung nach einer geschlossenen Fließfläche gerecht werden. Neben der Validierung
mit experimentellen Daten wird das entwickelte Multiskalenmodell in dieser Arbeit mit
einem etablierten Fließflächenmodell von Bier et al. [34, 35] verglichen. Die Gliederung
der vorliegenden Arbeit wird im Folgenden genauer erläutert.

In Kapitel 2 werden die mechanischen Grundlagen und die damit verbundenen spezifi-
schen Begriffe der Mechanik eingeführt. Dazu fasst das Kapitel zunächst die für diese
Arbeit relevanten kontinuumsmechanischen Grundlagen [101, 109] zusammen, um an-
schließend allgemein das Materialverhalten einzuführen. Das relevante Materialverhalten
zur Auswertung des experimentell ermittelten Verhaltens von Stegen und des gesamten
Schaums wird durch elasto-plastisches Materialverhalten und Schädigung abgebildet.
Zusätzlich werden die numerischen Grundlagen zur Implementierung des Material-
modells zusammengefasst. Im Rahmen dieser Arbeit werden lediglich die essentiellen
Grundprinzipien als Basis vorgestellt und keineswegs eine vollständige Darstellung aller
mechanischen Grundprinzipien geliefert.

Aufbauend auf Kapitel 2 fasst Kapitel 3 die Charakterisierung von Metallschäumen zu-
sammen und bietet gleichzeitig einen Überblick über den aktuellen Stand der Forschung.
Zunächst wird der allgemeine hierarchische Aufbau von Schäumen erläutert und die Ab-
hängigkeit des makroskopischen Verhaltens von der Mikrostruktur beschrieben [63, 168].
Anschließend wird der aktuelle Stand der Charakterisierung von Metallschäumen auf
der Makro- und der Mikroebene zusammengefasst. Dabei bildet die Makroebene den



4 Kapitel 1. Motivation und Einleitung

gesamten Schaum bis hin zu großen Bauteilen ab. Die Mikroebene umfasst hingegen
einzelne Stege des Metallschaums.

Kapitel 4 umfasst die weiteren und abschließenden Grundlagen zum Verständnis der
Arbeit. Die allgemeinen Grundlagen der Homogenisierungsmethoden und der aktuelle
Stand der Forschung werden eingangs des Kapitels beschrieben. Im Anschluss wird auf
eine speziellere Homogenisierungsmethode, die Microplane Theorie [17, 23], eingegangen.
Die Microplane Theorie ist die Basis des neu entwickelten Modells zur Charakterisierung
von Metallschäumen. Zunächst werden der Ursprung der Theorie und die gesamte
zeitliche Weiterentwicklung bis zum heutigen Stand beschrieben. Der Grundgedanke
der Theorie wird durch Kapitel 4 beschrieben, und die Modellvorstellung wird genau
erläutert. Da die Microplane Theorie über die Jahre viele unterschiedliche Modelle
hervorgebracht hat, werden die beiden für diese Arbeit relevanten Modelle detailliert
vorgestellt und die erforderlichen Gleichungen für die anschließende Einführung des
entwickelten Materialmodells hergeleitet.

Die Definition des entwickelten Multiskalenmodells im Rahmen dieser Arbeit erfolgt
in Kapitel 5. Dabei werden der erste Ansatz des Microplane Modells mit Bezug zur
Mikrostruktur von offenporigen Schäumen und die Interpretation der einzelnen Stege
im Rahmen der Microplane Theorie vorgestellt. Dieser bietet eine neue Möglichkeit
zur Beschreibung des Materialverhaltens von Schaumstrukturen und erweitert somit
die Möglichkeit der Simulation zellulärer Strukturen. Neben der Beschreibung der
numerischen Umsetzung des entwickelten Multiskalenmodells für Metallschäume wird
die Erweiterung des Modells um stochastische Geometrieparameter eingeführt. Die
Verteilung der Stege, die für jeden Schaum charakteristisch ist, kann somit in das
Multiskalenmodell einbezogen werden.

Kapitel 6 umfasst neben den Experimenten zur Charakterisierung des Verhaltens einzel-
ner Stege auch die zur Validierung des Multiskalenmodells erforderlichen Experimente
am gesamten Schaum. Zunächst werden die verwendeten Methoden zur experimentellen
Charakterisierung von Einzelstegen vorgestellt, um anschließend die Ergebnisse der
Zug-, Druck- und Biegeversuche an einzelnen Stegen zusammenzufassen. Da die makro-
skopischen Experimente für die Validierung des Modells unumgänglich sind, werden die
im Rahmen der Habilitation von PDDr.-Ing.Dr. rer. nat. Anne Jung [124] durchgeführ-
ten und für diese Arbeit zur Verfügung gestellten Experimente kurz beschrieben und
die Ergebnisse diskutiert.
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Die Beschreibung des makroskopischen Verhaltens, welches in Kapitel 6 aus den Ex-
perimenten hervorgeht, erfolgt in Kapitel 7. Um das entwickelte Multiskalenmodell
zu verifizieren, wird zunächst die in dieser Arbeit umgesetzte Implementierung eines
makroskopischen Materialmodells basierend auf der Arbeit von Bier et al. [34, 35]
vorgestellt. Zur Validierung sollen sowohl das experimentell ermittelte makroskopische
Verhalten als auch die numerischen Ergebnisse des phänomenologischen Fließflächen-
modells mit dem entwickelten Multiskalenmodell verglichen werden. Das implementierte
Kontinuumsmodell wird verwendet, um die initiale Fließfläche des zur Validierung
dienenden 10 ppi Aluminiumschaums abzubilden. In diesem Rahmen wird die Durchfüh-
rung einer Parameteridentifikation beschrieben. Anschließend wird die Implementierung
des Multiskalenmodells aufbauend auf der Definition in Kapitel 5 abgeschlossen. Dazu
werden die eindimensionalen, phänomenologischen Materialmodelle basierend auf den
Experimenten an Einzelstegen eingeführt. Die Materialparameter der eindimensionalen
Modelle werden mithilfe einer Parameteridentifikation an die experimentellen Daten
angepasst und finalisieren somit das makroskopische Multiskalenmodell.

In Kapitel 8 wird das entwickelte Multiskalenmodell in drei Stufen validiert. Zunächst
dienen die makroskopischen Zug- und Druckversuche als erste zwingend notwendige
Bedingung, um die Richtigkeit des Multiskalenmodells zu prüfen. Die initiale Fließfläche
des verwendeten 10 ppi Aluminiumschaums wird zur Validierung des Fließverhaltens des
Modells verwendet. Um einen besseren Vergleich herzustellen, wird die angepasste Fließ-
fläche des Kontinuumsmodells aus Kapitel 7 herangezogen. Dieser Vergleich ist essentiell,
um die Leistungsfähigkeit des Multiskalenmodells zu veranschaulichen. Des Weiteren
muss das Modell in der Lage sein, die komplexe geschlossene Fließfläche von Metall-
schäumen abzubilden. Abschließend wird eine numerische Verifikation durchgeführt,
indem das Multiskalenmodell unter inhomogener Belastung mit dem Kontinuumsmodell
verglichen wird. Im Rahmen der numerischen Validierung werden zusätzlich die Bestim-
mung der makroskopischen plastischen Deformation im Multiskalenmodell eingeführt
und die Richtigkeit durch das Kontinuumsmodell verifiziert.

Das abschließende 9. Kapitel liefert einen Überblick der vorgestellten Arbeit und fasst
die Ergebnisse zusammen. Zum Abschluss der Arbeit werden weiterführende Gedanken
formuliert, welche die Grundlage für weitere Forschungsinhalte bilden und somit den
Anstoß für neue Projektideen basierend auf den beschriebenen Ergebnissen liefern.
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2
Mechanische Grundlagen

Im folgenden Kapitel werden die wichtigsten mechanischen Konzepte, die zum Verständ-
nis der vorliegenden Arbeit benötigt werden, zusammengefasst. Dazu wird die Kinematik
des Körpers mit den entsprechenden Deformations- sowie Verzerrungsmaßen beschrieben
und anhand der unterschiedlichen Konfigurationen eines Kontinuums dargestellt. Zum
Verständnis der implementierten Materialmodelle für große Deformationen werden der
Green-Lagrange-Verzerrungstensor und die logarithmischen Dehnungsmaße benötigt.
Um die Notwendigkeit der logarithmischen Dehnungsmaße hervorzuheben, wird zu-
sätzlich der Euler-Almansi-Verzerrungstensor eingeführt. Weiter werden die benötigten
Spannungsmaße zu den jeweiligen Verzerrungen beschrieben und der Zusammenhang
zwischen den Spannungs- und Deformationsmaßen durch die Konstitutivgleichungen
definiert. Die in diesem Kapitel beschriebenen kinematischen und konstitutiven Zusam-
menhänge dienen dem Verständnis des entwickelten Materialmodells. Weiter werden
die Grundlagen der numerischen Methoden, die für die Implementierung verwendet
wurden, beschrieben. Die eingeführten Größen und Methoden bilden nur einen kleinen
Überblick über die Mechanik und dienen dem Leser zum Einstieg in die Thematik der
vorliegenden Arbeit. Zur Vervollständigung der Beschreibung der Kontinuumsmechanik
wird auf Greve [101] und Eringen [76] verwiesen. Ergänzende Literatur zu den einge-
führten konstitutiven Zusammenhängen der Plastizität liefern unter anderem Altenbach
und Öchsner [4] sowie Bonet und Wood [40]. Vertiefende Literatur der Schädigungen
findet sich bei Lemaître [148] und Öchsner [170]. Die Grundlagen zur Finiten-Elemente-
Methode werden detailliert bei Zienkiewicz et al. [228, 229] zusammengefasst. Zur

– 7 –
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Vertiefung der numerischen Methoden liefern Quarteroni et al. [181, 182] eine gute
Zusammenfassung.
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2.1 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Die Kontinuumsmechanik dient zur Beschreibung der Bewegung und der damit einher-
gehenden Deformation einer zusammenhängenden, kompakten Punktmenge, die einen
Körper B bildet. Unter der Voraussetzung, dass die Materie im Körper kontinuierlich
verteilt ist, der atomare Aufbau vernachlässigt wird und die betrachtete Skala groß
gegenüber den atomistischen Dimensionen ist, wird der Körper B als Kontinuum be-
zeichnet. Zur Einführung der Grundgleichungen wird keine a priori Annahme bezüglich
der Form des Körpers getroffen, sondern eine allgemeine Formulierung für beliebige
Körper eingeführt. Dabei sind die einzelnen materiellen Punkte des Kontinuums Träger
der Materialeigenschaften und bilden somit die kleinste darstellbare Größe innerhalb
eines Kontinuums.
Die Beschreibung der Bewegung und Deformation des Körpers B erfolgt durch die
Kinematik. Allgemein werden zwei Konfigurationen, die Referenz- und die Momentan-
konfiguration, eingeführt. Die Referenzkonfiguration ist eine definierte Ausgangslage
und wird meist zum Zeitpunkt t0 typischerweise für einen unbelasteten Zustand festge-
legt. Eine aktualisierte Konfiguration des Kontinuums zu einem beliebigen Zeitpunkt
t > t0 wird als Momentankonfiguration bezeichnet. In der Referenzkonfiguration kann
jeder materielle Punkt X mithilfe seines Ortsvektors X eindeutig charakterisiert wer-
den. Der Abstand vom Punkt X zu einem infinitesimal benachbarten Punkt Y in der
Referenzkonfiguration wird durch ein materielles Linienelement dX abgebildet. Die
Bewegung des gesamten Körpers und aller seiner materiellen Punkte und Linienelemente
wird über die bijektive Bewegungsfunktion χ beschrieben. Diese Funktion bildet den
Zusammenhang zwischen den Positionen des Punktes X in der Referenzkonfiguration
und in der Momentankonfiguration. Der Ortsvektor der Momentankonfiguration wird
über

x = χ(X, t) (2.1)

mit der Bewegungsfunktion χ dargestellt. Die Bewegungsfunktion ist als Funktion des
Ortsvektors in der Referenzkonfiguration definiert. Die inverse Funktion χ−1 bildet
entsprechend x auf X mit

X = χ−1(x, t) (2.2)

ab. Somit ist eine ein-eindeutige Verknüpfung der Referenzkonfiguration mit der Mo-
mentankonfiguration gegeben, d. h. jeder Punkt der Referenzkonfiguration wird genau
einem Punkt der Momentankonfiguration zugeordnet und umgekehrt. Die Differenz der
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beiden Ortsvektoren von X gibt den Verschiebungsvektor u

u(X, t) = x(X, t) − X (2.3)

von der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration an. Eine graphische
Verdeutlichung der beschriebenen Größen ist in Abbildung 2.1 gegeben. Der Deforma-
tionsgradient F beschreibt die lokale Verformung des Körpers B und wird über den
Gradient der Bewegungsfunktion χ(X, t), mit

F = Gradχ(X, t) (2.4)

definiert. Damit stellt er den Zusammenhang zwischen dem Linienelement dX der
Referenzkonfiguration und dem Linienelement dx der Momentankonfiguration her.

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

dX
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Abbildung 2.1: Kontinuumskörper B in der Referenz- und Momentankonfiguration

Somit bildet der Deformationsgradient F das Linienelement dX der Referenzkonfigura-
tion auf das Linienelement dx der Momentankonfiguration über

dx = F · dX (2.5)

ab. Analog zur Abbildung materieller Punkte und Linienelemente können auch Volumen-
elemente von der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration transportiert
werden. Die Jacobi-Determinante J bildet mit dem Zusammenhang

dv = J dV (2.6)
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ein Volumenelement dV der Referenzkonfiguration auf ein Volumenelement dv der
Momentankonfiguration ab. Die Jacobi-Determinante J des Deformationsgradienten F
wird durch

J = det F (2.7)

definiert.

Neben der Deformation des Körpers B beinhaltet der Deformationsgradient auch dessen
Starrkörperrotation. Mittels der Polarzerlegung wird der Deformationsgradient mit

F = R · U = V · R (2.8)

eindeutig multiplikativ aufgeteilt. Hierbei wird die Rotation durch den eigentlich or-
thogonalen Rotationstensor R (mit RT = R−1 und detR = +1) und die Streckung
durch die symmetrisch positiv definiten linken und rechten Strecktensoren U bzw.
V abgebildet. Somit eignet sich der Deformationsgradient F nicht als Maß für die
Formänderung, da eine Starrkörperrotation enthalten ist (vgl. Gl. (2.8)). Aus diesem
Grund werden im Folgenden geeignete Maße zur Beschreibung der Formänderung in
den unterschiedlichen Konfigurationen eingeführt.
Die Streckung λ eines Linienelements kann durch das Verhältnis der Längen des Linien-
elements in der Referenzkonfiguration und der Momentankonfiguration als

λ = |dx|
|dX|

=
√

dx · dx
dX · dX

(2.9)

dargestellt werden. Unter Berücksichtigung des Zusammenhangs aus Gleichung (2.5)
kann die Streckung ausschließlich in Abhängigkeit von Größen der Referenzkonfiguration
und des Deformationsgradienten F mittels

λ =
√

(F · dX) · (F · dX)
dX · dX

=
√

dX · FT · F · dX
dX · dX

(2.10)

: =
√

dX ·C · dX
dX · dX

(2.11)

dargestellt werden. In Gleichung (2.11) wird der rechte Cauchy-Green-Deformationstensor
C mit

C = FT · F = U2 , (2.12)
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als Deformationsmaß der Referenzkonfiguration eingeführt. Analog kann die Streckung
λ durch den inversen Zusammenhang

dX = F−1 · dx (2.13)

in der Momentankonfiguration dargestellt werden. Daraus ergibt sich mit

λ =
√√√√ dx · dx(

F−1 · dx
)
·
(
F−1 · dx

) =
√

dx · dx
dx · F−T · F−1 · dx

(2.14)

: =
√

dx · dx
dx ·B−1 · dx

(2.15)

die Definition des invertierten, linken Cauchy-Green-Deformationstensor B−1 mit

B−1 = F−T · F−1 . (2.16)

Somit wird der linke Cauchy-Green-Deformationstensor B als

B = F · FT (2.17)

definiert. In ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen haben sich Verzerrungsmaße
durchgesetzt, die für den undeformierten Körper zu null werden. Der rechte und linke
Cauchy-Green-Deformationstensor werden in diesem Fall zum Einheitstensor I, welcher
per Definition ungleich null ist. Aus diesem Grund werden Verzerrungen anstelle
der Streckungen verwendet. Für die Referenzkonfiguration wird der Green-Lagrange-
Verzerrungstensor E definiert als

E := 1
2 (C − I) . (2.18)

Analog wird zur Vollständigkeit der Euler-Almansi-Verzerrungstensor über

A := 1
2
(
I − B−1

)
(2.19)

in der Momentankonfiguration eingeführt. Die Definition der beiden Verzerrungstensoren
über den Deformationsgradienten F ermöglicht eine mathematische Verknüpfung der
Verzerrungstensoren. Hierbei wird die Überführung von der Referenzkonfiguration in
die Momentankonfiguration durch

A = F−T · E · F−1 (2.20)
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als push forward und die Überführung von der Momentankonfiguration in die Referenz-
konfiguration durch

E = FT ·A · F (2.21)

als pull back bezeichnet.

Es wird angenommen, dass ein Körper B durch äußere Einflüsse von der Referenzkonfi-
guration in die Momentankonfiguration überführt wird. Dann werden durch Schneiden
des Körpers B in jedem materiellen Volumenelement ∆V die lokalen Kräfte auf der
Oberfläche des Volumenelements freigelegt. Die lokale Schnittkraft ∆F wird auf die
entsprechende Teilfläche ∆A bezogen. Da die Schnittkräfte durch die Kontinuitäts-
annahme gleichmäßig auf die Schnittflächen verteilt sind, existiert der Grenzwert für
infinitesimale Flächen und definiert den Spannungsvektor ts mit

ts = lim
∆A→0

∆F
∆A . (2.22)

Der Spannungszustand wird für jeden materiellen Punkt eindeutig über die Span-
nungsvektoren auf drei senkrecht zueinander stehenden Schnittflächen definiert und
im Spannungstensor zusammengefasst. Auf die detaillierte Herleitung wird an dieser
Stelle verzichtet; sie findet sich unter anderem bei Haupt [109]. Der Spannungstensor
ist dabei, wie der Verzerrungstensor, ein Tensor zweiter Stufe.

Analog zur Definition unterschiedlicher Verzerrungsmaße auf den einzelnen Konfigu-
rationen des Körpers B existieren unterschiedliche Spannungsmaße auf den einzelnen
Konfigurationen. Zu deren exakten Herleitung und Beschreibung wird auf Altenbach [3]
und Bertram [30] verwiesen. Auf der Momentankonfiguration wird der symmetrische
Cauchy-Spannungstensor T definiert, der die wahren Spannungen im Körper B wieder-
gibt. Die wahren Spannungen beziehen die in der Momentankonfiguration wirkenden
Kräfte auf die deformierten Flächenelemente. Weitere Spannungsmaße werden durch
Zurückführen der Flächenelemente und/oder der Kraft auf die Referenzkonfiguration
mithilfe einer Transformation definiert. Ein Zurückziehen der Fläche auf die Referenz-
konfiguration und Beibehalten der Kräfte der Momentankonfiguration liefert

P = J T · F−T , (2.23)

der als erster Piola-Kirchhoff-Spannungstensor (1.PK) definiert wird. Häufig wird der
Tensor als Nominalspannungstensor bezeichnet. Der 1.PK stellt einen Zweifeldtensor
dar und existiert sowohl auf der Referenzkonfiguration als auch auf der Momentankonfi-
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guration. Wird anschließend der Kraftvektor auf die Referenzkonfiguration gezogen, so
ergibt sich der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor (2.PK) mittels

S = F−1 · P = J F−1 ·T · F−T , (2.24)

der sich auf die Referenzkonfiguration bezieht. Ein Transport der Spannung von der
Referenzkonfiguration auf die Momentankonfiguration wird mit

T = 1
J

F · S · FT (2.25)

beschrieben. Eine explizite Herleitung der Transformation für die unterschiedlichen
Spannungstensoren beruht auf dem Konzept der dualen Variablen und ist unter anderem
bei Haupt und Tsakmakis [110] und Parisch [178] zu finden. Die formale Linearisierung
der eingeführten Spannungs- und Dehnungsmaße führt für kleine Deformationen zu
identischen Maßen auf allen Konfigurationen. Die Spannung für kleine Deformationen
wird üblicherweise mit σ und die Verzerrung mit ε bezeichnet.

Die eingeführten Spannungs- und Deformationsmaße bilden die Grundlage zur allge-
meinen Charakterisierung des Materialverhaltens. Sie werden im Folgenden für die
Entwicklung und Implementierung eines Materialmodells zur Darstellung des Verhaltens
von offenporigen Metallschäumen verwendet. Ferner sind zur Charakterisierung von
inelastischem Materialverhalten Annahmen bezüglich der Kinematik essentiell. Zu in-
elastischem Materialverhalten zählen beispielsweise plastisches oder viskoses Verhalten.
Da in der vorliegenden Arbeit keine viskosen Effekte behandelt werden, wird bei der fol-
genden Beschreibung nur auf plastisches Verhalten eingegangen. Ähnliche Überlegungen
können für jegliches inelastisches Materialverhalten angestellt werden [40, 114].

Für homogene Deformationen, wie beispielsweise den uniaxialen Zug, wird die Kine-
matik vereinfacht beschrieben. Dies führt zu einer eindeutigen Unterscheidung der
elastischen von der inelastischen, plastischen Deformation. Abbildung 2.2 zeigt ein
typisches Spannungs-Dehnungs-Diagramm für das plastische Materialverhalten eines
Werkstoffes unter uniaxialer Zugbelastung. Bis zum Erreichen einer Fließspannung
σF verhält sich das Material bei einer Belastung elastisch und bei Überschreiten der
Fließspannung beginnt das Material plastisch zu fließen. Wird das Material im Anschluss
wieder entlastet, zeigt sich eine bleibende Deformation.
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung eines typischen Spannungs-Dehnungs-Diagramms
für metallische Werkstoffe unter uniaxialer Zugbelastung

Die Steigung der Spannungs-Dehnungs-Kurve entspricht für die Entlastung der ursprüng-
lichen Steigung. Die bleibende Deformation wird als plastische Dehnung εp bezeichnet.
Für eindimensionale Fälle lässt sich die Dehnung ε additiv in einen rein elastischen
Anteil εe und einen rein plastischen Anteil εp mit

ε = εe + εp (2.26)

aufteilen. Diese Aussage lässt sich nicht auf beliebige inhomogene Deformationen über-
tragen, da eine vollständige Entlastung nicht realisierbar ist. Durch Wegnahme der
von außen an den Körper angreifenden Kräfte ändert sich dessen Deformationszu-
stand. Zusätzlich zur Änderung der Deformationen bleiben im Körper Spannungen
aufgrund der Inhomogenität zurück und werden als Eigenspannungen bezeichnet. In
der Kontinuumsmechanik wird der Körper durch ein Gedankenexperiment in kleine
Teilstücke unterteilt und lokal entlastet. Diese lokale Entlastung führt zu einer inkom-
patiblen Zwischenkonfiguration (ZK). Die Kompatibilität dieser Konfiguration wird
durch die Eigenspannungen im Körper gewährleistet. Die durch das Gedankenexperi-
ment entstandene Zwischenkonfiguration kann durch die multiplikative Zerlegung des
Deformationsgradienten F

F = Fe · Fp (2.27)

in einen elastischen Anteil Fe und einen plastischen Anteil Fp beschrieben werden [145].
Der Zusammenhang der Zwischenkonfiguration mit der zuvor eingeführten Referenz-
konfiguration sowie der Momentankonfiguration ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Die
Zerlegung des Deformationsgradienten F ist nicht eindeutig. Der plastische Anteil
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des Deformationsgradienten Fp stellt den Transport in eine spannungsfreie Zwischen-
konfiguration dar und kann mit einer beliebigen Rotation überlagert werden. Diese
Überlagerung kann mathematisch mit einem orthogonalen Tensor Q [31, 117, 150]
beschrieben werden und führt zu

F = Fe · Fp = Fe · QT ·Q · Fp . (2.28)

Die potentielle Rotation der Zwischenkonfiguration wird als plastischer Spin bezeichnet
und kann nur durch zusätzliche konstitutive Annahmen bestimmt werden [59–61].

Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

dX
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Abbildung 2.3: Darstellung der zusätzlich eingeführten inkompatiblen Zwischenkonfigurati-
on und Zusammenhang mit der Referenz- und Momentankonfiguration zur
Beschreibung von inelastischem Materialverhalten

Die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten F kann zur Einführung des
plastischen rechten Cauchy-Green-Deformationstensors

Cp = FT
p · Fp (2.29)

genutzt werden. Wie der rechte Cauchy-Green-Deformationstensor bezieht sich auch
der plastische rechte Cauchy-Green-Deformationstensor auf die Referenzkonfiguration.
Mit Cp lässt sich analog zur Definition des Green-Lagrange-Verzerrungstensors E der
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plastische Green-Lagrange-Verzerrungstensor Ep als

Ep := 1
2 (Cp − I) , (2.30)

formulieren. Mithilfe des elastischen Anteils des Deformationsgradienten werden die
Deformations- und Verzerrungstensoren im Bezug zur Momentankonfiguration darge-
stellt. Für den elastischen linken Cauchy-Green-Deformationstensor Be gilt

Be = Fe · FT
e (2.31)

und der elastische Euler-Almansi-Verzerrungstensor Ae ergibt sich somit zu

Ae := 1
2
(
I − B−1

e

)
. (2.32)

Eine additive Zerlegung, wie sie im homogenen Fall in Gleichung (2.26) definiert wurde,
ist weder in der Referenzkonfiguration noch in der Momentankonfiguration möglich.
Analog zum Transport von der Referenzkonfiguration auf die Momentankonfiguration
kann der Green-Lagrange-Verzerrungstensor E durch den plastischen Anteil des Defor-
mationsgradienten Fp und einen push forward auf die Zwischenkonfiguration abgebildet
werden. Dabei ergibt sich auf der Zwischenkonfiguration ein Verzerrungstensor

Γ̂ = F−Tp · E · F−1
p , (2.33)

der aus dem Green-Lagrange-Verzerrungstensor E abgeleitet ist. Das Einsetzen der
Definition von E und der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten F führt
zu

Γ̂ = 1
2
(
FT
e · Fe − F−Tp · F−1

p

)
= 1

2
(
FT
e · Fe − I + I − F−Tp · F−1

p

)
. (2.34)

Daraus resultiert eine additive Aufteilung analog zu Gleichung (2.27) in einen rein
elastischen Verzerrungstensor Γ̂e und einen rein plastischen Verzerrungstensor Γ̂p mit

Γ̂ = Γ̂e + Γ̂p (2.35)

in der Zwischenkonfiguration. Nur in dieser führt die additive Zerlegung zu einem rein
elastischen und einem rein plastischen Verzerrungsmaß. Weder auf der Referenzkonfi-
guration noch auf der Momentankonfiguration kann das additive Konzept angewandt
werden, um eine Aufteilung in rein elastische und rein plastische Maße zu erhalten.
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Der additive Split liefert kein rein elastisches Pendant auf der Referenzkonfigurati-
on. Durch die additive Zerlegung des Green-Lagrange-Verzerrungstensors E bleiben
versteckte plastische Anteile zurück. Zwar wird auf der Momentankonfiguration ein
rein elastisches Verzerrungsmaß definiert, aber durch einen additiven Split verbleiben
versteckte elastische Anteile in einem plastischen Verzerrungstensor auf der Momen-
tankonfiguration zurück (vgl. Gl. (2.32)). Für eine allgemeine Charakterisierung des
inelastischen Verhaltens von Kontinua wird ein multiplikativer Split des Deformations-
gradienten F benötigt.

Hencky-Dehnung

Zur Beschreibung beliebig großer Deformationen für eindimensionale Materialmodelle
bietet die Verwendung der logarithmischen Hencky-Dehnung εL die Möglichkeit, einen
additiven Split zu verwenden. Dazu wird die Hencky-Dehnung über den natürlichen
Logarithmus der Streckung λ mit

εL = ln (λ) (2.36)

definiert. Die Einführung der logarithmischen Dehnung ermöglicht die Anwendung
der additiven Zerlegung, wie sie für kleine Deformationen im eindimensionalen Fall
definiert wurde, auf beliebig große Deformationen. Eine detaillierte Beschreibung der
Herleitung und weiterer Verwendungsbeispiele wird bei Bonet und Wood [40] gegeben.
Interpretieren lässt sich die logarithmische Dehnung im eindimensionalen Fall als wahre
Dehnung. D. h. sie stellt einen Bezug zur aktuellen Länge des durch eine Krafteinwirkung
deformierten Körpers her. Der Zusammenhang der logarithmischen Hencky-Dehnung
zur Ingenieursdehnung ε, die für den eindimensionalen Fall als Längenänderung ∆L
pro Ausgangslänge L0

ε = ∆L
Lo

(2.37)

definiert ist, wird über

εL = ln (1 + ε) (2.38)

gegeben.
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2.2 Elasto-plastisches Materialverhalten und

Schädigung

Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen ist abhängig von der Beschaf-
fenheit des Körpers und führt zu materialabhängigen Gleichungen. Zum Verständnis
der Arbeit wird kurz auf das elastische Materialverhalten und die damit verbundenen
konstitutiven Zusammenhänge eingegangen. Anschließend werden die grundlegenden
Konzepte der Plastizität und der Schädigung anhand kleiner Deformationen vorgestellt.
Das makroskopische Modell zur Beschreibung der Fließfläche von Schäumen ist für
kleine Deformationen implementiert. Für das mikrostruktur-basierte Modell wird eine
Formulierung für große Deformationen implementiert. Dieses Modell wird mit loga-
rithmischen Dehnungen umgesetzt. Aus diesem Grund lässt sich die Beschreibung der
Modelle für kleine Deformationen auf die implementierten Materialmodelle anwenden.

2.2.1 Elasto-plastisches Materialverhalten

Für die vorliegende Arbeit zur Charakterisierung von Metallschäumen werden elastisches
und elasto-plastisches Verhalten sowie ein Schädigungsansatz vorgestellt. Für einen
vollständigen Überblick über alle Materialklassen wird auf die Literatur verwiesen [93,
208, 219]. Die Grundlage der Beschreibung bildet das elastische Materialverhalten
(s. Abb. 2.4 (a)). Im eindimensionalen Fall wird zwischen der Spannung σ und der
Dehnung ε ein linearer Zusammenhang mit

σ = E ε (2.39)

angenommen. Dieser wird über den E-Modul E abgebildet, der die Steigung der
Geraden im Diagramm angibt (s. Abb. 2.4 (a)). Für den dreidimensionalen Fall lässt
sich Gleichung (2.39) zum verallgemeinerten Hookeschen Gesetz als Tensorgleichung zu

σ =
4
C : ε (2.40)

erweitern, wobei
4
C als Tensor vierter Stufe die elastischen Eigenschaften des Körpers

widerspiegelt.
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Durch die Annahme von Symmetrie und Isotropie wird das verallgemeinerte Hookesche
Gesetz durch die Lamé-Konstanten µ und λ beschrieben als

σ = 2µε + λ tr (ε) I , (2.41)

mit tr (ε) als Spur des Dehnungstensors. Die Lamé-Konstanten µ und λ sind Material-
konstanten, die im Rahmen der Kontinuumsmechanik zur Beschreibung von isotropem
Materialverhalten verwendet werden. Alternativ werden weitere Elastizitätskonstanten
verwendet, wie beispielsweise der Elastizitätsmodul E und die Querkontraktionszahl ν.
Diese stellen keine unabhängigen Größen dar, sondern werden durch die Kombination
der Lamé-Konstanten berechnet [4].

E
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(b) Elasto-Plastizität (c) Elasto-Schädigung

Abbildung 2.4: Idealisiertes elastisches Materialverhalten (a), elasto-plastisches Materialver-
halten (b) und elastisches Materialverhalten mit Schädigung (c)

Für die Einführung der idealisierten Materialmodelle der Plastizität und Schädigung
bilden die in Abbildung 2.4 (b) und Abbildung 2.4 (c) dargestellten Spannungs-Dehnungs-
Diagramme die Grundlage. Ab einer gewissen Spannung liegt kein lineares Verhalten vor,
sondern die Beschreibung der Spannung in Abhängigkeit der Dehnung ist nichtlinear.
Für die Plastizität folgt nach Erreichen der Fließspannung σF ein verfestigendes Verhal-
ten. Einen Sonderfall stellt eine konstante Spannung nach Erreichen der Fließspannung
dar, was als ideal-plastisches Verhalten bezeichnet wird.

Der in Kapitel 2.1 eingeführte additive Split der Dehnung, der aus uniaxialen Defor-
mationen motiviert wurde, wird im Folgenden für die mehraxiale Verallgemeinerung
angewandt. Da die Entwicklung des Multiskalenmodells für beliebig große Deformatio-
nen erfolgt, wird die Charakterisierung des Materialverhaltens mithilfe der vorgestellten
logarithmischen Hencky-Dehnung durchgeführt (vgl. Bonet und Wood [40]). Das er-
möglicht eine analoge Formulierung zu der hier eingeführten Beschreibung und die
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Verwendung des additiven Splits. Die Implementierung des zur Validierung dienenden
Kontinuumsmodells basiert auf der Annahme von kleinen Deformationen. Das verallge-
meinerte Hookesche Gesetz aus Gleichung (2.40) liefert unter Verwendung des additiven
Splits des Dehnungstensors den Zusammenhang

σ =
4
C : εe =

4
C : (ε − εp) (2.42)

zwischen der Spannung σ und der gesamten Dehnung ε, wobei εp den plastischen
Anteil der Dehnung dargestellt. In der vorliegenden Arbeit wird bei der Darstellung
der Plastizität nach Prandtl und Reuss [179, 188] vorgegangen. Für die Beschreibung
der Plastizität wird eine Fließspannung σF benötigt, die den Beginn des plastischen
Bereiches definiert. Hierzu wird eine Fließfunktion F mit

F (σ) = σeq − σF = 0 (2.43)

eingeführt, die im mehrdimensionalen Fall den Spannungszustand des Materials be-
schreibt, bei dem plastisches Fließen einsetzt. Es wird eine äquivalente Spannung
σeq definiert, die mit einer Fließspannung σF aus dem uniaxialen Versuch verglichen
wird. Erreicht die äquivalente Spannung die Fließspannung, beginnt das Material zu
plastifizieren. Um die Fließfunktion im Spannungsraum darzustellen, wird die Fließ-
funktion in Abhängigkeit der Hauptspannungen definiert. Diese stellen die Eigenwerte
des Spannungstensors σ dar, die durch Lösen des Gleichungssystems

det (σ − σi I) = 0 (2.44)

berechnet werden. Mithilfe der Hauptspannungen σI , σII und σIII wird die Fließfunktion
im Hauptspannungsraum dargestellt. Die entstandene Geometrie wird als Fließfläche
bezeichnet. Die Hauptspannungen sind eine Kategorie von Invarianten des Spannungs-
tensors und sind unabhängig vom Bezugssystem. Die Hauptspannungen sind nicht
die einzigen invarianten Größen, die zur Charakterisierung der Fließfläche verwendet
werden. Für das Aufstellen der Fließfunktion werden, wie durch die Theorie isotroper
Tensorfunktionen [109] beschrieben, drei beliebige unabhängige Invarianten benötigt.
Die am häufigsten verwendeten Invarianten des Spannungstensors zur Beschreibung der
Fließfläche sind zum einen die erste Hauptinvariante I1, die mit

I1(σ) = tr (σ) (2.45)

definiert wird und zum anderen die zweite Hauptinvariante J2 sowie die dritte Hauptin-
variante J3 des Spannungsdeviators σD. Allgemein kennzeichnet I∗ eine Invariante des
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Spannungstensors und J∗ eine Invariante des Spannungsdeviators. Als Spannungsdevia-
tor wird dabei der Spannungsanteil bezeichnet, welcher vom hydrostatischen Zustand
abweicht. Die mittlere Normalspannung σm ist als

σm = 1
3tr (σ) I (2.46)

definiert und gibt den hydrostatischen Anteil des Spannungstensors an. Somit wird der
Spannungsdeviator über

σD = σ − σm (2.47)

beschrieben. Daraus ergibt sich die zweite deviatorische Invariante des Spannungstensors
zu

J2 (σ) = −I2
(
σD

)
= 1

6
[
(σI − σII)2 + (σII − σIII)2 + (σIII − σI)2

]
(2.48)

aus dem deviatorischen Anteil des Spannungstensors und kann über die Hauptspannungen
ausgedrückt werden. Die dritte deviatorische Hauptinvariante des Spannungstensors
wird über den Zusammenhang

J3 (σ) = −I3
(
σD

)
= det

(
σD

)
= (σI − σm) (σII − σm) (σIII − σm) (2.49)

definiert. Somit lässt sich der elastische Bereich durch das Innere der Fließfläche

F (σI , σII , σIII) = F (I1, J2, J3) < 0 (2.50)

in Abhängigkeit der Invarianten des Spannungstensors eingrenzen. Solange F < 0 gilt,
liegt elastisches Materialverhalten vor und erst bei Erreichen der Fließgrenze für F = 0
liegt Plastizität vor. Werte von F > 0 sind hingegen unzulässig. Eine dreidimensio-
nale Veranschaulichung der Fließfunktionen findet häufig im Hauptspannungsraum
(s. Abb. 2.5 (a) am Beispiel einer von Mises Fließfläche [164, 165]) statt. Die geläu-
figsten zweidimensionalen Darstellungen der Fließfläche resultieren aus Schnitten im
Hauptspannungsraum.

Diese Schnitte können abhängig von der hydrostatischen Achse (s. Abb. 2.5 (a), Cyan)
definiert werden. Die hydrostatische Achse bildet die Hauptdiagonale im Spannungs-
raum und wird aus allen Punkten, für die alle drei Hauptspannungen identisch sind,
zusammengesetzt. Die Ebene normal zur hydrostatischen Achse wird als Oktaederebene
bezeichnet (rotes Dreieck in Abb. 2.5 (a)). Sie wird meist als einzelner Schnitt durch
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die Fließfläche dargestellt (s. Abb. 2.5 (b)).

(a) Hauptspannungsraum (b) Oktaederebene (c) Hydrostatische Ebene

Oktaederebene
Hydrostatische 

Ebene
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Hydrostatische 
Achse

Abbildung 2.5: Darstellung der von Mises Fließfläche [164, 165] im Hauptspannungsraum (a),
der Oktaederebene (b) und der Hydrostatischen Ebene (c)

Zur Beschreibung der Fließfläche in der Oktaederebene werden die Lode-Koordinaten
verwendet [4]. Diese entsprechen einer Darstellung in Polarkoordinaten und werden
durch den Lode-Winkel θ

θ = 1
3 arcsin

(√
27
2

J3

J
3/2
2

)
(2.51)

und die radiale Koordinate r

r =
√

2J2 (2.52)

beschrieben.

Die hydrostatische Ebene ist orthogonal zur Oktaederebene. Sie enthält die hydrosta-
tische Achse als horizontale Achse, über die die Wurzel der zweiten Invarianten des
Spannungsdeviators aufgetragen wird. Zu beachten ist, dass die Oktaederebene keine
Veranschaulichung der Fließfläche bezüglich des hydrostatischen Spannungszustandes
und die hydrostatische Ebene keine Veranschaulichung bezüglich der Symmetrie um die
hydrostatische Achse liefert.

Zur Beschreibung von verfestigendem Verhalten der Fließfunktion wird die äquivalente
Spannung eines beliebigen Spannungszustands mit einer Fließspannung verglichen.
Durch Anpassung der äquivalenten Spannung bzw. der Aufstellung einer Funktion für
die Fließspannung kann die beliebige Entwicklung der Fließfläche dargestellt werden [109].
Im Allgemeinen wird die Verfestigung in unterschiedliche Kategorien unterteilt:
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• die isotrope Verfestigung, die eine Vergrößerung der Fließfläche ähnlich zur Aus-
gangsfließfläche beschreibt;

• die kinematische Verfestigung, die nur die Lage der Fließfläche im Spannungsraum
beeinflusst;

• die anisotrope Verfestigung, die eine beliebige Vergrößerung der Fließfläche be-
schreibt.

Die unterschiedlichen Arten der Verfestigung sind in Abbildung 2.6 in der Oktaederebene
dargestellt. Die weitere Modellentwicklung beschränkt sich auf die isotrope Verfestigung
und damit erfolgt die Beschreibung der Fließfunktion in Abhängigkeit der initialen
Fließspannung σF und der Verfestigungsvariablen α.

�I<latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit><latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit><latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit><latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit>

�II<latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit><latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit><latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit><latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit>

�III<latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit><latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit><latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit><latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit>

�I<latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit><latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit><latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit><latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit>

�II<latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit><latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit><latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit><latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit>

�III<latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit><latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit><latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit><latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit>

Ausgangsfließfläche Folgefließfläche

�I<latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit><latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit><latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit><latexit sha1_base64="eTRDwI2E+YdQ01VXFrgju/C16KY="></latexit>

�II<latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit><latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit><latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit><latexit sha1_base64="SkowHmYCfxHdviW85Jh0pTkcqHk="></latexit>

�III<latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit><latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit><latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit><latexit sha1_base64="ISpNS0/NpRnIzCRvHBtLuDWDbSo="></latexit>

(a) Isotrope 
Verfestigung

(b) Kinematische 
Verfestigung

(c) Anisotrope 
Verfestigung

Abbildung 2.6: Darstellung der unterschiedlichen Verfestigungsarten in der Oktaederebene:
Isotrope Verfestigung (a), kinematische Verfestigung (b), anisotrope Verfesti-
gung (c)

Somit hängt die Fließfunktion von den beiden Größen und dem Spannungstensor ab
und wird über

F (σ, α) = σeq − kF (σF , α) (2.53)

definiert. Diese Funktion beschreibt die Evolution der Fließfläche für eine isotrope
Verfestigung, wie sie in Abbildung 2.6 (a) dargestellt ist.
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Zusätzlich zur Fließfunktion und der Verfestigung wird eine Fließregel benötigt, die
die Richtung des plastischen Fließens angibt. Es wird zwischen assoziiertem und nicht-
assoziiertem Fließen unterschieden. Für die Beschreibung der Fließrichtung wird das
Fließpotential G

G(σI , σII , σIII) = G(I1, J2, J3) (2.54)

als Funktion der Invarianten des Spannungstensors eingeführt. Im Fall von assoziiertem
Fließen sind Fließpotential und Fließfunktion identisch. Die Fließregel dient der Bestim-
mung der plastischen Dehnrate ε̇p, welche koaxial zum Normalenvektor auf der durch
das Fließpotential gebildeten Fläche steht. Für den Sonderfall des assoziierten Fließens
steht die plastische Dehnrate somit koaxial zum Normalenvektor der Fließfläche, da
Fließfunktion und Fließpotential identisch sind. Abbildung 2.7 zeigt den Unterschied
beispielhaft für eine rotationssymmetrische Fließfläche um die hydrostatische Achse (z. B.
von Mises Fließfläche [164, 165]) und ein beliebiges Fließpotential in der Oktaederebene.
Allgemein wird die plastische Dehnrate über den funktionalen Zusammenhang

ε̇p = γ
∂G

∂σ
(2.55)

bestimmt. Der plastische Multiplikator γ dient dabei der Skalierung der plastischen
Dehnrate. Die Richtung des Normalenvektors auf der Oberfläche des Fließpotentials wird
durch die Ableitung des Fließpotentials nach der Spannung bestimmt. Der plastische
Multiplikator dient weiter zur Beschreibung der Verfestigungsvariablen α (s. Tab. 2.1).
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Abbildung 2.7: Darstellung der Unterschiede zwischen assoziiertem und nicht-assoziiertem
Fließen am Beispiel einer rotationssymmetrischen Fließfläche [164, 165] (blau)
um die hydrostatische Achse und einem beliebigen Fließpotential (rot)
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Zur Beschreibung der Plastizität werden in Tabelle 2.1 die notwendigen Zusammenhänge
zur analytischen Beschreibung der Plastizität zusammengefasst. Als zusätzliche Kriteri-
en werden die Kuhn-Tucker-Bedingung [143, 144] und die Konsistenzbedingung [178]
formuliert. Die Kuhn-Tucker-Bedingung beschreibt die notwendigen Nebenbedingun-
gen, die für die Plastizität gelten. So kann der plastische Multiplikator γ niemals
kleiner als null und die Fließfunktion F niemals größer als null sein. Das Produkt aus
plastischem Multiplikator und Fließfunktion muss immer null sein, da im elastischen
Bereich für F ≤ 0 der plastische Multiplikator null sein muss und im plastischen Be-
reich die Fließfunktion null ist. Zur Ermittlung des plastischen Multiplikators dient
die Konsistenzbedingung. Sie beinhaltet, dass ein auf der Fließfläche befindlicher Span-
nungspunkt auf dieser bleibt und bei Entlastung der Spannungspunkt ins Innere der
Fließfläche, sprich in den elastischen Bereich, gelangt. Zur numerischen Umsetzung wird
ein Prädiktor-Korrektor-Verfahren angewandt. Dabei wird in einem rein elastischen
Schritt eine Trial-Spannung und in einem iterativen Prozess die plastische Dehnung
bestimmt, wie bei Simo [196] beschrieben.

Tabelle 2.1: Gleichungen zur Beschreibung der Plastizität für beliebige Fließflächen und
allgemeine Fließrichtung

Allgemeine 3D Beschreibung der Plastizität für kleine Deformationen

Verzerrungen ε = εe + εp (2.56)

Hookesches Gesetz σ =
4
C : (ε − εp) (2.57)

Fließfunktion F (σ, α) = σeq,F − kF (σF , α) (2.58)

Fließpotential G(σ, α) = σeq,G − kG(σF , α) (2.59)

Fließregel ε̇p = γ
∂G

∂σ
(2.60)

Evolution der Verfestigung α̇ = γ
∂G

∂α
(2.61)

Kuhn-Tucker-Bedingung γ ≥ 0; F (σ, α) ≤ 0; γF (σ, α) = 0 (2.62)

Konsistenzbedingung γḞ (σ, α) = 0 für F (σ, α) = 0 (2.63)
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2.2.2 Schädigung

Eine Vielzahl an Werkstoffen zeigt eine deutliche Abnahme der Festigkeit infolge von
Belastung, Verformung oder Alterung. Dieser physikalische Prozess wird als Schädi-
gung bezeichnet [137, 148]. Abbildung 2.4 (c) zeigt einen beispielhaften Verlauf für
eine uniaxiale Belastung und die damit einhergehende Schädigung des Materials. Zur
idealisierten Beschreibung von Schädigung wird ein skalarer Schädigungsparameter
d eingeführt, der für das ungeschädigte Material null ist und im Laufe der Schädi-
gung gegen den Wert d = 1 anwächst. Der Wert d = 1 beschreibt ein vollständig
geschädigtes Material. Die Charakterisierung des Schädigungsverhaltens kann allgemein
für dreidimensionale Spannungszustände durchgeführt werden und wird im Folgenden
mit dem Konzept effektiver Spannungen beschrieben, welches über einen eindimen-
sionalen Spannungszustand motiviert wird. Hierzu wird die Spannung nicht als Kraft
pro Querschnittsfläche, sondern als Kraft pro tragender Querschnittsfläche bestimmt.
Abbildung 2.8 veranschaulicht das Konzept schematisch und verdeutlicht somit die
Abnahme der tragenden Querschnittsfläche durch die Bildung von Mikrorissen und
Mikroporen eines Werkstoffs unter Belastung.

Effektive Querschnittsfläche

Ap 6= A0
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Abbildung 2.8: Konzept der effektiven Spannung am Beispiel der Entwicklung der effektiven
Querschnittsfläche durch Bildung von Mikroporen und Mikrorissen

Bezogen auf die Beschreibung der Nominalspannung σ für die Referenzkonfiguration
und somit der Ausgangsfläche A0 kann die Spannung für den uniaxialen Fall mit

σ = F

A0
(2.64)
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beschrieben werden. Die effektive Spannung σ̃ berechnet sich mit

σ̃ = F

A0 − Ap
= F

A0

(
1− Ap

A0

) = F

A0 (1− d) (2.65)

in Abhängigkeit der Querschnittsfläche Ap der durch die Schäden entstandenen Mikro-
poren. Mithilfe dieses Konzepts wird der Schädigungsparameter über den Quotienten
aus der geschädigten Fläche und der Ausgangsfläche bestimmt. Da die Fläche der Mi-
kroporen maximal die Ausgangsfläche des gesamten Körpers erreicht, ist das Maximum
des Schädigungsparameters dmax = 1. Die Berechnung des Verzerrungszustands über
die effektive Spannung liefert die Dehnung

ε = σ̃

E
= 1

E

σ

(1− d) (2.66)

in Abhängigkeit des Schädigungsparameters. Daraus folgt mit

σ = (1− d) E ε (2.67)

das Hookesche Gesetz für die Modellierung des Schädigungsverhalten. Dieses entspricht
der Beschreibung des intakten Materials, welches die ursprünglichen Materialeigenschaf-
ten besitzt. Das beschriebene Konzept kann entsprechend für den mehrdimensionalen
Spannungszustand als

σ = (1− d) f (ε) (2.68)

mit dem beliebigen Elastizitätsgesetz f (ε) definiert werden. Dabei ist die Annahme
einer isotropen Schädigung getroffen. Für eine allgemeine Beschreibung muss die ska-
larwertige Schädigungsvariable durch einen Schädigungstensor vierter Stufe ersetzt
werden. Da es sich bei der Schädigungsvariablen um eine innere Größe handelt, muss
deren Evolution mit entsprechenden mathematischen Gleichungen beschrieben wer-
den. Zunächst wird eine initiale Schädigungsbedingung formuliert, die den Beginn
der Schädigung angibt. Analog zur Plastizität wird eine Schädigungsspannung bzw.
eine Vergleichsschädigungsspannung für den mehraxialen Belastungsfall benötigt. Es
wird eine Schädigungsfläche Fd definiert, für die im Falle der Schädigung Fd = 0 gilt.
Werte von Fd < 0 beschreiben den elastischen Bereich des Materials. Bei Erreichen
der Schädigungsspannung wird Fd zu Null und das Material beginnt zu schädigen.
Das in dieser Arbeit verwendete Modell zur Beschreibung duktiler Schädigung, dessen
Hauptbestandteil das beschriebene Konzept effektiver Spannungen ist, basiert auf den
Ideen von Lemaître [146–149]. Das Einsetzen der Schädigung wird gleichgesetzt mit



2.2. Elasto-plastisches Materialverhalten und Schädigung 29

dem Beginn der Plastifizierung. Die Fließfläche und die Schädigungsfläche stimmen
überein und die Evolution der Schädigungsvariablen wird über den plastischen Multipli-
kator definiert. Tabelle 2.2 fasst die Grundgleichungen der duktilen Schädigung nach
Lemaître [146, 147] zusammen. Dabei wird die Evolution der Schädigungsvariablen
über Gleichung (2.73) beschrieben. Die zusätzlichen Parameter s, r und Y dienen der
Beschreibung der Schädigungsevolution, wobei der in Gleichung (2.74) angegebene
Parameter Y der Änderung der inneren Energiedichte durch das Schädigungswachstum
bei konstanter Belastung entspricht. Die Parameter s und r sind phänomenologische
Parameter, die zur Anpassung der Schädigungsevolution unterschiedlicher Materialien
dienen. Vertiefende Informationen zur Schädigung, die über die benötigten Informatio-
nen zum Verständnis dieser Arbeit hinausgehen, finden sich beispielweise bei Krajcinovic
et al. [137, 138] und Kachanov [135].

Tabelle 2.2: Grundgleichungen des Schädigungsmodells nach Lemaître [146, 147] für isotrope
Verfestigung für den eindimensionalen Fall

1D Schädigungsmodell nach Lemaître [146, 147] für duktile Schädigung

Hookesches Gesetz σ = (1− d)E (ε − εp) (2.69)

Fließfunktion F = σeq
(1− d) − k(α) (2.70)

Fließregel ε̇p = γ
sgn(σ)
(1− d) (2.71)

Evolution der Verfestigung α̇ = γ (2.72)

Evolution des ḋ = γ

(1− d)

(−Y
r

)s
(2.73)

Schädigungsparameters

mit Y = − σ2

2E (1− d)2 (2.74)
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2.3 Numerische Grundlagen

2.3.1 Finite-Elemente-Methode

In der vorliegenden Arbeit wird das entwickelte Materialmodell zur Charakterisierung des
Materialverhaltens von Metallschäumen im Open-Source-Programm FEAPTM(Finite
Element Analysis Program) implementiert. Eine detaillierte Beschreibung des Pro-
gramms ist in der Dokumentation der Entwickler gegeben [201–203]. Die Finite-Elemente-
Methode (FEM) ist ein ursprünglich zur Lösung von strukturmechanischen Problemen
entwickeltes numerisches Verfahren, das heute vor allem in den Natur- und Ingenieur-
wissenschaften eingesetzt wird. Die FEM dient in erster Linie dem Lösen partieller,
zeit- und ortsabhängiger Differentialgleichungen. Aufgrund ihrer Vielseitigkeit, der
Möglichkeit der freien Unterteilung des Lösungsgebietes sowie der Option, beliebige
Geometrien zu berechnen, ist die FEM bis heute eines der am häufigsten verwendeten
Tools im Ingenieursalltag [134]. Die freie Unterteilung des Lösungsgebietes erfolgt in
endlich viele Teilgebiete, die sogenannten finiten Elemente. Das allgemeine Vorgehen
im Rahmen der FEM ist für die unterschiedlichen Anwendungsfälle identisch. Zunächst
wird eine Differentialgleichung (DGL) aufgestellt, die es zu lösen gilt. Im Anschluss
wird aus der DGL die schwache Form berechnet. Die DGL wird mit einer Testfunktion
multipliziert und anschließend wird über das gesamte Gebiet des Körpers integriert. Die
örtliche Diskretisierung des Körpers entspricht einer Zerlegung des gesamten Gebiets
in n Teilgebiete. Mathematisch entspricht die örtliche Diskretisierung einer Überfüh-
rung der integralen schwachen Form in eine Summe über alle Teilgebiete. Für die
einzelnen Teilgebiete wird die Elementsteifigkeitsmatrix Ke gebildet. Die einzelnen
Elementsteifigkeitsmatrizen werden zur Gesamtsteifigkeitsmatrix K assembliert. Die
Berücksichtigung der Randbedingungen erfolgt im Vektor Fr. Die Multiplikation der
Gesamtsteifigkeitsmatrix K mit dem Lösungsvektor u muss den Randbedingungen
folgen und ergibt mit

K u = Fr (2.75)

das zu lösende Gleichungssystem. Der Lösungsvektor wird durch Lösen des Gleichungs-
systems bestimmt. Die Lösung kann entweder direkt durch Invertieren der Systemstei-
figkeitsmatrix oder alternativ durch iterative Verfahren und eine damit verbundene
Abschätzung der Lösung erfolgen. In der vorliegenden Arbeit wird die FE-Software
FEAPTM verwendet. Da alle erforderlichen Schritte zur Verwendung der FEM im Pro-
gramm integriert sind und die Nutzung im Rahmen des zu entwickelnden Materialmodells
auf die Implementierung eines Materialmodells auf der Ebene der Integrationspunkte
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bzw. der Elemente beschränkt ist, wird an dieser Stelle für eine detailliertere Beschrei-
bung auf Fritzen [86] und Rust [190] verwiesen. Kern der FEM im Bereich der Mechanik
ist die lokale Form der Impulsbilanz, deren Herleitung unter anderem bei Mase [153]
und Altenbach [5] zu finden ist. Für den stationären Fall ergibt sich

divσ + ρb = 0 (2.76)

mit der Fernwirkungskraft ρb und der Divergenz des Spannungstensors σ. Zunächst wird
die lokale Form der Impulsbilanz mit der Testfunktion δu multipliziert und anschließend
wird über das gesamte Gebiet integriert

∫
V

δu · (divσ + ρb) dV = 0 . (2.77)

Die Testfunktionen entsprechen virtuellen Verschiebungen und somit entspricht die
schwache Form der virtuellen Arbeit [229]. Zusätzlich wird die Produktregel der Diver-
genz mit

div (aB) = Grad a ·B + a divB (2.78)

für ein allgemeines Skalarfeld a und ein Vektorfeld B benötigt. Wird der Gaußsche
Integralsatz berücksichtigt, vereinfacht sich die schwache Form der Impulsbilanz zu

∫
V

Grad δu : σ dV =
∫
V

δu · ρb dV +
∫
∂Vσ

δu · t dA . (2.79)

Zur Lösung der schwachen Form der Impulsbilanz von strukturmechanischen Problemen
von Festkörpern werden weitere Annahmen getroffen. Unter Ausnutzen der Symmetrie
des Spannungstensors und unter Berücksichtigung der Definition des Verzerrungstensors
vereinfacht sich die schwache Form der Impulsbilanz zu

∫
V

δε : σ dV =
∫
V

δu · ρb dV +
∫
∂Vσ

δu · t dA . (2.80)

Die Lösung der schwachen Form erfolgt durch die Diskretisierung in einzelne Teilge-
biete (finite Elemente) und die damit verbundene numerische Integration. Auf Details
zur Diskretisierung, wie sie bei Zienkiewicz [229] gegeben sind, wird an dieser Stelle
verzichtet. Damit beschränkt sich die Lösung für den Anwender auf die Auswertung der
Konstitutivgleichung an jedem einzelnen Integrationspunkt und der Bestimmung der
Steifigkeit als Ableitung der Spannung nach der Dehnung. Vertiefende Informationen
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zur Bestimmung der Element- und Gesamtsteifigkeitsmatrix sind bei Zienkiewicz [229]
und in der Dokumentation von FEAPTM [201–203] gegeben.

2.3.2 Numerische Methoden zur Lösung von

Evolutionsgleichungen

Die Evolutionsgleichungen der inneren Variablen bezüglich der Plastizität bzw. der Schä-
digung werden durch Differentialgleichungen 1. Ordnung beschrieben. Zur numerischen
Lösung solcher Differentialgleichungen existieren zahlreiche Methoden. Im Rahmen der
vorliegenden Arbeit soll nur eine Auswahl an Methoden vorgestellt werden und nicht
genauer auf weitere Verfahren eingegangen werden. Die numerische Bestimmung der
Lösung einer Differentialgleichung 1. Ordnung erfolgt meist durch Diskretisierung und
Lösen der entstandenen Gleichung. Da im Rahmen der Plastizität und der Schädigung
mindestens eine Evolutionsgleichung als Differentialgleichung 1. Ordnung und die Fließ-
bedingung als Gleichung gelöst werden müssen, entsteht ein lineares Gleichungssystem.
Es existieren unterschiedliche Methoden zur Lösung des Gleichungssystems, wobei im
Rahmen der vorliegenden Arbeit nur das Newton-Raphson-Verfahren beschrieben wird.
Eine allgemeine Differentialgleichung 1. Ordnung der Form

ẋ = f(t, xt) (2.81)

kann durch eine Taylorreihe angenähert werden. Das Abbrechen der Taylorreihe nach
dem ersten Glied liefert

ẋ = xt+1 − xt
∆t (2.82)

mit xt = x (t), xt+1 = x (t+ ∆t) der Zeitschrittweite ∆t und wird als explizites Euler-
Verfahren bezeichnet. Vorgestellt wurde das Verfahren von Leonhard Euler im Jahr
1792 [78]. Nach Einsetzen von Gleichung (2.82) in Gleichung (2.81) und Umsortieren
der Gleichung ergibt sich das zu lösende Gleichungssystem mit

0 = xt − xt+1 + ∆t f(t, xt) . (2.83)

In Kombination mit weiteren benötigten Evolutionsgleichungen und der Fließbedingung
entsteht ein Gleichungssystem, welches unter Verwendung des Mehrdimensionalen-
Newton-Verfahrens gelöst wird [169, 184]. Das zu lösende Gleichungssystem wird be-
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schrieben durch den Vektor g(x) und der Verfahrensvorschrift

g(x) = g(xt) + ∂g
∂x

∣∣∣xt
(xt+1 − xt) = 0 , (2.84)

die sich aus allen k Gleichungen zusammensetzt und abhängig vom k-dimensionalen
Vektor x ist. Aus der Verfahrensvorschrift wird die Fixpunktiteration als

xt+1 = xt − J(xt)−1 g(xt) (2.85)

definiert, mit der Jacobi-Matrix J(x) als Berechnungsvorschrift für jeden Iterations-
schritt. Die Jacobi-Matrix J(x) ist allgemein definiert als Matrix der partiellen Ablei-
tungen der Funktion g(x) nach dem Vektor x mit

J(x) = ∂g(x)
∂x

=



∂g1

∂x1

∂g1

∂x2
· · · ∂g1

∂xk
∂g2

∂x1

∂g2

∂x2
· · · ∂g2

∂xk... ... . . . ...
∂gk
∂x1

∂gk
∂x2

· · · ∂gk
∂xk


(2.86)

und wird im Rahmen des Mehrdimensionalen-Newton-Verfahrens an der Stelle xt
ausgewertet. Da die Berechnung der Inversen einer Matrix numerisch aufwendig und
ineffizient ist, wird stattdessen das Gleichungssystem

−J(xt) ∆x = g(xt) (2.87)

mit

∆x = xt+1 − xt (2.88)

gelöst. Eine Möglichkeit, das entstandene lineare Gleichungssystem zu lösen, bietet das
Gaußsche Eliminationsverfahren. Das Verfahren wird für lineare Gleichungssysteme der
Form

A x = a (2.89)

angewandt. Die Grundidee des Verfahrens basiert auf der Durchführung einer Vor-
wärtselimination, bei der die Gleichung (2.89) durch elementare Zeilenumformungen
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in

B x = b (2.90)

überführt wird. Dabei bleibt die Lösung x unverändert und B ist eine k × k Dreiecks-
matrix der Form

B =̂


B11 B11 · · · B1k

0 B22 · · · B2k
... ... . . . ...
0 0 · · · Bkk

 . (2.91)

Die Lösung x wird durch Rückwärtssubstitution mit

xk = bk
Bkk

(2.92)

und

xi = 1
Bii

bi − k∑
j=i+1

Bijxj

 i = k, k − 1, ..., 1 (2.93)

bestimmt. Die in diesem Abschnitt beschriebenen Methoden stellen eine Auswahl
an Möglichkeiten dar, die beschriebenen Probleme numerisch zu lösen. Detaillierte
Beschreibungen sind bei Simo [196] gegeben. Alternative Methoden sind bei Schwarz
und Klöckner [194] sowie bei Hoffman [113] zu finden.



3
Charakterisierung von Metallschäumen

Metallschäume gehören wegen ihrer hierarchischen Struktur zu den mikroheterogenen
Materialien. Zur Beschreibung des Materialverhaltens werden die einzelnen hierarchi-
schen Ebenen separat betrachtet. Im Folgenden werden grundlegende Eigenschaften
sowie charakteristische Werte von offenporigen Schäumen eingeführt. Zur vollständigen
Charakterisierung von Metallschäumen werden zunächst die unterschiedlichen hierarchi-
schen Ebenen als sogenannte Skalen eingeführt. Anschließend werden die Alternativen
der Charakterisierung auf den einzelnen Skalen beschrieben und in den aktuellen Stand
der Forschung eingeordnet. Um einen vollständigen Überblick über die Charakterisierung
von Metallschäumen zu erhalten, werden über die Thematik der Arbeit hinausgehende
Konzepte eingeführt. Dies dient der Einordnung des entwickelten Modells und bietet die
Möglichkeit, das Modell mit den Vor- und Nachteilen anderer Modellierungsmethoden
für Metallschäume zu vergleichen. Detaillierte Informationen zu zellulären Materialien
und offenporigen Schäumen im Speziellen sind bei Ashby et al. [10, 11], Gibson et
al. [92] und Dukhan [71] zu finden.

– 35 –
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3.1 Struktur-Eigenschaftsbeziehung von

Metallschäumen

In der Natur sind die meisten Strukturen zur Aufnahme von Lasten zellulär aufgebaut.
Beispiele solcher Strukturen sind Knochen, Kork, Holz oder Bienenwaben. Der Mensch
nimmt sich die Natur in den letzten Dekaden in der Entwicklung neuartiger Materialien
zum Vorbild. Eine Klasse der neu entwickelten Materialien stellen Metallschäume dar,
die schon heute in einer Vielzahl unterschiedlicher Anwendungen eingesetzt werden.
Beispiele sind unter anderem der Einsatz als Werkzeugmaschinenschlitten oder als
Stütze für einen Ausleger eines mobilen Krans [87]. Metallschäume sind aus Metall oder
einer Metalllegierung bestehende zelluläre Materialien mit einer stochastisch aufgebau-
ten Mikrostruktur. Eine weitere Unterteilung erfolgt in geschlossen- und offenporige
Metallschäume. Geschlossenporige Schäume setzen sich aus Zellen mit geschlossenen
Flächen zusammen. Offenporige Schäume bestehen hingegen aus Zellen mit offenen
Flächen und sind somit durchlässig für Flüssigkeiten und Gase. Die offenporigen Zellen
werden aus einzelnen Stegen aufgebaut, die in Knoten miteinander verbunden sind.
Die Herstellung von Metallschäumen erfolgt dabei auf verschiedene Arten [10, 14, 63],
wobei an dieser Stelle nur auf einen Herstellungsprozess kurz eingegangen werden soll.
Die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Metallschäume werden durch ein Fein-
gussverfahren (vgl. Abb. 3.1) hergestellt. Dazu wird ein Polymerschaum als Grundlage
zur Herstellung einer Gussform verwendet. Zunächst werden die Zwischenräume des
Polymerschaums mit einer keramischen Masse aufgefüllt, dem sogenannten Schlicker.
Wenn dieser ausgehärtet ist, wird der Polymerschaum beispielsweise durch Ausbrennen
entfernt. Anschließend wird der entstandene Hohlraum mit der gewünschten flüssigen
Metalllegierung ausgegossen. Nach der Verfestigung der Legierung wird der Schlicker
entfernt und der entstandene Metallschaum stellt eine direkte Nachbildung des Polymer-
schaums dar. Eine detaillierte Beschreibung des Herstellungsprozesses ist bei Yamada
et al. [220] gegeben.

Polymerschaum Polymerschaum 
mit Schlicker

Ausbrennen des 
Polymerschaum
s

Auffüllen mit 
Metallschmelze

Entfernen des 
Schlicker

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des Feingussverfahrens zur Herstellung eines offen-
porigen Metallschaums
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Zur Unterscheidung und Klassifizierung von offenporigen Schäumen dienen als charak-
teristische Größen:

• die Anzahl an Poren pro Länge
• die relative Dichte
• die Porosität
• die Konnektivität.

Dabei wird die Anzahl an Poren pro Länge in Poren pro Inch (ppi) gemessen und als
ppi-Zahl ausgedrückt. Sie definiert die mittlere Porengröße eines Schaums. Entsprechend
der Definition beschreibt eine höhere ppi-Zahl einen Schaum mit kleineren Poren und
umgekehrt ein kleinere ppi-Zahl einen Schaum mit größeren Poren. Die relative Dichte ρR
wird als Verhältnis der Dichte des Schaums ρS zur Dichte des Stegmaterials ρM mit

ρR = ρS
ρM

(3.1)

bestimmt. Die relative Dichte korreliert stark mit der Porosität, der Länge und Dicke
der Stege im Schaum und somit mit dessen Topologie. Allgemein gibt die Porosität P
das Verhältnis des von den Poren eingenommenen Volumens VP zum Gesamtvolumen
des Schaums VG mit

P = VP
VG

(3.2)

an. Für einen Schaum bestehend aus Stegen mit einem homogenen, inkompressiblen
Material bilden die Porosität P und die relative Dichte ρR keine unabhängigen Größen
und werden durch P = 1− ρR ineinander umgerechnet.
Eine weitere Größe, welche häufig zur Klassifizierung von Schäumen verwendet wird,
ist die Konnektivität. Sie beschreibt die Topologie von Schäumen. Gemessen wird die
Konnektivität als gemittelte Anzahl der Stege eines Schaums, die in einem Knoten
zusammenlaufen.

Aufgrund der hohen Porosität von Schäumen erinnern sie an Fachwerkstrukturen
und verteilen äußere Lasten auf die einzelnen Stege. Damit wird deutlich, dass die
Eigenschaften eines Schaums nicht allein von dem verwendeten Material abhängen,
sondern durch die Geometrie der Stege beeinflusst werden. Die Geometrie der Stege
wird z. B. durch deren Form und Länge beschrieben und durch die Größe der Poren
bestimmt. Somit hängen die Eigenschaften eines Schaums vom verwendeten Material
und der Struktur ab. Dieser Zusammenhang wird als Struktur-Eigenschaftsbeziehung
bezeichnet.
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Diese Beziehung wird durch die hierarchische Struktur von Schäumen beschrieben. Allge-
mein werden Schäume auf drei solcher hierarchischen Skalen charakterisiert [63, 125, 168].
Die Modellierung ganzer konstruktiver Bauteile findet auf der Makroebene statt, die
gleichzeitig die größte Skala darstellt. Die nächstkleinere Skala liegt in der Größenord-
nung einzelner bis weniger Poren eines Schaums vor. Bestimmt wird das Verhalten der
Mesoebene durch die Porengröße, die Verteilung und die Geometrie einzelner Poren.
Die Poren der Mesoebene setzen sich aus einzelnen Stegen zusammen. Die Mikroebene
stellt in dieser Gliederung die kleinste Skala dar und beschreibt die einzelnen Stege.
Anzumerken bleibt, dass die Unterteilung in eine weitere Skala möglich ist, die z. B. die
Kristallstruktur der Stege betrachtet. Im Rahmen dieser Arbeit wird auf diese Unter-
teilung verzichtet, da ein effektives Materialverhalten der Stege für die Modellierung
erforderlich ist. Abbildung 3.2 zeigt die hierarchischen Skalen beispielhaft für einen
offenporigen Aluminiumschaum in Anlehnung an Jung et al. [125].

Makroskala Mikroskala

F
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fie

(a) (c) (e)

3D
 C
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od
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l (b) (d) (f)

Gesamter Schaum 

(Bauteil)
Pore EinzelstegCT CT CT

Mesoskala

Abbildung 3.2: Hierarchische Struktur von offenporigen Metallschäumen am Beispiel eines
10 ppi Aluminiumschaums: (a) Schaum, (b) CT Modell des realen Schaums,
(c) einzelne Pore, (d) CT Modell der Pore, (e) Einzelsteg und (f) CT Mo-
dell des Einzelsteges; makroskopische CT-Aufnahmen, zur Verfügung gestellt
vom Fraunhofer-Institut für Techno- und Wirtschaftsmathematik ITWM in
Kaiserslautern

Für die Makro-, Meso- und Mikroebene sind jeweils eine reale Fotografie eines Schaums,
einer Pore bzw. eines Steges in Kombination mit dem jeweiligen 3D Modell gezeigt.
Alle drei Modelle wurden mithilfe einer Computertomographie (CT) erstellt. Die CT-
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Aufnahmen des gesamten Schaums wurden vom Fraunhofer-Institut für Techno- und
Wirtschaftsmathematik ITWM im Rahmen einer Kooperation mit dem Fachbereich Ma-
thematik der Technischen Universität Kaiserslautern zur Verfügung gestellt. Die Modelle
der einzelnen Pore und des Einzelsteges sind im Rahmen eines Forschungsaufenthaltes
am INSA (Institut National des Sciences Appliquées) in Lyon aufgenommen worden.
Zum vollständigen Verständnis des makroskopischen Verhaltens von Schäumen ist die
Charakterisierung des Verhaltens auf allen drei Ebenen notwendig. Dazu werden im
Folgenden die derzeitigen Alternativen zur Charakterisierung auf den unterschiedlichen
Ebenen beschrieben und zusammengefasst.

3.2 Makroskopische Charakterisierung von

Metallschäumen

Die makroskopische Charakterisierung setzt sich aus der Anwendung experimenteller Me-
thoden und der Modellierung des beobachteten Verhaltens zusammen. Zur Validierung
des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Multiskalenmodells ist die experimentel-
le Charakterisierung der Makroebene essentiell. Aus diesem Grund wird der Stand
der Forschung zur Charakterisierung im Speziellen von offenporigen Metallschäumen
beschrieben. Anschließend werden die unterschiedlichen Möglichkeiten der Modellie-
rung des beobachteten Verhaltens kurz zusammengefasst. Bedingt durch den zellulären
Aufbau weisen Metallschäume einen signifikanten Unterschied zwischen Zug- und Druck-
belastungen auf. Abbildung 3.3 verdeutlicht diesen Unterschied in einem schematischen
Spannungs-Dehnungs-Diagramm für Zug- und Druckbelastungen. Während unter Zug-
belastungen das Versagen der ersten Stege, respektive der ersten Porenlage, zu einer
fehlenden Verbindung zum restlichen Schaum und somit einem Abfall der Spannung
führt, wird unter Druckbelastungen ein anderes Verhalten beobachtet. Durch das Kolla-
bieren der ersten Porenlage wird diese in die darunterliegende Porenlage gedrückt und
überträgt die Belastung auf diese. Dabei wird die maximale Spannung σpcs, die kurz
vor dem Kollaps der ersten Porenlage erreicht wird, als „plastic collapse stress“ (PCS)
bezeichnet. Das sukzessive Kollabieren der Porenlagen führt zu einer annähernd kon-
stanten Spannung über einen großen Dehnungsbereich. Diese wird als Plateauspannung
σp bezeichnet und ist in Abbildung 3.3 im mittleren Bereich gekennzeichnet.

Der letzte Teil des Spannungs-Dehnungs-Diagramms zeigt die Verdichtung des Schaums
und den damit verbundenen Anstieg der Spannung. Unter Zugbelastungen wird die Span-
nung kurz vor dem Auseinanderreißen der ersten Porenlage ebenfalls als PCS bezeichnet.
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Abbildung 3.3: Schematische Darstellung typischer Spannungs-Dehnungs-Diagramme offenpo-
riger Metallschäume unter Zug- und Druckbelastung

Sowohl unter Zug- als auch unter Druckbelastung entspricht der Anfangsbereich keiner
Elastizität im klassischen Sinne. Da selbst für kleine Lasten und Deformationen erste
Stege irreversibel deformiert werden, wird dieser Bereich als pseudo-elastischer Bereich
bezeichnet.

Das Verhalten von Metallschäumen unter Zug- und Druckbelastungen ist gut er-
forscht [15, 102, 128, 183], jedoch ist die Beschreibung des Versagens unter multiaxialen
Belastungen, welches von großem Interesse ist, weniger erforscht. Der potentielle Einsatz
als Energieabsorber oder im Leichtbau [10] machen eine Charakterisierung des Verhal-
tens unter multiaxialen Lasten erforderlich. Weiter weisen Metallschäume, anders als
Metalle, eine bleibende Deformation unter hydrostatischer Belastung auf. Somit ist eine
Beschreibung über ein Fließkriterium nach von Mises [164, 165] nicht ausreichend, da
die plastische Kompressibilität zu einer geschlossenen konvexen Fließfläche führt [64, 65].
Um eine solche Fließfläche experimentell zu ermitteln, sind Zug- und Druckversuche
nicht ausreichend. Es ist eine Vielzahl unterschiedlicher Experimente notwendig, die
schematisch in Abbildung 3.4 in Anlehnung an Jung et al. [127] zusammengefasst sind.

Neben den uniaxialen Experimenten werden hydrostatische Experimente, einfache Scher-
versuche und Torsionsversuche zur Charakterisierung von Fließflächen von Metallschäu-
men verwendet [7, 64, 94, 189]. Multiaxiale Experimente werden durch Experimente
mithilfe eines Arcan-Aufbaus [8, 70, 227] oder durch die Überlagerung uniaxialer Lasten
mit Torsion bzw. einer Umkehrung der Reihenfolge realisiert [36, 94, 103]. Auf eine
detaillierte Darstellung der experimentellen Charakterisierung wird im Rahmen dieser
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Arbeit nicht eingegangen, da der Fokus auf der Modellierung liegt und die makro-
skopischen Experimente von PDDr.-Ing.Dr. rer. nat.Anne Jung durchgeführt und zur
Validierung des Modells zur Verfügung gestellt wurden. Die Versuchsdurchführung und
die Ergebnisse werden bei Jung [124] und Jung et al. [127, 128] eingehend beschrieben,
zusammengefasst und diskutiert. Bei Shafiq et al. [195] wird eine Zusammenfassung
unterschiedlicher Fließflächen für Schäume gegeben und die experimentelle Ermittlung
beschrieben. Eine der aufwendigsten Charakterisierungen von offenporigen Aluminium-
schäumen ist bei Jung et al. [127] zu finden.
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Abbildung 3.4: Auswahl an typischen Experimenten zur experimentellen Charakterisierung
des Fließverhaltens von Metallschäumen

Der beschriebene hohe experimentelle Aufwand zur Charakterisierung der Fließfläche von
Metallschäumen zeigt die Notwendigkeit geeigneter effizienter Simulationsmodelle. Dazu
werden Modellierungskonzepte und deren numerische Umsetzung benötigt. Dabei wird
die Modellierung der mechanischen Eigenschaften von Metallschäumen grundsätzlich in
drei Kategorien eingeteilt, die in Abbildung 3.5 dargestellt sind. Im blauen Drittel der
Abbildung 3.5 sind Mikrostrukturmodelle dargestellt. Alle Modelle, die die komplette
Mikrostruktur auflösen, werden unter diesem Begriff zusammengefasst.
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Abbildung 3.5: Modellierungskonzepte zur makroskopischen Charakterisierung von Metall-
schäumen, unterteilt in drei Hauptgruppen

Unter Vernachlässigung der Mikrostruktur wird das makroskopische Verhalten mithilfe
rein phänomenologischer Modelle beschrieben (s. Abb. 3.5 gelbes Drittel). Makroskopi-
sche Materialmodelle, die durch unterschiedliche Methoden einen Bezug zur Mikrostruk-
tur herstellen, stellen eine weitere Option zur Charakterisierung mikroheterogener
Materialien dar. Diese sind in Abbildung 3.5 im roten Drittel dargestellt. In den folgen-
den drei Abschnitten werden die farblich gekennzeichneten Modellierungskategorien
genauer beschrieben.
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Phänomenologische Modelle

Die einfachste Modellalternative stellt dabei ein rein phänomenologisches Materialmodell
dar, das den gesamten Schaum als ein Cauchy-Kontinuum auffasst. Die Modellparameter
dienen der Beschreibung des makroskopischen Verhaltens ohne Bezug zur Mikrostruktur
der Schäume. Somit werden physikalische Effekte, die das Verhalten prägen, nicht
berücksichtigt. Der große Vorteil dieser Materialmodelle liegt in der effizienten Simu-
lation ganzer Bauteile, die um ein Vielfaches größer sind als die Inhomogenitäten der
Mikrostruktur. Neben dem fehlenden Bezug zur Mikrostruktur besteht der größte
Nachteil im hohen experimentellen Aufwand, das Modell an die Realität anzupassen.
Dabei muss für jede Änderung, beispielsweise der Porengröße oder der Steggeometrie,
der experimentelle Datensatz zur Anpassung des phänomenologischen Materialmodells
erneuert werden. Insbesondere in Bezug auf die Bestimmung der Fließflächen der
Metallschäume sind hohe Kosten und ein erheblicher zeitlicher Aufwand mit den Än-
derungen des Schaums verbunden. Phänomenologische Materialmodelle beschränken
sich meist auf die Beschreibung der Spannungs-Dehnungs-Diagramme mithilfe von
elastisch-plastischen Materialmodellen, um so Vorhersagen bezüglich des Versagens bzw.
der Energieabsorption treffen zu können. Um das Materialverhalten von Metallschäu-
men durch elastisch-plastische Materialmodelle zu beschreiben, ist es notwendig, die
charakteristische Fließfläche abzubilden.
Dabei unterscheiden sich Metallschäume von vielen anderen Materialien durch ihr
Versagen unter hydrostatischem Druck. In der Literatur und in der Anwendung ha-
ben sich verschiedene Ansätze etabliert. Einer der ersten Ansätze ist die Verwendung
der Drucker-Prager-Fließbedingung, die ursprünglich der Beschreibung von Böden
diente. Im Hauptspannungsraum stellt das Drucker-Prager Modell einen Kegel um
die hydrostatische Achse dar. Die Drucker-Prager-Fließfläche wurde zur sogenannten
GAZT-Fließfläche zur Beschreibung von Schäumen erweitert. Die erste Weiterentwick-
lung fand durch Sugimura et al. [197] statt. Später erweiterten Gibson et al. [91, 207]
das Modell zur GAZT-Fließfläche, wie sie heute bekannt ist. Weitere Varianten der
GAZT-Fließfläche wurden von Miller [163] und Badiche et al. [13] vorgestellt. Die
Fließfläche nach Green [100] ist eine der ersten Fließflächen, die das Versagen von
Schäumen unter hydrostatischem Druck bzw. Zug berücksichtigt und einen Ellipsoid
um die hydrostatische Achse im Hauptspannungsraum bildet. Eine weitere geschlossene
Fließfläche, die nicht aus mehreren Fließflächen zusammengesetzt wird, wurde von
Ehlers [74] als Sieben-Parameter-Modell vorgestellt. Dieses Modell ist in der Lage, das
asymmetrische Fließverhalten von Schäumen [127] abzubilden. Eine weitere Möglichkeit,
die Asymmetrie abzubilden, bietet die Fließfläche von Bier und Hartmann [34, 35, 104],
die zur Beschreibung von Metallpulver entwickelt wurde. Dazu wird mittels einer loga-
rithmischen Interpolation zweier unterschiedlicher Fließflächen eine einzige Fließfläche
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generiert, die stets konvex ist. Eins der meist verwendeten Fließflächenmodelle für
Metallschäume ist das Modell von Deshpande und Fleck [64]. Die Idee von Deshpande
und Fleck basiert, wie die Idee von Green [100], auf der Beschreibung der Fließfläche
als Ellipsoid.

Mikrostrukturmodelle

Die Modellierungsansätze zur Beschreibung des makroskopischen Verhaltens von Schäu-
men basierend auf der Diskretisierung der gesamten Mikrostruktur werden unter dem
Oberbegriff der Mikrostrukturmodelle zusammengefasst. Ziel ist die Beschreibung und
die Nachbildung des makroskopischen Verhaltens ohne die hohe Anzahl an realen Versu-
chen. Der Nachteil der kompletten Auflösung der Mikrostruktur ist der hohe numerische
Aufwand. Da alle Stege der makroskopischen Schaumstruktur vernetzt werden müssen,
beinhaltet das numerische Modell eine hohe Anzahl an Freiheitsgraden. Neben der
Option, die reale Schaumstruktur beispielsweise durch CT-Aufnahmen [122, 123, 130]
in ein numerisches Modell umzuwandeln, werden idealisierte Schaumstrukturen er-
stellt [55, 89, 90, 90]. Da für jede Variation der Schaumparameter ein neues Modell
erstellt werden muss und die numerische Berechnung sehr aufwendig ist, sind vollaufge-
löste Mikrostrukturen für große Bauteile unbrauchbar. Neben den Effizienzproblemen
führen Materialparameter, die am verwendeten Vollmaterial des Schaums identifiziert
wurden, zu erheblichen Unterschieden zwischen Simulation und Experiment am Schaum.
Heinze et al. [111] zeigten eine deutliche Überschätzung des realen Verhaltens im
Vergleich zu den Experimenten an der realen Schaumstruktur.

Makroskopische Modelle mit Bezug zur Mikrostruktur

Eine weitere Alternative, das Materialverhalten von Metallschäumen zu beschreiben, ist
die Verwendung eines makroskopischen Modells unter Berücksichtigung der Mikrostruk-
tur. Dazu werden mikrostrukturelle Einflüsse in ein makroskopisches Kontinuumsmodell
einbezogen. Unterschieden werden Makromodelle mit Bezug zur Mikrostruktur in Mul-
tiskalenmodelle und erweiterte Kontinuumsmodelle. Für die Multiskalenmodelle bildet
dabei die Betrachtung eines repräsentativen Volumenelements (RVE) als kleinstmögliche
Volumeneinheit die Grundlage zur Beschreibung der mikroskopischen Inhomogenitäten.
Dabei liegt ein besonderes Augenmerk darauf, eine statistisch repräsentative Mikrostruk-
tur zu verwenden [72, 73, 79, 120]. Die Multiskalenmodelle bieten eine genaue Mög-
lichkeit, um das makroskopische Verhalten anhand der Mikrostruktur zu beschreiben.
Unterschieden werden grundsätzlich Mehrgitterverfahren, wie die FE2 Modelle und
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klassische Homogenisierungsmethoden, wie beispielsweise die Bestimmung des effektiven
E-Moduls (vgl. Voigt [214] und Reuss [187]). Dabei beschreibt die Homogenisierung
allgemein die Berechnung effektiver Eigenschaften auf der Makroskala durch eine theore-
tische Verschmierung der Heterogenitäten der Mikrostruktur [27, 28, 107, 108]. Sowohl
die FE2 Modelle als auch die klassischen Homogenisierungsmethoden ermöglichen die
Kopplung unterschiedlicher Skalen. Die Homogenisierung bildet für diese Arbeit die
wichtigste Methode zur Skalenkopplung und wird in Kapitel 4 beschrieben. Auf der
Makroskala wird ein homogenes Kontinuum vernetzt und für jeden Integrationspunkt
des FE-Netzes auf der Makroskala wird ein RVE hinterlegt. Dieses RVE besteht aus
der Mikrostruktur, die ebenfalls mit einem FE-Netz diskretisiert wird. Lokale makro-
skopische Dehnungen der Makroskala werden in Verschiebungsrandbedingungen für
die einzelnen RVEs übersetzt. Die Ergebnisse werden als effektive Eigenschaften in
Form von Reaktionskräften und Steifigkeiten auf die Makroskala zurückgeführt, die in
lokale makroskopische Spannungen umgewandelt werden. Dieser Schritt wird solange
durchgeführt, bis das Makromodell einen Gleichgewichtszustand für den globalen Be-
lastungszustand erreicht. Der Vorteil eines solchen Modells liegt in der Beschreibung
des makroskopischen Verhaltens ohne die Notwendigkeit, ein makroskopisches Material-
modell zu formulieren.
Weitere Homogensierungsmethoden zur Beschreibung des effektiven Materialverhaltens
von Metallschäumen basieren auf den Grundgedanken von Reuss [187] und Voigt [214].
Im Rahmen der Mischungstheorie [209, 211] findet die Bestimmung des effektiven
Materialverhaltens unter derAnnahme der Koexistenz unterschiedlicher Phasen statt.
Somit entsteht eine allgemeinere Mittelung der Eigenschaften über ein Verschmieren
aller Phasen über das Volumen. Weiter besitzt jede der einzelnen Phasen ihre eigene
Bewegungsfunktion und ein eigenes Konstitutivgesetz. Die Interaktion der einzelnen
Phasen wird durch die Bilanzgleichungen berücksichtigt. Die effektiven Materialeigen-
schaften werden anschließend durch eine Superposition unter Berücksichtigung der
Einzeldichten bestimmt. Detaillierte Beschreibungen der Mischungstheorie sind unter
anderen bei Bowen [41, 42] und Truesdell [210] zu finden. Eine Weiterentwicklung der
Mischungstheorie findet sich in der Theorie poröser Medien [62, 75], die eine Erweiterung
um das Konzept der Volumenanteile beschreibt. Dabei werden die Volumenanteile als
interne Variablen zur Charakterisierung der lokalen Zusammensetzung der Mischung ver-
wendet. Durch die fehlende Berücksichtigung der Mikrostruktur führt die Beschreibung
von Schäumen gleicher Porosität, aber unterschiedlicher Porengröße zu dem identischen
mehrphasigen Kontinuum.
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Eine weitere Kategorie makroskopischer Modelle mit Bezug zur Mikrostruktur bilden
erweiterte Kontinuumsmodelle. Der Unterschied in der Beschreibung liegt in der Be-
stimmung einer charakteristischen Länge anstelle effektiver Materialparameter. Jeder
Punkt des heterogenen Materials wird als homogen angesehen und durch zusätzliche
Freiheitsgrade wird der Bezug zu Mikrostrukturparametern ermöglicht. Zusätzlich zu
den Interaktionen der einzelnen Materialpunkte durch die Verschiebungsfreiheitsgrade
werden weitere Wechselwirkungen eingeführt. Diese Erweiterung wird auf unterschied-
lichste Weise realisiert, wie beispielsweise durch Einbeziehen höherer Gradienten der
Verschiebung oder zusätzlicher Freiheitsgrade. Eine Zusammenfassung und ein Über-
blick über die Entwicklung der Theorien sind bei Tekoğlu [204] gegeben. Grundsätzlich
werden Modelle mit höheren Gradienten der Verschiebung verwendet, indem neben den
Dehnungen der Gradient der Dehnung oder höhere Gradienten der Dehnung verwendet
werden. Die daraus resultierenden Spannungen werden als Hyperspannungen bezeichnet.
Diese Hyperspannungen geben zusätzliche Kopplungsterme zwischen den einzelnen
Materialpunkten an. Beispiele für die Verwendung höherer Gradienten der Dehnung
finden sich unter anderem bei Aifantis [1, 2], Coleman et al. [56], Diebels [66, 67] und
Green et al. [99]. Als weitere Möglichkeit, die Interaktion zweier Materialpunkte zu be-
schreiben, dient die Einführung zusätzlicher Freiheitsgrade. Neben den Verschiebungen
werden unabhängige kinematische Größen eingeführt, die wiederum zu unabhängigen
gekoppelten Spannungen führen. Der Ursprung der Erweiterung um unabhängige ki-
nematische Größen kann auf die Cosserat-Kontinuumstheorie [57] und auf die später
entwicklete Timoshenko-Balken-Theorie [205] zurückgeführt werden. Beispiele zur An-
wendung erweiterter Kontinuumsmodelle mit zusätzlichen Freiheitsgraden finden sich
in der mikromorphen Theorie [77, 212, 213]. Anwendungen der Theorie im Bezug zu
Metallschäumen werden z. B. bei Forest et al. [82] und Hütter et al. [115] besprochen.
Da im Rahmen der vorliegenden Arbeit auf eine Erweiterung der Kontinuumstheorie
verzichtet wird und nur im Ausblick diskutiert wird, sei auf die eingeführte Literatur
verwiesen.

3.3 Mikroskopische Charakterisierung von

Metallschäumen

Das makroskopische Verhalten hängt aufgrund des hierarchischen Aufbaus von Schäumen
vom verwendeten Material und von der Mikrostruktur ab. So lassen sich makrosko-
pisch beobachtete Phänomene auf Mechanismen der Mikroebene zurückführen. Der
Einfluss der Struktur der Schäume wurde in zahlreichen numerischen Untersuchun-
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gen betrachtet. Modelle des gesamten Schaums wurden mithilfe der Computertomo-
graphie erstellt und mit den Materialparametern des verwendeten Schaummaterials
simuliert [97, 98, 111, 119]. Die Ergebnisse zeigten im Vergleich zu den Experimen-
ten eine erhebliche Überschätzung der makroskopischen mechanischen Eigenschaften.
Erklärungen hierzu sind Unregelmäßigkeiten in der Dichte, Fehlstellen im Schaum
und die abweichenden Eigenschaften des Stegmaterials zum Vollmaterial. Den größ-
ten Einfluss hat dabei die Änderung der Eigenschaften des Stegmaterials [105]. Eine
Erklärung für die Änderung der Materialeigenschaften bietet die Herstellung durch
ein Feingussverfahren. Die wesentlich größere Oberfläche bezogen auf das Volumen
im Verhältnis zu einem gegossenen Vollmaterial führt zu Änderungen der Mikrostruk-
tur. Die daraus resultierende unterschiedliche Abkühlrate des Feingussverfahren im
Vergleich zur Herstellung des Vollmaterials führt zu unterschiedlichen Kornstrukturen.
Weiter bedingt ein ungleichmäßiges Abkühlen Eigenspannungen, die zu Inhomogenitäten
führen [105, 139, 221, 225].

Die Überschätzung der makroskopischen mechanischen Eigenschaften macht die Notwe-
nigkeit der Charakterisierung der Materialeigenschaften von einzelnen Stegen deutlich.
Alternativ kann eine Mikroindentation zur Bestimmung der Eigenschaften herangezo-
gen werden. Eine Nanoindentation hingegen würde die Eigenschaften einzelner Körner
bestimmen und somit keine neue Information liefern. Detaillierte Beschreibungen der
Verfahren finden sich unter anderem bei Oliver und Pharr [171, 172] sowie Chen und
Diebels [53]. Die Durchführung von Mikroindentation an Aluminiumschäumen wird bei
Amsterdam et al. [6] und Zhou et al. [225] ausgeführt. Weiter wurden durch Nanoin-
dentation die Härte [129] des verwendeten Schaummaterials bzw. die Härte und der
E-Modul [88, 125] gemessen. Durch Mikroindentation wurden an anderer Stelle ebenfalls
die Härte des Schaummaterials [52, 173, 193] und die Fließgrenze [173] bestimmt.

Die Charakterisierung der mechanischen Eigenschaften der Stege erfordert im Vergleich
zu standardisierten Zugversuchen individuelle Lösungen. Die unterschiedliche Form
einzelner Stege eines offenporigen Schaums, aber auch die Variation unterschiedlicher
Schäume bedingt ein Umdenken bei der Klemmung der Stege. Aus diesem Grund
wurden in den vergangenen Jahren speziell adaptierte Versuchsstände bzw. komplette
Neukonstruktionen vorgestellt [80, 133, 224]. Die Klemmung zur Aufbringung der
Deformation der Stege wurde dabei auf unterschiedlichste Weise realisiert. Neben
geschlitzten Haltern, die bei Zhou et al. [223, 224] Anwendung fanden, wurden die
Stege in den Versuchen von Betts et al. [32, 33] durch flache Klemmen eingespannt.
Eine Einspannung der Stege in den Versuchsstand ohne Reibung wurde durch einen
Formschluss von Schüler et al. [193] und Jung et al. [131, 133] eingeführt. Schüler et
al. [193] verwendeten eine Modellierungsmasse zum Ausrichten der Stege und fixierten
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diese anschließend mit einem Cyanacrylat-Klebstoff. Jung et al. [131, 133] verwendeten
mit Woodschem Metall gefüllte Vergusszylinder, die mit dem Versuchsstand verschraubt
wurden. Das Woodsche Metall liefert den Vorteil einer schnellen Fixierung des Steges
in den Vergusszylindern und reduziert somit die Zeit der Versuchsvorbereitung deutlich.
Eine weitere positive Eigenschaft ist die Lösbarkeit der Verbindung, wodurch eine
Fehlausrichtung korrigiert werden kann.

Eine weitere Herausforderung ist die Präparation der Proben für Zug-, Druck- oder
Biegeversuche. Dabei muss aus einem makroskopischen Schaum ein einzelner Steg
extrahiert werden. Zhou et al. [223, 224] waren im Jahr 2004 die Ersten, die Mikrozug-
versuche an Metallschaumstegen durchführten. Die Extraktion der Proben gelang ihnen
durch die Verwendung von Funkenerosion (EDM). Im ersten Schritt wurden 2mm dicke
Scheiben durch Drahterosion aus dem Schaum geschnitten. Durch Senkerodieren wurden
in einem zweiten Schritt einzelne Stege extrahiert. Da die Funkenerosion limitiert ist,
was sowohl das Material als auch die Größe des Schaums betrifft, wird meist ein sehr
feiner Seitenschneider verwendet, um einzelne Stege vorsichtig aus dem Schaum zu
extrahieren [131, 133, 193].

Verglichen mit Zugversuchen an genormten Probengeometrien weisen Zugversuche an
Stegen eine große Streuung auf. Diese ist bedingt durch die große Inhomogenität der
Proben durch den Herstellungsprozess und die unregelmäßige Geometrie. Die große
Streuung macht eine höhere Anzahl an Experimenten notwendig. Die unterschiedliche
Form der einzelnen Stege führt zu einer starken Geometrieabhängigkeit der Ergebnisse.
Um den Einfluss der Steggeometrie und der unterschiedlichen Längen der Stege zu
eliminieren, werden die Spannungs-Dehnungs-Diagramme bestimmt. Da anders als für
homogene und genormte Proben die Geometrie von Steg zu Steg variiert, ist ein größerer
Aufwand notwenig. Zur Bestimmung der Spannung aus den gemessenen Kraftwerten
muss zunächst die Querschnittsfläche der Stege bestimmt werden. In der Literatur werden
dazu verschiedene Alternativen vorgestellt,. Die Querschnittsfläche wird beispielsweise
über Dreiecke analytisch genähert [193, 223, 224] oder mittels CT-Aufnahmen der
Stege genau bestimmt. In Kombination mit einer großen Anzahl an notwendigen
Versuchen führt die Bestimmung mittels CT-Aufnahmen zu immensen Kosten. Um
diese zu reduzieren und die Experimente effizienter zu gestalten, stellten Jung et al. [132]
eine alternative Methode zur Bestimmung der Querschnittsfläche vor, in der durch
Messen der Querschnittsfläche nach dem Versuch die ursprüngliche Querschnittsfläche
abgeschätzt wurde. Dazu wird die Dehnung kurz vor dem Riss der Probe verwendet, um
Effekte durch die plastische Verformung einzubeziehen. Eine detaillierte Beschreibung
findet sich bei Jung et al. [132]. Eine kostengünstige Alternative zur Bestimmung der
ursprünglichen Geometrie der einzelnen Stege bietet die Photogrammetrie [111]. Mit
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einer selbstkonstruierten Vorrichtung werden Bilder der Stege aus unterschiedlichen
Ebenen rund um den Steg aufgenommen und anschließend ein 3D Modell erstellt.
Neben der Information über den Querschnitt der einzelnen Stege wird die Dehnung
benötigt. Da die Bestimmung der Dehnung aus dem Maschinenweg und der initialen
Länge zu erheblichen Fehlern führt, müssen andere Methoden verwendet werden. Zhou
et al. [223, 224] nutzten Oberflächenmarkierungen, um die Dehnung auszuwerten. Die
gängigste Methode ist die Digitale Bildkorrelation (DIC) [131, 193], abgeleitet aus
dem englischen Digital Image Correlation. Dazu wird die Oberflächenstruktur der
Stege oder alternativ ein vorher aufgebrachtes Specklemuster mithilfe einer Kamera für
unterschiedliche Zeitpunkte aufgenommen [131, 133, 136, 193]. Ansätze zur Optimierung
und Verbesserung der DIC wurden von Reis et al. [186] vorgestellt.

Neben Zugversuchen an einzelnen Stegen werden zur mikroskopischen Charakterisierung
auch Biege- und Druckversuche durchgeführt. Die Durchführung von Biegeversuchen
wurde bis dato nur von Reis et al. [186] realisiert. Dazu wurde der eigens konstruierte
Mikrozug-Versuchsstand [133, 218] um eine Aufnahme zur Durchführung einer Drei-
Punkt- bzw. Zwei-Punkt-Biegung erweitert [185]. Die Auswertung der Versuche erfolgt
über die Annahme der Bernoulli-Balken-Theorie und erfordert neben der Bestimmung
der Verschiebung mittels DIC die Ermittlung des Flächenträgheitsmomentes. Mikro-
druckversuche an einzelnen Stegen dienen anders als Zug- oder Biegeversuche nicht der
direkten Bestimmung von Materialparametern, sondern liefern lediglich Informationen
über die Deformationsmechanismen. Bleistein et al. [38] verwendeten die Versuche, um
die makroskopischen Eigenschaften von Metallschäumen unter uniaxialen Belastungen
vorherzusagen. Dabei dienten die Mikrozug- und Mikrodruckversuche als Eingangsgrößen
für eindimensionale Materialmodelle, die über eine numerische Homogenisierung mittels
der Microplane Theorie in ein 3D Materialmodell für den makroskopischen Schaum
verallgemeinert wurden. Es wurden keine Materialmodelle für die Versuche formuliert,
sondern die experimentellen Daten durch stückweise lineare Funktionen angenähert. Der
Fokus der Veröffentlichung lag auf der experimentellen Charakterisierung. Ferner wurden
lediglich makroskopische Zug- und Druckversuche zur Veranschaulichung des Potentials
der Modellvorstellung verwendet und keine vollständige Validierung durchgeführt. Da
die Druckversuche ein Stabilitätsproblem darstellen, beinhalten sie Struktureffekte, die
Rückschlüsse auf Materialkennwerte der Stege unzulässig machen. Jedoch dienen die
Ergebnisse dazu, das reale Verhalten einzelner Stege unter Druckbelastung abzubilden
und somit effektive mikroskopische Eigenschaften des Schaums in ein makroskopisches
Materialmodell zu integrieren.
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4
Modellierungsgrundlagen

Die Multiskalenmodellierung von Metallschäumen erfordert neben der Charakterisierung
des Materialverhaltens eine Kopplung der mikroskopischen Ebene der Einzelstege und
der makroskopischen Ebene des gesamten Schaums (Bauteils). Die Basis dafür bilden
Homogenisierungsmethoden, die im Folgenden zunächst allgemein eingeführt werden.
Diese Beschreibung dient dem Einstieg in die Microplane bzw. Microsphere Theorie und
in das Konzept der repräsentativen Raumrichtungen, die das Fundament des im Rahmen
dieser Arbeit entwickelten Multiskalenmodells bilden. Zur Vervollständigung wird die
Entwicklung der Microplane und der Microsphere Theorie bis zu ihrem Ursprung
im Jahr 1900 aufgeführt. Das Konzept der repräsentativen Raumrichtungen baut
auf den beiden Theorien auf und wurde erst in den 2000er Jahren entwickelt. Die
Darstellung der zeitlichen Entwicklung verfolgt das Ziel, die Gemeinsamkeiten bzw. die
Unterschiede der Theorien herauszustellen. Grundlegend dienen alle drei Ansätze einer
Verallgemeinerung mikroskopischer Materialeigenschaften, um das dreidimensionale
makroskopische Verhalten zu beschreiben. Aus diesem Grund wird eine allgemeine
Einführung der Microplane Theorie vorgenommen, die in weiten Teilen identisch mit
der Microsphere Theorie und dem Konzept der repräsentativen Raumrichtungen ist.
Die Beschreibung der Microplane Theorie bildet gleichzeitig den Stand der Forschung
im Bereich der Multiskalenmodelle mit Bezug zur selbigen ab. Die Grundlagen der
Microplane Theorie dienen dem Verständnis des entwickelten Multiskalenmodells zur
Skalenkopplung der Mikro- und Makroebene von offenporigen Metallschäumen.

– 51 –
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4.1 Homogenisierungsmethoden

Das makroskopische Verhalten vieler Materialien ist abhängig von deren mikrostrukturel-
len Eigenschaften. Die Natur liefert Beispiele für diese Abhängigkeit der makroskopischen
Eigenschaften von der Mikrostruktur. Holz besteht aus mehreren Fasern, die dessen
Verhalten stark beeinflussen. Weitere Beispiele finden sich in der Muskulatur oder in
den Knochen des menschlichen Körpers. Dabei setzt sich ein Muskel ebenfalls aus
einzelnen Fasern zusammen, wohingegen Knochen Beispiele für zelluläre Strukturen
darstellen. Um diese Abhängigkeit des makroskopischen Verhaltens von der Mikrostruk-
tur abzubilden, wird die Homogenisierung als Basis und Mittel zur Skalenkopplung
genutzt.

Die Homogenisierung wird als Mittel eingesetzt, um Mikro- in Makrogrößen
umzuwandeln, die die Mikro- und Makroskala verbinden. Dabei werden effektive
Eigenschaften eines Kontinuums aus der Mikrostruktur bestimmt. Allgemein
wird eine beliebige Größe durch eine volumetrische Mittelung über ein Gebiet Ω
mit

〈•〉 = 1
V

∫
Ω

• dv (4.1)

berechnet.

Durch Einbeziehen der Mikrostruktur in die Modellierung werden die physikalischen
Prozesse der Mikrostruktur abgebildet, die nicht explizit in phänomenologischen Model-
len enthalten sind. Durch eine geeignete Diskretisierung in unterschiedliche Teilgebiete
wird die integrale Form in eine Summe mit

〈•〉 =
∑
i

•i ωi (4.2)

überführt. Die Wichtungsfaktoren ωi stellen dabei die Verhältnisse der Teilvolumen
zum Gesamtvolumen dar. Detaillierte Beschreibungen finden sich bei Nasser [168] und
Hashin [106]. Die Umkehrung der Überlegung zur Homogenisierung wird unter dem
Begriff der Lokalisierung zusammengefasst. Die Lokalisierung beschreibt die Entwick-
lung der Mikrostruktur, die durch vorgegebene makroskopische Prozesse stattfindet.
Zusammenfassend ist unter beiden Begriffen die Kopplung unterschiedlicher Skalen
durch mathematische Modelle möglich. Im Rahmen der Arbeit wird ausschließlich die
Homogenisierung genauer erläutert.
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Für jede Art der Homogenisierung muss zunächst eine Bestimmung der Skalen erfolgen,
die durch die Homogenisierung gekoppelt werden. Um eine Homogenisierung durchzu-
führen, ist ein gewisser Größenunterschied zwischen den Skalen erforderlich, der als
Skalenabstand bezeichnet wird. Der notwendige Skalenabstand und dessen genauere
Definition werden bei Hill [112] und bei Hashin [106] beschrieben. Grundlegend müs-
sen sämtliche geometrischen Abmessungen der Makroebene wesentlich größer als die
mikroskopischen Heterogenitäten sein. Ein Beispiel ist durch Dualphasenstähle gegeben.
Deren Korngröße von einigen 100 Mikrometern ist deutlich kleiner als die Abmessung
ganzer Bauteile, die in der Größenordnung von Zentimetern bzw. Metern liegt. Mit den
definierten Grundprinzipien und dem geeigneten Skalenabstand werden unterschiedliche
Materialien durch Homogenisierungsmethoden charakterisiert. Grundsätzlich wird die
Homogenisierung in eine analytische und eine numerische Homogenisierung unterteilt,
wobei für beide Arten zunächst eine mikroskopische Größe bestimmt wird. Anschließend
werden durch eine entsprechende Homogenisierungsvorschrift die berechneten mikrosko-
pischen Größen zurück auf die Makroebene übertragen (vgl. Abb. 4.1).
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Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der kinematischen und statischen Projektion; Pro-
jektion der makroskopischen Größe auf die Mikroebene; Bestimmung der
verbleibenden mikroskopischen Größen und Definition eines Konstitutivgeset-
zes; Homogenisierung der mikroskopischen Größen, um eine effektive Größe
auf der Makroebene zu erhalten

Die einfachsten Konzepte bilden die analytischen Homogenisierungsmethoden nach
Voigt [214] und Reuss [187], die in Abbildung 4.2 schematisch dargestellt sind. Für
eine beliebige Kompositstruktur wird von einer konstanten Dehnung [214] bzw. einer
konstanten Spannung [187] für die unterschiedlichen Phasen einer Kompositstruktur
ausgegangen. Für die unterschiedlichen Phasen der Mikrostruktur wird die Spannung,
respektive die Dehnung, mithilfe eines Materialgesetzes bestimmt. Anschließend wird
über eine Mischungsregel eine gewichtete mittlere Spannung bzw. eine gewichtete
mittlere Dehnung der Makroebene berechnet. Die Projektion der makroskopischen
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Dehnungen auf die Mikroebene wird als kinematische Projektion und die Projektion der
makroskopischen Spannung auf die Mikroebene als statische Projektion bezeichnet. In
Abbildung 4.1 sind die statische und kinematische Projektion schematisch dargestellt.
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(a) (b)

Abbildung 4.2: Berechnung des effektiven E-Moduls eines mehrphasigen Verbundwerkstoffes
nach Voigt [214] (a) und Reuss [187] (b) schematisch für zwei Phasen

Neben Voigt [214] ging auch Taylor [199] von homogenen Dehnungsfeldern aus, wo-
hingegen Reuss [187] und Sachs [191] homogene Spannungsfelder annahmen. Aus der
schematischen Darstellung einer zweiphasigen Kompositstruktur in Abbildung 4.2 ist
die Annahme homogener Dehnungen für eine Orientierung der einzelnen Phasen in
Belastungsrichtung und die Annahme homogener Spannungen für eine Orientierung
quer zur Belastungsrichtung ersichtlich. Für eine parallele Ausrichtung müssen die
einzelnen Phasen gleich deformiert werden, wohingegen für eine Querorientierung die
Spannung wegen der identischen Querschnittsfläche identisch ist. Unter der Annahme
von rein elastischem Verhalten ergeben sich die effektiven E-Module aus den E-Moduln
der einzelnen Phasen wie in Abbildung 4.2 hergeleitet.
Die analytischen Homogenisierungsmethoden haben durch die getroffenen Annahmen
erhebliche Nachteile bezüglich der Beschreibung von Inhomogenitäten. So ist es bei
offenzelligen Schäumen, die unterschiedliche Anordnungen von Inhomogenitäten auf-
weisen, nicht mehr möglich, einen geschlossenen Ausdruck für das Materialverhalten
zu formulieren. Numerische Methoden hingegen liefern keine explizite Gleichung zur
Charakterisierung des Materialverhaltens, sondern resultieren in diskreten Werten für
die makroskopischen Größen. Im Rahmen der Homogenisierungsmethoden werden RVE
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verwendet. Die lokale makroskopische Deformation entspricht der auf das RVE aufge-
brachten Deformation und das entstehende Randwertproblem wird numerisch gelöst.
Im Anschluss wird das Ergebnis gemittelt und so der Zusammenhang der makroskopi-
schen Größen in Form von diskreten Werten geliefert. Das Vorgehen für die numerische
Homogenisierung anhand eines RVE wird unter anderem bei Hill [112] und Miehe [159]
beschrieben. Um ein makroskopisches Materialgesetz zur Abbildung des effektiven Ma-
terialverhaltens zu erhalten, wird meist ein phänomenologisches Modell an die diskreten
Ergebnisse angepasst. Eine weitere Methode zur Charakterisierung des makroskopi-
schen Verhaltens wird durch die Verwendung einer Diskretisierung auf beiden Skalen
beschrieben. Die sogenannte FE2 Methode oder Mehrgittermethode [79, 175] ermöglicht
eine direkte makroskopische Beschreibung des Materialverhaltens. Gleichzeitig wird
durch die Diskretisierung der Mikroebene der numerische Aufwand erhöht. Ansätze
zur Charakterisierung des Materialverhaltens von Schäumen unter Verwendung eines
RVE sind bei Diebels et al. [68, 69] gegeben. Dabei erfolgt eine Mittelung über die
einzelnen Phasen. Dazu werden durch Volumenanteile und durch den Einsatz der Mi-
schungstheorie die einzelnen mikroskopischen Größen gemittelt und die makroskopischen
Größen bestimmt. Eine spezielle Art der Homogenisierung wird durch die Microplane
Theorie und verwandte Theorien abgebildet. Dabei bieten diese Theorien die Option,
das Materialverhalten mittels 1D Konstitutivgesetzen zu beschreiben, wodurch die
Modellierung der beobachteten Eigenschaften vereinfacht wird.

4.2 Microplane Theorie

Die Basis der Microplane Theorie ist die Beschreibung des Materialverhaltens auf
unterschiedlichen Ebenen, welche bis ins Jahr 1900 zurückgeht. Im Rahmen der Bruch-
linientheorie von Mohr [166] wurde erstmals Materialverhalten auf unterschiedlichen
Ebenen beschrieben. Dabei wurden die Elastizitätsgrenze und das Bruchverhalten durch
unterschiedliche Bruchlinien definiert. Eine Übertragung der Idee auf plastisches Fließen
kristalliner Werkstoffe wurde 1938 von Taylor [200] vorgestellt und 1949 von Batdorf
und Budiansky [16] im Rahmen der Gleitebenentheorie der Kristallplastizität verwendet.
Die Gleitebenentheorie wurde in den 1980er und 1990er Jahren dahingehend weiterent-
wickelt, dass sie heute allgemein zur Beschreibung des Materialverhaltens von Metallen
verbreitet ist [158, 162, 192]. Zeitgleich zur Entwicklung der Gleitebenentheorie in den
1950er Jahren wurden Netzwerkmodelle zur Beschreibung des Materialverhaltens von
Polymeren entwickelt [81, 118, 206, 217]. Hierbei wird zur Modellierung des elastischen
Materialverhaltens von Polymeren ein Bezug zur molekularen Mikrostruktur hergestellt.
Die reale Verteilung der einzelnen Polymerketten wird durch vereinfachte geometri-
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sche Strukturen widergespiegelt. Die Gemeinsamkeit der Gleitebenentheorie und der
Netzwerkmodelle besteht in der Grundidee, das makroskopische Materialverhalten
durch unterschiedliche Richtungen zu beschreiben. Die Definition eines Konstitutiv-
gesetzes erfolgt eindimensional für die einzelnen Richtung. Der Unterschied liegt in
deren Interpretation. In der Gleitebenentheorie geben die Normalenvektoren der Glei-
tebenen die Richtungen vor, innerhalb der Netzwerkmodelle ist es die Orientierung der
Polymerketten.

In den 1980er Jahren wird zum ersten Mal der Begriff „Microplane Modell“ verwendet.
Bažant und Oh [23] definierten und prägten diesen Begriff im Rahmen der Beschreibung
von sprödem Materialverhalten. Mit der Entwicklung der Microplane Theorie waren
Bažant und Oh [23] die Ersten, die eine Schädigungsformulierung zur Beschreibung
des Materialverhaltens auf unterschiedlichen Ebenen einführten. Ausgangspunkt ihrer
Theorie sind die Inhomogenitäten von Beton. Dabei werden die Grenzschichten zwischen
der Zementmatrix und den festen Zuschlagsstoffen als bevorzugte Richtung für Mikro-
rissbildung angesehen. Neben einer allgemeineren Formulierung der Microplane Theorie
gegenüber der Gleitebenentheorie liegt der Hauptunterschied in der Projektion der
makroskopischen Größen auf die einzelnen Ebenen. Die Gleitebenentheorie basiert auf
einer Projektion des makroskopischen Spannungstensors auf die einzelnen Ebenen (vgl.
statische Projektion Abb. 4.1) und wird mit einer Homogenisierung nach Reuss [187] in
Verbindung gebracht. Die Microplane Modelle basieren hingegen auf einer kinemati-
schen Projektion und werden mit einer Homogenisierung nach Voigt [214] assoziiert.
Als makroskopische Größe wird dabei der Verzerrungstensor auf die einzelnen Ebenen
projiziert. Seit den 1980er Jahren wurde das Microplane Modell stetig weiterentwickelt.
Das erste Modell von Bažant und Oh [23], die M1 Version, berücksichtigte nur die
Normalkomponenten der Ebenen und beschrieb die mikroskopischen Spannungen über
ein skalarwertiges Konstitutivgesetz. Die erste Modifikation in der M10 Version [18]
des Microplane Modells beinhaltete eine Erweiterung durch die Tangentialrichtungen
und somit die Option, Scherung zu beschreiben. Die M10 Erweiterung der M1 Version
ermöglicht es, die vorher konstante Querkontraktion von ν = 0, 25 auf einen Bereich
zwischen −1 ≤ ν ≤ 0, 25 auszuweiten. 1988 wurde das Modell von Bažant und Prat [25]
in der M2 Version weiter modifiziert. Die Normalkomponente wurde in eine Gestalt- und
Volumenänderung unterteilt, wodurch der Wertebereich für die Querkontraktionszahl
auf −1 ≤ ν ≤ 0, 5 erweitert wurde. Die M3 Version [26] baut das Microplane Modell auf
moderate Deformationen von bis zu 10% aus. Die M4 Version von Bažant et al. [19, 21]
und Caner et al. [44] liefert schließlich eine Erweiterung auf beliebig große Deformatio-
nen. Carol et al. [51] fassen die Verallgemeinerung der Microplane Theorie auf große
Deformationen zusammen und liefern so einen Überblick über die unterschiedlichen
Formulierungsvarianten.
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Carol et al. [50] haben die thermodynamische Konsistenz der Microplane Modelle unter-
sucht und mit Ausnahme der M2 Version bestätigt. Kuhl et al. [142] erweiterten die in
der M4 eingeführte Energieformulierung auf inelastisches Materialverhalten. Die erste
Microplane Version wird ohne Einführung der Energieformulierung als thermodynamisch
konsistent angesehen. Seit der Jahrtausendwende wurden weitere Microplane Formulie-
rungen vorgestellt. Für Beton wurden die M5 und M7 Versionen formuliert [20, 45, 46].
Die Versionen M5f, M6, M6f und M7f sind die letzten Entwicklungen des Microplane
Modells und dienen der Charakterisierung von faserverstärktem Beton [29, 47, 48].
Neben der Verwendung für Beton und faserverstärkten Beton wurde die Microplane
Theorie auch für Ton [22], Erdboden [180], Gestein [24], Hartschäume [43], Faserver-
bundwerkstoffe [47, 58] und biologisches Gewebe [49] verwendet. Die Charakterisierung
von Schaumstrukturen ist dabei für Sandwichstrukturen und geschlossenporige Schäume
beschrieben [43]. Eine Beschreibung von offenporigen Schäumen mit einem direkten
Bezug zur Mikrostruktur wurde erstmals bei Bleistein et al. [37–39] beschrieben und ist
eine neue Art der makroskopischen Charakterisierung von offenporigen Metallschäumen.
Seit den 2010er Jahren wird die Microplane Theorie ebenfalls zur Beschreibung des
Materialverhaltens von Formgedächtnislegierungen verwendet [121, 154–157, 226].

Parallel zur Weiterentwicklung der Gleitebenentheorie wurden auch die Netzwerkmo-
delle weiterentwickelt [9]. Miehe et al. [161] haben ein Microsphere Modell vorgestellt,
welches in den Grundzügen ähnlich der Microplane Theorie M1 ist. Über eine kine-
matische Projektion wird der makroskopische Verzerrungstensor auf die Mikroebene
projiziert. Auf der Mikroebene werden statt Ebenen lediglich Orientierungen betrachtet.
Diese Orientierungen werden direkt den Polymerketten zugeordnet. Die Betrachtung
unterschiedlicher Richtungen in der Microsphere Theorie entspricht der Betrachtung
der Normalenrichtungen einzelner Ebenen im Rahmen der Microplane Theorie. Erwei-
tert wurde das Microsphere Modell [161] von Miehe et al. [160] um viskoelastisches
Materialverhalten und anschließend von Göktepe [95] um Schädigung.

In den 2000er Jahren hat Ihlemann [116] den Begriff der repräsentativen Raumrichtungen
geprägt, welcher von Freund et al. [83–85] und Lorenz et al. [151] zu Beginn der 2010er
Jahre etabliert wurde. Das Konzept der repräsentativen Raumrichtungen unterscheidet
sich von der Microplane oder Microsphere Theorie nur in der Abstraktion. So werden
keine ausgewählten Materialien beschrieben, sondern lediglich eindimensionale konsti-
tutive Zusammenhänge ohne direkte physikalische Interpretation der Mikrostruktur
definiert. Dabei liegt das Hauptaugenmerk des Konzepts auf der effizienten numerischen
Verallgemeinerung eindimensionaler Konstitutivgesetze. Diese führt zu vollständigen
dreidimensionalen Materialmodellen. Die Entwicklung der Theorien ist in Abbildung 4.3
zusammengefasst.
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4.2.1 Allgemeine Modellvorstellung der Microplane-basierten

Theorien

Im Folgenden wird die allgemeine Modellvorstellung der Microplane Theorie eingeführt.
Sie bildet die Basis zur genaueren Beschreibung des Multiskalenmodells für Metall-
schäume. Eine detaillierte Herleitung der Microplane Theorie M1 [23] bildet dabei den
Grundgedanken der Microsphere Theorie [161] und des Konzepts repräsentativer Raum-
richtungen [83] ab, weshalb auf eine separate Einführung der drei Theorien verzichtet
wird. Alle drei Theorien basieren ausschließlich auf der Normalkomponente der einzelnen
Ebenen und können identisch beschrieben werden. Der Unterschied der Theorien liegt
dabei in der physikalischen Interpretation der einzelnen Richtungen. Die Berechnung
der Streckung λ der einzelnen Normalenrichtungen und die Mittelung der Spannungen
auf der Mikroebene zu einem makroskopischen Spannungstensor unterscheiden sich
nicht. Die Erweiterung der Microplane Theorie M1 um eine Tangentialkomponente
wird anschließend genauer beschrieben. Alle spezielleren Formulierungen der Theorie
werden im Rahmen dieser Arbeit nicht betrachtet und sind für die Entwicklung des
vorgestellten Materialmodells für offenporige Metallschäume nicht relevant.

Die allgemeine Modellvorstellung basiert auf der Idee, das Materialverhalten mit Bezug
zur Mikrostruktur zu beschreiben, ohne die Mikrostruktur in ihrer vollständigen Komple-
xität abzubilden. Die Mikrostruktur eines Körpers wird dabei auf wesentliche Merkmale
reduziert. In der Gleitebenentheorie werden die Kristallstruktureigenschaften von Me-
tallen als wesentliche Merkmale verwendet [16]. Bažant et al. [23] hingegen beschreiben
das Materialverhalten mithilfe der Grenzschichten zwischen der Zementmatrix und den
festen Zuschlagsstoffen von Beton. In der Microsphere Theorie nach Miehe et al. [161]
werden die einzelnen Polymerketten betrachtet und deren Orientierung als Richtung
analog zur Normalenrichtung der Ebenen in der Microplane Theorie beschrieben. Allen
gemeinsam ist die Modellierung einer beliebigen Mikrostruktur. Zunächst wird eine
makroskopische Deformation auf die Mikroebene projiziert. Für jeden Punkt des ma-
kroskopischen Kontinuums wird auf der Mikroskala eine Einheitskugel definiert, welche
wiederum in einzelne Tangentialebenen und damit Richtungen unterteilt wird. Die
Tangentialebenen der Einheitskugeln dienen der Beschreibung der Mikrostruktur. Die
Normalenrichtung der einzelnen Tangentialebenen bildet die Basis für die einfachsten
Modelle. Für jede einzelne Normalenrichtung wird ein eindimensionales Konstitutiv-
gesetz definiert, um aus den projizierten Dehnungen die entsprechenden Spannungen
der einzelnen Ebenen zu bestimmen. Eine Erweiterung der Idee um die Tangentialkom-
ponenten der Ebene führt zu einem zusätzlichen eindimensionalen Konstitutivgesetz.
Die berechneten mikroskopischen Spannungen für die unterschiedlichen Ebenen der
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Einheitskugel werden durch die Integration über die Kugeloberfläche zu Spannungen
auf der Makroebene homogenisiert. Zur Reduktion des numerischen Aufwandes wird
eine diskrete Anzahl an Richtungen und somit an Ebenen definiert. Die Integration
über die Kugeloberfläche wird zu einer gewichteten Summe. Abbildung 4.4 stellt die
allgemeine Modellvorstellung für die beschriebene kinematische Projektion dar. Mittels
der allgemeinen Modellvorstellung ist es möglich, das von der Mikrostruktur abhängige,
makroskopische Materialverhalten von beliebigen Materialien in einer homogen Struktur
zu beschreiben.

"
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Abbildung 4.4: Grundidee der Microplane Theorie abgewandelt nach Kuhl [140]

Die Diskretisierung der Einheitskugel zur numerischen Integration wurde von Bažant
et al. [17, 18, 23] in den 1980er Jahren beschrieben. Abbildung 4.5 zeigt eine Auswahl
an potentiellen Diskretisierungen nach Bažant et al. [17]. Im Fall einer orthogonal
symmetrischen Diskretisierung (vgl. Abb. 4.5 (c)-(f)) ist aus Gründen der Symmetrie
nur ein Achtel der Kugel dargestellt. Für den Fall einer nicht orthogonal symmetrischen
Diskretisierung (vgl. Abb. 4.5 (a) und (b)) wird die gesamte Kugel abgebildet. Die
Linien in den einzelnen Skizzen dienen lediglich zur Veranschaulichung und zur besse-
ren räumlichen Vorstellung. Die Wichtung der einzelnen Richtungen erfolgt mithilfe
unterschiedlicher Annahmen analytisch nach Bažant und Oh [17] und ermöglicht die
Beschreibung von isotropem Materialverhalten. Alternativ bietet eine Anpassung der
Wichtungsfaktoren die Beschreibung von Anisotropie. Für eine isotrope Verteilung
der Wichtungen kann die Grundidee der Voronoi-Diagramme [215, 216] verwendet
werden. Jedem Diskretisierungspunkt der Kugeloberfläche wird eine Fläche aus den
Punkten zugeordnet, die bezüglich der euklidischen Norm näher an dem speziellen
Diskretisierungspunkt liegt als an jedem anderen.
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Die in Abbildung 4.5 (a)-(b) dargestellten Diskretisierungen basieren auf einem Penta-
gondodekaeder mit dem Umkugelradius von eins. Das Pentagondodekaeder ist einer
der fünf Platonischen Körper und setzt sich aus zwölf gleichen Fünfecken zusammen.
Abbildung 4.5 (a) bildet ein Pentagondodekaeder und gleichzeitig die Diskretisierung
der Einheitskugel mit 20 Punkten ab. Aufgrund der Symmetrie vereinfacht sich die Mo-
dellierung zu 2 × 10 Punkten. Die Eckpunkte liegen auf dem Umkreis mit dem Radius
eins und die Fünfecke bilden nicht die zugehörigen Flächen eines Voronoi-Diagramms ab.
Durch Hinzufügen der Flächenschwerpunkte der einzelnen Fünfecke und die Projektion
auf die Einheitskugel wird eine Diskretisierung mit 32 Punkten erreicht, die ebenfalls
durch Symmetrie auf 2 × 16 Punkte reduziert wird (s. Abb. 4.5 (b)). Die weiteren vier
Skizzen in Abbildung 4.5 (c)-(f) stellen orthogonal symmetrische Diskretisierungen mit
einer unterschiedlichen Anzahl an Oberflächenpunkten dar.
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Abbildung 4.5: Abgewandelte Abbildung unterschiedlicher Diskretisierungsmöglichkeiten der
Einheitskugel wie von Bažant und Oh [17] eingeführt

In Untersuchungen zur Abhängigkeit der Microplane Theorie von der Ausrichtung der
Orientierungen von Bažant et al. [24] wurde die Genauigkeit der einzelnen Diskreti-
sierungen getestet. Die Abweichung wurde durch Berechnungen mit unterschiedlichen
Orientierungen der Kugel unter gleichen Lasten bestimmt und die ursprüngliche Orientie-
rung als Referenz betrachtet. Die quantitativen Abweichungen wurden für entfestigendes
Verhalten gemessen. Die Analyse zur numerischen Integration der Kugeloberfläche führ-
te Bažant et al. [24] zu dem Ergebnis, dass eine Diskretisierung mit 2 × 21 Richtungen
(s. Abb. 4.5 (c)) mit einer Abweichung von maximal ±3 % ein zufriedenstellendes Ergeb-
nis liefert. Eine maximale Abweichung von ±1 % wird durch Modelle mit mindestens
2 × 33 Punkten auf der Kugeloberfläche (s. Abb. 4.5 (f)) erlangt. Für andere Belas-
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tungsfälle wurden keine Untersuchungen durchgeführt. In Abbildung 4.5 (c) ist die in
der vorliegenden Arbeit verwendete Diskretisierung mit 2 × 21 Punkten dargestellt.
Die genauen Angaben für die Diskretisierung der einzelnen Halbkugeln finden sich in
tabellarischer Form bei Bažant et al. [17, 23]. Die Diskretisierung der Kugeloberfläche
mit 2 × 21 Punkten ist in Tabelle 4.1 angegeben. Zur Identifizierung der einzelnen
diskreten Richtungen dient der überschriebene Index n einer beliebigen Variabeln

n

(•) .
Die eingeführte Notation wird im Folgenden für alle Größen, die zu den diskreten
Richtungen der Einheitskugel gehören, verwendet.

Tabelle 4.1: Diskretisierung der Einheitskugel mit 2 × 21 Oberflächenpunkten nach Bažant et
al. [17, 23], wie sie in der vorliegenden Arbeit verwendet werden als kartesische
x-y-z-Koordinate vom Mittelpunkt der Einheitskugel beschrieben

Richtung n n
x-Koordinate n

y-Koordinate n
z-Koordinate Wichtungsfaktor n

ω

1 1 0 0 0,026521424
2 0 1 0 0,026521424
3 0 0 1 0,026521424
4 0,707106781 0,707106781 0 0,019930147
5 0,707106781 -0,707106781 0 0,019930147
6 0,707106781 0 0,707106781 0,019930147
7 0,707106781 0 -0,707106781 0,019930147
8 0 0,707106781 0,707106781 0,019930147
9 0 0,707106781 -0,707106781 0,019930147
10 0,387907304 0,387907304 0,836095597 0,025071237
11 0,387907304 0,387907304 -0,836095597 0,025071237
12 0,387907304 -0,387907304 0,836095597 0,025071237
13 0,387907304 0,387907304 -0,836095597 0,025071237
14 0,387907304 0,836095597 0,387907304 0,025071237
15 0,387907304 0,836095597 -0,387907304 0,025071237
16 0,387907304 -0,836095597 0,387907304 0,025071237
17 0,387907304 -0,836095597 -0,387907304 0,025071237
18 0,836095597 0,387907304 0,387907304 0,025071237
19 0,836095597 0,387907304 -0,387907304 0,025071237
20 0,836095597 -0,387907304 0,387907304 0,025071237
21 0,836095597 -0,387907304 -0,387907304 0,025071237
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4.2.2 Grundlagen der Microplane Theorie M1

Die Grundlagen der Modellierung für die Normalkomponente der Mikroebene sind
für die Microplane und Microsphere Theorie sowie für das Konzept repräsentativer
Raumrichtungen in weiten Teilen identisch. Aus diesem Grund wird bewusst auf die
detaillierte Beschreibung der einzelnen Theorien verzichtet. Da die Microplane Theorie
M1 die Basis der Modelle bildet, dient diese gleichzeitig als Namensgeber des Kapi-
tels. Die Grundlagen werden für beliebig große Deformationen eingeführt. Die dabei
verwendete Notation wird analog zu Kapitel 2 verwendet.

Die Basis bildet die diskretisierte Kugeloberfläche. Die Verbindung des Kugelmittel-
punktes zu den einzelnen Punkten auf der Kugeloberfläche dient als Normalenvektor der
einzelnen Mikroebenen. Die Definition der Kugel als Einheitskugel realisiert eine direkte
Verwendung der Normalenvektoren, da diese normierte Richtungsvektoren darstellen.
Aus den genannten Symmetrien erfolgt die Beschreibung ausschließlich für eine Halbku-
gel und wird bei der numerischen Integration durch deren Superposition mit dem Faktor
zwei berücksichtigt. In Abbildung 4.6 dient die zweidimensionale Vereinfachung einer
Einheitskugel der Darstellung einer beliebigen Deformation und der damit verbundenen
Streckung der Normalenvektoren. Die verwendeten Größen zur Herleitung der Dehnung
der einzelnen Normalenrichtungen sind in der Skizze eingezeichnet. Zur Beschreibung
der Dehnung wird der Green-Lagrange-Verzerrungstensor E verwendet.

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
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Abbildung 4.6: Zweidimensionale Veranschaulichung der Einheitskugel als Einheitskreis; links
im undeformierten Zustand und in den Größen der Referenzkonfiguration;
rechts in einem exemplarisch deformierten Zustand und in den Größen der
Momentankonfiguration
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Durch die Definition als Einheitskugel wird der Normalenvektor der Ebene durch den
Verbindungsvektor vom Mittelpunkt der Einheitskugel zum entsprechenden Punkt auf
der Oberfläche der Einheitskugel beschrieben. Die entsprechende Streckung des Norma-
lenvektors ergibt sich aus der Streckung dieses Verbindungsvektors. Bezogen auf die
Kontinuumsmechanik entspricht der Verbindungsvektor der undeformierten Kugel einem
Linienelement d

n

X der Referenzkonfiguration mit der Länge eins. Dementsprechend
wird der Verbindungsvektor in der Momentankonfiguration mit dem Linienelement
dnx beschrieben. Die Streckung eines Linienelements wird nach Gleichung (2.11) be-
rechnet. Die unterschiedlich orientierten Normalenvektoren der n Richtungen werden
in der Referenzkonfiguration durch die Einheitsvektoren nn beschrieben. Mit diesem
Zusammenhang werden die definierten Linienelemente d

n

X der Referenzkonfiguration
durch die Einheitsvektoren nn der einzelnen Richtungen der Einheitskugel ersetzt. Das
Umstellen der Gleichung (2.11) führt zur Berechnung der Streckung

n

λ der n Richtungen
der Einheitskugel mit

n

λN =

√√√√√ nn√
nn · nn

·C ·
nn√
nn · nn

, (4.3)

als Funktion der Normalenvektoren nn der Referenzkonfiguration. Die Norm der n Ein-
heitsvektoren

√
nn · nn ist eins und die Streckung

n

λN der einzelnen Richtungen wird
mit

n

λN =
√

nn ·C · nn (4.4)

berechnet. Durch die Definition des Green-Lagrange-Verzerrungstensors E über den
rechten Cauchy-Green-Strecktensor C aus Gleichung (2.18) wird die Streckung als

n

λN =
√

nn · (2 E + I) · nn (4.5)

dargestellt. Über den eindimensionalen Zusammenhang der Streckung mit der Dehnung
in der Referenzkonfiguration

n

λN =
√

2
n

EN + 1 , (4.6)

wird schließlich der Zusammenhang des Green-Lagrange-Verzerrungstensors E und
dessen Projektion

n

EN auf die n Richtungen der Einheitskugel mit

n

EN = nn · E · nn (4.7)
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definiert. Somit lässt sich die beschriebene kinematische Projektion des Green-Lagrange-
Verzerrungstensors anhand des Projektionstensors

n

N = nn ⊗ nn (4.8)

als

n

EN =
n

N : E , (4.9)

wie bei Carol et al. [51] bzw. Kuhl et al. [141] eingeführt, schreiben. Die projizierten
Dehnungen in die n diskreten Richtungen werden verwendet, um mithilfe eines belie-
bigen eindimensionalen Konstitutivgesetzes die Spannungen

n

PN der n Richtungen zu
bestimmen (vgl. Abb. 4.4). Allgemein wird die Spannung

n

PN vom Typ der Nominal-

spannung als Funktion der Streckungen
n

λN , der Streckgeschwindigkeiten
n

λ̇N und einem
Satz von i internen Variablen

n

Γi mit

n

PN =
n

PN

(
n

λN ,
n

λ̇N ,
n

Γi
)

(4.10)

bestimmt. Aus der Homogenisierung und der damit verbundenen Bedingung, dass die
makroskopische Spannungsleistung identisch der effektiven Spannungsleistung sein muss,
folgt die Forderung, dass die makroskopische Spannungsleistung dPσ identisch mit der
Summe aller Spannungsleistungen d

n

P σ der unterschiedlichen Richtungen ist. Somit
wird über die Gleichung

dPσ =
∑
n

d
n

P σ (4.11)

die Grundlage zur Bestimmung der makroskopischen Spannung geliefert. Durch den
Bezug der Spannungs- und Dehnungsmaße auf die Referenzkonfiguration wird Glei-
chung (4.11) als

S : Ė dV =
∑
n

n

PN

n

λ̇N d
n

V =
∑
n

n

SN
n

λN
n

λ̇N d
n

V (4.12)

in Abhängigkeit des 2. PK sowie dessen eindimensionalem Pendant
n

SN und des Green-
Lagrange-Verzerrungstensors E dargestellt. Der Quotient d

n

V /dV beschreibt den Anteil
des Volumens einer bestimmten Raumrichtung im Verhältnis zu einem betrachteten
Volumenelement des gesamten Kontinuums. Das betrachtete Volumenelement des Kon-
tinuums entspricht in der Referenzkonfiguration dem Volumen der Einheitskugel. Das
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Volumenverhältnis entspricht den Wichtungsfaktoren n
ω, wodurch sich die Summe zu

S : Ė =
∑
n

n

SN
n

λN
n

λ̇N
n
ω (4.13)

vereinfacht. Werden finite Flächenelemente betrachtet, kann die Berechnung der Wich-
tungsfaktoren durch die Voronoi-Diagramme erfolgen und wird als ausreichend genaue
Näherung angesehen. Die zeitliche Ableitung der Streckung

n

λN aus Gleichung (4.4)
wird mit dem Zusammenhang

Ċ = 2 Ė (4.14)

in Abhängigkeit der Normalenvektoren nn und der Verzerrungsgeschwindigkeit Ė als

n

λ̇ = 1
n

λ

nn⊗ nn : Ė (4.15)

dargestellt. Das Einsetzen des gewonnenen Zusammenhangs aus Gleichung (4.15) in
Gleichung (4.12) ergibt

(
S −

∑
n

n

SN
nn⊗ nn n

ω

)
: Ė = 0 . (4.16)

Da Gleichung (4.16) für beliebige Verzerrungsgeschwindigkeiten Ė gelten muss, wird
der makroskopische 2. PK beschrieben durch

S =
∑
n

n

SN
nn⊗ nn n

ω (4.17)

und stellt die Homogenisierung der mikroskopischen Spannungen dar. Eine detaillierte
Beschreibung für beliebige Diskretisierungen ist bei Freund [83] gegeben. Bei Carol et
al. [51] und Kuhl [140] führen alternative Überlegungen zum identischen Ergebnis für
die Homogenisierung der Spannungen für eine Normalenrichtung nn im Rahmen der
Microplane Theorie.

4.2.3 Erweiterung der Microplane Theorie M1

Im Laufe der Jahre wurde eine Vielzahl an unterschiedlichen Microplane Modellen
entwickelt, um gleichzeitig unterschiedliche Materialien, wie z. B. Beton, geschlossen-
porige Schäume [43], Polymere [95, 161], Faserverbundwerkstoffe [47, 58] oder neuere
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Materialien, wie Formgedächtnislegierungen [154, 155], zu charakterisieren. An dieser
Stelle wird die für diese Arbeit verwendete Erweiterung um eine Tangentialkomponente
auf der Mikroebene vorgestellt. Eine Übersicht über einen Großteil der Erweiterungen
bezüglich der Microplane Theorie ist bei Carol et al. [51] gegeben.

Zusätzlich zur Projektion des Dehnungstensors in die Normalenrichtungen der einzelnen
Tangentialebenen wird die Dehnung in die Tangentialebene projiziert. Analog zur
Projektion in die Normalenrichtung (vgl. Gl. (4.9)) wird ein Projektionstensor

n

T = nn ·
4
I− nn⊗ nn⊗ nn (4.18)

mit den Normalenvektoren der Ebenen und dem Einheitstensor
4
I vierter Stufe definiert.

Die Dehnung
n

ET in der Tangentialebene ergibt sich als Vektor

n

ET =
n

T : E = nn · E− nn
n

EN (4.19)

und kann in Abhängigkeit der Normalenvektoren der einzelnen Richtungen und der in
Normalenrichtung projizierten Dehnung bestimmt werden. Da die Dehnungen

n

EN
nn

und
n

ET stets senkrecht aufeinander stehen, kann der Tangentialvektor
n
t mit

n
t =

n

ET

|
n

ET |
(4.20)

definiert werden. In Abbildung 4.7 ist die Projektion der makroskopischen Dehnung als
Vektor auf die n-te Ebene und die anschließende Zerlegung des Vektors in die Normal-
und Tangentialebene schematisch dargestellt.

Unter Verwendung des Betrags
n

ET = |
n

ET | der tangentialen Dehnungskomponente
ergibt sich in Tangentialrichtung ein eindimensionales Konstitutivgesetz. Die berechnete
Spannung

n

ST des eindimensionalen Konstitutivgesetzes entspricht dem Betrag des
zweidimensionalen Spannungsvektors

n

ST mit

n

ST = |
n

ST | . (4.21)
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Für die definierten orthogonalen Normalen- und Tangentialvektoren folgt die Homogeni-
sierung der Normalen- und Tangentialkomponente unter Berücksichtigung der Beziehung
n
t · nn = 0. Weiter führt der Zusammenhang

n
t ·
(
nn ·

4
I
)

=
(
n
t⊗ nn

)
:

4
I = 1

2

(
n
t⊗ nn + nn⊗

n
t
)

(4.22)

zu der makroskopischen Spannung

S =
∑
n

(
n

SN
nn⊗ nn +

n

ST
1
2

(
n
t⊗ nn + nn⊗

n
t
))

n
ω . (4.23)

Erweiterungen wie der volumetrisch-isochore Split werden in der Implementierung
des Multiskalenmodells nicht verwendet und entsprechend nicht weiter ausgeführt. Die
Grundideen für alle in dieser Arbeit durchgeführten Weiterentwicklungen der Microplane
Theorie sind mit den dargestellten Ansätzen beschrieben.

n
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n
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n-te Ebene

n

ET =
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t
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Abbildung 4.7: Projektion der makroskopischen Verzerrung auf die n-te Ebene einer diskreti-
sierten Kugel und Projektion des Verzerrungsvektors der Ebene in Normal-
und Tangentialkomponente



5
Materialmodellierung

Zur Beschreibung des makroskopischen Materialverhaltens von offenporigen Metallschäu-
men mit Bezug zur Mikrostruktur dient ein Homogenisierungsansatz. Die vorgestellte
Microplane Theorie aus Kapitel 4 liefert das mathematische Grundgerüst. Eine neuartige
Interpretationsmöglichkeit der Einheitskugeln der Microplane Theorie ermöglicht eine
Skalenkopplung zwischen der Makro- und Mikroskala offenporiger Metallschäume. Dazu
wird jeder Punkt des Kontinuums gleichzeitig als statistische Verteilung aller Stege und
als eine Einheitskugel interpretiert. Daraus resultiert die Interpretation der einzelnen
Richtungen der Einheitskugel als Wahrscheinlichkeitsverteilung für die einzelnen Stege
und somit kann jede Richtung mit dem Verhalten eines Steges beschrieben werden.
Zunächst wird ein erstes Modell auf Basis der M1 Theorie [23] vorgestellt. Innerhalb
des Modells werden ausschließlich die Komponenten in Normalenrichtung betrachtet.
Die 1D Materialmodelle der Microplane Theorie werden durch Zug- und Druckversuche
an einzelnen Stegen motiviert. Im zweiten Teil des Kapitels wird die Modellvorstellung
um Biegemechanismen erweitert. Die Grundlage der Modellerweiterung um das Biegen
von Stegen bildet die M10 Theorie [18]. Neben der Identifikation der Eigenschaften der
Normalenrichtung durch Zug- und Druckversuche wird die Tangentialrichtung mit einem
Biegen der einzelnen Stege des Schaums assoziiert. Motiviert wird diese Erweiterung
durch makroskopische Versuche am gesamten Schaum. Die Erweiterung um die Be-
rücksichtigung von statistisch ausgewerteten Stegorientierungen ermöglicht es, weitere
Mikrostrukturparameter in das Modell einzubeziehen. Daraus resultiert die Option, das
Modell für unterschiedliche Schaumstrukturen anzupassen. Den Abschluss des Kapitels
bildet die Ausarbeitung der numerischen Umsetzung des Modells in FEAPTM [201–203].

– 69 –



70 Kapitel 5. Materialmodellierung

5.1 Microplane-basiertes Multiskalenmodell für

offenporige Metallschäume

5.1.1 Modellvorstellung

Zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von Metallschäumen auf der Makroebe-
ne wird ein auf der Microplane Theorie nach Bažant und Oh [23] basierendes Modell
verwendet. Das Hauptaugenmerk des Modellierungsansatzes liegt auf der Abbildung
des mechanischen Verhaltens der Makroebene durch eine phänomenologische Beschrei-
bung der Experimente der Mikroebene. Die in Kapitel 4 vorgestellte M1 Microplane
Theorie [23] bildet die Basis der Modellierung und die beschriebenen Formeln stellen
die Grundlage der numerischen Umsetzung dar. Die Beschreibung des makroskopischen
Verhaltens von Metallschäumen erfolgt mit der Betrachtung des gesamten Schaums als
homogenes Kontinuum (vgl. Abb. 5.1 (a)).

z

x y

Schaum ≜
homogenem 
Kontinuum

(a) (b)

jede Richtung der Einheitskugel
≜ möglicher Stegorientierung

Abbildung 5.1: Interpretation des makroskopischen Schaums als homogenes Kontinuum (a);
Auffassung jeder Einheitskugel als statistische Verteilung der Stegorientie-
rungen, woraus die Interpretation jeder Richtung der Einheitskugel als eine
mögliche Stegorientierung folgt; Berücksichtigung der Stegorientierung durch
Richtungen der diskretisierten Einheitskugel verdeutlicht an einem Achtel der
Kugel (b)
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Jeder Punkt des Kontinuums bildet die statistische Verteilung der Stegorientierung
ab und gleichzeitig wird dort eine Einheitskugel definiert. Damit repräsentiert die
Einheitskugel die statistische Verteilung aller Stege und jede einzelne Richtung der
Einheitskugeln wird durch das Verhalten der Stege bestimmt. Durch diese simultane In-
terpretation des Kontinuumspunktes folgt die Kopplung der Mikro- mit der Makroskala,
wie in Abbildung 5.1 dargestellt. Die Orientierung des Steges innerhalb des Schaums
wird dabei durch die unterschiedlichen Richtungen der diskretisierten Einheitskugel
(s. Kap. 4.2.1) in das Modell einbezogen. Da die 2 × 21 diskret verteilten Richtungen der
Einheitskugel nicht alle Stegorientierungen abbilden, werden sie den nächstmöglichen
Richtungen zugeordnet. Abbildung 5.1 (b) zeigt die Zuordnung der Stegorientierungen zu
den Richtungen der Einheitskugel für drei exemplarische Richtungen einer Viertelkugel.

In der M1 Theorie werden die Deformationen der einzelnen Richtungen nur über ih-
re Normalenrichtung beschrieben. In der beschriebenen Modellvorstellung ist diese
gleichbedeutend mit der Belastung der Einzelstege unter Zug- bzw. Druckbelastung.
Die Bestimmung der 1D Konstitutivgesetze der einzelnen Stege wird durch eine rein
phänomenologische Beschreibung der uniaxialen Versuche an Einzelstegen vorgenom-
men. Durch die dreidimensionale Geometrie der Stege ist es notwendig, die in den
Experimenten ermittelten Daten zu normieren, um der Einheitslänge und der rei-
nen eindimensionalen Ausdehnung der einzelnen Richtungen der Einheitskugel zu
entsprechen. Damit ist eine Beschreibung des makroskopischen mechanischen Ver-
haltens von Metallschäumen rein durch Versuche an einzelnen Stegen des Schaums
möglich. Das makroskopische Verhalten wird dementsprechend ausschließlich durch
Konstitutivgleichungen der Mikroebene beschrieben. Gleichzeitig wird durch die Homo-
genisierung im Rahmen der Microplane Theorie kein mikroskopisches Modell verwendet,
wodurch die Vernetzung der Mikroebene und der damit verbundene höhere numeri-
sche Aufwand entfällt. Das eingeführte Modell bildet somit eine neue Möglichkeit zur
Beschreibung des Materialverhaltens von Metallschäumen. Die entwickelte Modellvor-
stellung zur skalenübergreifenden Charakterisierung von Metallschäumen entspricht
einem Multiskalenmodell (vgl. Abb. 3.5).
Für die Modellentwicklung wird zunächst eine Implementierung mit einer gleichmäßi-
gen Verteilung der Stegorientierungen im Schaum vorgenommen. Die von Bažant und
Oh [23] vorgestellten Diskretisierungen besitzen Wichtungsfaktoren zur Beschreibung
von isotropem Materialverhalten. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Steg einer der diskre-
ten Richtungen zugeordnet wird, entspricht dem Wichtungsfaktor dieser Richtung. Für
die Annahme, dass alle Stegorientierungen gleich häufig auftreten, können somit die
Wichtungsfaktoren aus Tabelle 4.1 verwendet werden.
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5.1.2 Numerische Umsetzung

Zur numerischen Umsetzung der beschriebenen Modellvorstellung wird ein Material-
modell in Form einer Umat-Routine in der FE-Software FEAPTM implementiert. Der
Hauptvorteil der Umat-Routine in FEAPTM liegt in der Möglichkeit, das Materialver-
halten direkt für einen Integrationspunkt des FE-Netzes zu definieren. Alle notwendigen
Schritte, die im Rahmen der FEM standardmäßig durchgeführt werden müssen, sind
im Aufbau von FEAPTM zur Verwendung der Umat-Routine enthalten. Der Zusam-
menhang des FE-Modells und der Mikrostruktur wird durch die Zuordnung jedes
Integrationspunktes zu einem Punkt des Kontinuums beschrieben. Wie in Abbildung 5.1
dargestellt, entspricht somit jeder Integrationspunkt der statistischen Verteilung der
Stege im Schaum und gleichzeitig einer Einheitskugel des Microplane Modells.

Zur Beschreibung des Materialverhaltens wird eine finite Theorie für beliebige De-
formationen zugrunde gelegt. Als Eingangsgröße für die Umat-Routine dient der De-
formationsgradient an jedem Integrationspunkt. Die Eingangsgrößen können beliebig
erweitert werden und ermöglichen somit die Übergabe von Materialparametern, die in
einer Eingabedatei definiert werden. Die Ausgabe der Umat-Routine muss in Form des
Cauchy-Spannungstensors und des zugehörigen Steifigkeitstensors in der Momentankon-
figuration erfolgen.
Da im Allgemeinen der Steifigkeitstensor aus der Differentiation der Spannung nach
der Dehnung bestimmt wird, muss für jede Änderung des Konstitutivgesetzes der
Steifigkeitstensor neu bestimmt werden. Besonders im Fall von nichtlinearen Konstitu-
tivgesetzen wird der Aufwand zur analytischen Bestimmung des Steifigkeitstensors groß.
Zur schnelleren Änderung des Konstitutivgesetzes bietet es sich an, die analytische
Differentiation durch eine numerische zu ersetzen.

Die Bestimmung des Steifigkeitstensors entspricht der Bestimmung der Steigung einer
beliebigen mehrdimensionalen Funktion. An dieser Stelle wird auf den Begriff der
numerischen Tangente [96] verwiesen, die das oben beschriebene Problem aufgreift. Für
eine beliebige Funktion f(x̃) in Abhängigkeit des n dimensionalen Vektors x̃ folgt der
Differentialquotient zur Bestimmung der Steigungsmatrix m mit

m = df(x̃)
dx̃

=



∂f1

∂x̃1
· · · ∂f1

∂x̃n
∂f2

∂x̃1
· · · ∂f2

∂x̃n... . . . ...
∂f2

∂x̃1
· · · ∂f2

∂x̃n


(5.1)
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und kann in Indexschreibweise als

mij = ∂fi(x̃)
∂x̃j

(5.2)

dargestellt werden. Durch Ersetzen des Differentialquotienten in Gleichung (5.2) mithilfe
der Definition des Differenzenquotienten ergeben sich die Komponenten der Steigungs-
matrix zu

mij = ∂fi(x̃)
∂x̃j

= fi(x̃ + ∆x x̂j) − fi(x̃)
∆x , (5.3)

mit der Variation ∆x ≈ v(1 + |x̃j|). Dabei entspricht v annähernd der Wurzel aus der
Toleranz des gewählten Datentyps [177] und x̂j dem Einheitsvektor der j-ten Richtung.
Dieser Zusammenhang ermöglicht es, den Steifigkeitstensor zu einem beliebigen Span-
nungstensor zu bestimmen. Durch die Verwendung der numerischen Tangente wird das
implementierte Materialmodell universell einsetzbar und beliebige Methoden zur Berech-
nung des makroskopischen Spannungstensors am Integrationspunkt können verwendet
werden. Im Rahmen der Microplane Theorie ist die Bestimmung der eindimensionalen
Steifigkeiten wegen des komplexen nichtlinearen Materialverhaltens aufwendig. Die
Berechnung der Spannung durch ein Prädiktor-Korrektor-Verfahren ermöglicht keine
explizite Formulierung des Konstitutivgesetzes und somit keine einfache analytische
Ableitung. Mit der Verwendung der numerischen Tangente entfällt dieser Schritt und
die eindimensionalen konstitutiven Zusammenhänge sind variabel, ohne die Steifigkeiten
zu bestimmen.

Innerhalb der Umat-Routine wird aus dem Deformationsgradienten unter Verwendung
von Gleichung (2.12) der Green-Lagrange-Verzerrungstensor bestimmt (vgl. Gl. (2.18)).
Dieser dient als Grundlage für die Implementierung des Microplane Modells. Zur Projek-
tion des Green-Lagrange-Verzerrungstensors im Rahmen der Microplane Theorie wird
zunächst die Einheitskugel definiert. Dazu wird die in Tabelle 4.1 angegebene Diskreti-
sierung für eine Kugel mit 2 × 21 diskreten Richtungen definiert. Die Einheitsvektoren
der definierten Kugel dienen als Normalenvektoren für die Microplane Theorie. Unter
der Verwendung der Normalenvektoren wird der Green-Lagrange-Verzerrungstensor in
die einzelnen Richtungen der Einheitskugel projiziert (vgl. Gl. (4.9)). Für jede Richtung
wird anschließend ein Konstitutivgesetz zur Berechnung der Spannung definiert. Hierbei
wird das unterschiedliche Verhalten der Stege unter Zug- und Druckbelastung anhand
einer Fallunterscheidung berücksichtigt. Die Definition der Konstitutivgesetze wird
an die später vorgestellten experimentellen Ergebnisse angepasst. Anschließend wird
der makroskopische 2.PK durch die in Gleichung (4.17) beschriebene Homogenisie-
rung berechnet. Die Verwendung der numerischen Tangente erfordert die Berechnung
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der Spannung für einen variierten Green-Lagrange-Verzerrungstensor zur Bestimmung
des Steifigkeitstensors

4
C in der Referenzkonfiguration. Als letzter Schritt erfolgt die

Berechnung des Cauchy-Spannungstensors und des Steifigkeitstensors
4
D in der Mo-

mentankonfiguration durch einen push forward. Der Cauchy-Spannungstensor wird,
wie in Gleichung (2.25) beschrieben, aus dem 2.PK bestimmt. Der push forward des
Steifigkeitstensors

4
C ist definiert als

4
D = 1

J
F⊗ F :

4
C : FT ⊗ FT . (5.4)

Die Herleitung des Zusammenhangs ist bei Bonet und Wood [40] und in der Dokumentati-
on von FEAPTM [202] gegeben. Die Beschreibung der implementierten eindimensionalen
Konstitutivgesetze erfolgt nach der Auswertung der Zug- und Druckversuche an Ein-
zelstegen in Kapitel 7, um einen direkten Bezug zum mechanischen Verhalten auf der
Mikroebene herzustellen.
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5.2 Erweitertes Microplane Multiskalenmodell

Die Motivation zur Erweiterung des aus Zug- und Druckdaten bestehenden Modells
folgt aus Beobachtungen in Experimenten am gesamten Schaum. Wie in Abbildung 5.2
exemplarisch für einen uniaxialen Druckversuch dargestellt, ist die Deformation der
einzelnen Stege nicht allein durch uniaxiale Deformation charakterisiert. Einige Stege
erfahren unter der makroskopisch uniaxialen Druckbelastung eine Verschiebung senk-
recht zur Stegorientierung. Die rot gekennzeichneten Stege erfahren eine Deformation,
die mit einer Biegebeanspruchung vergleichbar ist. Die gestrichelten Linien in Abbil-
dung 5.2 stellen die ursprünglichen Konfigurationen von jeweils drei Stegen dar. Für
eine fortschreitende Deformation ändert sich die Konfiguration der drei Stege. Die
gestrichelte Linie ist für alle drei Zeitpunkte identisch. Dabei wird das reale Verhalten
der Stege in makroskopischen Experimenten durch die Überlagerung von Stauchung
bzw. Dehnung und einer Zwei- bzw. Drei-Punkt-Biegung charakterisiert. Die Motivation
am realen Verhalten von Schäumen unter uniaxialer makroskopischer Belastung liefert
die Annahme, dass für alle makroskopischen Lastfälle eine Überlagerung von einer Zug-
bzw. Druckbelastung mit einer Biegebelastung auftritt.

1

2

1

2

(a) (b)

t0 t1>t0 t2>t1

Abbildung 5.2: Motivation zur Erweiterung des Microplane Modells um die Biegung der Stege;
(a) Makroskopische Probe unter Druckbelastung; (b) Bildserie aus dem Versuch
für die Bereiche 1 und 2 aus (a) für drei Zeitpunkte

Mit der Vereinfachung, dass die Zwei- und Drei-Punkt-Biegung den gleichen Defor-
mationsmechanismus repräsentieren, wird in der Modellierung der Bezug zur Zwei-
Punkt-Biegung hergestellt. Die Erweiterung der Modellvorstellung um eine Biegung
erfordert eine zusätzliche Richtung im Rahmen der Microplane Theorie. Diese ist in
der M10 Theorie zusätzlich mit der Tangentialkomponente der einzelnen Ebenen gege-
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ben (s. Kap. 4.2.3). Mit den Erkenntnissen aus den makroskopischen Experimenten,
dass die Stege zusätzlich senkrecht zu ihrer Stegachse deformiert werden, bildet die
M10 Theorie die Basis einer erweiterten Interpretation. Die Tangentialkomponente der
Dehnung wird als normierte Durchbiegung der einzelnen Richtungen der Einheitskugel
betrachtet. In der Modellvorstellung, dass jede Richtung der Einheitskugel eine mögliche
Stegorientierung des realen Schaums darstellt, entspricht dies der Durchbiegung eines
Steges. Somit wird die Tangentialkomponente der Microplane M10 Theorie durch eine
Zwei-Punkt-Biegung an Stegen beschrieben.

Da in der realen Deformation sowohl Zwei- als auch Drei-Punkt-Biegung auftritt, wird
der Unterschied der experimentellen Ergebnisse an späterer Stelle diskutiert. Abbil-
dung 5.3 (a) zeigt die Erweiterung um eine Tangentialkomponente der Microplane
Theorie am Beispiel einer Achtelkugel. Die Normalkomponente ist in Grün und die
Tangentialkomponente in Rot dargestellt. Die Kombination aus beiden Komponenten
ergibt die in Gelb dargestellte Gesamtverschiebung der Diskretisierungspunkte der
Einheitskugel. In Abbildung 5.3 (b) ist die Interpretation der Normal- und Tangen-
tialkomponente als uniaxiale Verschiebung und Durchbiegung mit analogen Farben
am Steg dargestellt. Durch den zusätzlichen Bezug zur Biegung von Stegen wird in
Kombination mit der phänomenologischen Beschreibung der Zug- und Druckversuche
eine möglichst reale Beschreibung der Mikrostruktur erreicht. Der weitere konstitutive
Zusammenhang für die einzelnen Richtungen der Einheitskugel liefert einen separaten
Satz an Materialparametern, der die Querkontraktion des Modells beeinflusst.

(a) (b)

uGes
uTan

uNor

uNor

uTan

Abbildung 5.3: Aufteilung der gesamten Verschiebung der diskreten Oberflächenpunkte der
Einheitskugel in Normal- und Tangentialverschiebung (a); Interpretation der
Normalverschiebung als uniaxiale Druck- bzw. Zuglast und der Tangential-
verschiebung als Zwei-Punkt-Biegung für jede Richtung und somit für den
Einzelsteg
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Die Interpretation der Tangentialkomponente als Biegung der Stege bietet die Option,
unterschiedliches Verhalten für variierte Mikrostrukturen zu berücksichtigen. Für einen
Schaum mit dünnen langen Stegen kann die Biegung als dominanter angenommen
werden und dementsprechend die Tangentialkomponente im Modell stärker gewichtet
werden. Somit bietet sich eine Vielzahl von Optionen, auf einzelne Struktureigenschaften
des Schaums einzugehen. Die Implementierung der dargestellten Erweiterung ist im We-
sentlichen identisch zum beschriebenen Vorgehen für das ursprüngliche Modell. Die Un-
terschiede liegen in der zusätzlichen Projektion des Green-Lagrange-Verzerrungstensors
in die Tangentialrichtung. Dazu wird der in Gleichung (4.19) gegebene Zusammenhang
genutzt. Zusätzlich wird die Homogenisierungsvorschrift aus Gleichung (4.17) durch
Gleichung (4.23) ersetzt. Durch diese Änderungen wird mit einem aus Biegeversuchen an
Stegen motivierten Konstitutivgesetz die Tangentialspannungskomponente der Micropla-
ne Theorie berechnet. Aus den Spannungen der einzelnen Richtungen der Einheitskugel
in Normal- sowie Tangentialrichtung wird der makroskopische 2.PK für den einzelnen
Integrationspunkt bestimmt.

Mittels der Bestimmung einer leicht abweichenden Spannung durch die Variation des
Green-Lagrange-Verzerrungstensors unter Verwendung der numerischen Tangente wird
die Steifigkeitsmatrix

4
C analog zu Gleichung (5.3) bestimmt. Um die Erweiterbarkeit

und die Variabilität der Implementierung zu ermöglichen, wurde das Modell modular
implementiert. Aus diesem Grund können beispielsweise Änderungen an den Konstitutiv-
gleichungen der Mikroebene vorgenommen werden, ohne den restlichen Programmaufbau
anzupassen. Eine schematische Darstellung der Implementierung und des modularen
Aufbaus ist in Abbildung 5.4 gegeben.

Dabei stellt die FE-Software FEAPTM den FE-Rahmen und liefert für beliebige Elemente
die Deformation jedes einzelnen Integrationspunktes. Zusätzlich können Historyvaria-
blen und Materialparameter an die Umat-Routine übergeben werden. Innerhalb der
Umat-Routine muss die Cauchy-Spannung und die dazugehörige Steifigkeit der Mo-
mentankonfiguration bestimmt werden. Dazu werden zunächst sämtliche verwendeten
Variablen initialisiert. Die Einheitskugel wird ebenfalls als Subroutine initialisiert. Diese
Umsetzung ermöglicht eine Änderung der Diskretisierung der Einheitskugel, ohne an
der restlichen Umat-Routine Änderungen vorzunehmen. Mit Gleichung (2.18) wird
der Green-Lagrange-Verzerrungstensor berechnet. Mit den durch die Einheitskugel
definierten diskreten Richtungen wird dieser anhand der kinematischen Projektion auf
die einzelnen Normalen- und Tangentialrichtungen projiziert. Die projizierten Verzer-
rungen dienen als Grundlage für die eindimensionalen Konstitutivgesetze. Durch die
Homogenisierung (vgl. Gl. 4.23) wird der makroskopische 2.PK berechnet.
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Variablen Initialisierung

FEAP
•FE-Framework
•Freie Elementwahl
•Übergabe: 
•Deformationsgradient am Integrationspunkt
•Materialparameter, Historyvariablen

Umat-Routine
•Materialmodell am Integrationspunkt

•Übergabe: 
•Cauchy-Spannungstensor
•Steifigkeitstensor MK
•Historyvariablen

Definition Einheitskugel
•Diskretisierung, Normalenvektoren
•Wichtungsfaktoren

Berechnung Green-Lagrange-Verzerrungstensor

Kinematische Projektion
•Normalenrichtung
•Tangentialrichtung

Konstitutivgesetz
•1D für jede Richtung

Homogenisierung
•Bestimmung 2.PK am Integrationspunkt

Variation Green-Lagrange-Verzerrungstensor

Kinematische Projektion
•Normalenrichtung
•Tangentialrichtung

Konstitutivgesetz
•1D für jede Richtung
•Newton Iteration für nichtlineare Modelle

Homogenisierung
•Bestimmung 2.PK am Integrationspunkt

Numerische Tangente
•Bestimmung Steifigkeitstensor RK

Push forward
•2.PK zu Cauchy-Spannungstensor
•Steifigkeitstensor in RK zu Steifigkeitstensor in MK

•Assemblieren Systemsteifigkeitsmatrix
•Newton Iteration zur Lösung des globalen Randwertproblems

Abbildung 5.4: Aufbau der Implementierung des Materialmodells als benutzerdefiniertes Ma-
terialmodell; modularer Aufbau zur besseren Strukturierung und Modifikation
des Modells
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Zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix unter Verwendung der numerischen Tangente wird
die beschriebene Prozedur noch einmal mit einer variierten Deformation durchgeführt.
Daraus resultiert eine marginal abweichende Spannung. So kann mit Gleichung (5.3)
der Steifigkeitstensor in der Referenzkonfiguration bestimmt werden, ohne das Konsti-
tutivgesetz zu kennen. Der letzte Schritt ist die Umrechnung der Spannung und der
Steifigkeit in die Momentankonfiguration, um diese gemeinsam mit den Historyvaria-
blen an die FE-Software FEAPTM übergeben zu können. Aus diesen Werten wird die
Systemsteifigkeitsmatrix assembliert und gemeinsam mit der Randbedingung und einer
Newton Iteration die Lösung bestimmt.

5.2.1 Erweiterung des Modells um stochastische Geometrie-

parameter des gesamten Schaums

Die im Modell enthaltenen Wichtungsfaktoren für die Homogenisierung der mikroskopi-
schen Spannungen (vgl. nω in Gl. (4.17) und Gl. (4.23)) basieren auf der Veröffentlichung
von Bažant und Oh [23] und dienen der Beschreibung von isotropem Materialverhalten.
Da die vorgestellte Interpretation die Wichtungsfaktoren direkt mit der Wahrscheinlich-
keit für eine gewisse Stegorientierung im realen Schaum koppelt, wird im Folgenden
eine Möglichkeit zur Ermittlung dieser Stegorientierung vorgestellt.

Im Rahmen einer Kooperation mit dem Fraunhofer-Institut für Techno- und Wirtschafts-
mathematik und dem Fachbereich Mathematik der Technischen Universität Kaiserslau-
tern wurde eine CT-Aufnahme einer realen makroskopischen Schaumstruktur generiert.
Die CT-Aufnahme wurde von einem 10 ppi Aluminiumschaum (AlSi7Mg0.3, Celltec Ma-
terials GmbH in Dresden, Deutschland) aufgenommen. Die Größe des Schaums betrug
dabei 42, 51 × 42, 10× 40, 98 mm3, was in etwa fünf Poren pro Raumrichtung entspricht.
So wird ein repräsentatives Volumen garantiert und die Auswertung der CT-Daten
bildet die reale Verteilung der Stegorientierung des untersuchten Aluminiumschaums
ab.

Das aus der CT-Aufnahme generierte Volumen besitzt eine Voxelauflösung von 29, 44µm
und enthält entsprechend der Größe 1444 × 1430 × 1392Voxel. Zur besseren Daten-
verarbeitung wird die Auflösung der Voxel halbiert, wodurch eine Voxelauflösung von
58, 88µm resultiert. Aus dem Bilderstapel wird mithilfe einer Schwellwertbestimmung
nach Otsu [174] der Schaum vom Hintergrund separiert und das entstandene binari-
sierte Volumen geglättet. Die Segmentierung der Stege basiert auf der von Cheng et
al. [54] vorgestellten Methode, die im Groben eine Skelettierung der Schaumstruktur
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durchführt. Die entstandenen Stegsegmente dienen zur Bestimmung der Orientierung
der realen Stege. Dazu wird der Verbindungsvektor der Endpunkte jedes Segmentes als
Orientierungsvektor aufgefasst. Durch Normierung des Vektors wird die Orientierung
der realen Schaumstege als Einheitsvektor dargestellt.

Zur späteren Zuordnung der Stegorientierungen zu den einzelnen Richtungen des Micro-
plane Modells werden alle Orientierungen in fünf Kategorien unterteilt. Diese Kategorien
werden in Abhängigkeit von der z-Koordinate eingeteilt, die der Richtung der longi-
tudinal ausgerichteten Poren entspricht. Die Ausbildung der longitudinalen Poren ist
durch den Herstellungsprozess bedingt. So entstehen beim Schäumen der als Rohling
dienenden Polymerschäume ovale Formen. Eine Einteilung analog zur z-Komponente
der Richtungsvektoren der Einheitskugel des verwendeten Microplane Modells liefert
fünf unterschiedliche Kategorien (s. Tab. 4.1). Die Einteilung der Kategorien ist in
Abbildung 5.5 am Beispiel der Diskretisierung der Einheitskugel und der entsprechen-
den Zuordnung unterschiedlicher Stegorientierungen gegeben. Zur Veranschaulichung
sind die Orientierungen der fünf Kategorien an exemplarischen Stegen eines Schaums
mit derselben Farbe gekennzeichnet. Die einzelnen Bereiche der fünf Kategorien in
Abhängigkeit der z-Komponente sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst.

z

yx

Kategorie 5

Kategorie 4
Kategorie 3

Kategorie 2

Kategorie 1

Abbildung 5.5: Einteilung der Kategorien anhand der z-Komponente der Einheitskugel und
deren Zuordnung zu Stegorientierungen im Schaum
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Tabelle 5.1: Einteilung der Stegorientierung in fünf Kategorien in Abhängigkeit der
z-Koordinate entsprechend der longitudinalen Porenausrichtung

Einteilung nach z-Koordinate
Kategorie Einteilungsuntergrenze Einteilungsmittelpunkt Einteilungsobergrenze
1 0 0,0969 0,1938
2 0,1938 0,3706 0,5474
3 0,5474 0,6595 0,7715
4 0,7715 0,8448 0,9180
5 0,9180 0,9590 1

Die Veranschaulichung der Orientierungen erfolgt in Abbildung 5.6 als normierte
Häufigkeitsverteilung auf der Oberfläche einer Einheitskugel. In Abbildung 5.6 (a)
wird die Verteilung aller Stege dargestellt. Dabei wird die ungleichmäßige Verteilung
deutlich. Diese ist durch die ausgeprägte Orientierung in z-Richtung bedingt. Durch
die annähernde Rotationssymmetrie um die z-Achse kann eine orthotrope Verteilung
der Stegorientierungen angenommen werden. Die Orientierungen werden aus diesem
Grund in Kategorien abhängig von der z-Koordinate eingeteilt.

Normierte Wahrscheinlichkeitsverteilung [-]

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

Gesamt Kategorie 1 Kategorie 2

(a) (b) (c)

Kategorie 3 Kategorie 4 Kategorie 5

(d) (e) (f)

z

yx

Abbildung 5.6: Verteilung der Richtungen für den gesamten Schaum (a); Verteilung der Rich-
tungen eingeteilt nach Kategorien abhängig von der z-Koordinate der Einheits-
kugel zur Veranschaulichung der Rotationssymmetrie um die z-Achse (b)-(f)
(abgewandelt nach Bleistein et al. [39])
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Die normierte Wahrscheinlichkeitsverteilungen der nach Kategorien eingeteilten Orien-
tierungen sind in Abbildung 5.6 (b)-(f) für ansteigende z-Komponenten der Richtungen
dargestellt. Für alle fünf Kategorien bildet sich eine annähernd symmetrische Verteilung
der Orientierung um die z-Achse ab. Dies belegt die Annahme aus Abbildung 5.6 (a).
Unter Verwendung der rotationssymmetrischen Verteilung um die z-Achse werden die
Wichtungsfaktoren über die einzelnen Kategorien ermittelt. Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Steg in der entsprechenden Kategorie vorliegt, dient dabei als Grundlage.
Die Wahrscheinlichkeit der einzelnen, diskreten Richtungen wird durch die Anzahl
an Richtungen pro Kategorie bestimmt. In Tabelle 5.2 sind die durch die statistische
Auswertung bestimmten Wichtungsfaktoren für die in Tabelle 4.1 vorgestellte Kugeldis-
kretisierung zusammengefasst. In Abbildung 5.7 ist die verwendete Nummerierung der
Raumrichtungen aus Tabelle 5.2 für eine Halbkugel graphisch dargestellt.
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Abbildung 5.7: Nummerierung der diskreten Richtungen der Einheitskugel für das Microplane
Modell anhand einer Halbkugel und der Diskretisierung mit 2 × 21 Richtungen
für die gesamte Kugel
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Tabelle 5.2: Diskretisierung der Einheitskugel mit 2 × 21 Oberflächenpunkten (21 für eine
Halbkugel), wie sie in der vorliegenden Arbeit verwendet werden und der Wichtung
der einzelnen Richtungen mithilfe der statistischen Orientierungsauswertung

Richtung n n
x-Koordinate n

y-Koordinate n
z-Koordinate Statistisch ausgewerteter

Wichtungsfaktor n
ω

1 1 0 0 0,06578
2 0 1 0 0,02290
3 0 0 1 0,02290
4 0,707106781 0,707106781 0 0,02688
5 0,707106781 -0,707106781 0 0,02688
6 0,707106781 0 0,707106781 0,02688
7 0,707106781 0 -0,707106781 0,02688
8 0 0,707106781 0,707106781 0,02290
9 0 0,707106781 -0,707106781 0,02290
10 0,387907304 0,387907304 0,836095597 0,01902
11 0,387907304 0,387907304 -0,836095597 0,01902
12 0,387907304 -0,387907304 0,836095597 0,01902
13 0,387907304 0,387907304 -0,836095597 0,01902
14 0,387907304 0,836095597 0,387907304 0,01902
15 0,387907304 0,836095597 -0,387907304 0,01902
16 0,387907304 -0,836095597 0,387907304 0,01902
17 0,387907304 -0,836095597 -0,387907304 0,01902
18 0,836095597 0,387907304 0,387907304 0,02069
19 0,836095597 0,387907304 -0,387907304 0,02069
20 0,836095597 -0,387907304 0,387907304 0,02069
21 0,836095597 -0,387907304 -0,387907304 0,02069

Anzumerken ist, dass die Bestimmung der Wichtungsfaktoren für jeden beliebigen
Schaum mit der vorgestellten Methode durchgeführt werden kann. Gleichbedeutend ist
die Methode nicht auf die vorgestellte Kugeldiskretisierung beschränkt, sondern auf jede
beliebige Diskretisierung anwendbar. Die rotationssymmetrische Verteilung ist ebenfalls
keine a priori Annahme, sondern muss für jeden Schaum bzw. jede Mikrostruktur
geprüft und gegebenenfalls modifiziert werden. Zusätzlich ermöglicht die statistische
Aufbereitung der CT-Daten die Bestimmung der Steglängen. Dazu werden die Längen
der Stegsegmente ausgewertet. Zusammen mit den Radien der für die Knoten angenom-
men Kugeln ergeben sich die unterschiedlichen Steglängen im Schaum. Zur Eliminierung
der Randeffekte werden die Stege, die nur einem Knoten zugeordnet werden, aus der
Berechnung entfernt. Für den gesamten Schaum ergibt sich aus der Auswertung eine
mittlere Steglänge von 2, 320mm bei einer Standardabweichung von 0, 693mm. Zusätz-
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lich werden die Steglängen für die eingeteilten Orientierungskategorien bestimmt. In
Tabelle 5.3 sind die mittleren Steglängen sowohl für den gesamten Schaum als auch
für die fünf Kategorien zusammengefasst. Die longitudinale Ausrichtung der Stege für
den Schaum zeigt sich in der Variation der Steglängen. Horizontal zur Gießrichtung
ausgerichtete Stege besitzen die kleinste mittlere Länge (vgl. Kategorie 1 in Tab. 5.3)
und Stege in Gießrichtung die größte mittlere Länge (vgl. Kategorie 5 in Tab. 5.3). Die
Steglänge korreliert mit der z-Koordinate der Orientierungen und dementsprechend
mit der longitudinalen Ausrichtung der Stege. Abbildung 5.8 visualisiert die Verteilung
der Steglängen für den gesamten Schaum und für die einzelnen Kategorien in Form
von Histogrammen und ordnet sie den einzelnen Richtungen der verwendeten Einheits-
kugel des Microplane Modells zu. Aus Gründen der Symmetrie wird in Abbildung 5.8
nur ein Achtel der Kugel dargestellt. Die Auswertung der Stegorientierungen in den
Histogrammen wurde für die Diskretisierung der gesamten Kugel durchgeführt.

Tabelle 5.3: Mittlere Steglängen und deren Standardabweichung für den verwendeten 10 ppi
Aluminiumschaum aufgeteilt in fünf Kategorien und für den gesamten Schaum
(vgl. Abb. 5.8)

Kategorie 1 2 3 4 5 Gesamt

Mittlere Steglänge [mm] 2,141 2,118 2,262 2,547 2,846 2,320

Standardabweichung [mm] 0,570 0,594 0,692 0,697 0,705 0,693

Die Histogramme in Abbildung 5.8 zeigen eine Normalverteilung der Steglängen für den
gesamten Schaum sowie für jede der einzelnen Kategorien. Dies stützt die Annahme, dass
die verwendete Größe des makroskopischen Schaums eine repräsentative Auswertung
für den verwendeten Schaum ermöglicht. Die zusätzliche Längenauswertung ermöglicht
eine Auswahl der Stege anhand der Kategorien und vereinfacht die Zuordnung einzelner
Stege zu den jeweiligen Kategorien.

Zusammenfassend wird durch die Erweiterung des vorgestellten Multiskalenmodells
um eine statistische Auswertung der Stegorientierung und deren Länge ein zusätzlicher
Bezug zur Mikrostruktur des Schaums hergestellt. Dadurch wird die Nähe des Modells
zum realen Schaum gestärkt und die Modellierung möglichst realitätsnah umgesetzt.



5.2. Erweitertes Microplane Multiskalenmodell 85

z

y
x

Kategorie 5

Kategorie 4

Kategorie 3

Kategorie 2

Kategorie 1

0

5

10

15

re
la

ti
ve

 H
äu

fig
ke

it
[%

] 20

Steglänge [mm]
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0

0

5

10

15

re
la

ti
ve

 H
äu

fig
ke

it
[%

] 20

Steglänge [mm]
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0

0

5

10

15

re
la

ti
ve

 H
äu

fig
ke

it
[%

] 20

Steglänge [mm]
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0

0

5

10

15

re
la

ti
ve

 H
äu

fig
ke

it
[%

] 20

Steglänge [mm]
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0

0

5

10

15

re
la

ti
ve

 H
äu

fig
ke

it
[%

] 20

Steglänge [mm]
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0

0

5

10

15
re

la
ti

ve
 H

äu
fig

ke
it

[%
]

Steglänge [mm]
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0

Schaum
∅ 2,320 mm

Kategorie 5
∅ 2,846 mm

Kategorie 4
∅ 2,547 mm

Kategorie 3
∅ 2,262 mm

Kategorie 2
∅ 2,118 mm

Kategorie 1
∅ 2,141 mm

Abbildung 5.8: Verteilung der Steglängen für den gesamten Schaum (Schwarz) und die einzel-
nen Kategorien entsprechend der z-Koordinate der Einheitskugel am Beispiel
einer Viertelkugel; Farben passend zur Einteilung der z-Koordinate an der
Viertelkugel
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6
Experimentelle Materialcharakterisierung

Das Kapitel beschreibt die experimentellen Methoden zur Charakterisierung von offen-
porigen Metallschäumen am Beispiel eines 10 ppi Aluminiumschaums der Firma Celltec
Materials GmbH mit Sitz in Dresden, Deutschland. Die dargestellten Methoden können
auf beliebige offenporige Schäume angewandt werden. Für das vorgestellte Material-
modell aus Kapitel 5 werden Informationen des Stegverhaltens benötigt. Dazu werden
experimentelle Methoden zur Charakterisierung auf der Mikroskala eingeführt. Diese
dienen als Basis für die phänomenologischen Materialmodelle des Multiskalenmodells.
Zusätzlich zur Beschreibung des experimentellen Vorgehens werden die Ergebnisse aus
den unterschiedlichen Versuchen der Mikroskala an Einzelstegen vorgestellt. Die Aus-
wertung der einzelnen Versuche an Stegen erfordert zusätzliche Informationen über die
Geometrie der Stege, die im Rahmen dieses Kapitels beschrieben werden. Die Ergebnisse
der Experimente werden im Anschluss diskutiert.
Das Ziel der Arbeit ist die makroskopische Modellierung von Metallschäumen unter
Verwendung der Ergebnisse aus mikroskopischen Experimenten an Stegen. Dazu dienen
makroskopische Experimente zur Validierung des entwickelten Modells. Die makro-
skopischen experimentellen Daten wurden von PDDr.-Ing.Dr. rer. nat.Anne Jung zur
Verfügung gestellt. Aus diesem Grund werden die Experimente lediglich kurz beschrieben
und die Ergebnisse anschließend zusammengefasst.

– 87 –
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6.1 Versuche auf der Mikroebene an Einzelstegen

Die Versuche an Einzelstegen werden exemplarisch für Stege eines 10 ppi Aluminium-
schaums (AlSi7Mg0.3, Celltec Materials GmbH in Dresden, Deutschland) beschrieben
und ausgewertet. Die Verwendung des beschriebenen Modells und der damit verbunde-
nen Charakterisierung an Einzelstegen ist auf beliebige offenporige Schäume anwendbar.
Zur Beschreibung des vorgestellten Materialmodells müssen sowohl Zug- und Druck-
versuche als auch Zwei-Punkt-Biegeversuche durchgeführt werden. Dazu dient eine
Eigenkonstruktion des Lehrstuhls für Technische Mechanik, die im Laufe der Jahre
weiterentwickelt wurde [133, 185, 218]. Der Versuchsstand wurde ursprünglich zur Durch-
führung von Zugversuchen an Einzelstegen konstruiert. Aus diesem Grund wird der
Versuchsstand im Folgenden als µ-TD (abgeleitet von Micro-Tensile-Device) bezeichnet.
Der µ-TD ermöglicht eine Verschiebung von bis zu 100mm und eine Geschwindigkeit
von bis zu 5mm/s. Dabei wird bei einer Kraft von bis zu 1500N eine Auflösung der
Verschiebung von 0, 2µm und bei einer Kraft von bis zu 6000N eine Auflösung der
Verschiebung von 3µm erreicht [133]. Durch den modularen Aufbau ist der µ-TD uni-
versell einsetzbar. Neben Zug- und Druckversuchen werden Biegeversuche durch kleinere
Umbauten ermöglicht [185]. Zusätzlich zur Modularität der mechanischen Komponenten
ermöglicht der Aufbau die Verwendung eines optischen Messsystems, das für die unter-
schiedlichen Versuche angepasst werden kann. Im Rahmen der Materialcharakterisierung
an Einzelstegen wird eine monochrome 9 MP AVT Manta G917B CCD-Kamera (Allied
Vision Technologies GmbH, Stadtroda, Deutschland) mit einem telezentrischen Objektiv
(TC23016, Opto Engineering SEO, Grünwald, Deutschland) verwendet. Dadurch wird
eine zweidimensionale digitale Bildkorrelation (2D DIC) ermöglicht, die zur Bestimmung
der Verschiebungen genutzt wird. Einführungen in die DIC finden sich unter anderem
bei Sutton et al. [198]. Vertiefende Informationen und ein Literaturüberblick zur DIC
sind bei Pan et al. [176] gegeben.
Der gesamte Aufbau des µ-TD ist in Abbildung 6.1 (a) dargestellt. Dabei wird der
Antriebsstrang als wichtigste Baugruppe hervorgehoben. Durch die Präzisionsspindel,
angetrieben von einem Schrittmotor, wird die hohe Genauigkeit von Submikrometern
erreicht. Die Vergrößerung der Probenaufnahme für Zug- und Druckversuche ist in
Abbildung 6.1 (b) dargestellt. Dabei ist der Aufbau für die Experimente, die im Rah-
men dieser Arbeit durchgeführt wurden, mit einer Kamera und dem telezentrischen
Objektiv abgebildet. Analog ist eine vergrößerte Darstellung der Probenaufnahme für
die Zwei-Punkt-Biegung in Abbildung 6.1 (c) dargestellt. Auf die Darstellung der Ka-
mera wird zur Verdeutlichung der Biegevorrichtung verzichtet. Mithilfe der dünnen
Klinge und der Positionierung des Steges durch den x-y-Tisch ist für jede Steglänge die
Zwei-Punkt-Biegung realisierbar.
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Abbildung 6.1: Verwendeter Aufbau für die experimentelle Charakterisierung an Einzelstegen;
Schwarz: Gesamter Versuchsstand ohne Kamera (in Anlehnung an Jungt et
al. [133]); Blau: Aufbau für die Zug- und Druckversuche; Rot: Aufbau für die
Zwei-Punkt-Biegeversuche (Darstellung ohne verwendete Kamera)

Zur Durchführung der Versuche sind mehrere Vorbereitungsschritte erforderlich. Diese
sind, mit Ausnahme des Einbaus in den Versuchsstand, für die Zug- und Druckversuche
sowie die Biegeversuche identisch. Zunächst wird aus dem gesamten Schaum ein einzel-
ner Steg separiert. Dazu dient, wie in Kapitel 3 beschrieben, ein feiner Seitenschneider.
Durch vorsichtiges Separieren immer kleinerer Schaumstrukturen wird ein Steg ohne
Vorbelastung extrahiert. In Abbildung 6.2 ist das Vorgehen beispielhaft für die Extrak-
tion eines Steges aus einem gesamten Schaum dargestellt. Das Resultat ist ein einzelner
Steg samt Knoten, welcher mit kleinen Überresten angrenzender Stege verbunden ist.
Diese Überreste dienen später einem optimalen Einbau der Stege in die Klemmen.

Gesamter Schaum Wenige Poren Stegauswahl Größe einer Pore Einzelsteg

Zuschneiden der Einzelstege

Abbildung 6.2: Schrittweise Extraktion eines einzelnen Steges vom gesamten Schaum bis zum
Einzelsteg mit Knoten und Überresten angrenzender Stege
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Da jeder Steg eine individuelle Geometrie aufweist, ist es notwendig, diese zur Aus-
wertung der Versuche zu bestimmen. Dazu wird die eingeführte photogrammetrische
Methode [111] verwendet. Von jedem Steg wird rundherum alle 15◦ ein Bild aus zwei un-
terschiedlichen Winkeln zur Horizontalen aufgenommen. Eine monochrome 9 MP AVT
Manta G917B CCD-Kamera (Allied Vision Technologies GmbH, Stadtroda, Deutsch-
land) kombiniert mit einem KOWA LM50GHC Objektiv (Kowa Optimed Deutschland
GmbH, Düsseldorf, Deutschland) wird zur Aufnahme der Bilder verwendet. Das Resultat
sind 48 Bilder des Steges, aus denen mit der kommerziellen Software 3DSomTM ein
3D Modell erstellt wird. Mit einem vorher ausgedruckten und auf die Probengröße
angepassten Kalibriertarget werden die einzelnen Bilder den Richtungen zugeordnet.
In den einzelnen Bildern muss der Hintergrund von den Stegen separiert werden. Die
entstandene Maske in jedem Bild dient der Software zur Erstellung des 3D Modells.
In Abbildung 6.3 ist der Ablauf zur Erstellung der 3D Modelle von der Aufnahme
der Bilder bis zum fertigen Modell zusammengefasst. Zusätzlich ist die Aufnahme der
Bilder aus zwei unterschiedlichen Ebenen exemplarisch für 0◦, 120◦ und 240◦ Rotation
abgebildet.

Definierte

Umgebung

Optimale

Positionierung

Bilder 360°

um die Probe

20° & 30° zur

Horizontalen

Bildver-

arbeitung

Zuschneiden 

Kontrast 

verbessern

3DSom™ 

Maske erstellen

3D Modell

STL - Datei

20° zur Horizontalen 30° zur Horizontalen

0° 120° 240° 0° 120° 240°

Abbildung 6.3: Prozessbeschreibung der 3D Modellerstellung unter Verwendung der Photo-
grammetrie
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Zur Auswertung der realen Verschiebung und der Dehnung mittels der DIC wird
ein sogenanntes Specklemuster benötigt. Eine Möglichkeit ist die Verwendung der
Oberflächenstruktur der einzelnen Stege. Da die Verzerrung der Oberflächenstruktur zu
ungewollten Reflexionen führt, wird ein Specklemuster aufgebracht. Im ersten Schritt
werden die Stege mit einer mattweißen Farbe grundiert. Anschließend werden im
zweiten Schritt mattschwarze Punkte, die sogenannten Speckle, hinzugefügt. Eine
genaue Beschreibung zur DIC und deren Optimierung für Einzelstege ist bei Reis et
al. [186] gegeben.

Zug- und Druckversuche

Die vorbereiteten Stege werden in kleinen Vergusszylindern fixiert. Dazu werden die
Vergusszylinder mit Woodschem Metall gefüllt und die Stege in das erhitzte, flüssige
Woodsche Metall gesetzt. Zunächst wird jeder Steg außerhalb des Versuchsstands in
einen Vergusszylinder getaucht und senkrecht zum Vergusszylinder im Metall fixiert
(s. Abb. 6.4 (a)). Dabei ist darauf zu achten, dass der Knoten mit den Überresten
der restlichen Stege voll von dem flüssigen Metall umschlossen wird. Nachdem das
Woodsche Metall vollständig abgekühlt ist, wird der Vergusszylinder mit dem einseitig
eingegossenen Steg in die obere Klemme des µ-TD eingebaut (s. Abb. 6.4 (b)). Da
die Stege eine annähernd dreieckige Querschnittsfläche besitzen, wird der Steg mit
einer der Dreiecksseiten möglichst senkrecht zur Kamera ausgerichtet. Der untere
Vergusszylinder ist fest mit der unteren Klemme des Versuchsstands verbunden. Das
Woodsche Metall wird kontrolliert durch einen Heizdraht erhitzt und anschließend
der Steg durch Verfahren des Motors in das flüssige Metall getaucht (s. Abb. 6.4 (c)).
Während der Abkühlung des Woodschen Metalls wird die Kraft gemessen und bis
zum vollständigen Erstarren des Metalls durch Verfahren der unteren Klemme zu Null
geregelt.

(a) (b) (c)

Abbildung 6.4: Detaillierte Darstellung des Einbaus der Stege in den µ-TD; (a) fertig einge-
gossener Steg im Vergusszylinder; (b) eingebauter oberer Vergusszylinder mit
Steg; (c) fertig eingebauter Steg für die Zug- und Druckversuche
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Alle Zug- und Druckversuche werden auf die gleiche Weise vorbereitet. Die Versuchs-
durchführung geschieht quasi-statisch mit einer Geschwindigkeit von 0, 002mm/s, was
bei einer durchschnittlichen Steglänge von 2, 320mm (vgl. Abb. 5.8) einer Dehnrate von
ungefähr 8, 62 × 10−4 1/s entspricht. Die Verschiebung wird in Stufen von 0, 006mm
aufgebracht. Zwischen den einzelnen Stufen wird jeweils ein Bild des aktuellen Defor-
mationszustandes aufgenommen. Gleichzeitig werden zwischen den einzelnen Stufen
die Kraftwerte gespeichert. Dadurch erfolgt die Erfassung der Kraftwerte sowie das
Aufnehmen der Bilder zum identischen Zeitpunkt. Im Postprocessing wird mithilfe der
DIC die reale Verschiebung der einzelnen Stege ermittelt. Um eine ausreichende Anzahl
an Experimenten zu vergleichen, werden jeweils 15 unterschiedliche Stege verwendet.
Die resultierenden Kraft-Verschiebungs-Diagramme für die Zugversuche sind in Abbil-
dung 6.5 dargestellt.
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Abbildung 6.5: Kraft-Verschiebungs-Diagramme der Zugversuche an 15 einzelnen Stegen zur
Veranschaulichung der großen Streuung und der qualitativ gleichen Verläufe

Analog sind in Abbildung 6.6 die Kraft-Verschiebungs-Diagramme der Druckversuche
aufgetragen. Das Verhalten unter Zug- und Druckbelastung unterscheidet sich signi-
fikant. Unter Zugbelastung zeigt sich nach Erreichen einer gewissen Kraft und dem
damit verbundenen Reißen der einzelnen Stege ein Abfall der Kraft auf Null. Da unter
Druckbelastung die Stege knicken, fällt die Kraft nach Erreichen einer Knicklast leicht
ab. Durch das Knicken berühren sich die Stege nach weiterer Deformation und die Kraft
steigt weiter an.
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Abbildung 6.6: Kraft-Verschiebungs-Diagramme der Druckversuche an 15 einzelnen Stegen zur
Veranschaulichung der großen Streuung und der qualitativ gleichen Verläufe

Sowohl die Zug- als auch die Druckversuche weisen für alle 15 Stege qualitativ das
gleiche Verhalten auf. Durch die stark unterschiedlichen Geometrien der Stege ist
ein quantitativer Vergleich jedoch nicht möglich. Um die experimentellen Ergebnisse
quantitativ zu vergleichen, wird eine Normierung benötigt. Dazu dient die Dehnung,
die aus der realen Verschiebung und der Ausgangslänge bestimmt wird. Weiter wird
eine Normierung der Kraft auf die ursprüngliche Querschnittsfläche durchgeführt und
bildet somit die Nominalspannung ab. Das erstellte 3D Modell vom jeweiligen Steg
dient als Grundlage. Die Querschnittsfläche wird im Bereich des Risses (Zug) bzw.
des ersten Knickens (Druck) durch die Mittelwertbildung der einzelnen Querschnitts-
flächen bestimmt. Daraus resultieren die Spannungs-Dehnungs-Diagramme der Zug-
und Druckversuche in Abbildung 6.7 und Abbildung 6.8. Die berechnete Dehnung
entspricht der Ingenieursdehnung und die Spannung der Nominalspannung. Analog zu
den Kraft-Verschiebungs-Diagrammen weisen die Spannungs-Dehnungs-Diagramme der
Zug- und Druckversuche weiterhin deutliche Unterschiede auf.
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Abbildung 6.7: Spannungs-Dehnungs-Diagramme der Zugversuche an 15 einzelnen Stegen
bestimmt aus den Kraft-Verschiebungs-Diagrammen
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Abbildung 6.8: Spannungs-Dehnungs-Diagramme der Druckversuche an 15 einzelnen Stegen
bestimmt aus den Kraft-Verschiebungs-Diagrammen
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Erklärungen liefern zum einen die Variation der Stegausrichtung beim Eingießen in
den Vergusszylinder und zum anderen die Inhomogenitäten innerhalb des Steges. Die
durchgeführten CT-Aufnahmen am 10 ppi Schaum weisen signifikante Einschlüsse
innerhalb der einzelnen Stege auf (s. Abb. 6.9 (a)).
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Abbildung 6.9: Inhomogenitäten in Stegen eines 10 ppi Aluminiumschaums; ein Schnittbild
aus einer CT-Aufnahme eines gesamten Schaums (a); je ein Schnittbild aus
einer CT-Aufnahme eines Einzelsteges (b) und (c)

Diese Einschlüsse werden durch die CT-Aufnahmen an Einzelstegen (s. Abb. 6.9 (b)-(c))
verdeutlicht. In den CT-Aufnahmen stellt der schwarze Bereich die Umgebung des
Schaums dar. Die grauen bzw. weißen Bereiche kennzeichnen den Schaum. Die schwar-
zen Einschlüsse in den grau bzw. weiß dargestellten Stegen zeigen Lufteinschlüsse. Da
die photogrammetrische Methode zum Erstellen der 3D Modelle keine Informationen
über das Innere der Stege liefert, wird nicht für alle Stege die reale Querschnittsfläche
zur Berechnung der Spannungs-Dehnungs-Diagramme berücksichtigt. Mit diesen In-
homogenitäten ist die große Streuung der Experimente zu erklären. Gleichzeitig wird
durch die Inhomogenitäten eine Vielzahl an Experimenten benötigt, um im Mittel ein
statistisch repräsentatives Spannungs-Dehnungs-Diagramm zu erhalten.
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Biegeversuche

Wie für die Zug- und Druckversuche an Einzelstegen werden für die Zwei-Punkt-
Biegung an Einzelstegen die fertig gespeckleten Stege außerhalb des Versuchsstands
in einen Vergusszylinder mit Woodschem Metall eingegossen. Analog zu den Zug- und
Druckproben wird dabei der Steg senkrecht zum Vergusszylinder ausgerichtet. Der in
Abbildung 6.1 (c) dargestellte Aufbau für die Zwei-Punkt-Biegung liefert eine Klemme
zum horizontalen Einbau des Vergusszylinders inklusive Steg. Die untere Klemme
aus den Zug- bzw. Druckversuchen wird durch eine schmale Klinge ersetzt. Diese ist
zentrisch über dem Kraftsensor positioniert und wird durch den Motor verfahren. Zur
optischen Auswertung wird, wie für die Zug- und Druckversuche, eine der flachen
Seiten des Steges senkrecht zur Kamera ausgerichtet. Die horizontale obere Klemme
ist durch einen x-y-Tisch verfahrbar, um somit die dünne Klinge im Bereich des nicht
eingegossenen Knotens zu positionieren (vgl. Abb. 5.8). Weiter wird darauf geachtet,
dass der Kraftangriffspunkt für alle Stege möglichst nah am freien Knoten liegt, aber
gleichzeitig die Klinge nicht entlang des Knotens abrutschen kann. Eine detaillierte
Ansicht eines eingebauten Steges für die Zwei-Punkt-Biegung ist in Abbildung 6.10
einmal für ein CAD Modell und einmal für die Realität gegeben. Die Durchführung
der Biegeversuche wird im quasi-statischen Bereich mit einer Verfahrgeschwindigkeit
der dünnen Klinge von 0, 003mm/s und einer Stufenhöhe von 0, 006mm realisiert. Die
einzelnen Stege werden bis zum Bruch gebogen.

Detailansicht (CAD) Detailansicht (Realität)

Abbildung 6.10: Detaillierte Darstellung eines für die Zwei-Punkt-Biegung eingebauten Steges
einmal als CAD Modell und einmal in Realität
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Die große Streuung der experimentellen Daten aus den Zug- und Druckversuchen
bestärkt die Notwendigkeit, eine große Anzahl an Versuchen durchzuführen, um sta-
tistische Schwankungen abzufangen. Für die Biegeversuche werden aus diesem Grund
ebenfalls 15 Stege getestet. Dabei steht nicht die Auswertung der Biegespannung oder
der Biegesteifigkeit im Vordergrund, sondern das phänomenologische Verhalten der Stege
unter Biegebelastung. Für jede Stufe der Belastung wird ein Kraftwert gespeichert und
gleichzeitig ein Bild der aktuellen Deformation aufgenommen. Durch das aufgebrachte
Specklemuster wird mittels der DIC die reale Verschiebung des Kraftangriffspunktes der
Biegung bestimmt, welche der Durchbiegung des Steges entspricht. Abbildung 6.11 zeigt
die gemessene Kraft über die Durchbiegung für alle 15 getesteten Stege. Die Kräfte
steigen bis zum Entstehen eines ersten Risses an und fallen anschließend leicht ab.
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Abbildung 6.11: Kraft-Durchbiegungs-Diagramme für die Zwei-Punkt-Biegung an 15 einzelnen
Stegen

Für das implementierte Modell werden die Kraft und die Durchbiegung normiert. Da für
die Richtungen des Microplane Modells keine geometrischen Ausdehnungen vorliegen,
wird die Kraft auf die mittlere Querschnittsfläche des Steges und die Durchbiegung
auf die Länge des Steges zwischen den beiden Lagerpunkten normiert. Daraus resul-
tiert ein Diagramm, das gemäß der Einheiten einem Spannungs-Dehnungs-Diagramm
entspricht, jedoch nur normierte Kräfte und Durchbiegungen darstellt. Aus der In-
terpretation des beschriebenen Modells geht hervor, dass diese Normierung die für
das Modell notwendigen Größen abbildet. Analog zu den Zug- und Druckversuchen
entsprechen die ausgewerteten normierten Kräfte einer Nominalspannung, da die Fläche
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aus den undeformierten photogrammetrischen 3D Modellen und die Kräfte aus der
Momentankonfiguration ermittelt werden. Die normierte Durchbiegung wird über die
Ausgangslänge der Stege bestimmt und entspricht somit einer Ingenieursdehnung. In
Abbildung 6.12 sind die normierten Kraftverläufe über die normierte Durchbiegung
aufgetragen. Dabei wird eine große Variation der Experimente deutlich. Eine Erklärung
dafür ist die vereinfachte Berücksichtigung der Geometrie. Da das Flächenträgheitsmo-
ment bei Biegeprozessen einen der Haupteinflussfaktoren bildet und an dieser Stelle
vernachlässigt wird, kann die starke Variation aus der Vereinfachung resultieren. Analog
zu den Zug- und Druckversuchen an Stegen werden die Inhomogenitäten der einzelnen
Stege nicht berücksichtigt, da die Photogrammetrie keine Informationen über das Innere
der Stege liefert (vgl. Abb. 6.9). Trotz der Streuung wird für das entwickelte Modell
angenommen, dass die gemittelte Kurve das Verhalten von Stegen unter Biegebelastung
in geeigneter Form abbildet.
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Abbildung 6.12: Normierte Kraft-Durchbiegungs-Diagramme für die Zwei-Punkt-Biegung an
15 einzelnen Stegen

Da im Schaum neben der Zwei-Punkt-Biegung auch andere Biegeprozesse auftreten,
wird die Zwei- mit einer Drei-Punkt-Biegung verglichen. Dazu dienen Versuche, die von
Ing. Marcel Adorna im Rahmen eines Forschungsaufenthaltes am Lehrstuhl für Techni-
sche Mechanik durchgeführt wurden. Die Ergebnisse aus den Drei-Punkt-Biegeversuchen
sind in Abbildung 6.13 aufgetragen. Die verrauschten Kraftwerte resultieren aus der
Verwendung eines zu großen Kraftsensors für die zu messenden Kräfte und bilden das
Rauschen des Sensors ab. Im Vergleich zu Abbildung 6.11 wird die qualitative Überein-
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stimmung herausgestellt. Nach einem linearen Anstieg weisen beide Arten der Biegung
einen gekrümmten Übergang zu einer konstanten Kraft auf. Nach dem Bruch fällt die
Kraft für die einzelnen Stege ab. Die Hauptunterschiede der beiden Biegeprozesse liegen
in ihrer maximalen Kraft und ihrer Steigung.
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Abbildung 6.13: Kraft-Durchbiegungs-Diagramme für die Drei-Punkt-Biegung an 15 einzelnen
Stegen zur Verfügung gestellt von Ing. Marcel Adorna

Da die Steigung jedoch stark von der Länge und die Kraft von der Länge sowie der
Querschnittsfläche abhängt, werden diese durch eine spätere Normierung innerhalb
des Modells berücksichtigt. Die qualitative Übereinstimmung der Verläufe stützt die
Annahme, dass zur Modellierung der Biegebeanspruchung die Zwei-Punkt-Biegung
eine ausreichende Beschreibung liefert. Die Verwendung unterschiedlicher Biegebean-
spruchungen bietet die Option, das in dieser Arbeit verwendete Modell um weitere
Prozesse der Mikrostruktur zu erweitern. Die charakterisierten Spannungs-Dehnungs-
Diagramme bzw. die normierten Kraft-Durchbiegungs-Verläufe dienen als Grundlage
des implementierten Multiskalenmodells. Dazu werden die je 15 experimentell erfassten
Kurven gemittelt. Die jeweils resultierende Kurve dient zur Parameteranpassung der
verwendeten Materialmodelle für die unterschiedlichen Belastungen.
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6.2 Makroskopische Experimente

Die in diesem Kapitel vorgestellten Experimente an makroskopischen Schaumproben
wurden im Rahmen der Habilitation von PDDr.-Ing.Dr. rer. nat. Anne Jung [124] durch-
geführt. Weitere Veröffentlichungen zu den Versuchen sind durch Jung et al. [127, 128]
gegeben. Da die Experimente zur Validierung des entwickelten Materialmodells dienen,
wird im Folgenden kurz auf die Versuchsdurchführung und die Auswertung eingegangen.

Alle makroskopischen Experimente wurden analog zu den statistischen Auswertun-
gen und den Experimenten an einzelnen Stegen an einem 10 ppi Aluminiumschaum
(AlSi7Mg0.3, Celltec Materials GmbH in Dresden, Deutschland) durchgeführt. Für al-
le Versuche wurden quasi-statische Bedingungen verwendet, was für die Zug- und
Druckversuche einer Dehnrate von 5 × 10−3 s−1 entspricht. Durchgeführt wurden alle
Experimente an einer ElectroPulsTM der Firma Ldt. Instron, Pfungstadt, Deutschland.
Die geschlossene Fließfläche von offenporigen Metallschäumen (s. Kap. 3) kann nicht
durch einfache Zugversuche abgebildet werden. Zusätzlich zum unterschiedlichen Fließ-
verhalten unter Zug- und Druckbelastungen [12, 195, 227] zeigen Schäume bedingt durch
die Volumenänderung unter Last ein Fließen unter hydrostatischen Lastfällen [11, 65, 91].
Aus diesem Grund wurden Zug- und Druckversuche sowie Torsionsversuche mit einer
überlagerten uniaxialen Last durchgeführt. Der Vorteil der Auswahl dieser Versuche
ist die identische Probengeometrie für alle Experimente. Dazu wurde ein Quader mit
quadratischer Grundfläche aus den Schäumen extrahiert. Das Verhältnis der Quaderhöhe
zur Breite der Grundfläche wurde auf 2 : 1 festgelegt. Die Maße der Proben betrugen
ca. 80 mm × 40 mm× 40 mm. Um statistische Schwankungen auszugleichen, wurden
pro Lastfall fünf unterschiedliche Proben getestet.
Zur Durchführung der Druckversuche bedarf es keiner weiteren Vorbereitung der Pro-
ben. Um eine Lastübertragung des Versuchsstands auf die Zug- und Torsionsproben zu
ermöglichen, werden je 5mm des Schaumquaders mit einem Polymer (PUR4/GM708,
ebalta Kunststoff GmbH, Rothenburg ob der Tauber, Deutschland) gefüllt. Um dennoch
die gleiche effektive Probengeometrie von ca. 80 mm × 40 mm × 40 mm zu gewähr-
leisten, werden 10mm höhere Quader vorbereitet. Während sich die Auswertung der
uniaxialen Versuche einfach gestaltet, muss zur Auswertung der Torsionsversuche und
der mit uniaxialen Lasten überlagerten Torsionsversuche die Scherspannung τ und die
Scherung γ für die Torsion eines Quaders berechnet werden. Nach Zhang et al. [222]
wird für einen Quader die Scherspannung mit

τ = 3 + 1, 8 (d/w) M
wd2 (6.1)
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und die Scherung mit

γ = d θ

h

(
1 − 0, 378 d2

w2

)
(6.2)

berechnet. Dabei ist d die Tiefe, w die Breite und h die Höhe des Quaders. Mit dem
gemessenen Moment M und dem aufgebrachten Verdrehwinkel θ ergeben sich die
Scherung und Scherspannung aus den geometrischen Abmessungen der Probe und
den gemessen Daten des Versuchs. Die Torsionsversuche wurden mit unterschiedlichen
Lasten in Abhängigkeit der gemittelten PCS-Werte aus den Druck- bzw. Zugversuchen
durchgeführt. Dabei entsprechen die reinen Torsionsversuche einer Auflast von 0N. Zur
Validierung des vorgestellten Materialmodells werden zum einen die Ergebnisse aus
den Druck- und Zugversuchen und zum anderen die ermittelte Fließfläche verwendet.
Die Fließfläche eines Schaums ergibt sich allgemein durch die Bestimmung invarianter
Größen des Spannungstensors für den PCS. Zum Vergleich der Fließfläche dient die
vorgestellte hydrostatische Ebene. Die erste Hauptinvariante des Spannungstensors
(I1) wie auch die zweite Hauptinvariante des Spannungsveviators (J2) werden, wie bei
Jung [124] beschrieben, aus den Versuchsdaten berechnet. Da die unterschiedlichen
Proben in ihrer Größe und damit in ihrem Gewicht variieren, wurden die Fließflächen
auf die Masse normiert. Die Annahme eines Kontinuumsmodell für die Simulation liefert
die gleiche Masse für die einzelnen Simulationsmodelle. Aus diesem Grund wurde die
massenormierte Fließfläche um die Masse der Simulationsmodelle skaliert und resultiert
in der in Abbildung 6.14 dargestellten Fließfläche in der Hydrostatischen Ebene. Die
Punkte stellen den PCS der unterschiedlichen Proben dar. Die experimentell ermittelte
Fließfläche stützt die theoretische Annahme, dass Schäume eine geschlossene Fließfläche
ausbilden. Für den 10 ppi Aluminiumschaum bildet sich eine ellipsenähnliche Fließfläche.

Weiter dienen die Zug- und Druckversuche zur Validierung des Modells. Dazu werden die
Spannungs-Dehnungs-Diagramme aus den Versuchen mit den Simulationen verglichen.
In Abbildung 6.15 sind fünf Druckversuche dargestellt, die den typischen dreigeteilten
Spannungs-Dehnungs-Verlauf (vgl. Abb. 3.3) für Metallschäume widerspiegeln. Analog
werden für die Zugversuche die Spannungs-Dehnungs-Diagramme in Abbildung 6.16
zusammengefasst. Durch fehlerhafte Versuchsdurchführung und Mangel an Proben sind
in Abbildung 6.16 nur drei Kurven dargestellt. Als Grundlage zur Auswertung der
experimentellen Daten dient die undeformierte Geometrie des Schaums. Die Kraft wird
in den Experimenten für die Momentankonfiguration ermittelt. Somit stellen die Größen
im Spannungs-Dehnungs-Diagramm die Nominalspannung und die Ingenieursdehnung
dar.
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Abbildung 6.14: Fließfläche für die makroskopischen multiaxialen Experimente für den ver-
wendeten 10 ppi Aluminiumschaum nach Jung et al. [127]
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Abbildung 6.15: Makroskopische Spannungs-Dehnungs-Diagramme für den verwendeten 10 ppi
Aluminiumschaum unter Druck nach Jung [124]
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Abbildung 6.16: Makroskopische Spannungs-Dehnungs-Diagramme für den verwendeten 10 ppi
Aluminiumschaum unter Zug nach Jung [124]
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7
Makroskopische Simulation

Zur Simulation des makroskopischen Verhaltens von Metallschäumen wird im ersten
Teil des Kapitels ein Kontinuumsmodell zur Beschreibung des Fließverhaltens inklu-
sive Implementierung vorgestellt. Dazu wird eine Fließfunktion, wie sie von Bier und
Hartmann [35] eingeführt wurde, verwendet. Die Implementierung basiert auf der An-
nahme kleiner Deformationen, da der Fokus auf der Abbildung der initialen Fließfläche
des Schaums liegt. Mit dem vorgestellten Kontinuumsmodell wird die experimentelle
Fließfläche des verwendeten 10 ppi Aluminiumschaums dargestellt. Die in diesem Kapi-
tel vorgestellte Methode zur Parameteridentifikation ist dabei für beliebige zelluläre
Materialien einsetzbar. Mithilfe der durch diese Parameteridentifikation angepassten
Fließflächenfunktion nach Bier et al. [35] wird das entwickelte Multiskalenmodell in
Kapitel 8 validiert. Der zweite Teil des Kapitels dient der Beschreibung der Implemen-
tierung des Multiskalenmodells. Die experimentelle Charakterisierung an Einzelstegen
bildet die Basis für die 1D Konstitutivgesetze der einzelnen Microplane Richtungen.
Die ermittelten normierten Ergebnisse aus den Experimenten werden mit phänomenolo-
gischen Konstitutivgesetzen beschrieben. Die Implementierung der Modelle erfolgt in
der FE-Software FEAPTM.
In beiden Abschnitten wird neben der Beschreibung der implementierten Modelle auf
die Identifikation der Materialparameter im Allgemeinen und für das Beispiel des ver-
wendeten 10 ppi Aluminiumschaums eingegangen. Die ermittelten Materialparameter
des Kontinuumsmodells sowie des Multiskalenmodells dienen als Grundlage für die
nachfolgende Validierung. Die identifizierten Materialparameter des Multiskalenmodells
basieren lediglich auf den Resultaten der mikroskopischen Experimente an Einzelstegen.

– 105 –
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7.1 Makroskopisches Kontinuumsmodell

7.1.1 Implementierung

Als Kontinuumsmodell zur Validierung des entwickelten Multiskalenmodells wird ein
elasto-plastisches Materialmodell für kleine Deformationen implementiert. Als Fließkri-
terium dient das von Bier et al. [35] eingeführte Modell. Wie in Kapitel 3 vorgestellt,
liefert dieses Modell eine Möglichkeit zur Beschreibung der geschlossenen Fließflä-
chen von Metallschäumen. Durch die logarithmische Interpolation eines exponentiellen
Fließkriteriums und eines Fließkriteriums in Form einer ellipsoiden Fließfläche ist das
Fließkriterium nach Bier et al. [35] in der Lage, sowohl symmetrische als auch unsym-
metrische Fließflächen abzubilden. Jung und Diebels [127] haben mit den experimentell
ermittelten Fließflächen für 10, 20 und 30 ppi Aluminiumschäume die Notwendigkeit
aufgezeigt, sowohl symmetrische als auch unsymmetrische Fließflächen abbilden zu
können. Das exponentielle Fließkriterium für die Fließfläche nach Bier et al. [35] wird
über die Fließfunktion F1 mit

F1 =
√
J2 − k + A1 e

(A2 I1) (7.1)

in Abhängigkeit der ersten Hauptinvarianten des Spannungstensors und der zweiten
Hauptinvarianten des Spannungsdeviators beschrieben. Das Fließkriterium, das einen
Ellipsoiden im Hauptspannungsraum beschreibt, wird über die Fließfunktion F2 mit

F2 =
√
J2 + α (I1 − 3 ξ)2 − k (7.2)

abgebildet und hängt ebenfalls von der ersten Hauptinvarianten des Spannungsten-
sors und der zweiten Invarianten des Spannungsdeviators ab. Die weiteren Variablen
der beiden Fließfunktionen k, A1, A2, und ξ werden mit den folgenden Gleichungen
berechnet:

k =
√
α (I0 − 3 ξ)2 , (7.3)

A1 = k
(
1 −

√
1 − r2

)−I0 / ((1+r)(3ξ−I0))
, (7.4)

A2 =
ln
(
1 −

√
1 − r2

)
(1 + r) (3ξ − I0) , (7.5)

ξ = a1

a2
exp (−a2 rk) + ck rk . (7.6)
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Die Parameter a1, a2, c, r, I0 und α sind Materialparameter und bestimmen die Form
und Größe der initialen Fließfläche (vgl. Abb. 7.1). Die zeitliche Entwicklung der
Verfestigungsvariablen α wird mithilfe der Evolutionsgleichung für α̇ durch

α̇ = γ

(
cd
α

(
(I1 − 3 ξ) ∂FB

∂I1
2J2

∂FB
∂J2

)
− bd αχ

)
(7.7)

mit der Definition von χ über

χ =

√√√√3
(
∂FB
∂I1

)2

+ 2 J2

(
∂FB
∂J2

)2

(7.8)

berechnet. Zur Beschreibung der Evolution der Fließfläche dienen die Parameter cd, bd, ck
sowie rk. Der Parameter rk wird als Spur der plastischen Dehnung definiert und für den
plastischen Multiplikator γ gelten die in Tabelle 2.1 zusammengefassten Gleichungen.
Die logarithmische Interpolation der beiden Fließfunktionen liefert die Fließfunktion
FB als

FB = c k ln
(
e(F1 / c k) + e(F2 / c k)

2

)
. (7.9)
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Abbildung 7.1: Logarithmisch interpolierte Fließfläche in Anlehnung an Bier et al. [35]
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Somit sind zur Beschreibung der Fließfläche nach Bier et al. [34, 35, 104] neun un-
terschiedliche Materialparameter notwendig. Abbildung 7.1 stellt exemplarisch eine
logarithmische Interpolation der beiden Fließfunktionen F1 und F2 als Gesamtfließfläche
FB in der hydrostatischen Ebene dar. Die ellipsoide Fließfläche im Hauptspannungsraum
stellt in der hydrostatischen Ebene eine Ellipse dar. Die Materialparameter zur Bestim-
mung der Form der initialen Fließfläche sind an entsprechender Stelle eingezeichnet und
verdeutlichen graphisch deren Einfluss auf die Form der Fließfläche. Die logarithmische
Interpolation garantiert eine stets konvexe Fließfläche (vgl. Bier et al. [35]).

Wegen des nicht-assoziierten Fließens von Metallschäumen wird zusätzlich zur Fließ-
funktion ein Fließpotential GB definiert. Mit der Verwendung von nicht-assoziiertem
Fließen ist es möglich, die Querkontraktion im plastischen Bereich der Deformation im
Modell unabhängig von der Fließfunktion an die Realität anzupassen. Als Fließpoten-
tial wird ein Potential, welches im Hauptspannungsraum einen Ellipsoiden darstellt,
verwendet. Das Fließpotential wird somit in Abhängigkeit der ersten Hauptinvarianten
des Spannungstensors und der zweiten Hauptinvarianten des Spannungsdeviators mit

GB =
√

3 J2 + 1
9 β

2 I2
1 (7.10)

definiert und hängt nur vom Materialparameter β ab. Damit kann die plastische
Querkontraktionszahl νpl wie bei Altenbach et al. [4] vorgestellt über den Zusammenhang

β = 3√
2

√
1 − 2 νpl
1 + νpl

(7.11)

durch den Parameter β angepasst werden. Wie bei Lührs et al. [152] für nanoporöses
Gold gezeigt, wird für den verwendeten Aluminiumschaum eine plastische Querkon-
traktionszahl von νpl = 0 zugrunde gelegt. Daraus ergibt sich durch Umstellen der
Gleichung (7.11) der Materialparameter β zu

β = 3√
2
. (7.12)

Die Implementierung der vorgestellten Fließfunktion und des Fließpotentials zur Berück-
sichtigung von nicht-assoziiertem Fließen ist in der FE-Software FEAPTM umgesetzt.
Dazu wird ein User-Element verwendet, in dem das Materialmodell für jeden Inte-
grationspunkt definiert und anschließend der Spannungstensor und die dazugehörige
Steifigkeit bestimmt wird. Als Grundlage der Implementierung dient ein elastisch-
plastisches Materialmodell, wie es in Tabelle 2.1 vorgestellt wurde. Der Spannungstensor
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σ wird durch die additive Zerlegung der Dehnung mit dem verallgemeinerten Hookeschen
Gesetz als

σ =
4
C : (ε − εp) (7.13)

berechnet. Die allgemeinen Funktionen in Gleichung (2.58) und Gleichung (2.59) werden
durch die eingeführte Fließfunktion FB und das Fließpotential GB ersetzt. Daraus ergibt
sich auf der Ebene der Integrationspunkte ein nichtlineares Materialverhalten, das durch
eine Evolution der plastischen Dehnung und der Verfestigungsvariablen beschrieben wird.
Zur Lösung der Evolutionsgleichungen wird sowohl die Fließregel als auch die Evolution
der Verfestigungsvariablen mittels des in Kapitel 2 beschriebenen expliziten Euler-
Verfahren in ein Gleichungssystem umgewandelt. Aus Gründen der Symmetrie wird der
plastische Verzerrungstensor zweiter Stufe ε auf sechs Komponenten reduziert. Daraus
ergeben sich unter Verwendung des expliziten Euler-Verfahrens sechs Gleichungen für die
sechs plastischen Komponenten des plastischen Verzerrungstensors. Insgesamt existieren
somit sieben Evolutionsgleichungen, für die gilt:

0 = εn+1
p,11 − εnp,11 − γ

∂FB
∂σ11

∆t , (7.14)

0 = εn+1
p,22 − εnp,22 − γ

∂FB
∂σ22

∆t , (7.15)

0 = εn+1
p,33 − εnp,33 − γ

∂FB
∂σ33

∆t , (7.16)

0 = εn+1
p,23 − εnp,23 − γ

∂FB
∂σ23

∆t , (7.17)

0 = εn+1
p,13 − εnp,13 − γ

∂FB
∂σ13

∆t , (7.18)

0 = εn+1
p,12 − εnp,12 − γ

∂FB
∂σ12

∆t , (7.19)

0 = αn+1 − αn − γ∆t . (7.20)

Die plastischen Dehnungen εnp,ij und die plastische Verfestigung αn sind die Werte
des letzten Iterationsschrittes n. Die Größen des aktuellen Iterationsschrittes n + 1
werden durch die plastischen Dehnungen εn+1

p,ij , die plastische Verfestigung αn+1 und den
plastischen Multiplikator γ beschrieben. ∆t stellt in den Gleichungen (7.14)-(7.20) die
Zeitschrittweite der Simulation dar. In den sieben Evolutionsgleichungen (7.14)-(7.20)
sind mit den aktuell zu bestimmenden plastischen Dehnungen, der Verfestigungsvaria-
blen und dem plastischen Multiplikator acht unbekannte Größen enthalten. Durch die
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zusätzliche Bedingung, dass für jeden plastischen Deformationszustand die Fließbedin-
gung erfüllt sein muss, liefert

0 = FB = c k ln
(
e(F1 / c k) + e(F2 / c k)

2

)
(7.21)

die achte Gleichung. Somit ist das Gleichungssystem eindeutig lösbar. Zur Lösung des
Gleichungssystems werden das in Kapitel 2 vorgestellte Mehrdimensionale-Newton-
Verfahren (vgl. Gl. (2.85)-(2.88)) und das Gaußsche Eliminationsverfahren verwendet.
Die resultierenden aktuellen Größen der plastischen Dehnung und der Verfestigungsva-
riablen dienen zur Berechnung des Spannungstensors für den aktuellen Deformationszu-
stand. Die entsprechende Steifigkeitsmatrix zum berechneten Spannungswert wird über
die in Kapitel 5 beschriebene numerische Tangente ermittelt. Dazu wird die Berechnung
des Spannungstensors für einen variierten Deformationszustand durchgeführt und die
Komponenten der Steifigkeitsmatrix wie in Gleichung (5.3) bestimmt. Durch die Ver-
wendung der numerischen Tangente wird für das Kontinuumsmodell die Bestimmung
der Steifigkeit vereinfacht und eine Anpassung der konstitutiven Zusammenhänge ohne
Änderung des Vorgehens zur Bestimmung der Steifigkeit ermöglicht.

7.1.2 Simulation und Parameteridentifikation

Zur Identifikation der Parameter des Kontinuumsmodells wird das in Gleichung (2.41)
definierte Hookesche Gesetz mit den Lamé-Konstanten als Grundlage verwendet. Als
Eingangsgrößen für das Simulationsmodell dienen der E-Modul und die Querkontrakti-
onszahl ν, um eine bessere Vergleichbarkeit mit dem entwickelten Multiskalenmodell zu
gewährleisten. Die Lamé-Konstanten ergeben sich aus dem E-Modul und der Querkon-
traktionszahl zu

λ = E ν

(1 + ν) (1− 2 ν) (7.22)

und

µ = E

2 (1 + ν) . (7.23)

Weiter müssen zur Bestimmung der Fließfläche sowohl die Parameter für die initiale
Fließfläche als auch die Verfestigungsparameter bestimmt werden. Die ermittelte makro-
skopische Fließfläche des 10 ppi Aluminiumschaums dient als Grundlage zur Anpassung
der initialen Fließflächenparameter a1, a2, c, r, I0 und α. Zur Identifikation der Materi-
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alparameter wird der in MatlabTM integrierte fminsearch-Algorithmus verwendet. Dieser
basiert auf dem Nelder-Mead-Verfahren [167], das der Optimierung einer nichtlinearen
Funktion mit mehreren Parametern dient. Zur Ermittlung der Parameter der initialen
Fließfläche des 10 ppi Aluminiumschaums wird die Abweichung der gemessenen Daten-
punkte der Fließfläche aus den Experimenten in der hydrostatischen Ebene und den
entsprechenden Funktionswerten der implementierten Fließfläche nach Bier et al. [35]
bestimmt. Die Abweichung der realen Werte für die Wurzel der zweiten deviatorischen
Invarianten aus dem Experiment yExp und aus dem implementierten Simulationsmodell
ySim dient als zu minimierende Funktion fFehler (yExp, ySim). Die Fehlerfunktion wird
über

fFehler (yExp, ySim) =
2 ∑

i
(yExp,i − ySim,i)2

∑
i
|yExp,i + ySim,i| + 10−6 (7.24)

als Summe der Fehlerquadrate dividiert durch den Mittelwert berechnet. Der zusätzliche
Term 10−6 im Nenner dient lediglich der Vermeidung einer Division durch Null, für den
Fall, dass beide Werte Null sind. Für die Optimierung wird eine maximale Anzahl von
100.000 Iterationen vorgegeben. Für eine Abweichung des Modells von der Realität, die
kleiner als 2 × 10−6 ist oder eine Änderung der zu identifizierenden Parameter, die
kleiner als 2 × 10−6 ist, wird von einer hinreichend genauen Lösung ausgegangen. Die
Optimierung wird für unterschiedliche Startwerte der sechs Parameter durchgeführt.
Die identifizierten Parameter sind in Tabelle 7.1 zusammengefasst und die daraus
resultierende Fließfläche ist in Abbildung 7.2 dargestellt.

Tabelle 7.1: Identifizierte Materialparameter für die initiale Fließfläche des verwendeten 10 ppi
Aluminiumschaums

Parameter a1 [MPa] a2 [-] c [-] r [-] I0 [MPa] α [-]

Wert 0,0226 -0,6581 0,7202 0,4258 0,6389 1,1595

Zur Darstellung wird die Fließfläche zusammen mit den experimentell ermittelten
Punkten der Fließfläche in der hydrostatischen Ebene aufgetragen. Sowohl qualitativ als
auch quantitativ stimmt das Fließflächenmodell mit den experimentellen Daten überein.
Der quantitative Vergleich wird durch die Bestimmung der Korrelation zwischen den
realen Werten und den entsprechenden Werten der Fließfunktion gegeben. Für die
ermittelte Fließfläche ergibt sich ein Korrelationsfaktor von 90 %.
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Abbildung 7.2: Fließfläche des 10 ppi Aluminiumschaums für die gemessenen experimentellen
Werte als blaue und rote Dreiecke sowie schwarze Kreise dargestellt und für
die Parameteridentifikation als durchgezogene schwarze Linie

Die ermittelten Parameter der initialen Fließfläche dienen im Folgenden zur Identifi-
kation der verbliebenen Materialparameter. Die Identifikation erfordert eine inverse
Berechnung, wozu eine Simulation an einem geometrischen Modell der realen Probe aus
dem Experiment durchgeführt wird. Als Geometrie wird ein Quader mit einer Kanten-
länge von 80 mm × 40 mm× 40 mm mit 30 × 15 × 15 Elementen des implementierten
User-Elements vernetzt. Das entspricht der verwendeten Probengeometrie der getesteten
Aluminiumschäume auf der Makroebene. Die Experimente weisen einen deutlichen
Unterschied der linearen Steigung für den Anfangsbereich in den Spannungs-Dehnungs-
Diagrammen in Abbildung 6.15 und Abbildung 6.16 unter Druck- und Zugbelastungen
auf. Für das verwendete Kontinuumsmodell muss der E-Modul je nach Art der Belas-
tung angepasst werden. Um dennoch eine effiziente Parameteridentifikation zu erreichen,
wird zunächst der E-Modul für die Druckversuche in Kombination mit den Verfesti-
gungsparametern der Fließfunktion ermittelt. Da für Schäume nicht nur die plastische
Querkontraktionszahl, sondern auch die Querkontraktionszahl im elastischen Bereich
zu Null angenommen werden kann, beschränkt sich die Anzahl an Parametern auf vier.
Zur Bestimmung der Parameter wird analog zur Bestimmung der initialen Fließflächen-
parameter die Abweichung zwischen Modell und Realität minimiert. Der in MatlabTM

implementierte fminsearch-Algorithmus dient zur Ermittlung des Minimums der Abwei-
chung. Anders als für die initiale Fließfläche muss für jede Iteration die Simulation mit
neuen Parametern durchgeführt werden. Für die Druck- und Zugversuche werden die
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Randbedingungen analog zu den Experimenten als Dirichlet-Randbedingungen aufge-
bracht. Die Ergebnisse der Simulation werden mit der in Gleichung (7.24) beschriebenen
Fehlerfunktion mit den experimentellen Ergebnissen verglichen. Diese Iteration wird
solange durchgeführt, bis der Fehler kleiner als 2 × 10−6 oder eine Änderung der zu
identifizierenden Parameter kleiner als 2 × 10−6 ist. Die Resultate der Parameteridentifi-
kation sind die in Tabelle 7.2 zusammengefassten Materialparameter. Die Visualisierung
der Ergebnisse ist in Abbildung 7.3 als Spannungs-Dehnungs-Diagramm dargestellt.
Die Simulation bildet den pseudo-elastischen Bereich des Druckversuchs am realen
Schaum sehr gut ab. Der PCS wird durch die Simulation vorhergesagt. Das sukzessive
Kollabieren der Porenlagen bedingt die Plateauspannung und wird im verwendeten
Kontinuumsmodell linear genähert.

Tabelle 7.2: Identifizierte Materialparameter für den verwendeten 10 ppi Aluminiumschaum

Parameter ED [MPa] EZ [MPa] ck [MPa] cd [MPa] bd [-]

Wert 16,6667 41,9551 0,0 0,6150 0,0
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Abbildung 7.3: Makroskopisches Spannungs-Dehnungs-Diagramm der gemittelten Druckversu-
che des verwendeten 10 ppi Aluminiumschaum und des Simulationsergebnisses
für die identifizierten Materialparameter
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Die identifizierten Parameter für die Evolution der Fließfläche werden für die Iden-
tifikation des E-Moduls unter Zugbelastung als vorausgesetzt angenommen. Da das
Kontinuumsmodell nur die Plastizität abbildet, ist eine Beschreibung des Spannungsab-
falls nach Erreichen des PCS unter Zugbelastung nicht möglich. Aus diesem Grund dient
das Modell der Abschätzung des PCS unter verschiedenen Lastfällen. Für die Ermittlung
des E-Moduls wird die gleiche Optimierungsroutine in MatlabTM verwendet wie für
die Ermittlung des E-Moduls unter Druckbelastung. Das Ergebnis der Optimierung
ist in Tabelle 7.2 zusammengefasst. Der qualitative Vergleich der Ergebnisse ist in
Abbildung 7.4 gegeben, wobei der annähernd lineare Anfangsbereich des experimentell
ermittelten Spannungs-Dehnungs-Diagramms deutlich wird. Die Abnahme der Steigung
im Spannungs-Dehnungs-Diagramm wird durch das einfache elastisch-plastische Mate-
rialmodell nicht abgebildet. Dennoch wird auch für die Zugversuche der PCS annähernd
vorhergesagt. Zur besseren Vergleichbarkeit sind die Spannungs-Dehnungs-Diagramme
in Abbildung 7.3 und in Abbildung 7.4 identisch skaliert.
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Abbildung 7.4: Makroskopisches Spannungs-Dehnungs-Diagramm der gemittelten Zugversuche
des verwendeten 10 ppi Aluminiumschaum und des Simulationsergebnisses für
die identifizierten Materialparameter
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7.2 Multiskalenmodell

7.2.1 Phänomenologische 1D Konstitutivgesetze

Das in Kapitel 5 vorgestellte Multiskalenmodell basierend auf der Microplane Theorie mit
der Erweiterung um die stochastische Verteilung der Stegorientierungen dient als Grund-
lage für die in diesem Kapitel durchgeführte Implementierung. Wie in Abbildung 5.4
zusammengefasst, wird das Modell als Umat-Routine in der FE-Software FEAPTM umge-
setzt. Die Ergebnisse der Experimente an Einzelstegen dienen der Vervollständigung des
Modells. Die experimentell ermittelten Spannungs-Dehnungs-Diagramme (s. Abb. 6.7
und Abb. 6.8) bzw. das normierte Kraft-Durchbiegungs-Diagramm (s. Abb. 6.12) für
die Biegung werden mithilfe von rein phänomenologischen 1D Konstitutivgesetzen
beschrieben. Dabei wird ein gesondertes Konstitutivgesetz für die Biegung und damit
für die Tangentialkomponente des Microplane Modells verwendet. Um das unterschied-
liche Verhalten der Stege unter Druck- und Zugbelastungen abzubilden, wird für die
Normalkomponente der Microplane Theorie eine Fallunterscheidung eingeführt. Diese
prüft für jede der diskreten Richtungen, ob eine Druck- oder Zugbelastung vorliegt.
Mit der vorgestellten Unterscheidung werden alle Belastungsarten, die für das Modell
relevant sind, abgedeckt. Die folgenden Materialmodelle werden im Programmablauf nur
im Unterprogramm der 1D Konstitutivgesetze verwendet. Die restliche Implementierung
bleibt von den 1D Modellen unbeeinflusst. Zunächst werden für alle Belastungsarten
die phänomenologischen Konstitutivgesetze vorgestellt und beschrieben. Im Anschluss
wird die Routine zur Parameteridentifikation allgemein beschrieben und die Ergebnisse
für alle drei Belastungsarten zusammengefasst und diskutiert.

Die Druckversuche an Einzelstegen zeigen einen komplexen Spannungs-Dehnungs-
Verlauf. Eine Option, das Verhalten phänomenologisch mit einem 1D Konstitutivmodell
zu charakterisieren, ist ein elasto-plastisches Materialmodell, wie es in Kapitel 2 be-
schrieben und in Tabelle 2.1 mit den wichtigsten Gleichungen zusammengefasst wurde.
Dabei werden die Gleichungen (2.56)-(2.61) zu skalarwertigen Gleichungen vereinfacht
und hängen somit ausschließlich von skalaren Größen ab. Zur phänomenologischen
Beschreibung wird von assoziiertem Fließen ausgegangen, wodurch das Fließpotential
und die Fließfunktion identisch sind. Die Spannungs-Dehnungs-Diagramme der 15 Ein-
zelstege unter Druckbelastung weisen nach einem annähernd linearen Anfangsbereich
eine abnehmende Steigung auf. Nach einer Dehnung von ca. 40 % ändert sich die Krüm-
mung und die Spannung steigt erneut an. Um dieses Verhalten abzubilden, wird das
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Hookesche Gesetz mit

σ = ESD (ε − εp) (7.25)

als Basis definiert. Der Index SD dient der Zuordnung zu den Stegen unter Druckbelas-
tung. Dabei stellt ESD den effektiven E-Modul für die Druckversuche an Stegen dar.
Aus Gründen der Übersicht werden die Größen analog zur Beschreibung der kleinen
Deformationen in Kapitel 2 mit σ, ε und εp beschrieben. Die verwendeten Größen für
das Modell entsprechen der Nominalspannung sowie der logarithmischen Dehnung und
werden durch die Zusammenhänge der Kontinuumsmechanik zur Cauchy-Spannung
umgerechnet. Durch die Verwendung der logarithmischen Dehnung ist der additive Split
der Dehnung auch für beliebige Deformationen anwendbar. Weiter wird ein Fließkriteri-
um mit zwei unterschiedlichen exponentiellen Verfestigungsfunktionen definiert. Die
Fließfunktion zur Beschreibung des Stegverhaltens unter Druckbelastung FSD wird über

FSD(σ, αSD) = σSD,F − kSD(αSD) (7.26)

definiert. Die Verfestigungsfunktion kSD ist eine Funktion der Verfestigungsvariablen
αSD und ist definiert als

kSD(αSD) = σSD,y + (σSD,inf − σSD,y) (1 − exp (−βSD αSD))

+ HSD αSD + (δSD (exp (κSD (αSD − 0, 4) − 1))) (7.27)

in Abhängigkeit der Materialparameter σSD,y, σSD,inf , βSD, HSD, δSD und κSD. Dabei
stellt σSD,y die initiale Fließspannung und somit den Beginn des Fließens dar. Die
erste Exponentialfunktion dient der Beschreibung der Steigungsabnahme im Spannungs-
Dehnungs-Diagramm nach Erreichen der initialen Fließspannung. Dieser Bereich wird
durch den Übergang von der initialen Fließspannung zu einer maximalen Fließspannung
σSD,inf charakterisiert. Anschließend wird durch eine lineare Entfestigung mit dem
Verfestigungsmodul HSD die lineare Spannungsabnahme beschrieben. Die zweite Expo-
nentialfunktion dient der Beschreibung des Spannungsanstiegs für den Selbstkontakt
der Stege. Zur Beschreibung des exponentiellen Spannungsanstiegs nach Erreichen einer
Dehnung von ca. 40 % dienen die Parameter δSD und κSD.
Zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung des plastischen Dehnungsanteils εp sowie
der Verfestigungsvariablen αSD dienen die Evolutionsgleichungen, die sich aus der Fließ-
regel (s. Gl. (2.60)) und der Evolutionsvorschrift der Verfestigung (s. Gl. (2.61)) ergeben.
Für den eindimensionalen Fall und unter Verwendung des expliziten Euler-Verfahrens
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folgen die beiden Gleichungen zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung mit

0 = εn+1
p − εnp − γSD

∂FSD
∂σ

∆t , (7.28)

0 = αn+1
SD − αnSD − γSD ∆t . (7.29)

Dabei beschreibt der hochgestellte Index n+ 1 die aktuellen Größen und der hochge-
stellte Index n den Wert des letzten Belastungsschrittes. In den Gleichungen sind drei
unbekannte Größen mit εn+1

p , αn+1
SD und γSD enthalten. Zur eindeutigen Lösung dient

als dritte Gleichung die Fließbedingung FSD = 0, die für jede plastische Belastung
erfüllt sein muss. Damit ergibt sich ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen und
drei Unbekannten. Die Lösung des Gleichungssystems erfolgt iterativ unter Verwen-
dung des in Kapitel 2 vorgestellten Mehrdimensionalen-Newton-Verfahrens und dem
Gaußschen Eliminationsverfahren. Mit dem eindimensionalen Konstitutivgesetz wird
das Verhalten der Stege unter Druckbelastungen beschrieben. Im Rahmen des imple-
mentierten Multiskalenmodells kann die eindimensionale Konstitutivgleichung für die
Normalkomponente der einzelnen Richtungen verwendet werden. Die Anpassung der
Materialparameter folgt nach der Einführung der Konstitutivgesetze für die Zug- und
Biegebelastung, da die Identifikation identisch abläuft.

Die Experimente an Stegen unter Zugbelastung weisen ein signifikant unterschiedliches
Verhalten im Vergleich zu den Druckversuchen auf. Abbildung 6.7 zeigt den typischen
Spannungs-Dehnungs-Verlauf für die Zugversuche an Einzelstegen. Für alle 15 Stege
stellt sich ein anfänglich lineares Verhalten ein, gefolgt von einer Abnahme der Steigung
und somit der Steifigkeit bis hin zum Reißen der Stege. Das Reißen der Stege ist damit
gleichbedeutend mit einem abrupten Spannungsabfall zu Null. Zur phänomenologi-
schen Beschreibung des Verhaltens unter Zugbelastung wird ein elastisch-plastisches
Schädigungsmodell implementiert. Als Grundlage dient das in Kapitel 2 vorgestellte
Schädigungsmodell nach Lemaître [146, 147]. Dabei werden die in Tabelle 2.2 zusammen-
gefassten Gleichungen als 1D Konstitutivgesetze der Normalkomponente des Microplane
Modells unter Zugbelastung verwendet. Analog zur Beschreibung des Materialverhaltens
unter Druckbelastung wird das Modell für logarithmische Dehnungen implementiert, was
einen additiven Split der Dehnung in einen elastischen und plastischen Anteil ermöglicht.
Für eine bessere Übersicht werden die Spannungen mit σ und die Dehnungen mit ε
bezeichnet. Das allgemeine Hookesche Gesetz aus Gleichung (2.69) bildet mit

σ = (1− dSZ)ESZ (ε − εp) (7.30)
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die Basis für das Modell. Der effektive E-Modul für die Zugbelastung wird mit ESZ
identifiziert. Zur Beschreibung der Plastizität wird assoziiertes Fließen vorausgesetzt.
Als Fließfunktion wird für die Einzelstege unter Zugbelastung die Funktion FSZ mit

FSZ(σ, αSZ) = σSZ,F
(1− dSZ) − kSZ(αSZ) (7.31)

zugrunde gelegt. Die Verfestigungsfunktion kSZ wird als exponentielle Verfestigung mit
einem linearen Anteil über

kSZ(αSZ) = σSZ,y + (σSZ,inf − σSZ,y) (1 − exp (−βSZ αSZ)) + HSZ αSZ (7.32)

definiert. Darin geben σSZ,y die initiale Fließspannung unter Zugbelastung an, σSZ,inf
die Spannung nach dem exponentiellen Übergang und HSZ den Verfestigungsmodul. Der
Materialparameter βSZ beschreibt die Form des exponentiellen Übergangs zwischen der
initialen Fließspannung und der maximalen Fließspannung σSZ,inf . Neben der zeitlichen
Entwicklung der plastischen Dehnung und der Verfestigungsvariablen muss die zeitliche
Entwicklung der Schädigungsvariablen dSZ beschrieben werden. Mit dem expliziten
Euler-Verfahren werden die Evolutionsgleichungen (2.71)-(2.73) dargestellt als

0 = εn+1
p − εnp − γSZ

∂FSZ
∂σ

∆t , (7.33)

0 = αn+1
SZ − αnSZ − γSZ ∆t , (7.34)

0 = dn+1
SZ − dnSZ − ∆t γSZ

(1− dSZ)

(−Y
r

)s
(7.35)

und ergeben gemeinsam mit der Fließbedingung FSZ = 0 ein Gleichungssystem aus
vier Gleichungen mit vier unbekannten Größen. Die unbekannten Größen sind dabei die
aktuelle plastische Dehnung εn+1

p , die aktuelle Verfestigungsvariable αn+1
SZ , die aktuelle

Schädigungsvariable dn+1
SZ und der plastische Multiplikator γSZ . Für die Schädigungs-

evolution ist Y definiert als

Y = − σ2

2ESZ (1− dSZ)2 . (7.36)

Die Parameter s und r beschreiben die zeitliche Entwicklung der Schädigungsvariablen.
Das Gleichungssystem wird analog zum Konstitutivgesetz unter Druckbelastung iterativ
mithilfe des in Kapitel 2 vorgestellten Mehrdimensionalen-Newton-Verfahrens und dem
Gaußschen Eliminationsverfahren gelöst. Das vorgestellte Materialmodell ermöglicht
die eindimensionale Beschreibung des Stegverhaltens unter Zugbelastung im Rahmen
der Microplane Theorie.
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Als Materialmodell für die Tangentialkomponente des Multiskalenmodells wird ein
elastisch-plastisches Materialmodell zur Charakterisierung des Verhaltens der Stege der
Zwei-Punkt-Biegung definiert. Zur Beschreibung der normierten Kraft-Durchbiegungs-
Diagramme wird eine exponentielle Verfestigung für den Übergang der annähernd
linearen Anfangssteifigkeit bis zu einer maximalen normierten Kraft angenommen.
Um den Kraftabfall in den Experimenten abzubilden, wird eine lineare Entfestigung
gewählt. Dies stellt, analog zur Beschreibung der Zug- und Druckversuche, lediglich
eine Möglichkeit dar, das Materialverhalten rein phänomenologisch zu charakterisieren.
Die Basis für die Charakterisierung bildet das eindimensionale Hookesche Gesetz, wie
es in Kapitel 2 eingeführt wurde. Durch die Beschreibung der normierten Durchbiegung
über die tangentiale Dehnungskomponente der Microplane Theorie folgt das Hookesche
Gesetz mit

σ = ESB (ε − εp) (7.37)

und die Verwendung der logarithmischen Dehnung ermöglicht den additiven Split der
Dehnung. Der effektive E-Modul ESB in Gleichung (7.37) bildet die Anfangssteigung
der normierten Kraft-Durchbiegungs-Kurve ab. Das plastische Verhalten wird über
die modifizierten Gleichungen aus Tabelle 2.1 für den eindimensionalen Fall und für
assoziiertes Fließen beschrieben. Die Fließfunktion für die Beschreibung der Plastizität
unter Biegebeanspruchung FSB wird mit

FSB(σ, αSB) = σSB,F − kSB(αSB) (7.38)

definiert. Die oben erläuterte Verfestigung wird über

kSB(αSB) = σSB,y + (σSB,inf − σSB,y) (1 − exp (−βSB αSB)) + HSB αSB (7.39)

beschrieben. σSB,y stellt die initiale Fließspannung, σSB,inf die maximale Fließspannung
nach dem exponentiellen Übergang und HSB den Verfestigungs- bzw. Entfestigungs-
modul dar. Die Variable βSB beschreibt den Übergang von der initialen Fließspannung
zur maximalen Fließspannung. Die Evolution der Verfestigungsvariablen αSB wird wie
in Gleichung (2.61) definiert. Unter Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens folgen
die beiden Gleichungen zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung der plastischen
Dehnung und der Verfestigung zu:

0 = εn+1
p − εnp − γSB

∂FSB
∂σ

∆t , (7.40)

0 = αn+1
SB − αnSB − γSB ∆t . (7.41)
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Für die eindeutige Lösung muss als dritte Gleichung das Fließkriterium FSB = 0
erfüllt sein. Die Lösung des Gleichungssystems erfolgt analog zu denen für die Zug- und
Druckbelastung.

7.2.2 Parameteridentifikation

Zur Identifikation aller Materialparameter der drei vorgestellten Modelle (ESD, σSD,y,
σSD,inf , βSD, HSD, δSD, κSD, ESZ , σSZ,y, σSZ,inf , βSZ , HSZ , dSZ , ESB, σSB,y, σSB,inf ,
βSB und HSB) wird der Mittelwert der experimentell ermittelten Spannungs-Dehnungs-
Diagramme bzw. des normierten Kraft-Durchbiegungs-Diagramms bestimmt. Für die
Parameteridentifikation der 1D Modelle dient allein das mathematische Modell. Ein
zusätzlicher Bezug zu den realen Stegen wird nicht benötigt. Es wird die Annahme
getroffen, dass der Mittelwert der je 15 Experimente an Einzelstegen die geometrisch
bedingten Schwankungen abbildet. Die identifizierten Parameter werden anschließend
im FE-Modell verwendet. Zur Parameterbestimmung wird der Fehler zwischen den
Materialmodellen und der jeweiligen mittleren Spannungs-Dehnungs-Kurve ermittelt.
Als Fehlerfunktion dient die in Gleichung (7.24) definierte Abweichung. Mit dem in
MatlabTM integrierten fminsearch-Algorithmus wird das Minimum der Fehlerfunktion
und somit der Abweichung zwischen dem jeweiligen Modell und dem zugehörigen
Experiment bestimmt. Dazu werden die 1D Materialmodelle mit unterschiedlichen
Materialparametern durchgerechnet, bis die Fehlerfunktion aus Gleichung (7.24) oder die
Änderung der Materialparameter kleiner als 10−6 ist. Beschränkt wird die Identifikation
weiter durch eine maximale Anzahl von 100.000 Iterationen.

Die Ergebnisse der Parameteridentifikation sind in Tabelle 7.3 für alle drei Material-
modelle zusammengefasst. Die Parameter dienen als Materialparameter für die implemen-
tierten Materialmodelle für die Normal- und Tangentialkomponente des beschriebenen
Multiskalenmodells. Die Validierung des Modells wird mit den ermittelten Material-
parametern der Mikroebene an Experimenten der Makroebene durchgeführt. Zur Visua-
lisierung der Parameteridentifikation sind die Spannungs-Dehnungs-Diagramme der 1D
Konstitutivgesetze für Druck- und Zugbelastung in Abbildung 7.5 und Abbildung 7.6
dargestellt. Dabei entsprechen die schwarzen Verläufe dem angepassten 1D Konsti-
tutivgesetz, wie es für die einzelnen Richtungen der Mikroebene verwendet wird. In
beiden Diagrammen ist in Rot der Mittelwert aus den 15 experimentell ermittelten
Spannungs-Dehnungs-Diagrammen dargestellt.
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Die Parameteridentifikation zeigt eine sehr gute Übereinstimmung der phänomenologi-
schen Materialmodelle mit den experimentellen Daten für die Druck- und Zugbelastung.
In Abbildung 7.7 ist das mittlere normierte Kraft-Durchbiegungs-Diagramm für die
15 Zwei-Punkt-Biegeversuche mit dem 1D Konstitutivgesetz zur Beschreibung der
Tangentialkomponente der Microplane Theorie aufgetragen. Für das verwendete 1D
Konstitutivgesetz wird die gemittelte experimentelle Kurve sehr gut abgebildet. Ins-
besondere mit dem Vergleich der großen Streuung der experimentellen Daten liegen
die kleineren Abweichungen der simulierten Kurven perfekt auf den experimentellen
Kurven. Anzumerken ist, dass die phänomenologische Beschreibung der Experimente
der Einzelstege nur eine Möglichkeit darstellt, das mikroskopische Materialverhalten ab-
zubilden. Die verwendeten Materialmodelle dienen der Veranschaulichung, dass mit dem
entwickelten Multiskalenmodell beliebige eindimensionale nichtlineare Zusammenhänge
in dreidimensionale Materialmodelle verallgemeinert werden können. Die Änderung
des mikroskopischen Verhaltens oder der Interpretation der einzelnen Richtungen der
Microplane Theorie kann ohne großen Aufwand angepasst werden und ist somit für
beliebige zelluläre Materialien bzw. Mikrostrukturen anwendbar.
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Abbildung 7.5: Mittleres Spannungs-Dehnungs-Diagramm der Zugversuche an 15 einzelnen
Stegen in Rot und resultierendes Spannungs-Dehnungs-Diagramm aus den er-
mittelten Materialparametern der mikroskopischen Materialmodelle in Schwarz
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Abbildung 7.6: Mittleres Spannungs-Dehnungs-Diagramm der Druckversuche an 15 einzel-
nen Stegen in Rot und resultierendes Spannungs-Dehnungs-Diagramm aus
den ermittelten Materialparametern der mikroskopischen Materialmodelle in
Schwarz
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Abbildung 7.7: Mittleres normiertes Kraft-Durchbiegungs-Diagramm der Zwei-Punkt-
Biegeversuche an 15 einzelnen Stegen in Rot und resultierendes Spannungs-
Dehnungs-Diagramm aus den ermittelten Materialparametern der mikroskopi-
schen Materialmodelle in Schwarz
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8
Modellvalidierung

Zur Modellvalidierung wird das entwickelte Multiskalenmodell sowohl mit den makrosko-
pischen Experimenten als auch mit dem implementierten Kontinuumsmodell zur Bestim-
mung der makroskopischen Fließfläche verglichen. Zunächst wird das Multiskalenmodell
mit Druck- und Zugversuchen an makroskopischen 10 ppi Aluminiumschaumproben
validiert. Dazu dienen die in Kapitel 6 vorgestellten experimentellen Ergebnisse. Die
Simulation wird an einem Quader durchgeführt, welcher bezüglich der Abmessungen und
Randbedingungen identisch mit dem Quader aus den Experimenten ist. Anschließend
werden die Simulationsergebnisse den experimentellen Resultaten gegenübergestellt und
diskutiert. Als weitere Validierung dient die experimentell ermittelte Fließfläche des
10 ppi Aluminiumschaums aus Kapitel 6 in Kombination mit dem Kontinuumsmodell
basierend auf der Fließfläche nach Bier et al. [35]. Mit dem Multiskalenmodell werden
unterschiedliche Belastungen simuliert und anschließend mit der Fließfläche verglichen.
Die durch die Parameteridentifikation ermittelte initiale Fließfläche dient zum Vergleich
der Simulationsergebnisse des Multiskalenmodells.
Abschließend wird das Multiskalenmodell dem Kontinuumsmodell gegenübergestellt.
Dazu wird ein inhomogener Deformationszustand simuliert und die beiden Modelle
werden im Bereich von kleinen Deformationen miteinander verglichen. Dazu werden
die Spannungsverteilung über die gesamte Probe und der plastische Verzerrungsten-
sor der beiden Materialmodelle verwendet. Aus diesen Ergebnissen wird gleichzeitig
die Routine zur Bestimmung des plastischen Anteils des Deformationsgradienten im
Multiskalenmodell eingeführt und auf Plausibilität geprüft.
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8.1 Makroskopische Druck- und Zugversuche

Das Multiskalenmodell wird mit den ermittelten Materialparametern aus den Experimen-
ten an Einzelstegen und den Wichtungsfaktoren der stochastischen Orientierungsanalyse
für einen zu den Druck- und Zugversuchen identischen Quader angewandt. Der Quader
wird analog zu den Simulationen mit dem Kontinuumsmodell mit 30 × 15 × 15 linearen
Hexaederelementen vernetzt, was nur eine von mehreren Vernetzungsmöglichkeiten
darstellt. Durch die Implementierung des Materialmodells als Umat-Routine ist die
Wahl der verwendeten Elemente an die entsprechende Geometrie anpassbar. Die Druck-
und Zugrandbedingungen werden als Dirichlet-Randbedingung aufgebracht und bil-
den somit die verschiebungsgesteuerten Experimente ab. Die Simulation erfolgt für
beliebig große Deformation unter Verwendung der im Multiskalenmodell beschriebenen
finiten Theorie. Die Ergebnisse der Simulation werden mit den mittleren Spannungs-
Dehnungs-Diagrammen der Druck- bzw. Zugversuche am makroskopischen 10 ppi
Aluminiumschaum verglichen. Entsprechend der experimentellen Daten werden die
Simulationsergebnisse als Nominalspannung über der Ingenieursdehnung aufgetragen.
Die Umrechnung von dem für die Simulation benötigten Cauchy-Spannungstensor in
den Nominalspannungstensor wird durch Gleichung (2.23) beschrieben.
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Abbildung 8.1: Simulation eines makroskopischen Druckversuchs mit dem Multiskalenmo-
dell und den ermittelten Parametern aus den mikroskopischen Versuchen an
Einzelstegen im Vergleich zum Mittelwert aus den realen Experimenten
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Für die Simulation der Druckversuche ergibt sich unter Verwendung der ausschließlich mi-
kroskopisch ermittelten Parameter der in Abbildung 8.1 gezeigte Spannungs-Dehnungs-
Verlauf. In Abbildung 8.1 sind der Mittelwert der experimentellen Ergebnisse in Rot
und die Ergebnisse der Simulation in Schwarz dargestellt. Die Simulation beschreibt
den Spannungs-Dehnungs-Verlauf sehr gut. Sowohl der anfängliche pseudo-elastische
Bereich als auch die mittlere Plateau-Spannung werden durch das Multiskalenmodell
abgebildet. Die Verdichtung des Schaums für Dehnungen ab etwa 60 % wird durch das
Modell ebenfalls beschrieben. Die Abweichungen der Simulation in der anfänglichen
Steigung und für die Verdichtung liegen im Bereich der Schwankungen der Experimente
(vgl. Abb. 6.15).

Für die Simulation der Zugversuche sind die Ergebnisse in Abbildung 8.2 in Schwarz
dargestellt. Im gleichen Spannungs-Dehnungs-Diagramm ist der Mittelwert der Zugver-
suche am makroskopischen 10 ppi Aluminiumschaum in Rot abgetragen. Analog zur
Simulation der Druckversuche werden die Zugversuche sehr gut durch das Multiskalen-
modell wiedergegeben. Sowohl die anfängliche Steigung als auch der PCS werden sehr
gut abgebildet. Der kontinuierliche Spannungsabfall nach dem PCS in den Experimenten
wird durch das Multiskalenmodell nicht beschrieben.
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Abbildung 8.2: Simulation eines makroskopischen Zugversuchs mit dem Multiskalenmodell
und den ermittelten Parametern aus den mikroskopischen Versuchen an Ein-
zelstegen im Vergleich zum Mittelwert aus den realen Experimenten
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Die Abnahme der Spannung wird dennoch annähernd durch die stufige Abnahme
abgebildet. Eine Erklärung für die diskontinuierliche Spannungsabnahme in der Si-
mulation liefert die Microplane Theorie selbst. Durch das Erreichen der maximalen
Spannung für das verwendete Materialgesetz der Zugversuche fällt die Spannung der
einzelnen Richtungen nacheinander auf Null ab. Durch die gewählte Diskretisierung der
Einheitskugel existieren nur wenige Richtungen, die unter uniaxialer makroskopischer
Last nacheinander zu Null werden. Ein kontinuierlicher Abfall der Spannung erfordert
eine feinere Diskretisierung der Einheitskugel, um somit die in Abbildung 5.6 darge-
stellten fünf Kategorien auf beliebig viele Kategorien zu erweitern. Sobald die Anzahl
der Kategorien größer wird, fällt die Spannung für jede Kategorie weiter abrupt ab.
Jedoch ergibt sich makroskopisch ein deutlich kontinuierlicher Verlauf. Im Rahmen
dieser Arbeit wird auf Simulationen mit unterschiedlichen Diskretisierungen verzichtet,
da die Leistungsfähigkeit des vorgestellten Modells anhand einer Diskretisierung der
Einheitskugel aufgezeigt wird. Die Ergebnisse der ersten Simulation zeigen das Potential
des Multiskalenmodells, welches ohne makroskopische Materialparameter das makro-
skopische Verhalten des 10 ppi Aluminiumschaums abbildet. Die Beschreibung des PCS
unter Druck- und Zugbelastung lässt erahnen, dass auch die Fließfläche durch das rein
mikromechanisch motivierte Multiskalenmodell abgebildet wird.

8.2 Makroskopische Fließflächen

Zur Validierung der Annahme aus dem vorherigen Abschnitt dient die Beschreibung der
makroskopischen Fließfläche in Kapitel 7 durch das Kontinuumsmodell. Die ermittelten
Parameter zur Beschreibung der initialen Fließfläche der 10 ppi Aluminiumschäume
werden zur Validierung der Simulationen unterschiedlicher Lastszenarien mit dem Multi-
skalenmodell verwendet. Um die Abbildung der Fließfläche für unterschiedliche Lastfälle
zu demonstrieren, werden beliebige Randbedingungen simuliert. Alle Randbedingungen
werden als Dirichlet-Randbedingungen aufgebracht.
Zur Abbildung der Fließfläche im Hauptspannungsraum werden die unterschiedlichen
Simulationen an einem Würfel der Kantenlänge 40 mm × 40 mm × 40 mm durchgeführt.
Neben einer reinen Schubbelastung wird eine um Zug- bzw. Druckbelastung überlagerte
Schubbelastung simuliert. Weiter werden triaxiale Deformationen auf den Würfel aufge-
bracht, um den Bereich der Fließfläche um die hydrostatische Achse abbilden zu können.
Die insgesamt sieben Lastfälle sind in Abbildung 8.3 dargestellt und stellen nur einen
Bruchteil an potenziellen Belastungsszenarien dar. Dennoch ist es mit der Auswahl an
Lastfällen möglich, den gesamten Bereich der hydrostatischen Ebene abzubilden.



8.2. Makroskopische Fließflächen 129

u

u
u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

Lastfall 1 Lastfall 2 Lastfall 3

Lastfall 4 Lastfall 5 Lastfall 6 Lastfall 7

u
u

Abbildung 8.3: Unterschiedliche Lastfälle für die Validierungssimulationen mit dem entwickel-
ten Multiskalenmodell

Für die Auswertung der Simulationen wird im Spannungs-Dehnungs-Diagramm der
PCS analog zu den Druck- und Zugversuchen bestimmt. Anders als für die Experimente
werden die erste Hauptinvariante des Spannungstensors und die zweite Hauptinvariante
des Spannungsdeviators direkt im Rahmen der Simulation berechnet (s. Gl. (2.45)
und Gl. (2.48)). Die aus den sieben Simulationen ermittelten Wertepaare werden in
Abbildung 8.4 in der hydrostatischen Ebene gemeinsam mit der in Kapitel 7 bestimmten
initialen Fließfläche dargestellt. Die Ergebnisse der Simulation bilden eine geschlossene
Fließfläche ab und beschreiben die durch die Parameteridentifikation ermittelte Fließ-
fläche des Kontinuumsmodells. Im Vergleich mit Abbildung 7.2 zeigt sich, dass alle
Simulationen im Bereich der experimentellen Streuung liegen. Weiter bilden die Daten
der Simulation eine konvexe Fließfläche ab, die neben der Notwendigkeit einer geschlos-
senen Fließfläche zur Charakterisierung des PCS von Schäumen unter hydrostatischem
Druck eine der Hauptansprüche an die Fließfläche ist.
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Abbildung 8.4: Validierung des Multiskalenmodells durch die initiale Fließfläche für den 10 ppi
Aluminiumschaum

Der Vergleich der Simulation unterschiedlicher Lastfälle mit dem entwickelten Multis-
kalenmodell stützt die Annahme der vorliegenden Arbeit, dass das makroskopische
Verhalten von Schäumen rein durch mikroskopische Eigenschaften und eine geeignete
Homogenisierungsmethode im Rahmen der Microplane Theorie charakterisiert werden
kann. Die Übereinstimmung der Simulationsergebnisse mit der experimentell ermittel-
ten Fließfläche zeigt die Leistungsfähigkeit des entwickelten Mehrskalenmodells. Die
verwendete Interpretation der einzelnen Richtungen der Microplane Theorie, welche
den Bezug zur Mikrostruktur von Schäumen herstellt, liefert das makroskopische Ver-
halten eines realen Schaums. Damit ist das Grundkonzept als neue Möglichkeit zur
makroskopischen Beschreibung von Metallschäumen plausibel und bildet die Grundlage
für weitere Forschungsinhalte.

8.3 Bestimmung des plastischen Deformationsanteils

Abschließend wird das Multiskalenmodell bezüglich der plastischen Deformation validiert.
Hierzu dient ein Simulationsmodell eines einseitig eingespannten Balkens, der gleichzei-
tig gebogen und gedrückt wird. Um die plastische Deformation zu vergleichen, wird die
Simulation sowohl mit dem Multiskalenmodell als auch mit dem Kontinuumsmodell
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durchgeführt. Die plastische Dehnung des Kontinuumsmodells ist bekannt und folgt aus
dem 3D Konstitutivgesetz. Der plastische Anteil der Deformation im Multiskalenmodell
ist dagegen nicht ohne Weiteres gegeben. Zur Bestimmung der makroskopischen plasti-
schen Dehnung wird die plastische Dehnung der einzelnen Richtungen als Grundlage
verwendet. Im Rahmen der verwendeten finiten Theorie entspricht dies einer lokalen
Entlastung zur Bestimmung des plastischen Anteils des Deformationsgradienten.

Zur Validierung der Annahme wird der plastische Deformationszustand mit dem des
Kontinuumsmodells verglichen. Die logarithmischen plastischen Dehnungen der einzelnen
Richtungen der Einheitskugeln an jedem Integrationspunkt werden zunächst in plastische
Green-Lagrange-Verzerrungen umgerechnet. Der Zusammenhang der logarithmischen
Dehnung und der Green-Lagrange-Verzerrung ist im eindimensionalen Fall gegeben mit

εL = ln
(√

2E + 1
)
. (8.1)

Die plastischen Green-Lagrange-Verzerrungen
n

EN,p und
n

ET,p der einzelnen Richtun-
gen der Einheitskugel ergeben, analog zu den Spannungen, über eine Homogenisie-
rungsvorschrift (vgl. Gl. (4.23)) den makroskopischen plastischen Green-Lagrange-
Verzerrungstensor mit

Ep =
∑
n

(
n

EN,p
nn⊗ nn +

n

ET,p
1
2

(
n
t⊗ nn + nn⊗

n
t
))

n
ω . (8.2)

Die Homogenisierung stellt eine Methode zur Bestimmung des plastischen Anteils des
Deformationsgradienten im Rahmen der Microplane Theorie dar. Aus der Definition
des Green-Lagrange-Verzerrungstensors in Gleichung (2.30) und dem Zusammenhang
aus Gleichung (2.29) ergibt sich der plastische Green-Lagrange-Verzerrungstensor als
Funktion des plastischen Anteils des Deformationsgradienten mit

Ep = 1
2
((

FT
p · Fp

)
− I

)
. (8.3)

Aus diesem Zusammenhang kann im Postprocessing der plastische Anteil des Deforma-
tionsgradienten ermittelt werden. Mittels des Kontinuumsmodells wird die Bestimmung
der plastischen Maße des Multiskalenmodells validiert. Dabei wird ausschließlich das
initiale Fließen für beide Modelle betrachtet. Diesbezüglich wird die Annahme getrof-
fen, dass kleine Deformationen vorliegen und somit die Green-Lagrange-Verzerrung
der Dehnung des Kontinuumsmodells entspricht. Weiter wird für beide Modelle ein
Vergleich der Spannungsverteilung durchgeführt. Als Spannungswerte dienen sowohl die
mittlere Normalspannung (s. Gl. (2.46)) als auch die von Mises Vergleichsspannung σV
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als invariante Größen. Die von Mises Vergleichsspannung wird als

σV =
√

3 J2 , (8.4)

in Abhängigkeit der zweiten Hauptinvarianten des Spannungsdeviators definiert. In
Abbildung 8.5 ist der Verlauf der mittleren Normalspannung des simulierten Balkens
im Ausgangszustand und für zwei weitere Deformationszustände dargestellt. Zusätzlich
sind im Ausgangszustand die verwendeten Randbedingungen in Grün eingetragen. Der
erste Deformationszustand entspricht einer rein elastischen Deformation und der zweite
zeigt eine erste plastische Deformation an den Rändern der Geometrie. Die Verteilung
der Spannung ist für die verwendeten Simulationsmodelle annähernd identisch. Sowohl
für die Simulation des Balkens mit dem Multiskalenmodell als auch mit dem Konti-
nuumsmodell bildet sich die größte mittlere Spannung in der rechten oberen und der
linken unteren Ecke aus.
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Abbildung 8.5: Vergleich der mittleren Nominalspannung für das Kontinuums- und das Multi-
skalenmodell für einen inhomogenen Deformationszustand; je für einen rein
elastischen Deformationszustand und den ersten plastischen Deformationszu-
stand
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Ein ähnliches Ergebnis folgt für den Vergleich der Verteilung der von Mises Vergleichs-
spannung. In Abbildung 8.6 sind wie in Abbildung 8.5 neben dem Ausgangszustand zwei
weitere Deformationszustände für das Multiskalen- und das Kontinuumsmodell abgebil-
det. Die verwendeten Randbedingungen für die Simulation sind an der undeformierten
Geometrie eingetragen. Die maximalen Spannungswerte für die von Mises Vergleichs-
spannung bilden sich analog zu den Maximalwerten der mittleren Normalspannung aus.
Die Verteilung der von Mises Vergleichsspannung ist für beide Materialmodelle annä-
hernd gleich. Somit zeigt das Multiskalenmodell ein identisches Verhalten im Vergleich
zum Kontinuumsmodell. Die verwendete multiaxiale Belastung, die zu inhomogenen
Deformations- und Spannungszuständen führt, bestätigt das neu entwickelte Multi-
skalenmodell. Der Vergleich mit dem etablierten Kontinuumsmodell zeigt, dass sowohl
im elastischen als auch im inelastischen Bereich das Multiskalenmodell vergleichbare
Ergebnisse produziert. Dabei weichen die Spannungswerte der beiden Modelle nur
unwesentlich voneinander ab.
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Abbildung 8.6: Vergleich der von Mises Vergleichsspannung für das Kontinuums- und das
Multiskalenmodell für einen inhomogenen Deformationszustand; je für einen
rein elastischen Deformationszustand und den ersten plastischen Deformations-
zustand
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Um neben dem Vergleich der Spannungswerte eine Aussage über die Übereinstimmung
der Deformation treffen zu können, wird für den Balken die plastische Dehnung für ein
Element der rechten oberen Ecke verglichen. Durch die größten Spannungen in diesem
Teil der Geometrie treten in den Elementen die ersten plastischen Deformationen auf.
Um im Bereich kleiner Deformationen das erste Fließen zu beschreiben, wird exem-
plarisch ein Element aus der rechten oberen Ecke ausgewählt. Die Komponenten des
plastischen Anteils des Dehnungstensors werden für beide Materialmodelle in Tabelle 8.1
gegenübergestellt und der Quotient aus Kontinuums- und Multiskalenmodell als Maß
für die relative Abweichung angegeben. Dabei werden Werte kleiner 10−6 annähernd
als Null angenommen. Die plastischen Dehnungen in Tabelle 8.1 liegen für beide Ma-
terialmodelle in derselben Größenordnung vor und stimmen annähernd überein. Die
Abweichung der beiden Modelle liegen nur für die Komponente ε22 bei mehr als 5%. Un-
ter Berücksichtigung der Tatsache, dass die Werte der Komponente ε22 im Bereich 10−5

liegen, wird die Abweichung als hinreichend genau angenommen. Die beiden anderen
Komponenten ε33 und ε13, die ungleich Null sind, stimmen nahezu perfekt überein.

Tabelle 8.1: Unterschied der einzelnen Komponenten des plastischen Dehnungstensors der
unterschiedlichen Materialmodelle exemplarisch für ein Element der Simulations-
modelle

Kontinuumsmodell Multiskalenmodell Quotient

ε11 0, 00 0, 00 −

ε22 −2, 92 × 10−5 −3, 09 × 10−5 0, 94

ε33 −8, 01 × 10−2 −7, 93 × 10−2 1, 01

ε12 0, 00 0, 00 −

ε23 0, 00 0, 00 −

ε13 1, 01 × 10−2 1, 01 × 10−2 1, 00

Die Abweichungen zwischen dem Multiskalenmodell und dem Kontinuumsmodell lassen
sich durch die unterschiedlichen Modellierungskonzepte erklären. Während für das
Kontinuumsmodell kein Bezug zur Mikrostruktur hergestellt wird, bildet jeder Integrati-
onspunkt des Multiskalenmodells die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Stegorientierung
ab. Durch die unterschiedlichen nichtlinearen Materialmodelle der einzelnen Richtun-
gen der Einheitskugel werden die makroskopischen Größen beeinflusst. Weiter ist das
makroskopische Materialmodell direkt an makroskopische Daten angepasst, wohingegen
das Multiskalenmodell rein auf Daten der Mikroebene basiert. Somit ist das Ergebnis
der Validierung trotz kleinerer Abweichungen zufriedenstellend. Das in dieser Arbeit
entwickelte Multiskalenmodell führt für homogene sowie für inhomogene Deformations-
zustände zu vergleichbaren Ergebnissen wie das etablierte Kontinuumsmodell.



8.4. Fazit 135

8.4 Fazit

Die Modellvalidierung zeigt das Potential des entwickelten Multiskalenmodells, wel-
ches in der Lage ist, das experimentell ermittelte makroskopische Materialverhalten
abzubilden. Trotz der alleinigen Verwendung von Informationen der Mikroebene sowie
der stochastisch erfassten Stegorientierungen stimmen Multiskalenmodell und Rea-
lität sehr gut überein. Die Spannungsverteilungen für homogene und inhomogene
Deformationszustände sind mit denen etablierter Kontinuumsmodelle vergleichbar.
Neben der Beschreibung der Spannungen bildet das Multiskalenmodell auch die plas-
tischen Dehnungen ab. Dazu wurde eine Möglichkeit der Ermittlung des plastischen
Green-Lagrange-Verzerrungstensors aus den Dehnungen der einzelnen Richtungen der
Einheitskugel vorgestellt. Mithilfe dieser Methode ist es möglich, im Postprocessing den
plastischen Anteil des Deformationsgradienten zu bestimmen. Somit bildet das vorge-
legte Multiskalenmodell die Grundlage einer völlig neuen und innovativen Beschreibung
von Metallschäumen.
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9
Zusammenfassung und weiterführende

Gedanken

9.1 Zusammenfassung

Die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit bestand in der Entwicklung eines Multiskalen-
modells mit Bezug zur Mikrostruktur von Metallschäumen, um das makroskopische
Materialverhalten anhand mikromechanischer Experimente zu beschreiben. Neben der
Entwicklung eines innovativen Multiskalenmodells beinhaltete die Zielsetzung der Arbeit
die numerische Umsetzung in der FE-Software FEAPTM. Zusätzlich bestand die Aufgabe
in der Validierung des Modells durch makroskopische Experimente sowie ein selbst
implementiertes klassisches, rein phänomenologisches Materialmodell. Zur Charakteri-
sierung der mikromechanischen Eigenschaften des Schaums wurde die Durchführung
und Auswertung von Versuchen an Einzelstegen auf Basis von Jung et al. [133] weiter-
entwickelt.
Metallschäume weisen, bedingt durch ihren hierarchischen Aufbau, eine starke Abhän-
gigkeit der makroskopischen Eigenschaften von der Beschaffenheit der Mikrostruktur
auf. Daraus resultiert die Notwendigkeit, das makroskopische Materialverhalten durch
den Bezug zur Mikrostruktur zu modellieren. Die komplexe stochastische Mikrostruktur
von Metallschäumen führt zu signifikanten makroskopischen Eigenschaften. Metall-
schäume weisen ein stark unterschiedliches Verhalten unter Zug- und Druckbelastung
auf. Anders als die meisten Materialien besitzen sie eine geschlossene Fließfläche und

– 137 –



138 Kapitel 9. Zusammenfassung und weiterführende Gedanken

zeigen daher durch ihre poröse Struktur auch unter hydrostatischem Druck plastisches
Verhalten. Aus diesem Grund muss das Multiskalenmodell in der Lage sein, sowohl das
makroskopische Verhalten unter Zug- und Druckbelastung als auch die geschlossene
Fließfläche abzubilden. Anzumerken ist, dass das gesamte Modell lediglich auf der Ma-
terialcharakterisierung der Mikroebene basiert und ohne Informationen der Makroebene
formuliert ist.

Das in der vorliegenden Arbeit vorgestellte Multiskalenmodell für große Deformatio-
nen erfüllt alle gestellten Bedingungen. Das Multiskalenmodell wurde auf Basis der
Microplane Theorie entwickelt, die eine spezielle Art der Homogenisierungsmethoden
darstellt. Für die Microplane Theorie wird jeder Punkt eines Kontinuums über eine
Einheitskugel beschrieben, welche wiederum in diskrete Richtungen unterteilt wird. Für
jede der Richtungen werden Tangential- und Normalkomponenten des makroskopischen
Dehnungstensors bestimmt. Für die Tangential- und Normalenrichtung wird über ein
eindimensionales Konstitutivgesetz die Spannung der einzelnen Richtungen der Ein-
heitskugel bestimmt. Der letzte Schritt besteht in der Homogenisierung der Spannungen
mittels Integration über die Kugeloberfläche. Für eine diskrete Anzahl an Richtungen
entspricht die Integration einer gewichteten Summe.
Das entwickelte Multiskalenmodell für große Deformationen stellt einen innovativen
Bezug der einzelnen Einheitskugeln des Modells zur Mikrostruktur des Metallschaums
her. Jede Einheitskugel wird als Wahrscheinlichkeitsverteilung der Stegorientierungen
des gesamten Schaums betrachtet. Somit werden die einzelnen Richtungen der Ein-
heitskugel als mögliche Stegorientierungen interpretiert und die Normalkomponenten
der einzelnen Richtungen werden mit einer Zug- bzw. Druckbelastung des Einzelsteges
gleichgesetzt. Analog bildet die Tangentialkomponente die Durchbiegung der Stege ab.
Die Charakterisierung des Materialverhaltens der Mikroebene wird durch Experimente
an Einzelstegen beschrieben. Dazu dienen Zug- und Druckversuche sowie Zwei-Punkt-
Biegeversuche.
Der Ausgleich der statistischen Schwankungen erfolgt durch die Durchführung von
15 Versuchen an unterschiedlichen Stegen für jede der Belastungsarten. Die Auswertung
der Versuche mittels der DIC und der 3D Modelle, die durch eine photogrammetrische
Methode erstellt wurden, dient als Basis der phänomenologischen Beschreibung der
Stege. Die eindimensionalen Materialgesetze des Multiskalenmodells wurden an die
Experimente an Einzelstegen angepasst. Durch eine stochastische Auswertung der Steg-
orientierung innerhalb des makroskopischen Schaums wurden die Wichtungsfaktoren
für die Homogenisierung der Spannungen der einzelnen Richtungen der Einheitskugel
bestimmt. Die stochastische Auswertung liefert einen weiteren Bezug des Multiskalen-
modells zur Mikrostruktur der Metallschäume.
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Das Multiskalenmodell mit den ausschließlich auf der Mikroebene basierenden Material-
eigenschaften wurde anschließend durch Experimente am makroskopischen Schaum
validiert sowie durch ein etabliertes, selbst implementiertes Kontinuumsmodell nach
Bier et al. [35] verifiziert. Die Validierung des Multiskalenmodells stützt die Annah-
me, dass das Verhalten des Metallschaums durch eine Homogenisierungsmethode und
das Materialverhalten der Mikroebene abgebildet werden kann. In der vorliegenden
Ausarbeitung wird das makroskopische Verhalten von Metallschäumen unter Zug- und
Druckbelastung durch das Multiskalenmodell gut vorhergesagt. Weiter bildet das Modell
die makroskopische Fließfläche des Metallschaums sehr gut ab. Dabei wurde gezeigt,
dass das Multiskalenmodell eine geschlossene, konvexe Fließfläche bildet.

Zum Abschluss der Arbeit wurde eine rein numerische Verifikation des Modells durchge-
führt. Das Multiskalenmodell wurde mit dem selbst implementierten Kontinuumsmodell
nach Bier et al. [35] verglichen. In einer Simulation mit einem inhomogen Deformations-
zustand wurden invariante Spannungsgrößen rein qualitativ für einen rein elastischen
und einen ersten plastischen Deformationszustand gegenübergestellt. Ein quantitativer
Vergleich wurde über den plastischen Dehnungstensor für ein initiales Fließen durch-
geführt. Dazu wurde eine Möglichkeit vorgestellt, die Dehnungsmaße der einzelnen
Richtungen der Einheitskugel in makroskopische Dehnungsmaße für große Deforma-
tionen umzurechnen. Die makroskopischen Dehnungsmaße stimmen für beide Modelle
sehr gut überein und stützen die eingeführte Methode zur Bestimmung makroskopi-
scher Dehnungsmaße im Multiskalenmodell. Weiter bietet die eingeführte Methode die
Möglichkeit, den plastischen Anteil des Deformationsgradienten im Postprocessing zu
bestimmen.

Die vorliegende Arbeit bietet einen neuen Ansatz, das Materialverhalten von Metall-
schäumen zu beschreiben. Das ausschließlich auf Materialeigenschaften der Mikroebene
aufgebaute Multiskalenmodell ist in der Lage, das komplexe makroskopische Verhalten
der Metallschäume abzubilden. Somit sind aufwendige Testreihen zur Bestimmung der
makroskopischen Fließfläche von Metallschäumen nicht weiter nötig. Das vorgestell-
te Multiskalenmodell ermöglicht die Einsparung von Kosten und die Vorhersage des
Verhaltens ganzer Bauteile durch rein mikromechanische Charakterisierungsmethoden.
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9.2 Weiterführende Gedanken

Das entwickelte Multiskalenmodell bildet die Basis für weiterführende Untersuchungen.
Das Modell wurde anhand eines 10 ppi Aluminiumschaums validiert, wobei weitere
Untersuchungen für unterschiedliche Porengrößen und unterschiedliche Schaumarten
ausstehen. Dabei liegt eine Herausforderung in der Erweiterung der mikromechanischen
Charakterisierung bezüglich sehr kleiner Stege (< 0, 5mm), da sowohl die Probenpräpa-
ration als auch die Versuchsdurchführung für sehr kleine Stege überdacht und angepasst
werden muss. Diese Validierung des Modells stellt einen sehr hohen experimentellen
Aufwand dar, verursacht durch die experimentelle mikroskopische und die makroskopi-
sche Charakterisierung der unterschiedlichen Schaumarten.
In der vorliegenden Arbeit wurde lediglich eine Diskretisierung der Einheitskugel behan-
delt. Weitere Untersuchungen zur Auswirkung unterschiedlich feiner Diskretisierung auf
die makroskopischen Ergebnisse des Modells stehen aus. Eine feinere Diskretisierung
der Einheitskugel führt unweigerlich zu größerem numerischen Aufwand und somit
zu längeren Rechenzeiten. Gleichzeitig wird durch eine feinere Anzahl eine größere
Anzahl realer Stegorientierungen mit dem Materialmodell abgebildet, wodurch eine
Verbesserung des Modells im Bezug auf die realen Ergebnisse denkbar ist.

Die fehlende Beschreibung von Größeneffekten innerhalb des Modells stellt eine not-
wendige Erweiterung dar. Anstelle des verwendeten Modellansatzes bietet das Konzept
erweiterter Kontinua die Möglichkeit, diese abzubilden. Das bekannteste erweiterte
Kontinuum stellt das Cosserat-Kontinuum [57] dar, bei dem neben Kraftspannungen
auch Momentenspannungen zugelassen werden. Das Grundprinzip erweiterter Kontinua
basiert, wie in Kapitel 3 beschrieben, auf der Erweiterung klassischer Kontinuumsmodel-
le um höhere Gradientenformulierungen oder weitere Freiheitsgrade. Daraus ergibt sich
die Möglichkeit, innere lokale Größen zu bestimmen und somit Größeneffekte abzubilden.
Die Kopplung der Microplane Theorie [17, 23] mit dem Konzept erweiterter Kontinua
stellt den wichtigsten Punkt der Erweiterung dar. Gleichzeitig müssen die zusätzlichen
Gradiententerme bzw. Freiheitsgrade der Schaumstruktur zugeordnet und eine passende
physikalische Interpretation im Bezug zur Mikrostruktur erarbeitet werden.
Durch eine alternative Interpretation der einzelnen Richtungen der Einheitskugel in-
nerhalb der Microplane Theorie kann der Modellansatz umstrukturiert werden. Die
einzelnen Richtungen könnten beispielsweise direkt als ein Steg behandelt werden. Eine
Interaktion der einzelnen Stege im makroskopischen Schaum kann durch eine neue
Interpretation als zusätzliche Verbindung der einzelnen Richtungen betrachtet werden.
Daraus resultiert eine Abhängigkeit der Deformation der Einheitskugel von der Ver-
bindung der einzelnen, diskreten Richtungen. Sämtliche rheologische Modelle sind als
Verbindung zwischen den Richtungen denkbar. Eine weitere alternative Interpretation
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ist die Kopplung der einzelnen Einheitskugeln. Wird eine Einheitskugel als Einzelsteg
betrachtet, kann die Konnektivität der einzelnen Stege durch zusätzliche Kopplungen
der einzelnen Einheitskugeln erfolgen. Dies würde zusätzlichen Freiheitsgraden und
deren Einschränkung entsprechen.

Mittels des entwickelten Modells können nicht nur zelluläre Materialien beschrieben
werden, sondern es existieren zahlreiche potenzielle Anwendungsbereiche. So kann jedes
Material, dessen Verhalten stark von der Mikrostruktur bestimmt wird, durch das
entwickelte Multiskalenmodell beschrieben werden. Dabei ist eine Anpassung der Inter-
pretation der Einheitskugeln und der einzelnen Richtungen durchzuführen. Alternativ
können durch die einzelnen Richtungen direkt physikalische Effekte der Mikrostruktur
abgebildet werden, ohne gezielt die Charakterisierung der Mikrostruktur experimen-
tell durchzuführen. Ein Beispiel bietet die Gleitebenentheorie der Kristallplastizität.
Abschließend bietet das in der vorliegenden Arbeit entwickelte stochastisch erweiterte
Multiskalenmodell zahlreiche interessante Forschungsthemen und somit die Grundlage
für weitere Forschungsansätze.
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