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,Grenzwertfreie Analysis
in der Schule via
,Nonstandard Analysis“?

Horst Hischer

Vorbemerkung

In Heft 102 der GDM-Mitteilungen bedauern Peter Baumann und Thomas
Kirski in ihrem Beitrag ,Analysis ohne Grenzwert!” eine zu geringe Resonanz
beztiglich ihres zuvor in Heft 100 unter dem Titel , Analysis mit hyperreellen
Zahlen” erschienenen Basisartikels. Zugleich bitten sie darum, jenen noch ein-
mal zu lesen. Dieses Anliegen ist gerechtfertigt, denn in den , Mitteilungen der
GDM” ist eine konstruktive Diskussion und Reaktion auf Beitrdge wiin-
schenswert und angebracht.

Zunéchst ist hervorzuheben, dass mit diesem Beitrag in der Fiille aktueller
mathematikdidaktischer Publikationen ein weiterer erschienen ist, der in Rich-
tung der oft abfdllig ,stoffdidaktisch” genannten Aspekte des Mathematik-
unterrichts zeigt: So stellen die Autoren in ihrem Basisartikel - didaktisch mo-
tiviert - ein wohl fiir den bisherigen Mathematikunterricht ungewohnliches
bzw. meist unbekanntes Thema vor, das erst vor rund 50 Jahren Einzug in die
Mathematik gehalten hat.

Der zugrundeliegende mathematisch-didaktische Ansatz sei kurz kritisch-
konstruktiv betrachtet. Der Basisartikel kann dabei jedoch in diesem Rahmen
nur marginal herangezogen werden.

Ausgangslage

Die Schwierigkeit der Analysis kommt von den Quantoren, deren Gebrauch sie erzwingt.
Georges Papy, 1970

Die Autoren legen ihrem Vorschlag zur Behandlung der Analysis in der Schu-
le via ,Nonstandard Analysis” u.a. folgende Feststellung zugrunde (siehe
[Baumann & Kirski 2017, 15]):

Nun wissen alle Mathematiklehrerinnen und -lehrer aus eigener Erfahrung, wel-
che Miihe es bereitet, jungen Menschen im Alter von 16 Jahren den Grenzwert zu
vermitteln.
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Das ,alle” mag storen, weil es wohl auch andere, positive Erfahrungen gibt,
jedoch liegt der Grund dieser Feststellung spekulativ in Folgendem:

Begriffe der Analysis wie etwa Grenzwert, Stetigkeit und Konvergenz nur
durch verbale Beschreibungen erfassen und prazisieren zu wollen, ist wohl nicht
nur in dieser Altersgruppe ein gewagtes (oder hier gar zum Scheitern verur-
teiltes?) Unterfangen, sondern auch im Studium. Und das zeigt sich dhnlich
bei typisch mathematischen Floskeln wie ,hinreichend” und ,notwendig” -
widhrend sich hier tiberall der Schleier schlagartig zu liiften vermag, sobald
man grundlegende Elemente der Logik eingetibt hat und sie verwendet.

So wird bei der Verwendung von Quantoren (endlich) klar, was etwa der
Unterschied zwischen ,Konvergenz” und ,gleichméfsiger Konvergenz” ist:
Die Reihenfolge der Quantoren macht’s!

Zugleich schreiben die Autoren zuvor a. a. O.:

Wir wollten deutlich machen, dass die Analysis vollig ohne Grenzwert auskommt.

In der Tat ist dies moglich, und so hat bereits 1973 Detlef Laugwitz analysiert,

inwieweit fiir die Analysis des Schulunterrichts der Grenzwertbegriff wirklich er-
forderlich ist.

Die didaktisch bedeutsame Frage ist nun aber keinesfalls nur, ob im Analysis-
unterricht der Grenzwertbegriff erforderlich und damit eine , grenzwertfreie”
Behandlung der Analysis im Mathematikunterricht maéglich ist, sondern viel-
mehr ist zu erdrtern, ob ein solcher Weg sinnvoll oder gar wiinschenswert ist.

Von ,New Math” in den 1970ern zu ,,No Math”

... 0 kann man nun eher von einer No-Math Bewegung sprechen,
die ihr Heil in antididaktischen Omissionen sucht.

Rainer Kaenders, 2006

Einer der Schwerpunkte mathematikdidaktischer Diskussionen und Publika-
tionen war seit 1968 vor allem und zundchst die Prizisierung unterrichtsrele-
vanter mathematischer Begriffe, Verfahren, Sdtze und Beweise und deren Ver-
anschaulichung. Die ,Strukturmathematik” war fiir diese Ende der 1960er Jah-
re einsetzende Entwicklung mit ihren grundlegenden Sdulen aus Logik und
Mengenlehre zugleich ein wichtiger Motor.

Dabei ist zu betonen, dass fiir den Mathematikunterricht niemals ,Mengen-
lehre” als Leitfaden angesagt war (was auch heute fiir das Studium leider oft
nur marginal gilt), sondern dass es nur um eine préizisierende ,Mengenspra-
che” ging, allenfalls um , Mengenalgebra” - und das in Verbindung mit Ele-
menten der formalen Logik. Das fithrte dann u. a. auch zu einer neuen Glei-
chungslehre mit ,Grundmenge” und , Losungsmenge”.
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Bei der Umsetzung dieser ,mengensprachlich” und ,logisch” orientierten
Entwicklung ,vor Ort” mogen - bedingt durch manche Lehrkrédfte - Fehler
gemacht worden sein, jedoch vermag ich diesen Weg weiterhin nicht zu verur-
teilen, und ein spéter hastig erfolgtes administratives Verbot von ,, Mengenleh-
re im Mathematikunterricht” habe ich nie verstehen kénnen. So begann der
Weg von der ,New Math” zur ,No Math” als , antididaktische Omission” gemafs
[Kaenders 2006, 48] als

... Losung mathematikdidaktischer Probleme durch Weglassen der damit ver-
bundenen Lehrinhalte.

Rainer Kaenders prazisiert dies auf S. 48 f.:

Uber den Zahlbegriff hinaus gibt es weitere antididaktische Omissionen bei
grundlegenden Konzepten: Aussagenlogik, elementare Sprache von Strukturen
und Mengen, Abbildungsbegriff, lineare Algebra, Definitheit, Monotonie, infinite-
simale Begriffe wie Grenzwert, Stetigkeit, Asymptote, Vollstindigkeit, Differen-
zierbarkeit etc. wie auch echte Anwendungen, die ohne mathematisches Grundge-
riist nicht zu behandeln sind. Mathematische Konzepte selbst, mit entsprechenden
Definitionen, werden in den grofien Schulbuchserien nicht mehr entwickelt oder
als solche betrachtet.

Als personliche Erfahrung aus den 1970ern bis in die 1980er hinein, die ich mit
manchen meiner damaligen Kollegen teile, kann ich tiber die damalige unter-
richtliche Einbettung der von Kaenders angedeuteten Konzepte einschliefslich
der konsequenten Verwendung von Quantoren positiv berichten - schon fiir
die mittleren Jahrgangsstufen, jedoch auch und insbesondere fiir den Analy-
sisunterricht, der konsequent und behutsam tiber einen Einstieg mit Folgen
und Reihen und entsprechenden Konvergenzfragen aufgebaut wurde. Das
damals vielfach nicht vorhandene Zentralabitur und eine somit noch nicht
vorhandene Omission durch ein , Teaching to the Test” machten dies moglich.
Damit zeigt sich, dass ein solcher Unterricht nicht an sich nicht moglich ist,
sondern dass die Rahmenbedingungen hinreichend offen sein miissen (was sie
heute leider nicht mehr sind).

Der Feststellung im erstgenannten Zitat von Baumann und Kirski vermag
ich somit nicht grundsétzlich zuzustimmen.

Verzicht auf , Grenzwert”?

In ihrem Artikel von 2017 begriinden die Autoren ihren Vorschlag zum Ver-
zicht auf die Betrachtung von Grenzwerten u. a. wie folgt (siehe dort S. 15):

Zum Beispiel sah der frithere Berliner Lehrplan [...] ein Vierteljahr allein fiir das
Thema ,Folgen und Grenzwerte” vor [...]. Trotzdem haben viele Schiilerinnen
und Schiiler das Wesen des Grenzwertes nicht verstanden, was sich aber kaum als
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nachteilig erwies, da man Grenzwerte beim praktischen Rechnen gar nicht mehr
brauchte [...].

Das mag so sein, aber dann ist zundchst zu fragen, warum es denn nicht ge-
lungen sei, das ,Wesen des Grenzwerts” in einem Vierteljahr zu vermitteln.
Meine oben angedeuteten Erfahrungen zeigen hingegen, dass dies moglich ist.

Nachdenklich stimmen sollte dann aber vor allem der Hinweis, dass , man
Grenzwerte beim praktischen Rechnen gar nicht mehr brauchte”. Kann denn dies
ein triftiger Grund dafiir sein, den Grenzwertbegritf nicht mehr zu behandeln?
Immerhin wiirde ein solches Argument an den Fundamenten des Mathema-
tikunterrichts riitteln, und vieles Nichtkalkiilhafte wiirde konsequenterweise
inhaltlich obsolet werden, so z. B. Irrationalitdt oder Intervallschachtelungen.
Und selbst Kalkiile miisste man in ihrer Funktionsweise nicht mehr verstehen,
sondern diese nur noch beherrschen.

Dass jedoch sogar die Autoren selber derartige Konsequenzen fiir den Ma-
thematikunterricht nicht goutieren, machen sie anschlieffend deutlich:

Mit der Verkiirzung der Schulzeit bis zum Abitur an den Gymnasien gibt es nun
keine Zeit mehr, den Grenzwert zu behandeln. In Mathematik-Grundkursen soll
man sich sogar damit begntigen, mittels dreier Testeinsetzungen den Grenzwert
zu vermuten. Was solches Vorgehen noch mit Mathematik zu tun haben soll, er-
schliefit sich uns jedoch nicht, denn Mathematik bzw. mathematisches Denken
wird auf diese Weise gerade nicht vermittelt.

Und dhnlich schreiben sie schon 2016 auf S. 6:

Uberhaupt scheint es angesichts der Verkiirzung der Schulzeit eine Tendenz zu
geben, auf Begriindungen zu verzichten. Dagegen finden wir, dass im Mathema-
tikunterricht - und nicht nur dort - Begriinden gelernt werden muss, um studier-
tahig zu werden.

Den beiden letztgenannten Restimees der Autoren ist gewiss voll zuzustim-
men, jedoch weisen diese Restimees zugleich auf eine (latent vorhandene?) di-
daktische Bankrotterkldrung hin, der seitens der Fachdidaktiken und ihrer
Verbdnde deutlich zu begegnen ist: Administrativ verordnete, sowohl fachlich
als auch fachdidaktisch unsinnige antididaktische Omissionen sind nicht akzep-
tabel!

(Vielleicht tragen auch manche Aktivitdten der Mathematikdidaktik eine
Mitschuld an solchen Entwicklungen, wenn etwa neue thematische Bereiche
im Curriculum verankert worden sind? Waren bzw. sind dann derartige the-
matische Neuerungen nur um den Preis einer antididaktischen Omission zu
haben?)

Die Autoren fiithren allerdings noch eine weitere, ihnen wohl wesentlich er-
scheinende Begriindung fiir den Verzicht auf eine Behandlung des Grenz-
wertbegriffs an, indem sie namlich vorschlagen, im Mathematikunterricht an-
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stelle der tiblichen ,Reellen Analysis” (von ihnen ,Grenzwertanalysis” ge-
nannt) die auf ,hyperreellen Zahlen” beruhende ,Nonstandard Analysis” zu
verwenden (siehe [Baumann & Kirski 2017, 15]):

Im Gegensatz zur Grenzwertanalysis kann man wirklich Regeln errechnen. Man
braucht sie nicht mehr zu vermuten, um sie danach mit einem Grenzprozess zu
bestatigen.

Das ,braucht sie nicht mehr” ist ein ,unterrichtsbkonomisches” Argument,
das aber ihrem Petitum in obigen Zitaten zu , mathematischem Denken” und
~Lernen des Begriindens” widerspricht:

Denn das , Vermuten” wird hier indirekt didaktisch abgewertet, jedoch ist
es nicht nur im Mathematikunterricht wesentlich fiir kreatives Handeln, son-
dern es ist und war dies schon immer auch in der Wissenschaft Mathematik:
Im Mathematikunterricht ist es wesentlich und vor allem unverzichtbar fiir
,entdeckendes Lernen”.

Grenzwert vs. Nonstandard Analysis?

Anstelle einer , Grenzwertanalysis” schlagen die Autoren also einen Weg tiber
die von Abraham Robinson 1966 in seinem Lehrbuch vorgestellte ,,Nonstan-
dard Analysis” vor, in der die von Leibniz ,intuitiv” verwendeten (aber nicht
streng definierten infinitesimalen) Grofsen wie z. B. dx als ,,infinitesimale Zah-
len” auftreten, mit denen konkret gerechnet werden kann, so dass die Bezeich-
nung ,Infinitesimalrechnung” auch ihre didaktische Berechtigung erfihrt -
was erfreulich ist! 1

In dieser Theorie - und damit in der zugrunde liegenden Modellvorstellung
- sind die Betrdge ,infinitesimaler Zahlen” grofier als Null und dennoch klei-
ner als jede positive reelle Zahl (wie die negativen reellen Zahlen ,finite Zah-
len” genannt), und die Betrdge der Kehrwerte infinitesimaler Zahlen sind ,,in-
finite Zahlen”: Die , hyperreellen Zahlen” bestehen aus allen finiten (also reel-
len) und allen infinitesimalen und infiniten Zahlen.

Bereits 1973, also sechs Jahre nach Erscheinen von Robinsons Buch, hat Det-
lef Laugwitz in den Jahresberichten der DMV - und damit adressiert an die
Community der Mathematiker! - unter dem Titel ,Ein Weg zur Nonstandard-
Analysis” eine Beschreibung dieser neuen Theorie und ihrer Wurzeln und ei-
nen Ausblick zur Weiterentwicklung skizziert, die er - ganz im Sinne von Bau-
mann und Kirski - wie folgt beginnt: 2

1 Der Leibniz’sche , Differentialkalkiil” wird exemplarisch z. B. in [Hischer 2016 a, 337 ff.]
dargestellt.

2 Siehe dazu [Laugwitz 1973 b, 66]. Laugwitz geht auf S. 68 darauf ein, dass W. A.J. Luxem-
burg schon seit 1961 vor Robinson versucht habe, eine ,Nonstandard Analysis” mit Hilfe
von Ultrafiltern und Ultraprodukten zu beschreiben, dass aber die Modelle von sowohl
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Die Nonstandard-Analysis ist eine Theorie, welche die Infinitesimalrechnung und
andere Gebiete der Mathematik unter Verwendung von unendlichen grofien und
unendlich kleinen Zahlen behandelt. Das kommt den intuitiven Ideen der Be-
griinder der Infinitesimalrechnung nahe.

Im Basisartikel [Baumann & Kirski 2016] wird gezeigt, wie man auf diese Wei-
se z. B. durch Vergrofierung mit einem ,infinitesimalen Faktor” lokale Tan-
gentensteigungen (und damit Ableitungen) ohne einen Grenzwertprozess er-
rechnen kann (also durch einen Kalkil 2). Doch um welchen Preis wird dies
moglich? Zwar deuten die Autoren an, dass dies erfolgreich im Unterricht
moglich sei, belegen dies aber leider nicht. So beginnen sie diesen Artikel im
Vorwort wie folgt:

Hyperreelle Zahlen werden seit Jahrzehnten erfolgreich eingesetzt.

Und auf derselben Seite liest man spéter:

Manche Lehrkraft wird sich fragen, wie Studierende der Mathematik, die in der
Schule Analysis mit hyperreellen Zahlen gelernt haben, damit an der Universitit
klar kommen, wenn dort Grenzwert-Analysis betrieben wird. Alle bisherigen
Riickmeldungen haben klar gezeigt, dass dies kein Problem darstellt.

Zu beiden Zitaten wiirde man gerne Belege sehen.

So bleibt hier vorlaufig nur die Moglichkeit einer spekulativen Antwort, die
sich auf die bereits erwdhnte grundsitzliche Kritik der Autoren an der
»,Grenzwert-Problematik” und auf ihren Vorschlag zur alternativen grundle-
genden Behandlung ,hyperreeller Zahlen” bezieht.

Schon auf S. 6 ihres Artikels von 2016 verkiinden die Autoren mit einem
Paukenschlag:

Um es klar zu sagen: Der Grenzwertbegriff ist fiir die Schule ungeeignet, er war
schon immer zu schwierig.

Es sei dahingestellt, ob dies mit tiberwéltigender Mehrheit empirischer Erhe-
bungen belegbar ist, jedoch sind Zweifel beziiglich dieser Feststellung ange-
bracht, 3 die dann im Ubrigen durch Einbeziehung weiterer Themen des Ma-
thematikunterrichts spekulativ ergdanzt werden konnten. Und insbesondere
galt bekanntlich die Analysis selber bei ihrer Etablierung im Mathematikun-
terricht Anfang des 20. Jhs. noch als viel zu schwer fiir den Unterricht.
Gleichwohl muss es der Anspruch mathematikdidaktischer Konzepte sein,
die jeweiligen Themen altersgerecht behandeln zu konnen: sowohl gemafs

Luxemburg als auch Robinson nichtkonstruktiv seien, er sich aber erhoffe, , daf§ jemand zu
einer konstruktiven Nonstandard-Analysis angeregt wird”, denn ,, Erst ein Kalkiil macht ein ma-
thematisches Gebiet fiir den Praktiker brauchbar”.

3 Vgl. dazu auch meine zuvor angedeuteten dazu kontréren subjektiven , Erfahrungen”.
Insgesamt wiren konkrete empirische Erhebungen zu Rate zu ziehen.
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Arnold Kirsch stets ,intellektuell ehrlich” als auch gemaéfs Jerome S. Bruner
»spiralig” im Sinne der von ihm so genannten , basalen Ideen”!

Und schliefslich ist anzumerken, dass die in der Mathematikdidaktik disku-
tierten ,fundamentalen Ideen” neben anderen als ein wichtiges Kriterium die
,Historizitiat” aufweisen: 4

So wurde zwar der Grenzwertbegriff erst Anfang des 19. Jhs. im Rahmen
der , exakten Grundlegung der Analysis” durch Cauchy eingefiihrt, denn seine

Geheimwaffe [...] zur Grundlegung der Analysis waren Grenzwerte [...]. 5

Doch gleichwohl vermogen wir die Idee eines Grenzwerts vorlduferhaft und
schemenhaft bereits in der griechischen Antike zu sehen, so insbesondere bei
Archimedes mit seiner ,Exhaustionsmethode” zur Berechnung des Fldchenin-
halts unter einer Parabel oder der Approximation von n tiber die ersten Glie-
der zweier Folgen ein- und umbeschriebener regelmifiiger Polygone, die den
Umfang eines Kreises approximieren. ¢

Und bereits weit vor der Prazisierung des Grenzwertbegriffs durch Cauchy
tinden wir bei dem schottischen Mathematiker und Astronomen James Grego-
ry (1638 - 1675) die Idee eines Grenzwerts: Er definiert fiir einen Kreis (sogar all-
gemein fiir Kegelschnitte) mittels zweier verschachtelter Folgen um- und ein-
beschriebener reguldrer Polygone einen genialen Algorithmus, mit dem der
Flacheninhalt dieses Kreises erfasst wird. Er prédgt daftir in diesem Zusam-
menhang erstmalig in der Mathematik den Terminus , Konvergenz”:

Series polygonorum convergens, cujus terminatio est circulus. 7

Der Mathematikhistoriker Moritz Cantor schreibt hierzu: 8

Der Kreis ist also die Grenze, welcher beide Vielecksreihen zustreben, und zwar
unter Anwendung eines Namens unserer Neuzeit als harmonisch-geometrisches
Mittel.

Die Ideen , Grenzwert” und ,Konvergenz” gehoren also ideengeschichtlich
organisch zusammen. Ihren Ursprung finden wir in der Idee der Approximation
zunehmender Giite, die in die griechische Antike zurtickreicht. Die Entstehung
der Analysis ist also unmittelbar mit den Ideen der sich historisch zunehmend
entfaltenden Begriffe von ,Grenzwert” und ,Konvergenz” verbunden, und
hiermit wird der o. g. Aspekt der ,Historizitdt” einer fundamentalen Idee an-
gesprochen.

Siehe z. B. [Hischer 2012, 19 ff.] und [Hischer 2016 a, 138 f.].
[Sonar 2011, 507].

Siehe z. B. die Darstellungen in [Hischer & Scheid 1995]
[Hischer 2016 b, 1]

[Cantor 1892, 655 f.]
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Rettet die Ideen!

Dieser eindringliche Appell Hans-Joachim Vollraths von 1978 sei in diesem
Kontext in Erinnerung gerufen. So schreibt er u. a. (kontrdr zum Plddoyer von
Baumann und Kirski, Grenzwerte in der Reellen Analysis nicht zu vermuten,
sondern diese stattdessen mit Hilfe der Nonstandard Analysis mittels eines
Kalkils direkt zu berechnen):

Nach wie vor besteht die Gefahr, dafd der Kalkiil die Ideen im Mathematikunter-
richt tiberwuchert. Unser Bemiihen sollte daher auf die unmittelbare ErschliefSung
bedeutender mathematischer Ideen fiir den Unterricht gerichtet sein. ° [...]

Das Schicksal vieler mathematischer Inhalte besteht darin, dafs sie zunédchst im
Unterricht ihrer Ideen beraubt werden, dann als blofSer Kalkiil einige Schiilergene-
rationen zermiirben, um schliefdlich bei einer Reform aufgegeben zu werden. 10

Dem Plddoyer beziiglich eines Verzichts auf die Behandlung des mit ,Grenz-
wert” verbundenen Begriffs im Mathematikunterricht zugunsten einer Priori-
sierung der Nonstandard Analysis vermag ich daher mit Blick auf die grund-
legende Bedeutung der Idee , Grenzwert” nicht zu folgen.

Reelle Zahlen vs. Hyperreelle Zahlen?

Der Basisartikel [Baumann und Kirski 2016] mag vielleicht zunédchst den Ein-
druck erwecken, dass die Autoren fiir eine Behandlung der hyperreellen Zah-
len im Unterricht anstelle der reellen Zahlen plddieren, jedoch geschieht dies
nirgends explizit. Es widre im Sinne eines (zumindest anzudeutenden) Auf-
baus des Zahlensystems auch didaktisch abwegig.

Ganz in diesem Sinn hat Helmut Wunderling 1992 in einem Vortrag an ei-
nem Beispiel deutlich gemacht, wie hyperreelle Zahlen im Unterricht behan-
delt werden konnen (siehe [Wunderling 1993, 55] im letzten , Konstruktion
hyperreeller Zahlen” tiberschriebenen Abschnitt):

Auf Leistungskursniveau ist es moglich, nicht nur eine brauchbare Vorstellungs-
welt und eine verstdndliche Arbeitsweise hinsichtlich der hyperreellen Zahlen zu
erreichen, sondern auch weitere Einblicke zu erarbeiten. Dabei ziehe ich eine kon-
struktive einer axiomatisch fordernden vor.

Zu den unverzichtbaren Dingen des Mathematikunterrichts (gerade im Zeitalter
von Algebrasystemen) gehort der Zahlbegriff. Wenn auch derzeitige Lehrpldne
auf den , Aufbau des Zahlsystems” verzichten, ist es eine Bereicherung, wenn die
Konstruktion hyperreeller Zahlen eingebettet wird in die davor liegenden Stufen.

9 [Vollrath 1978, 452]
10 [Vollrath 1978, 454]



Dem ist zuzustimmen, denn der , Aufbau des Zahlensystems” 11 ist besser zu
wiirdigen, wenn deutlich wird, dass mit den reellen Zahlen (als eine die Zah-
lengerade fuillende Punktmenge) nicht , Schluss” ist (obwohl in der Schule nur
ein sehr oberfldchlicher Einblick in das ,Wesen” der reellen Zahlen moglich
und sinnvoll ist):

So kann einerseits eine mogliche Erweiterung von (R,+,-) bis hin zu den
komplexen Zahlen unter Preisgabe der Anordnung angedeutet werden, verbun-
den mit dem Hinweis, dass auch damit nicht Schluss sein muss, weil z. B. die
Quaternionen folgen konnen. 12

Oder man betrachte (unter Beibehaltung der Ordnungsrelation und bei
Preisgabe der Archimedizitit) eine Erweiterung von (R,+,-,<) zu den hyperreel-
len Zahlen. Ein einfaches Modell entsteht z.B. bereits aus dem Korper
(Q(z),+,-) aller rationalen Polynomquotienten, in dem man eine geeignete
Ordnungsrelation als Fortsetzung der Ordnungsrelation in (Q,+,- <) definiert.
Dieser einfach vorzustellende Korper ist dann nicht archimedisch angeordnet
und besitzt deshalb sowohl infinitesimale als auch infinite Elemente, und das
geht entsprechend auch fiir (R, +,-,<). 3

Die Idee hyperreeller Zahlen ist so auch ohne Bezug auf die Nonstandard Ana-
lysis vermittelbar.

Schluss

Die von den Autoren dargestellte, auf den hyperreellen Zahlen basierende
Nonstandard Analysis scheint kein geeigneter Ersatz fur die auf den reellen
Zahlen basierende, explizit den Cauchyschen Grenzwertbegriff einbeziehende
Standard-Analysis zu sein. Konkrete, von den Autoren nicht referierte bzw.
noch ausstehende empirische Untersuchungen mogen ggf. das Gegenteil bele-
gen.

Gleichwohl ist es - u. a. im Sinne des Historizitdtsaspekts fundamentaler
Ideen - geboten, eine Behandlung des Grenzwertbegriffs im Unterricht (in
welchem Umfang auch immer) fest zu verorten, weil mit ihm ein fiir die Ana-
lysis und die gesamte Mathematik ideengeschichtlich wesentlicher Begriff vor-
liegt.

Jedoch konnte der (grenzwertfreien) Nonstandard Analysis durchaus ein
Platz im Lehramtsstudium eingerdumt werden, damit kiinftige Lehrkrifte
deutlich tiber den Tellerrand der Lehrpldne hinausschauen kénnen. Hierzu
gehoren auch die oben angedeuteten Moglichkeiten unterschiedlicher Erwei-

11 Nicht ,Zahlsystem”, was in den Bereich der Waren-Wirtschaftssysteme gehoren wiirde.
12 Andeutungen dazu in [Hischer 2012, 360 ff.].
13 Siehe die Darstellung in [Hischer 2012, 324 ff.].
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terungen des (archimedisch angeordneten) Korpers (R, +,-<) - nicht nur zum
(nicht angeordneten) Korper der komplexen Zahlen, sondern auch zu dem
(nicht archimedisch) angeordneten, auf den hyperreellen Zahlen basierenden
Korper oder zu dem z. B. aus (R(z),+,) gebildeten (s. 0.).

Schon in den 1970er Jahren wurde auch ohne Bezug zur Nonstandard Ana-
lysis untersucht, in welchem Umfang im Unterricht auf den Grenzwertbegriff
verzichtet werden kann. So sei daran erinnert, dass Hermann Karcher (parallel
zu [Laugwitz 1973 a]) im ersten Heft der neuen Zeitschrift ,Didaktik der Ma-
thematik” ein auf der (globalen) Lipschitz-Stetigkeit beruhendes (an der
Hochschul-Mathematik orientiertes) Analysis-Konzept prasentierte.

Er schreibt zu Beginn:

Wir geben im folgenden einen detaillierten Aufbau der Analysis bis hin zum
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Wir gehen von einem Grund-
begriff aus, der wesentlich einfacher ist als der klassische Cauchysche Stetigkeits-
bzw. Grenzwertbegriff. Wir arbeiten dann mit einer entsprechend eingeschrank-
ten Funktionenklasse, genannt gutartige Funktionen. Diese Klasse enthdlt alle bis-
her auf der Schule behandelten Funktionen, ebenso alle in Anwendungen der Ma-
thematik auf Nachbarwissenschaften vorkommenden Funktionen. Die Analysis
kann auf diese Weise mit wesentlich einfacheren Beweisen behandelt werden als
bisher; gleichzeitig haben die gutartigen Funktionen der Anschauung zugangli-
chere Eigenschaften als die (Cauchy-)stetigen Funktionen. Daher kann man mehr
Schiilern als bisher verstandlich machen, worum es in der Analysis geht; wegen
der kiirzeren Beweise treten die Grundideen besser hervor - z. B. dafs differen-
zierbare Funktionen im kleinen als linear vorgestellt werden konnen. 14

Leider ist z. B. =+ <z im Intervall [0;1] nicht gutartig (wegen senkrechter
Tangente bei x = 0). Mein Vorschlag ,(lokaler!) Differenzierbarkeit als (Lip-
schitz-)Stetigkeit der Sekantensteigungsfunktion” von 1975 scheint unter-
richtsndher zu sein als Karchers Ansatz mittels , globaler” Stetigkeit.

Wenn auch die Nonstandard Analysis als Alternative zur Reellen Analysis
unterrichtsfern erscheinen mag, so konnte sie im Lehramtsstudium - so etwa
in Seminaren oder Studienarbeiten - einen Platz finden, um den Blick 6ffnen
zu helfen.
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