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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit dem nichtlinearen inversen Problem der Identifizierung der
Materialparameter in viskoelastischen Strukturen. Zur Beschreibung eines viskoelastischen
Materials nutzen wir ein verallgemeinertes Maxwell-Modell. Mithilfe von Simulationen eines
Relaxationsversuchs werden Spannungsdaten erzeugt, die zur Rekonstruktion der Material-
parameter genutzt werden. Zwei Besonderheiten treten bei der Modellierung auf. Die Anzahl
der Maxwell-Elemente und somit auch die der Materialparameter ist unbekannt. Dadurch ist
die Anzahl der Materialparameter abhéngig von der Lésung des inversen Problems. Diese Mo-
dellierung sorgt dafiir, dass wir eine spezielle Konstruktion des Vorwértsoperators bendtigen,
der auf einem kartesischen Produkt einer Halbgruppe und einem Hilbertraum in Form des
Raums der natiirlichen Zahlen N und des Folgenraums ¢?(N) arbeitet. Um dieses Problem zu
16sen, leiten wir uns ein Verfahren mithilfe der statistischen Inversionstheorie her, welches al-
ternierend nach einer passenden Losung fiir die Anzahl der Maxwell-Elemente und nach den
Werten der Materialparameter sucht. Dies fithrt uns zu der Minimierung eines Tikhonov-
Verfahrens mit einem speziellen Strafterm beziiglich der Anzahl der Maxwell-Elemente. Wir
definieren, wie die Begrifflichkeiten der lokalen Schlechtgestelltheit und Regularisierung in
diesem Setting auszusehen haben und beweisen anschlieffend diese Eigenschaften fiir unser
inverses Problem. Dazu gehoren auch der Beweis der Existenz, Stabilitdt sowie Konvergenz
der regularisierten Losung des Bayes-Verfahrens. Anschlieflend zeigen wir verschiedene nume-
rische Ergebnisse des Bayes-Algorithmus. Als Vergleichsalgorithmus ziehen wir einen eigens
konzipierten Cluster-Algorithmus hinzu, welcher zuvor motiviert und hergeleitet wird. Zu-

sammenfassend besitzt diese Arbeit die folgenden Neuerungen:
« Vorwirtsoperator auf dem kartesischen Produkt N x ¢?(N),

e Abhéngigkeit der Anzahl der Materialparameter von einem Teil der Losung des inversen

Problems,
e Bayes-Verfahren mit alternierender Minimierung zur Bestimmung der Losung,

e Beweis der Existenz, Stabilitdt und Konvergenz der regularisierten Losungen des Bayes-

Verfahrens.



Abstract

This work deals with the nonlinear inverse problem of identifying the material parameters
in viscoelastic structures. We use a generalized Maxwell model to describe a viscoelastic
material. With the help of a relaxation experiment, stress data are generated which are used
to reconstruct the material parameters. Two peculiarities occur in the modeling. The number
of Maxwell elements is unknown and this determines the number of material parameters.
Thus, the number of material parameters depends on the solution of the inverse problem. This
modeling ensures that we need a special construction of the forward operator that operates
on a Cartesian product of a semigroup and a Hilbert space in the form of the space of natural
numbers N and the sequence space ¢2(N). To solve this problem, we derive a procedure
using statistical inversion theory, which alternately searches for a suitable solution for the
number of Maxwell elements and the material parameters. This leads us to the minimization
of a Tikhonov method with a special penalty term with respect to the number of Maxwell
elements. We define what the concepts of local ill-posedness and regularization look like in
this setting, and then prove these properties for our inverse problem. This includes the proof
of existence, stability as well as convergence of the regularized solution of the Bayes method.
We then show various numerical results of the Bayes algorithm. In summary, this work has

the following innovations:
o forward operator on the Cartesian product N x /2(N),

e dependence of the number of material parameters on a part of the solution of the inverse

problem,
e Bayes method with alternating minimization to determine the solution,

o proof of existence, stability and convergence of regularized solutions of Bayes method.



Motivation und Einleitung

In dieser Arbeit werden wir uns mit der Identifizierung der Materialparameter in visko-
elastischen Strukturen beschéftigen. Dies ist einzuordnen in das Themengebiet der inversen
Probleme. Ein inverses Problem hat die Aufgabe, von einer beobachtbaren Wirkung auf de-
ren unzugéngliche Ursache zu schlieflen. Die Parameteridentifikation ist ein grofier Bereich
der inversen Probleme. Dazu gehoren etwa die Identifizierung der Verzerrungsenergiedichte
hyperelastischer Materialien [4, 25, 41, 66, 67, 77], die oberflachenenthalpieabhéngigen Wir-
mestrome von Stahlplatten [58, 59], inverse Streuprobleme [9] oder der Brechungsindex durch
Terahertz-Tomographie [74]. Ein grofies Problem bei der Rekonstruktion der Materialpara-
meter ist, dass inverse Probleme héufig schlecht gestellt sind. Das bedeutet kleine Fehler in
der beobachteten Wirkung fiihren zu grofien Fehlern in den zugehorigen Ursachen. Diese Feh-
lerverstarkung muss im Losungsprozess durch eine sogenannte Regularisierung beriicksichtigt
werden. Verschiedene Methoden zur Losung inverser Probleme finden sich in Standardlehr-
biichern wie [15, 40, 43, 57]. Fiir Einsichten zu nichtlinearen Problemen verweisen wir auf
[38, 57, 72, 73].

Das Versténdnis dafiir, wie sich ein Material bei Krafteinwirkung verformt, ist fiir viele Wirt-
schaftszweige entscheidend, von der Lebensmittelindustrie bis hin zum Produktdesign [5].
In der Lebensmittelverarbeitung etwa héngt die Beschaffenheit von Brot sehr stark von sei-
nen mechanischen Eigenschaften ab, die wiederum durch den Herstellungsprozess bestimmt
werden [42, 70]. Bei der additiven Fertigung werden Kunststoffe in Form von Polymerfiden
geschmolzen und dann schichtweise zu einem dreidimensionalen Werkstiick aufgebaut. Das
Flieverhalten des genutzten Materials wirkt sich sowohl auf die Verarbeitungszeit als auch
auf die Festigkeit des gedruckten Gegenstandes aus [10, 45]. Die mechanische Reaktion von
Polymeren kann genutzt werden, um den Aufbau ihrer Mikrostruktur zu bestimmen [26, 61].
Die wissenschaftliche Untersuchung der Materialverformung wird als Rheologie bezeichnet.
Diese wird sowohl in der Physik, der Physikalischen Chemie, den Ingenieur- und Werkstoff-
wissenschaften, als auch der pharmazeutischen Technologie, und in den letzten Jahrzehnten

vermehrt in den Bio- oder Geowissenschaften genutzt.

In der rheologischen Modellierung gibt es drei Grundmodelle, die das idealisierte Verhalten
von Materialien beschreibt: Elastizitdt, Viskositdt und Plastizitdt. Die meisten Materialien
zeigen in der Realitdt allerdings keines dieser Idealmodelle, sondern immer eine Kombination
aus verschiedenen Eigenschaften, die in verschiedener Ausprigung auftreten [49].

Elastische Korper sind Festkorper, die bei Einwirkung von Kraft ohne zeitliche Verzogerung



auf diese reagieren und bei Entlastung wieder zuriick in ihren Ausgangszustand gehen. Ein
simples Beispiel dafiir ist ein Gummiball. Wird dieser fallengelassen, so verformt er sich beim
Aufprall und springt danach wieder in seine Ursprungsform zuriick.

Viskose Materialien sind hingegen Fliissigkeiten, die bei Einwirkung von Kraft zerflielen.
Diese Kraft 16st sich wahrend der Verformung vollkommen auf. Diese wird also nicht wie bei
einem elastischen Material im Korper gespeichert. Das klassische Beispiel dafiir ist ein Was-
sertropfen, der nach Aufprall auf eine Oberfliche unter Einwirkung der Schwerkraft verlauft.
Plastische Materialien hingegen haben eine sogenannte Fliefgrenze. Bleibt die einwirkende
Kraft unterhalb dieser Grenze, so verhélt sich ein idealer plastischer Korper wie ein Starr-
korper und es kommt erst zu einer Verformung, wenn diese Grenze iiberschritten wird. Im
Gegensatz zu einem elastischen Material bleibt diese Verformung auch nach Wegfall der
Krafteinwirkung bestehen. Eine Kugel aus Knetmasse ist ein gutes Beispiel fiir ein plasti-
sches Material. Bei einem Aufprall aus geringer Hohe zeigt diese keine Verformung. Lésst
man diese jedoch aus einer gréfleren Hohe fallen, wird die Knetmasse zu einer Halbkugel
deformiert und diese Verformung beibehalten [52].

Wir betrachten in dieser Arbeit viskoelastische Materialien, die sowohl viskose als auch elasti-
sche Eigenschaften unter Krafteinwirkung aufzeigen. Nahezu alle Polymere zeigen viskoelas-
tisches Materialverhalten. Ein viskoelastisches Modell sollte dabei zwei typische Vorgiange
beschreiben konnen: Relaxation und Kriechen. Erstere beschreibt den Vorgang, dass visko-
elastische Materialien bei gleichbleibender Deformation relaxieren, das heifit die Spannung im
Material wird geringer. Wird auf ein viskoelastisches Material eine Kraft aufgebracht, so tritt
die Deformation mit einer zeitlichen Verzogerung auf. Dies wird als Kriechen bezeichnet. Wie
genau dies modelliert wird, werden wir in Kapitel 1 herleiten. Weitere Theorie zur Rheologie

und Materialverhalten viskoelastischer Materialien findet sich in [71, 76].

In Kapitel 1.2 werden wir die mathematische Modellierung des inversen Problems besprechen.
Im Gegensatz zu elastischen Materialmodellen sind fiir viskoelastische Materialien die Kon-
stitutivgleichungen oftmals nicht bekannt und es gibt eine Vielzahl verschiedener Modelle,
um ein viskoelastisches Material zu beschreiben. Diese basieren héufig auf Evolutionsglei-
chungen, die die Verdnderung der Spannung in Abhéngigkeit von den Materialparametern
wie Steifigkeit, Viskositdt oder Relaxationszeit messen.

Wir stellen hier ein verallgemeinertes Maxwell-Modell vor, welches eine unbekannte Anzahl an
Maxwell-Elementen und Materialparametern aufweist. Der Vorwértsoperator, den wir in Ab-
schnitt 1.3 konstruieren, bildet die Materialparameter und die Anzahl der Maxwell-Elemente
auf die Spannungsfunktion ab. Diese Funktion beschreibt den zeitlichen Spannungsverlauf im
Material wahrend einem Relaxationsexperiment, bei dem eine Dehnung auf das Material auf-
gebracht wird und konstant gehalten wird. Damit wird die erste Besonderheit dieser Arbeit
sichtbar. Der Vorwértsoperator arbeitet auf einem kartesischen Produkt einer Halbgruppe
und einem Hilbertraum in Form von dem Raum der natiirlichen Zahlen N und dem Folgen-
raum ¢?(N). Dies ist eine ungewohnliche Konstellation.

In Abschnitt 1.4 werden wir das inverse Problem definieren. Dieses versucht aus der Span-

nungsfunktion die Anzahl der Maxwell-Elemente sowie die Materialparameter des viskoelas-



tischen Materials zu bestimmen. Dies zeigt das zweite besondere Merkmal dieser Arbeit. Die
Anzahl der zu bestimmenden Materialparameter ist unbekannt und muss im inversen Pro-
blem durch die Anzahl der Maxwell-Elemente mitbestimmt werden.

Wir koénnen also keinen simplen Vektorraum R™ fiir die Materialparameter nutzen, da de-
ren Anzahl unbekannt ist. Daher verwenden wir, wie oben bereits erwahnt, den Hilbertraum

?2(N), um so die Anzahl der Materialparameter variieren zu kénnen.

Zur Bestimmung von Materialparametern in verschiedenen Strukturen wird in der technischen
Mechanik als Standardansatz das Residuum minimiert [6, 27]. Eine alternative Herangehens-
weise ist die Sensitivitdtsanalyse, um die moglichen Abweichungen der Parameter aufgrund
von Rauschen zu bestimmen [19, 23, 24, 46]. Diese Arbeiten betrachten verschiedene Model-
le fiir hyperelastische oder viskoplastische Materialien. Veréffentlichungen zur Identifikation
von Materialparametern viskoelastischer Strukturen mit verschiedenen Losungsansatzen sind
etwa [13, 14, 17, 53, 69]. Keine dieser Arbeiten beriicksichtigt jedoch die Anzahl der Maxwell-
Elemente als unbekannten, zu bestimmenden Parameter oder eine 16sungsabhéngige Anzahl
von Materialparametern. Daher sind die dort gewédhlten Losungsansétze fiir unser Setting
nicht geeignet. Auch reichen Regularisierungsverfahren, wie sie in den klassischen Textbii-
chern zu inversen und schlecht gestellten Problemen zu finden sind, nicht aus [39, 43, 54,
57]. Die Autorin selbst hat einen auf dieses Problem angepassten Cluster-Algorithmus ent-
wickelt. Aber dieser zeigt eine starke Fehleranfalligkeit gegeniiber verrauschten Daten und
stellt somit keine zufriedenstellende Losung dar [60]. Als Losung schlagen wir in Kapitel 2
ein neu entwickeltes Verfahren vor, welches mithilfe des Bayes-Theorem aus der statistischen
Inversionstheorie eigens auf diese Problematik angepasst ist. Dieses nutzt einen Prior, der
uns ein gutes Tool liefert, um die Anzahl der Maxwell-Elemente sinnvoll zu bewerten und
somit bessere Rekonstruktionen zu erméglichen. Die Herleitung dieses Verfahrens geschieht
in Abschnitt 2.2.

Der entwickelte Algorithmus sucht alternierend nach einer passenden Losung fiir die An-
zahl der Maxwell-Elemente und die Materialparameter. Dadurch minimiert er ein Tikhonov-
Funktional mit einem durch die statistische Inversionstheorie motivierten Strafterm fiir die
Anzahl der Maxwell-Elemente.

Im néchsten Schritt werden wir in Kapitel 2.3 die bekannte Theorie zu Tikhonov-Funktionalen
(vergleiche [31, 32, 64, 65]) nutzen, um Konvergenz- und Regularisierungseigenschaften des
neu entwickelten Bayes-Verfahrens zu zeigen. Dabei miissen diese Begriffe zuerst auf die Form
unseres inversen Problems angepasst werden. Die bekannten Definitionen lassen sich nicht auf
den Vorwéartsoperator mitsamt dem kartesischen Produkt auf Halbgruppe und Hilbertraum
iibertragen. Wir starten mit der lokalen Schlechtgestelltheit, deren Definition wir auf unser
inverses Problem adaptieren und danach beweisen. Danach gehen wir im Detail auf die Exis-

tenz, Stabilitdt und Konvergenz einer regularisierten Lésung ein.



In Kapitel 3 wenden wir uns der numerischen Evaluation zu. Dazu fithren wir den erwéhnten
Cluster-Algorithmus ein, um Vergleiche zwischen den Rekonstruktionen der verschiedenen Al-
gorithmen ziehen zu kénnen. Wir fiihren Experimente mit verschiedenen Datensétzen durch,
angefangen bei exakten Daten. Im néchsten Schritt stéren wir die Daten durch additives Rau-
schen. Fiir diese analysieren wir verschiedene Verschiebungsraten der Dehnungsfunktion im
Relaxationsversuch. Danach betrachten wir die Auswirkung der Erfolgswahrscheinlichkeit der
Binomialverteilung des Priors auf die Rekonstruktionen. Im letzten Unterkapitel fithren wir
einen Strafterm beziiglich der Materialparameter ein und analysieren, wie sich die Ergebnisse

hinsichtlich verschiedener Strafterme verbessern.



Kapitel 1
Grundlagen

In dem folgenden Kapitel werden wir uns die Grundlagen unserer Arbeit anschauen. Dazu
werden wir im ersten Teilkapitel die Eigenschaften eines viskoelastischen Materials kennen-
lernen und darauf folgend die mathematische Modellierung anschauen. Wir schlielen das

Kapitel ab mit der Konstruktion des Vorwartsoperators sowie des inversen Problems.

1.1 Viskoelastische Materialien

Wir werden im folgenden Teilkapitel das rheologische Modell eines viskoelastischen Materi-
als kennenlernen, welches wir als Ausgangspunkt unseres inversen Problems nutzen. Dieses
Modell stammt aus dem Gebiet der Materialwissenschaften, genauer der Kontinuumsmecha-
nik. Wir wollen die Materialparameter eines viskoelastischen Materials durch Messungen der
Spannung bei einem Relaxationsexperiment bestimmen. Dazu werden wir uns in diesem Ka-
pitel den folgenden Fragen widmen: Was ist ein Relaxationsexperiment? Was ist ein viskoelas-
tisches Material? Welche Materialparameter wollen wir rekonstruieren und was beschreiben
diese? Wie sieht das Modell aus, welches uns den Zusammenhang zwischen der gemessenen
Spannung bei einem solchen Experiment und den Materialparametern eines viskoelastischen
Materials beschreibt?

Fiir umfassende Einfiihrungen in das phanomenologische Verhalten und die Modellierung der

Viskoelastizitéat verweisen wir auf Lehrbiicher wie [71, 76].

FEin viskoelastisches Material zeichnet sich durch eine Kombination von viskosem wie auch
elastischem Verhalten aus. Viskositit beschreibt im Allgemeinen die Zahigkeit von Fliissig-
keiten oder Gasen. Das heifit hier beobachtet man bei Krafteinwirkung Verformungen, die
unbegrenzt und irreversibel sind. Im Gegensatz dazu beschreibt Elastizitit die Fahigkeit eines
Korpers sich nach Wegfall der einwirkenden Kraft in seine Ursprungsform zuriickzuverformen.
In diesem Fall handelt es sich also um begrenzte reversible Verformungen. Kombiniert man
diese Figenschaften, so erhdlt man ein viskoelastisches Material. Dieses Verhalten wird von

verschiedenen polymeren Materialien wie Klebstoffen, Elastomeren und Gummi gezeigt.

In Abbildung 1.3 ist die typische Form einer Normprobe dargestellt. Die Probe wird an den

dicken Enden eingespannt und in Richtung der Pfeile belastet. Nach dem Saint Venantschen



Prinzip sind die Stérungen, die durch die Einspannungen an den Probenenden verursacht
werden, nach kurzer Entfernung abgeklungen. Daher kann man davon ausgehen, dass der
Dehnungs- und Spannungszustand im Zentrum der Probe homogen ist und wir kénnen ein
ein-dimensionales Modell nutzen. Die Kraft und die Verlangerung der Probe werden gemessen
und kénnen zu direkten Berechnungen von der Dehnung und Spannung genutzt werden. Diese
nutzen wir in unserem inversen Problem als Ausgangspunkt, um die Materialparameter zu
bestimmen.

Die Dehnung beschreibt dabei das folgende Relaxationsexperiment: Fiir eine gegebene Dehn-
rate ¢ und einen maximalen Dehnungswert € ist die Dehnung in einem Zeitintervall ¢ € [0, T

gegeben als

.t 0<t<E
ey=4 " LT (1.1)
g, S<t<T

Die Funktion ist in Abbildung 1.1 dargestellt und beschreibt das folgende Verfahren. Das
Material wird gedehnt bis ein maximaler Dehnungswert € bei einer Dehnrate € erreicht wird.
Die Dehnrate ist im Versuch bekannt, indem die von der Priifmaschine vorgegebene Ver-

schiebungsrate €, durch die Probenldnge [y dividiert wird, das heifit € = %‘ Die maximale

Dehnung wird demnach zum Zeitpunkt ¢ = g erreicht. Danach wird die aufgebrachte Deh-

nung konstant gehalten.

Dehnung

: Zeit [s] t=T

Abbildung 1.1: Dehnungskurve £(¢) mit Dehnrate ¢ und maximalem Dehnungswert &

Wir beschreiben die Spannung im Material durch ein rheologisches Multiparameter-Modell,
das uns als Modell fiir ein viskoelastisches Material dient.

In der Rheologie wird linear elastisches Verhalten durch eine Feder modelliert, auch bekannt
als Hooke-Element (s. Abbildung 1.2). Je hoher die aufgebrachte Dehnung, desto grofier die
gemessene Spannung in der Feder. Die entsprechende Proportionalitdtskonstante wird auch
als Elastizitdtsmodul bezeichnet. Alternativ kann auch durch das Hookesche Gesetz die Ver-
schiebung und die Kraft mithilfe der Federsteifigkeit verkniipft werden. Die Feder reagiert

sofort auf die aufgebrachte Dehnung, allerdings ist die Deformation begrenzt und wirkt keine



Kraft mehr auf den Korper, so geht die Feder wie ein idealer elastischer Korper zuriick in
ihre Ausgangslage.

Das zweite fiir uns relevante Element in der Rheologie ist ein Démpfer oder auch Newton-
Element, ebenfalls dargestellt in Abbildung 1.2. Wahrend beim Hookeschen Koérper die ge-
messene Kraft proportional zur Verschiebung ist, ist sie beim Newton-Korper proportional
zur Geschwindigkeit. Die Proportionalitdtskonstante wird als Dampfungskonstante bezeich-
net und entspricht der Viskositat. Dieses Modell fiir viskoses Materialverhalten reagiert auf
Krafteinwirkung mit einer zeitlichen Verzégerung. Im Gegensatz zu einem elastischen Kérper
ist die Deformation unbegrenzt, solange die Kraft wirkt. Dabei ist die Verformung irreversibel

und die Deformationsgeschwindigkeit proportional zur Spannung.

Die Parallelschaltung einer Feder und eines Dampfer wird als Kelvin-Voigt-Kérper bezeichnet.
Wird eine Dehnung auf solch einen Korper aufgebracht und konstant gehalten, so verformt
sich die Feder elastisch, wird aber durch den Démpfer gebremst, sodass die Deformation zeit-
lich verzogert auftritt. Dies wird auch als Kriechvorgang bezeichnet und ist typisch fiir ein
viskoelastisches Material.

Diese Zusammensetzung kann allerdings nur Kriechvorginge, jedoch keine Relaxationsvor-
giange eines viskoelastischen Materials beschreiben. Letztere konnen durch ein Maxwell-Ele-
ment, der seriellen Zusammensetzung aus einer Feder und einem Dampfer umgesetzt werden.
Wirkt eine Kraft auf einen Maxwell-Kérper, so reagiert er mit einer Deformationsgeschwin-
digkeit, die von der GroBe der Kraft sowie ihrer Anderungsgeschwindigkeit abhéngig ist. Wird
die angelegte Dehnung allerdings wie bei dem Relaxationsexperiment konstant gehalten, so
relaxiert die Spannung im Maxwell-Kérper gegen den Wert Null, da der Dampfer sich geméaf3
seiner Relaxationszeit entspannt. Diese ist gegeben durch das Verhéltnis von Viskositéit zu
Steifigkeit. Damit stellt ein einfacher Maxwell-Korper ein viskoelastisches Fluid dar, kann

aber keinen viskoelastischen Festkorper modellieren.
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Abbildung 1.2: Feder und Dampfer

Um diesen beschreiben zu kénnen, ist das einfachste Modell ein Drei-Parameter Modell, be-
stehend aus einer Parallelkombination eines Maxwell-Elements mit einer Feder (vergleiche
[21, 35, 62]).

Bringt man auf ein solches Festkorpermodell eine Dehnung auf, so dehnen sich beide Federn.



Wird die Dehnung dann im weiteren Verlauf des Experiments konstant gehalten, so weitet
sich der Dampfer entsprechend seiner Relaxationszeit auf. Ist dieser vollstindig relaxiert,
so erreicht die Feder im Maxwell-Element ihre urspriingliche unverformte Position und die
Spannung wird vollstdndig von der Einzelfeder iibernommen.

Daher kann das Modell mit einem einzigen Maxwell-Element nur eine Relaxationszeit fiir die
gesamte Dauer der Entspannung des Materials simulieren. Viskoelastische Materialien zeigen
jedoch Relaxationsverhalten mit unterschiedlichen Relaxationszeiten [21, 68]. Damit wir die-
ses Verhalten modellieren koénnen, miissen wir das gesamte Relaxationsspektrum abdecken
(vergleiche [5, 33, 62, 68]). Dieses kann in verschiedene Bereiche unterteilt werden, wie den
Fliebereich, den Verschrinkungsbereich, den Ubergangsbereich und den glasartigen Bereich
[2]. Die Anordnung, die Lange und die Verschrénkung der Polymerketten auf molekularer Ebe-
ne erkldrt die unterschiedliche Steifigkeit wihrend des Relaxationsspektrums. Eine kiirzere
Kette entspannt sich schneller als eine lingere Kette und triagt daher nach ihrer Relaxation
nicht zur Steifigkeit des Materials bei [3]. Um dieses Verhalten in unsere Modellierung aufzu-
nehmen, verwenden wir anstatt einem Maxwell-Element eine unbekannte Anzahl n. Das fiithrt
uns zu dem verallgemeinerten Maxwell-Modell, auch bekannt als Maxwell-Wiechert Modell
(vergleiche Abbildung 1.3).
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Abbildung 1.3: Normprobe und verallgemeinertes Maxwell-Modell mit unbekannter Anzahl
an Maxwell-Elementen n und 2n + 1 Materialparametern

Die Anzahl der Maxwell-Elemente kann auf eine beliebige Zahl n mit der Relaxationszeit 7; in
jedem der Dampfer und der Steifigkeit der Feder p; in jedem der Maxwell-Elemente erweitert
werden. Die Steifigkeit der einzelnen Feder wird mit p gekennzeichnet. Wenn alle Maxwell-
Elemente bis zum Spannungswert Null relaxieren, wird die Gleichgewichtslage erreicht, und
die einzelne Feder mit der Steifigkeit p stellt die Grundsteifigkeit des Materials dar, die
gewahrleistet, dass das Material in seiner ungestorten Lage eine Steifigkeit aufweist und sich
nicht wie eine Fliissigkeit verhélt. Die durch den Dehnungswert £ dargestellte Verformung des
Materials wird in jedem der Maxwell-Elemente in eine elastische Komponente 5 und eine
inelastische Komponente ¢! aufgeteilt. Die elastische Komponente entspricht der Dehnung

J
der Feder und die inelastische Komponente der Dehnung des Dampfers. Da die Dehnung des
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Déampfers von seiner Relaxationszeit abhdngt, wird eine auf dem Entropie-Prinzip basierende
Evolutionsgleichung verwendet, um die Anderung der inelastischen Dehnung mit der Zeit zu

modellieren [34, 55]. Fiir kleine Verformungen ist die Evolutionsgleichung gegeben durch

_ ()~ €i(t)

g (1.2)

wobei 53 die zeitliche Ableitung darstellt. Die im System erzeugte Gesamtspannung ist dann
durch die Summe der in jeder der Federn induzierten Spannungen gegeben. Unter der An-

nahme eines linear elastischen Verhaltens der Federn ist die Spannung gegeben durch

n

a(t) = pe(t) + Y ple(t) — e} (t)). (1.3)

j=1
Das inverse Problem ist somit die Identifizierung der Materialparameter durch die gemesse-
ne Spannung mithilfe der Gleichung (1.3). Zu den Materialparametern zahlt die Steifigkeit
der einzelnen Feder p, sowie die Steifigkeiten p1, ..., u, und Relaxationszeiten 71, ..., 7, der
Maxwell-Elemente. Ebenfalls unbekannt ist die Anzahl der Maxwell-Elemente n. Auch diese
gilt es als Losung des inversen Problems zu bestimmen. Die Dehnung ¢ ist bekannt und die

inelastische Dehnung 52- muss fiir alle Maxwell-Elemente ¢ = 1,...,n aus der Evolutionsglei-

chung (1.2) bestimmt werden.
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1.2 Mathematische Modellierung

Die Gesamtspannung (1.3) ist die Summe der Spannung der einzelnen Feder, sowie der ver-
schiedenen Maxwell-Elemente. Letztere ist abhéngig von den inelastischen Komponenten der
Dehnung, die iiber die Evolutionsgleichung (1.2) bestimmt werden. Im folgenden Abschnitt
werden wir sehen, dass wir diese Gleichung mithilfe des vorhandenen Wissens iiber den Ver-
suchsaufbau 16sen kénnen, um so eine explizite Formulierung des Vorwértsoperators in Kapitel
1.3 konstruieren zu kénnen.

Dazu wollen wir uns zunéchst auf die Berechnung der inelastischen Komponente des Deh-
nungswertes 52- konzentrieren. Eine Evolutionsgleichung wie (1.2) wird oft mit numerischen
Methoden wie dem Crank-Nicolson-Verfahren gelost. Diese Methoden haben jedoch den Nach-
teil von Néaherungsfehlern. Da wir es mit einem schlecht gestellten inversen Problem zu tun
haben, ist es wiinschenswert, solche Fehler bei der Berechnung des Vorwértsproblems zu ver-
meiden. Zu diesem Zweck erortern wir im néchsten Abschnitt die analytische Losung der

Evolutionsgleichung.

Abgesehen von der mechanischen Anwendung [56] wird die Evolutionsgleichung (1.2) auch in
anderen Anwendungen wie der Magnetic Particle Imaging [11] zur Modellierung der Relaxa-

tion verwendet. Ihre Losung kann analytisch formuliert werden als

t ~
. ~ 2 t—t -
ei(t) = / £(F) = exp (2) di.
J 5 Tj Tj

Durch Einsetzen der stiickweisen linearen Dehnung (1.1) erhalten wir das folgende Ergebnis:

Lemma 1.1. Die inelastische Dehnung E;- des j-ten Maxwell-Elements mit der entsprechen-

den Relazationszeit T; zum Zeitpunkt t € [0,T] ist gegeben durch

Yeexp (—%t) + et — e,
Fon(20)[1-on(2)] 4

Beweis. Wir betrachten zunachst 0 <t < g und koénnen somit &(t) = £t verwenden,
2 2 ; 2
E;(t) = —éexp (—t) /fexp <t~> dt
Tj Tj Tj
0
2 2\ 77 2 2
= —cexp|——1| = |exp | —¢ —t—1|4+1f,
Tj T 4 Tj Tj

¢
wobei wir [texp (at) dt = a% (exp (at) (at —1) 4+ 1) fiir @ € R im letzten Schritt benutzen.

(1.4)

IN
}ﬂ m.] )

sé-(t) =

oo O
A A
~ ~

IN

0
Dann folgt
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SN

(

T . 2
— Zcexp | ——t]|exp | —1
2 Tj Tj
T . 2 )
+ —cexp | ——t
2 T;
T
it — e
+ € 25

T .
= —2cexp
Tj

2

)

(

Als Néchstes untersuchen wir den Fall g <t <T,in dem wir das Integral aufteilen miissen,

um den entsprechenden Wert fiir £(¢) verwenden zu kénnen:

)

(

. 2 P 2.\ . 2
ei(t) = —exp (—t) é/texp <t> dt + E/exp (t dt
T ) j / Tj
0 :
Fiir diese Integrale erhalten wir dann
: 5 _
- A\ . T 2 2
/texp <t> dt = -~ [exp <6> (8 — 1) + 11,
) T 4 T;€ T;€
t
2\ - T 2e
/exp —t|dt=—=|exp| —t]| —exp | —
J T 2 Tj T;€
Setzt man diese Ergebnisse ein, erhalt man
. 2 2 2 26\ [ 22 28
g5(t) = —exp —t) lé] [exp <€> <6 —1)+1|+&2 [exp <t> — exp 6)”
Tj Tj 4 T;€ T;€ j T;€
2 ( 2
=—exp|——t
Tj Tj
5'732 2 2 éTjZ e 2 —i—éTjZ +éle 2t e 2
———exp| — | —e—exp| — — —exp| —t| —€=-exp| —
4 1je Tj€ 4 P Tj€ 4 2 P T 2 P Tj€
2 2¢ ( Tjé _) 4 Tjé 4 2 _
=exp|——1]|e — - = = “— texp|— )&
P 7t P Tj€ 2 2 P 7t
TjE 2¢ TjE 2 _
=——exp|——t+— |+ 5exp|——1t]+¢
2 Tj 13 2 Tj
Tj€ 2 2e _
= exp|——% ] |1—exp| — || +¢€.
Ti Tj6
O

Wir verwenden dieses Ergebnis, um die Spannungsantworten der einzelnen Maxwell-Elemente
zu erhalten. Dies ist auch flir die Analyse verschiedener Dehnraten € in Kapitel 3 niitzlich.
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Lemma 1.2. Die Spannung o; des j-ten Mazwell-Elements mit j > 1 und der entsprechenden

Steifigkeit p1; und Relazationszeit T; zum Zeitpunkt t € [0,T) ist gegeben als

IN

oo O
AN
~ ~
IN
Iﬂ [LRILT]

B HiTiE 1—exp (—%t)>a
504 g T e a0, .

Die Spannung der einzelnen Feder, bezeichnet mit og, kann mit der entsprechenden Steifigkeit

1 angegeben werden als
(1.6)

[OR[O]

pet, 0<t<
oo(t) = - _
He, z <t< T.
Nach diesen Berechnungen kann die Gesamtspannung als die Summe der Spannungen der

FEinzelfeder und der Mazwell-Elemente geschrieben werden, das heifit
t<

.|

o
IA

HEL + jil “JTTJE (1 — exp (—%t)) , )

t<T.

.|y
A
IA

Beweis. Wir beginnen mit der Spannung der einzelnen Feder. Diese wird berechnet durch

— gz,

oo(t) = pe(t). Setzt man (1.1) fiir die verschiedenen Zeitintervalle ein, so erhdlt man (1.6).
%(t)) berechnet wie in

Die Spannung der Maxwell-Elemente wird durch o;(t) = p;(e(t)
Gleichung (1.3) angegeben. Durch Berticksichtigung der verschiedenen Zeitintervalle konnen

wir sowohl die Dehnung £(¢) als auch die inelastische Dehnung 5§(t) des Maxwell-Elements

einsetzen. Daraus ergibt sich fiir 0 <t < g

oi(t) = <ét - %]5' exp (—Tt> —ét+ ;%) - “127]5 (1 — exp (—ﬁ)) .
J J

In dhnlicher Weise erhalten wir fir f <t<T

= -
. 9z
= HiTE (1 — exp <€>> exp (—t) .
T;€ Tj

= 5 ;

Die Darstellung der Gesamtspannung (1.7) folgt direkt durch Einsetzen von (1.5) in (1.3).
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1.3 Der Vorwartsoperator

Da die Spannung nun in Abhéngigkeit der Anzahl der Maxwell-Elemente und der Materialpa-
rameter ausgedriickt werden kann, widmen wir uns der Formulierung des Vorwértsoperators.

Unser Vorwértsoperator ist gegeben als
F:D(F) Cc Nx 2(N) — L*([0,T]),  (n,z)— F(n,z):=o.

Der Vorwiirtsoperator bildet n € N und z € ¢?(N) auf die Spannung

uét—l—i%ﬁ‘é(l—exp(—%t)), 0§t§§
olt) = - ]":1;”'6' 2¢ 2 £ (18)
us—ygl%(l—exp (ﬁ))exp (—T—jt), s<t<T

mit &, > 0 ab.

Dabei bezeichnet n die Anzahl der Maxwell-Elemente und ist somit eine natiirliche Zahl. Da
die Anzahl der Materialparameter abhéingig von der Anzahl der Maxwell-Elemente ist, kénnen
wir nicht von vornherein sagen, wie viele Materialparameter existieren. Wéare die Anzahl an
Maxwell-Elementen mit 72 gegeben, so wéren es nach obiger Modellierung 27 + 1 Materialpa-
rameter bestehend aus den Steifigkeiten und Relaxationszeiten der Maxwell-Elemente, sowie
der Steifigkeit der einzelnen Feder. Da dieses Wissen allerdings nicht vorhanden ist, sondern
im Gegenteil durch das inverse Problem rekonstruiert werden soll, wihlen wir = € £2(N) und

ermoglichen so eine variable Anzahl an Materialparametern.

In der Definitionsmenge D(F') wird dann deutlich, dass die Anzahl der echten Materialpara-
meter trotz Folgenraum beschréankt ist, da es nur eine endliche Anzahl an Materialparametern

gibt, die echt grofer als Null sind:

D(F) = {(n,z) € I x f*(N): I C N endlich;
x = {Tm}meN, Tm € Rar, m € N;
Tm =0, m > 2n+ 1;

xoi41 =7, i =1,...,n, v > 0 beliebig klein, aber fest}.

Dabei steht I fiir eine physikalisch sinnvolle, endliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen, wel-
che die mogliche Anzahl an Maxwell-Elementen in der Modellierung umfasst. Da wir es hier
mit einem nichtlinearen inversen Problem zu tun haben, ist es notwendig in einer Umgebung
der korrekten Losung zu liegen. Dies gilt insbesondere auch fiir die Anzahl der Maxwell-
Elemente n. Sei etwa n* die exakte Losung, so waire I := {n* —[,...,n* +{} fiir [ € N eine

angemessene Wahl.

Die Folgenelemente z,,, sind fiir m > 2n + 1 gleich Null. Ubertragen wir die Schreibweise
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x := {Tm }men auf die bisher benutzte Notation aus der Rheologie, so entspricht

T = (fby 41, Ty« fons Ty 0,0, ... )

Die Steifigkeiten p, i1, ..., tn, sind somit nichtnegativ. Aus der Berechnung der Spannung
(1.8) ergibt sich, dass 7; > 0 gelten muss fir ¢ = 1,...,n. Damit die Definitionsmenge den-
noch abgeschlossen ist, wiahlen wir ein v > 0, sodass fiir ¢ = 1,...,n die Relaxationszeiten
7; > « sind. Auf die abgeschlossene Definitionsmenge und warum dies relevant ist, werden

wir in Kapitel 2.3 und 2.4 zuriickkommen.

Wir werden im Folgenden weiterhin die rheologische Notation verwenden und die Material-
parameter mit p, u; und 7; bezeichnen. Die Darstellung durch die Folgenelemente z; wird in
Kapitel 2.3 wieder aufgegriffen, in dem der physikalische Aspekt in den Hintergrund riickt

und es um die mathematische Theorie hinter unserem entwickelten Verfahren geht.

Wir halten uns an die Konvention, dass 71 < o < --- < 7, gilt und die Maxwell-Elemente

entsprechend geordnet sind.

Mit F,, : D(Fy,) C £2(N) — L%([0,T]) wird der Vorwirtsoperator fiir festes n € N bezeichnet,
das heiit F,(x) = F(n,z). Dabei ist entsprechend

D(F,) ={x :={zm}men € EQ(N) D X, € ]Rar, m € N;
Tm =0, m > 2n+ 1;

Toi+1 =7, i =1,...,n, v > 0 beliebig klein, aber fest}.
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1.4 Das inverse Problem

Nachdem wir den Vorwértsoperator konstruiert haben, kénnen wir nun das inverse Problem
formulieren. Dieses hat die Aufgabe aus gemessenen und verrauschten Spannungsdaten o® €

L?([0,T]) die Anzahl der Maxwell-Elemente n und Materialparameter = zu bestimmen, sodass
F(n,z) =o° (1.9)

gilt. Der Vorwartsoperator F' hingt sowohl von einer diskreten Variable, als auch von einem
Element aus einem Folgenraum ab. Dabei bestimmt diese natiirliche Zahl n € N die Anzahl
der Maxwell-Elemente und damit die Anzahl der zu bestimmenden Materialparameter. Diese
sind in der Folge = € ¢*(N) gegeben als die von Null verschiedenen Elemente. Damit hingt
die Anzahl der Materialparameter von Teilen der Losung ab. Dies ist eine ungewohnliche
Situation auf dem Gebiet der inversen Probleme und unterscheidet sich von der Theorie in
klassischen Lehrbiichern [15, 38, 43, 57|. Daher werden wir in Kapitel 2 auf die statistische

Inversionstheorie zuriickgreifen, um ein geeignetes Losungsverfahren zu konstruieren.

Ein typischer Losungsansatz wére es, das Objektfunktional
1
To(n,x) = §HF(n,x) — %)% + aQ(n, z) (1.10)

zu minimieren, wobei o > 0 ein Regularisierungsparameter ist und € ein Strafterm beziiglich
der Anzahl der Maxwell-Elemente n und den Materialparametern x. Natiirlich ist eine sim-
ple Minimierung dieses Funktionals nicht mdoglich, da wir die Anzahl der Materialparameter
nicht kennen. Wie wir allerdings in Kapitel 2 sehen werden, wird durch das Bayes-Theorem

ein Funktional mit einer &hnlichen Struktur hergeleitet.
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Kapitel 2
Bayes-Inversion

Im folgenden Kapitel wollen wir das Verfahren kennenlernen, welches wir zur Identifizierung
der Materialparameter eines viskoelastischen Materials nutzen wollen. Wir haben es hier mit
einem Vorwartsoperator in Abhéngigkeit einer diskreten Variable n € N, sowie einer Folge
x € (2(N) zu tun. Dabei bestimmt diese diskrete Variable auch die Anzahl der zu rekon-
struierenden Materialparameter, die als Elemente x; > 0 in x zu finden sind. Um dieses
ungewohnliche inverse Problem zu 16sen, nehmen wir die Bayes-Inversion aus der statisti-
schen Inversionstheorie zu Hilfe, um ein Bewertungskriterium der diskreten Variable n, also

der Anzahl der Maxwell-Elemente zu erhalten.

Zur Einfiihrung geben wir eine kleine Ubersicht iiber die bisher existierende Literatur zu dieser
Thematik. Ergebnisse zur Identifikation von Materialparametern viskoelastischer Strukturen
mit einem linearen Modell finden sich in [13, 17]. In [69] werden diskontinuierliche Galerkin-
Methoden hoher Ordnung fiir anisotrope viskoelastische Wellengleichungen genutzt. Aufler-
dem verwenden die Autoren dort eine konstitutive Gleichung mit Speichervariablen. In [53]
setzen die Autoren eine Prony-Serienerweiterung zur Bestimmung von Materialparametern
durch Losen eines Systems linearer Gleichungen ein. Emri und Tschoegl [14] betrachten ein
lineares viskoelastisches Modell und stabilisieren den Inversionsprozess durch die Verwendung
spezifischer Fensterfunktionen, die an den Einfluss des Spektrums auf die Antwort angepasst
sind. All diese Methoden bertuicksichtigen nicht die Anzahl der Maxwell-Elemente als unbe-
kannten, zu bestimmenden Parameter.

Eine Ubersicht iiber verschiedene Methoden zur Lésung inverser Probleme und tiefere Einbli-
cke in die Regularisierungstheorie finden sich in den Standardlehrbiichern [15, 40, 43, 57]. Fur
nichtlineare Probleme, wie wir hier eines betrachten, miissen diese Methoden entsprechend
angepasst werden [38, 57, 72, 73]. Eine Implementierung der Tikhonov-Regularisierung ist in
[54] dokumentiert.

Nachdem wir das Bayes-Verfahren hergeleitet haben, werden wir in Abschnitt 2.3 und 2.4
die mathematische Theorie zur lokalen Schlechtgestelltheit nichtlinearer inverser Probleme
kennenlernen. Danach betrachten wir die Tikhonov-Minimierung, sowie deren Konvergenz-
und Regularisierungseigenschaften. Diese Theorie werden wir nutzen, um auch fiir unser

inverses Problem die lokale Schlechtgestelltheit zu zeigen, sowie fiir das Bayes-Verfahren die
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Existenz, Stabilitdt und Konvergenz der regularisierten Losung zu beweisen.

2.1 Einfiihrung in die statistische Inversionstheorie

Wir werden uns nun der statistischen Inversionstheorie widmen und dazu einige Grundlagen
besprechen, die wir dann auf unser Problem anwenden werden. Hierbei orientieren wir uns an
den Biichern ,Statistical and Computational Inverse Problems“ von Kaipio und Somersalo

[36] und ,, The Bayesian Approach to Inverse Problems* von Dashti und Stuart [12].

Ziel der statistischen Inversionstheorie ist es, Informationen iiber nicht beobachtbare Varia-
blen zu extrahieren und die Unsicherheit dieser Variablen zu bewerten, und zwar auf der
Grundlage aller verfiigharen Kenntnisse iiber den Messprozess sowie der Informationen und
Modelle der Unbekannten, die vor der Messung verfiigbar sind. Der Ansatz der statistischen

Inversion basiert dabei auf den folgenden Grundsétzen:
1. Alle im Modell enthaltenen Variablen werden als Zufallsvariablen modelliert.
2. Die Zufalligkeit beschreibt den Grad der Information iiber ihre Realisierungen.

3. Der Grad der Information iiber diese Werte ist in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen
kodiert.

4. Das Ergebnis der Modellierung ist die A-posteriori Wahrscheinlichkeitsverteilung.

5. Die Losung des inversen Problems erhélt man durch einen Schétzer fiir diese Wahr-

scheinlichkeitsverteilung, wie zum Beispiel den MAP-Schétzer.

Hier werden auch die Unterschiede zur rein deterministischen Regularisierungstheorie deut-
lich. Diese nutzt keine Zufallsvariablen in ihrer Modellierung und die Loésung des inversen
Problems ist im Allgemeinen auf die Werte der gesuchten Unbekannten beschrankt. In der
statistischen Inversionstheorie ist es moglich eine gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung zu
erhalten und so unterschiedliche Losungen mit verschiedenen Wahrscheinlichkeiten zu unter-
suchen. Daher wird in der statistischen Inversionstheorie auch unterschieden zwischen Punkt-
schéitzungen und Intervallschatzungen, wobei die klassische inverse Probleme Theorie als eine

einzelne Punktschitzung interpretiert werden kann.

Wir nehmen im folgenden Abschnitt an, dass wir ein Modell

flz,e) =y (2.1)

betrachten. Dabei handelt es sich bei y € R™ um die gemessene Gréfle und bei £ € R® um
die gesuchte Unbekannte. Die Funktion f : R” x R¥ — R™ beschreibt das Modell, welches
Ungenauigkeiten und Parameter enthalten kann, die wir nicht kennen. Auflerdem sei die
Messung y verrauscht. Durch den Vektor e € R* werden diese zusitzlichen Unbekannten

sowie das Rauschen beschrieben.
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Wie bereits erwahnt, werden nun alle Variablen des Modells als Zufallsvariablen modelliert,

das heifit das Modell (2.1) wird nun umgeformt zu

Da die Zufallsvariablen X, F und Y in diesem Modell voneinander abhéngig sind, sind es
auch ihre Zufallsverteilungen. Mit Y bezeichnen wir die Zufallsvariable der Messung, wobei
Y = ymess ihre Realisierung beschreibt. Die nichtbeobachtbare Zufallsvariable X ist die
gesuchte Unbekannte. Dabei benutzen wir die Standardschreibweise eine Zufallsvariable in
Grof3buchstaben und ihre Realisierung in kleinen Buchstaben zu schreiben.

Die Informationen, die bereits vor der Messung Y iiber die Zufallsvariable X existieren,
werden in der Wahrscheinlichkeitsdichte po(z) gespeichert, die daher der Prior genannt wird.
Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Messung bezeichnen wir mit p(y).

Wir nehmen an, dass wir nach der Analyse der Messung und aller weiteren Informationen,
die iiber die Variablen zur Verfiigung stehen, die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte von

X und Y mit p(x,y) gefunden haben. Dann ist der Prior der Unbekannten X gegeben durch

po(x) = /Rm p(x,y)dy.

Wenn wir stattdessen annehmen, dass wir den Wert der Unbekannten X = z kennen, dann
wére die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte der Messung Y unter diesen Informationen iiber

die Unbekannten, gegeben als

p(z,y)
po(z)

p(ylz) =

fiir po(x) # 0. Diese bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte von Y wird Likelihood-Funktion
genannt. Zuletzt nehmen wir an, dass die Messdaten Y = y,,¢ss gegeben sind. Dann wird die
bedingte Wahrscheinlichkeit

P, Ymess)

xr =
P(T|Ymess) omens)

fur p(Ymess) = Jgn P(Z, Ymess)dx # 0 als A-posteriori-Verteilung bezeichnet. Diese be-
schreibt die Wahrscheinlichkeit von X nachdem die Messdaten Y = y,,.ss eingetroffen sind.
In der Bayesschen Statistik ldsst sich ein inverses Problem also ausdriicken durch die folgende
Aufgabe: Fiir gegebene Daten Y = y,,055 finde die bedingte Wahrscheinlichkeit p(x|ymess) der
Variable X.

Dies fiithrt uns zu dem Bayes-Theorem:

Satz 2.1. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R™ und bekanntem Prior po(x). Sei
zusdtzlich Y eine Zufallsvariable mit Werten in RF und Realisierung ymess mit p(Ymess) > 0.
Dann ist die A-posteriori- Wahrscheinlichkeitsverteilung von X bedingt durch die Daten ymess
gegeben durch

pO(x)p(ymess|$)

ppost($) = p(x|ymess) = p(ymess) . (2.2)
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Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir der Einfachheit halber auf den Index bei ymess
verzichten und stattdessen einfach y schreiben, wenn die A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsver-
teilung ausgewertet wird.

In (2.2) spielt die Wahrscheinlichkeitsdichte p(y) die Rolle einer Normierungskonstante und
ist je nach verwendetem Schétzer bei der Auswertung irrelevant.

Somit gibt es im Allgemeinen drei Schritte um ein inverses Problem {iber die Bayesformel
(2.2) zu losen.

Im ersten Schritt muss eine Wahrscheinlichkeitsdichte pg gefunden werden, die alle relevanten
Informationen iiber die Variable X enthalt, die vor der Messung zur Verfiigung stehen. Es
gibt eine Vielzahl von Méglichkeiten den Prior zu wihlen. Entscheidend dabei ist das folgende
Verhaltnis. Fiir eine Menge V' von plausiblen Realisierungen = der Unbekannten X und eine

Menge U von unplausiblen bzw. nicht erwarteten Realisierungen sollte gelten, dass
po(z) > po(z), firzeV,a' €U.

Der am haufigsten verwendete Prior ist die Gau3-Verteilung, da sie einfach zu konstruieren
ist und dennoch vielseitig einsetzbar. Es gibt noch eine Vielzahl weiterer Moglichkeiten wie
etwa Impulsdichten, Diskontinuitdten, Markov Random Fields oder datenbasierten Dichten.

Mehr Informationen zu diesen Priors findet man in [36, Kapitel 3].

Der néchste Schritt ist die Wahl der Likelihood-Funktion p(y|z), um den Zusammenhang
zwischen der Messung und der Unbekannten zu beschreiben. Diese enthélt das Vorwéartsmo-
dell, das auch in der klassischen Inversionstheorie verwendet wird sowie alle Informationen
iiber Mess- oder Modellfehler. In den meisten Féllen wird Rauschen additiv und unabhéngig
von der Unbekannten X modelliert. Da dies auch fiir unser inverses Problem zutrifft, werden

wir auf diesen Fall genauer eingehen. Dann erhalten wir das stochastische Modell
Y = f(X)+E, (2.3)

mit der Zufallsvariable X mit Werten in R™ und den Zufallsvariablen Y, F' mit Werten in R™,
wobei X und E unabhéngig voneinander sind.

Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte des Rauschens durch pyeise(€) gegeben ist.
Wenn wir nun ein feste Realisierung X = z annehmen, so bleibt die Wahrscheinlichkeitsdichte
Proise unverdndert, da X und F unabhéngig sind. Mit unserem Modell (2.3) kénnen wir nun
folgern, dass Y bedingt durch X = z gleichverteilt wie £ sein muss und diese Wahrscheinlich-
keitsdichte von E durch f(z) verschoben ist. Das heifit die Likelihood-Funktion kann dann

ausgedriickt werden durch

p(y|l‘) = pnoise(y - f(x)) (2.4)

Wenn wir also das Ergebnis (2.2) aus dem Bayes-Theorem nutzen, so erhalten wir fiir die

A-posteriori-Verteilung den folgenden Ausdruck:
p(xly) o< po(x)pnoise(y — f(2)).
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Fiir den Fall, dass X und E nicht unabhéngig voneinander sind oder andere Stérungen an-

stelle von additivem Rauschen betrachtet werden, wird auf [36, S.561f] verwiesen.

Im letzten Schritt gilt es eine Methode zu entwickeln, um die A-posteriori-Verteilung in
geeigneter Weise auszuwerten. Wie bereits in der Einleitung dieses Kapitels erwédhnt gibt es
eine Vielzahl an Schétzern. Dabei unterscheidet man grob zwischen Punktschéitzungen und
Intervallschédtzungen. Eine Intervallschitzung kénnte zum Beispiel die Frage beantworten: ,,In
welchem Intervall liegen die Werte der Unbekannten mit einer Wahrscheinlichkeit von 90%,
wenn der Prior und die Daten gegeben sind?“. Eine Punktschéitzung hingegen gibt - dhnlich
zur klassischen Theorie - eine Antwort zu Fragen wie: ,Fiir gegebene Daten y und Prior-
Informationen: Was ist der Wert der Unbekannten X mit der hochsten Wahrscheinlichkeit?*
Der beliebteste Schéatzer ist der Maximum-A-Posteriori Schéitzer (MAP). Fiir eine gegebene
A-posteriori-Verteilung p(z|y) der Unbekannten X € R™ erfullt der MAP-Schétzer xyap

zyap = arg max p(z[y)

unter der Voraussetzung, dass ein solcher Maximierer existiert. Es ist zu beachten, dass der
Maximierer, sollte er existieren, nicht zwingend eindeutig sein muss. Weitere Punktschét-
zer sind etwa der Conditional Mean Schétzer (CM) oder der Maximum-Likelihood-Schétzer
(ML). Ein typischer Intervallschétzer ist die bedingte Kovarianz. Weitere Informationen zu
diesem oder anderen Schétzern und die Auswertung dieser findet sich in [36, Kapitel 3.1, 3.5
und 3.6].
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2.2 Anwendung auf das inverse Problem

Im Folgenden wollen wir diese Theorie nutzen, um ein Tool zu entwickeln, welches es uns
ermdglicht, eine gute Schéatzung der Anzahl der Maxwell-Elemente zu erhalten. Ohne diese
Informationen kénnen wir auch die Materialparameter nicht bestimmen, da deren Anzahl da-
von abhéngig ist. Daher konzentrieren wir uns im Folgenden zunéchst auf die Rekonstruktion
von n, der Anzahl der Maxwell-Elemente.

Das inverse Problem ist gegeben durch
F(n,z) = o°.

Wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben, wird der erste Schritt sein, dass wir die
Variablen unseres inversen Problems als Zufallsvariablen ausdriicken. Seien also 3, N, X und
FE Zufallsvariablen, wir schreiben o fiir die Realisierung ¥ = . Damit ldsst sich das inverse

Problem nun schreiben als
Y =F(N,X,E),

mit ¥ der Zufallsvariable fiir die Messdaten. Die Zufallsvariable N beschreibt die Anzahl
der Maxwell-Elemente, entsprechend X die Materialparameter und E das Rauschen. Wir
wollen den zuvor beschriebenen MAP Schétzer bestimmen, nutzen das Bayes-Theorem 2.1

und erhalten

AP = arg max p(n|o)

= arg max po(n)ploln)
— AT plo)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(o) von ¥ ist unabhéngig von n und somit irrelevant fiir die

Bestimmung des Maximums. Dadurch erhalten wir das Maximierungsproblem
nyap = arg max po(n)p(oln).
neN

Dieses wandeln wir in ein Minimierungsproblem um durch die Anwendung von — log(-) und

erhalten

nap = arg min{—log(p(a|n)) —log(po(n))}.
Wir nutzen die Notation ®(n|o) := —log(p(n|o)), ¢(c|n) := —log(p(c|n)) und
¢o(n) :== —log(po(n)). Damit kénnen wir unser Minimierungsproblem schreiben als

nuap = argmin &(n|o) = argmin{é(ofn) + go(n)}-

Zuerst widmen wir uns der Konstruktion der Likelihood-Funktion p(o|n). In unserem Modell
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betrachten wir additives Rauschen
Y=F(N,X)+E.

Wegen n € N diirfen wir davon ausgehen, dass N und E stochastisch unabhéngig sind.
AuBlerdem nehmen wir an, dass X und E ebenfalls stochastisch unabhéngig sind. Sei ppoise(€)
die Wahrscheinlichkeitsdichte des Rauschens. Dann kénnen wir analog zur obigen Theorie in
(2.4) folgern, dass

p(a|n) = puoise(c — F(n, x)).

Wir gehen von normalverteiltem Rauschen aus, das heiflit wir erhalten die Wahrscheinlich-

keitsdichte ppoise(€) = \/2;7 exp (_2”52”2) mit Skalierung durch a € R. Durch die Anwendung

von — log(+) ergibt sich

1 1
108 (puoe(e)) = —1o8 (== ) + gzl

Somit ist die Likelihood-Funktion bestimmt und wir konnen schreiben

(ﬁ(U’ﬂ) = ¢H0189(J - F(nvm)) = —log (pnoise(U - F(n7x))) X ”U - F(n,m)H2

Da wir uns fiir die Minimierung dieser Funktion interessieren, reicht es aus die Minimierung

von ||o — F(n,z)||? zu betrachten, da es sich bei den restlichen Anteilen lediglich um Kon-

stanten handelt, die natiirlich unabhangig von n und z sind.

Nun widmen wir uns dem Prior. Wir nutzen eine diskrete Variante der Gauf-Verteilung
in Form der Binomialverteilung. Diese beschreibt die Anzahl der Erfolge in einer Serie von
unabhéngigen Versuchen, die zwei mogliche Ergebnisse haben. Sei M die Anzahl der Versuche

und 0 < ¢ < 1 die Erfolgswahrscheinlichkeit bei einem einzelnen Versuch, so ist

B(n|q, M) = (f) q"(1—q) "

die Wahrscheinlichkeit n Erfolge zu erzielen.

Wir nutzen dies um die Anzahl der Maxwell-Elemente zu bestimmen. Dazu sei die Definiti-
onsmenge der Anzahl der Maxwell-Elemente mit I gegeben und M := max [ € N die maxi-
mal mogliche Anzahl an Maxwell-Elementen. Die Erfolgswahrscheinlichkeit ¢ gibt in unserem
Modell an, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein Maxwell-Element existiert. Somit be-
schreibt die Binomialverteilung die Wahrscheinlichkeit, dass das untersuchte Material durch

n Maxwell-Elemente zu beschreiben ist. Damit ist unser Prior gegeben als po(n) = B(n|q, M)
und ¢o(n) = —log(po(n)).
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Insgesamt ergibt sich also fiir uns die Aufgabe die Minimierung

M

. 1) 2 n M—n
= min!{ ||lg® — F €T —1 1-—

NMAP argnelN{H (n» )|| 0g<<n>Q( Q) >}

mit 0 < ¢ < 1 durchzufithren, um die maximale A-posteriori-Verteilung nyap zu finden.
Um dieses Funktional auswerten zu kdnnen, miissen fiir jede betrachtete Anzahl an Maxwell-
Elementen n die Materialparameter x ausgerechnet werden. In Abschnitt 2.2.2 wird genauer
erklart, wie dies ablduft. Betrachten wir diese Minimierung aus der Sicht der klassischen In-
versionstheorie, so haben wir mit dem Bayes-Theorem einen Strafterm gefunden, der uns eine
bessere Moglichkeit bietet die Anzahl der Maxwell-Elemente einzuschitzen. Um eine bessere
Kontrolle iiber den Einfluss dieses Strafterms zu haben, nutzen wir einen Regularisierungs-

parameter o > 0, sodass wir die Minimierung abéndern zu

NMAP = arggleiél {HO'(S — F(n,z)||> — alog ((f)q”(l - q)M_"> } . (2.5)

Wir benétigen hier keine weiteren Anforderungen an die Relaxationszeiten wie in Abschnitt
3.1. Stattdessen wird tiber den Prior, speziell die Erfolgswahrscheinlichkeit ¢ eine Praferenz

fir die Anzahl der Maxwell-Elemente festgelegt.
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2.2.1 Auswirkung der Erfolgswahrscheinlichkeit ¢ auf die Minimierung

Die Wahrscheinlichkeitsdichte des Priors pg héngt stark von der Wahl der Erfolgswahrschein-
lichkeit ¢ €]0, 1] ab. Im Folgenden wollen wir uns kurz anschauen, wie verschiedene Werte von
g sich auf den Prior pg beziehungsweise auf ¢y auswirken. Dazu nehmen wir eine maximale An-
zahl von M = 10 Maxwell-Elementen an. In Abbildung 2.1 sieht man die Binomialverteilung
po(n) = B(n|g = 0.1, M = 10) in Form von blauen Balken, sowie ¢o(n) = —log(B(n[0.1,10))

in Form der roten Linie fir n =0, ..., 10.

0.4 25

0.35 |
0.3 |

¢o(n)

10

t

001 2 345 6 7 8 9 10 "
Anzahl an Maxwell-Elementen n

Abbildung 2.1: Die Binomialverteilung po(n) und ¢g(n) fir ¢ = 0.1

Wie wir sehen, bestrafen wir eine héhere Anzahl an Maxwell-Elementen, da die Wahrschein-
lichkeitsdichte po(n) kleiner wird fiir hohere Werte von n. So ist zum Beispiel in Abbildung
2.1 po(1) = 38.74% die hochste Wahrscheinlichkeit und pp(10) ~ 0 die geringste. Dies wirkt
sich in der Minimierung durch die Werte ¢o(1) ~ 0.95 und ¢o(10) ~ 23.03 aus. Wenn wir fiir
a = 1 die Materialparameter x1 mit einem einzelnen Maxwell-Element zu den Parametern

210 mit zehn Maxwell-Elementen vergleichen, muss

lo® = F(10,21)||” + ¢o(1) < [|l0° = F(1,210)||* + ¢o(10)
o 0% — F(10,21)|? < ||0® — F(1,210)||> — 22.08

gelten, damit die Rekonstruktion mit zehn Maxwell-Elementen fiir die gegebenen Daten der

Losung des MAP-Schétzers entsprechen.

In Abbildung 2.2 sehen wir den Vergleich des Priors pg fiir ¢ = 0.5 und ¢ = 0.8. Wir erkennen,
dass fiir ¢ = 0.5 die mittlere Anzahl an Maxwell-Elementen in diesem Fall n = 5 bevorzugt
wird. Fiir ¢ = 0.8 werden hohere Anzahlen an Maxwell-Elementen bevorzugt. In den meisten
Fallen macht es Sinn ¢ kleiner zu wihlen und so eine geringere Anzahl an Maxwell-Elementen
zu beglinstigen, um eine moglichst gute Beschreibung der Daten durch moglichst wenige

Materialparameter zu erhalten.
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Abbildung 2.2: Die Binomialverteilung pg(n) und ¢g(n) fir ¢ = 0.5 und ¢ = 0.8

2.2.2 Der Bayes-Algorithmus

Im folgenden Abschnitt werden wir uns den Algorithmus anschauen, der aus der Minimierung

von

. . M n —n
min & (n|o) Zglelg{llF(n,fv) —o°|* — alog <<n>q (1-g™ )}

hervorgeht.
Dazu definieren wir mit R : I C N — D(F,) C ¢*(N), n — x ein Minimierungsverfahren,
welches fiir eine gegebene Anzahl an Maxwell-Elementen n die Materialparameter x bestimmt.

Wir minimieren dazu fir n € N das Tikhonov-Funktional der Form

i Ton(e)i= min {;HF(n, ) — |2 + aQ(m)} (2.6)
mit einem Strafterm Q(z) beztliglich der Materialparameter und dem Regularisierungspara-
meter a.

Wir verwenden die iterative Losungsmethode mit mehreren Startwerten fiir die Steifigkei-
ten und Relaxationszeiten (u(o), ,ugo), Tl(o), . ,,u,,(lo), 77(10), 0,0...). Die Startwerte werden iiber
den moglichen Bereich der Parameterwerte verteilt. Die Verwendung mehrerer Startwerte ist
wegen der Nichtlinearitdt des Problems notwendig, die im Allgemeinen die Existenz meh-
rerer lokaler Minima verursacht. Fiir jeden dieser Startwerte wird das Tikhonov-Funktional
(2.6) minimiert. Fiir diesen Prozess werden die Funktionen Isgnonlin und MultiStart aus der
MATLAB Optimization Toolbox [47] genutzt. Die Funktion Ilsgnonlin benutzt dazu einen
Trust-Region-Reflective- Algorithmus. Dabei handelt es sich um eine Subraum-Trust-Region-
Methode und basiert auf der in [7, 8] beschriebenen Interior-Reflective-Newton-Methode. Als
Abbruchbedingung kann dabei etwa das Diskrepanzprinzip von Morozov genutzt werden [50].
Dazu wihlen wir ¢ € [1,00) und brechen die Minimierung ab, sobald ||F,,(z) — o?|| < ¢4 mit
dem Noise Level §.

Damit erhalten wir R(n) := z{,, wobei z{; das Funktional T}, , minimiert.
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Der Algorithmus benétigt auflerdem die folgenden Werte:

Die Erfolgswahrscheinlichkeit 0 < ¢ < 1 des Priors muss physikalisch sinnvoll gewéhlt wer-
den und wir brauchen gemessene Daten ¢°. AuBerdem muss eine Vorauswahl von moglichen
Anzahlen der Maxwell-Elemente in Form von I getroffen sein. Sei I := {nj,...,n,} C N
gegeben mit der Ordnung nq < - -+ < ny,. Dann ist die maximal mégliche Anzahl an Maxwell-
Elementen bestimmt durch M := max I = ny,.

Im ersten Schritt des Algorithmus wéahlen wir £ = 1 und ny := ny, was somit der kleinsten
moglichen Anzahl an Maxwell-Elementen entspricht. Dazu berechnen wir x; durch R(n;) =
x1 und berechnen ®(ng|o). Im zweiten Schritt wollen wir [ € {1,...,m — k} bestimmen mit

der folgenden Eigenschaft
P (nkilo) < B(nklo). (2.7)

Dazu muss fiir jedes gepriifte [ eine Minimierung durchgefiihrt werden, um zyy; = R(ng4;)
zu berechnen, da dies fiir die Auswertung des Ausdrucks ®(nyy;|o) gebraucht wird. Wir
suchen also die Anzahl an Maxwell-Elementen ny;, sodass wir Materialparameter x; finden
konnen, sodass die Ungleichung (2.7) erfiillt ist. Finden wir kein passendes | € {1,...,m—k},
so brechen wir den Algorithmus ab und (ng, zj) wird als Ergebnis akzeptiert. Haben wir ein
solches [ gefunden, ersetzen wir k := k + [ und gehen wieder zum zweiten Schritt zuriick,
indem wir wiederum ein neues [ suchen, sodass (2.7) gilt. So beginnt der Prozess von Neuem,
bis das Abbruchkriterium erfiillt ist. In 2.2 ist der Algorithmus noch einmal schematisch

dargestellt.

Algorithmus 2.2.
Input: 0 < ¢ < 1, M :=max [ := max{ni,...,n,}, o € L*([0,T]),¢ € R.

1) Sei k =1 und ny := n1, berechne xy = 1 durch R(ny) = x.

2) Bestimme [ € {1,...,m — k} mit ®(ng4i|lo) < ®(ng|o) und setze k := k + [. Fur jedes

[ muss xg4; = R(ngy;) berechnet werden, um den Ausdruck ®(ng4;|o) zu bestimmen.
3) Existiert kein solches k, dann STOP, ansonsten weiter bei Punkt 2)

Output: (ng, zx)

Wenn wir uns diesen Algorithmus und die Minimierung in (2.5) anschauen, minimieren ab-
wechselnd das Funktional ®(n|o) nach n und T,, nach x. Auflerdem ist die Anzahl der
moglichen Losungen fiir n durch die Menge I endlich, sodass wir durch diese alternierende

Minimierung das Funktional

. L . 1 312 _ M n _ \M—-n
i Ta(n.a) = (n’glelg(F){2llF(n,w) o +a[@<x> 1og(<n)q (1-q)

minimieren. Wir erhalten also ein Tikhonov-Funktional mit einem weiteren Strafterm zur

Beurteilung der Anzahl der Maxwell-Elemente.
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2.3 Mathematische Grundlagen zur Konvergenz und Regula-

risierung

Der restliche Teil dieses Kapitels widmet sich den Konvergenz- und Regularisierungseigen-
schaften unseres Verfahrens. Das erste Unterkapitel befasst sich mit der bereits erforschten
Theorie und wiederholt die Definition eines lokal schlechtgestellten inversen Problems. Da-
nach wenden wir uns dem klassischen Tikhonov-Verfahren zu. Wir betrachten unter welchen
Voraussetzungen eine regularisierte Losung dieses Verfahrens existiert, diese stabil gegeniiber
den Daten ist und sie konvergiert. Im zweiten Unterkapitel werden wir diese Theorie auf
unser Problem adaptieren. Der Begriff der lokalen Schlechtgestelltheit muss umgeformt wer-
den, um auf unseren Vorwértsoperator zu passen, der von zwei Variablen abhéngig ist, die
in mathematisch sehr unterschiedlichen Rdumen leben. Eine dieser Variablen lebt im Raum
der natiirlichen Zahlen, das heifit eine Variable ist diskret. Auflerdem stammt die Idee hin-
ter unserem Verfahren aus dem Bereich der statistischen Inversionstheorie. Dennoch kénnen
wir die klassische Konvergenz-Theorie eines Tikhonov Verfahrens mit gewissen Anpassungen
iibertragen und so auch fiir das Bayes-Verfahren die Existenz, Stabilitdt und Konvergenz
einer regularisierten Losung zeigen. Wir orientieren uns dabei an dem Buch 'Regularization
Methods in Banach Spaces’ von Schuster, Kaltenbacher et. al [64, Kapitel 3 und 4]. Fiir wei-
tere Einsichten in diese Thematik empfiehlt sich der Blick in [31, 32] oder [65].

In diesem Unterkapitel wollen wir kurz die fiir uns relevanten Grundlagen zur Theorie der
Inversen Probleme wiederholen. Wir betrachten die lokale Schlechtgestelltheit fiir nichtlineare
inverse Probleme, die Eigenschaften eines Regularisierungsverfahrens, darunter speziell das
Tikhonov-Philipps Verfahren. Danach studieren wir die Anforderungen, die wir an das Ver-
fahren stellen wollen. Wir wiinschen uns von diesem die Existenz einer regularisierten Losung,
die Stabilitat gegeniiber den Daten und natiirlich Konvergenz gegen die exakte Losung unter
passenden Bedingungen. Diese drei Anforderungen wurden fiir das Tikhonov Verfahren be-

reits gezeigt und wir zeigen auf, welche Voraussetzungen dafiir gelten miissen.

Wir betrachten im Folgenden eine typische nichtlineare Operatorgleichung der Form
Fz)=y, zeD(F)CX, yeF(DF)) CY, (2.8)
mit D(F') der Definitionsmenge und
F(D(F))={geY:F(z)=yfirein 2 € D(F)}

das Bild des nichtlinearen Operators F' : D(F) C X — Y, wobei es sich bei X und Y um

Banachraume handelt.
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2.3.1 Lokale Schlechtgestelltheit

Entsprechend dem lokalen Charakter von Losungen in nichtlinearen Gleichungen miissen wir
auch die Schlechtgestelltheit lokal betrachten, also in der Umgebung einer Lésung der Opera-
torgleichung (vergleiche [28, 29, 30]). Im Gegensatz dazu konnte man bei linearen Problemen
auch die Schlechtgestelltheit global erfassen. Weiterfithrende Theorie zur Schlechtgestelltheit
bei linearen Problemen findet sich in [15, 43, 57, 64].

Einer lokal schlecht gestellten Gleichung (2.8) ist zu eigen, dass eine Losung gy nicht stabil
berechnet werden kann, selbst wenn die Stérungen auf der rechten Seite y = F'(x) beliebig
klein sind. Mathematisch formuliert bedeutet dies, dass die Fehlernorm ||z, — z¢|| einer Folge
von Néherungslosungen {z,}32,; C D(F), die

lim [[F(zn) — F(zo)|| = 0

n—oo

erfiillen, nicht gegen Null konvergieren muss.

Definition 2.3. Eine nichtlineare Operatorgleichung (2.8) heifit lokal schlecht gestellt im
Punkt z¢ € D(F), der F(xo) = y erfiillt, wenn es fiir beliebig kleine Radien r > 0 eine Folge
{2,}%2, C B,(20) ND(F) gibt, sodass

F(xy,) = F(zp) inY, aber x, » zo in X, fiir n — oo.

Andernfalls wird die Gleichung als lokal gut gestellt bei xy bezeichnet.

Diese Schlechtgestelltheit fiihrt zu Problemen, wenn man versucht die Operatorgleichung
(2.8) zu l6sen, da im Allgemeinen nur verrauschte Daten 7° vorliegen, anstatt der exakten

Daten y. Diese erfiillen die Ungleichung
Iy’ —yll <6

mit Noise Level § > 0.
Es gibt verschiedene Moglichkeiten ein schlecht gestelltes Problem zu 16sen. Dazu sind Regu-

larisierungsmethoden notwendig:

Definition 2.4. Eine Abbildung, die jedes Paar (y°,a) € Y x (0,a) mit 0 < a < 400
in ein wohldefiniertes Element 29 € D(F) transformiert, heiBt Regularisierung (Regularisie-
rungsverfahren) fiir die nichtlineare Operatorgleichung (2.8), wenn es eine geeignete Wahl
a = a(y‘;,é) des Regularisierungsparameters gibt, sodass fir jede Folge {y,}72; C Y mit
llyn — y|| < 0, und 6, — 0 fiir n — oo, die entsprechenden regularisierten Losungen mi’&ym 5)
in einem wohldefinierten Sinn beziiglich einer auf X gegebenen Topologie gegen die Losung
xt der Gleichung (2.8) konvergieren. Wenn diese nicht eindeutig ist, miissen regularisierte Lo-
sungen zu Losungen der Gleichung (2.8) konvergieren, die gewiinschte Eigenschaften besitzen,
z.B. zu z-Minimum-Norm-Losungen. Im Falle der Nicht-Eindeutigkeit koénnen verschiedene
Teilfolgen von regularisierten Losungen zu verschiedenen Losungen der Operatorgleichung

konvergieren, die alle die gleiche gewiinschte Eigenschaft besitzen.
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Fiir lineare Probleme sind Regularisierungsverfahren bereits sehr gut erforscht [15, 43, 57].
Viele dieser Verfahren konnten auf nichtlineare Probleme erweitert werden [38, 57], allerdings
miissen dort hédufig Losungsverfahren konstruiert werden, die auf das spezifische Problem
zugeschnitten sind, so wie wir es im vorangegangen Kapitel getan haben. Wir werden uns im
Folgenden auf die Tikhonov-Regularisierung konzentrieren [16, 38, 51, 63]. Weitere bekannte
Regularisierungsverfahren sind das Landweber-Verfahren [22, 37, 39], die Approximative In-
verse [44] oder das Newton-Verfahren [39].

2.3.2 Tikhonov-Regularisierung

Wir betrachten im Folgenden Tikhonov-regularisierte Losungen Cﬂg, die fiir alle Regularisie-

rungsparameter o > 0 als Minimierer des Extremalproblems

1
To(x) == = ||F(x) — °||P + aQ(z) — min mit z € D(F) C X (2.9)
p
auf der Basis des Tikhonov-Funktionals T}, fiir nichtlineare Operatorgleichungen (2.8) defi-
niert sind. Bei Q : X — [0, co] handelt es sich um den Strafterm beztiglich x € X.

Wie bereits erwiihnt stellen wir gewisse Anforderungen an diese Lésungen 22. Wir nehmen
fiir den folgenden Abschnitt an, dass die Annahmenblocke 2.9 und 2.10 erfiillt sind. Diese
beziehen sich auf die Raume X und Y, den Vorwartsoperator F' selbst, das Verfahren und die
Operatorgleichung (2.8). Diese werden wir erst im weiteren Verlauf dieses Kapitels kennen-
lernen, um zuerst den Nutzen dieser Annahmen zu verstehen. Sind diese Annahmen erfiillt,
so konnen die folgenden drei wichtigen Sétze gezeigt werden. Die Beweise dazu finden sich in
[64].

Satz 2.5. Fiir alle o > 0 und y® € Y existiert eine reqularisierte Lisung x‘sa € D(F), die das
Tikhonov-Funktional Ty, (z) in (2.9) uber alle x € D(F) minimiert.

Damit haben wir die Existenz der regularisierten Losung abgedeckt, die nicht selbstverstand-
lich gegeben ist. Die néchste Eigenschaft, die wir uns von unserem Verfahren wiinschen, ist
die Stabilitit gegeniiber den Daten y°. Das heifit fiir kleine Anderungen in den Daten y°

sollte auch die regularisierte Losung z° nur geringe Schwankungen aufzeigen.

Satz 2.6. Fir alle o > 0 sind die Minimierer von (2.9) stabil gegeniiber den Daten 1°. Das
heifSt, fir eine Datenfolge {y,}, die in der Norm-Topologie von'Y gegen y® konvergiert, also

. 8 _
Jim fly, —3°[ly =0,
hat jede zugehirige Folge von Minimierern {x,} des Extremproblems
1
—[|F(x) — yn||? + a(z) mit v € D(F) C X
p

eine Teilfolge {xy, }, die in der schwachen Topologie von X konvergiert, und der schwache

Grenzwert T jeder solchen Teilfolge ist ein Minimierer a:g von (2.9). Auflerdem gilt fiir jede
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solche schwach konvergente Teilfolge

lim Q(x,,) = Q(a2).

o
k—o0

Auflerdem ist die Konvergenz des Verfahrens wiinschenswert, das heiit die Néherungslo-
sungen sollten zu exakten Losungen der betrachteten schlecht gestellten Operatorgleichung
konvergieren. Im Folgenden bezeichnet in einem Banachraum — stets die Konvergenz in der

starken (Norm-)Topologie und — die Konvergenz in der schwachen Topologie.

Satz 2.7. Sei {y, := y’*} C Y eine Folge von gestirten Daten zur exakten rechten Seite
y € F(D(F)) der Operatorgleichung (2.8) und sei ||y — yn|| < 6, fiir eine Folge {0, > 0}, die
monoton gegen Null konvergiert. AufSerdem betrachten wir eine Folge {cy, > 0} von Regula-
risierungsparametern und eine zugehdérige Folge {x, = x‘gj;} von reqularisierten Lésungen,

die Minimierer von
1 .
—[|F(x) — yn||P + anf2(z) mit x € D(F) C X
p

sind. Unter den Bedingungen

lim sup Q(zy,) < Q(zo) fir alle xg € {x € D:=D(F)ND(Q) : F(z) =y}

n— o0

und
Jim [|F(a) =yl = 0

hat die Folge {xy} eine schwach konvergente Teilfolge, wobei jeder schwache Grenzwert ei-
ner solchen Teilfolge eine Q-minimierende Losung x+ € D der Operatorgleichung ist. Wenn
auflerdem die Q-minimierende Losung v+ € D eindeutig ist, erhalten wir die schwache Kon-

vergenz x, — x* in X.

Dabei haben wir den Begriff der -minimierenden Losung verwendet, der wie folgt definiert
ist (vergleiche [31]):

Definition 2.8. Wir sagen, dass 7 € D(F) C X eine Q-minimierende Losung der Opera-

torgleichung (2.8) ist, wenn
Fizt)=y und Q(a")=inf{Q(Z) : 2 € D(F), F(%) = y}.

Um diese Ergebnisse nutzen zu konnen, brauchen wir die folgenden zwei Annahmenblocke.
Der erste macht Annahmen iiber die Banachrdume X und Y, als auch tiber den Operator F'

und dessen Definitionsmenge D(F).
Annahme 2.9.

(a) X und Y sind unendlich dimensionale reflexive Banachraume

(b) D(F) ist eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge von X
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(c¢) Fir zp, = x0 in X, z,, € D(F), n € N, g € D(F) folgt F(z,) = F(xg) inY (F:
D(F) C X — Y ist schwach folgenstetig).

Wenn diese Annahmen erfiillt sind, kann man zeigen, dass die nichtlineare Operatorgleichung
(2.8) eine T—Minimum-Norm-Losung besitzt, das heifit es existiert ein 27 € D(F) C X,
sodass

F(z") =y und ||2* — Z|| = inf{||lz — Z : © € D(F), F(z) = y}.

Des Weiteren ist durch diese Annahmen auch die Existenz einer {)-minimierenden Loésung
abgedeckt, vorausgesetzt es handelt sich bei 2 um ein konvexes stabilisierendes Funktional.
Was dies im Detail bedeutet erldutern wir noch im Verlauf dieses Kapitels.

Zum Beweis dieser Folgerung verweisen wir auf [64, S.53] oder [48, S.251].

Die néchsten Annahmen, die wir treffen, um Existenz, Stabilitdt und Konvergenz unseres
Verfahrens zu garantieren, beziehen sich auf den Strafterm Q(z) des Tikhonov-Funktionals

Ty (x) und die Losung der Operatorgleichung.
Annahme 2.10.

(a) Fiir den Exponenten in (2.9) gilt: 1 < p < co.

(b) € ist ein echtes konvexes und unterhalbstetiges Funktional, wobei echt bedeutet, dass

der Definitionsbereich von §2 nicht leer ist. Auflerdem gilt

D := D(F) N D() # 0.

(c) Es wird angenommen, dass 2 ein stabilisierendes Funktional in dem Sinne ist, dass die

Teilmengen
Ma(c):={z e X : Qz) <c}

in X fir alle ¢ > 0 schwach folgen-prikompakt sind.

(d) Es gibt eine Q-minimierende Losung z* der Gleichung (2.8), die zum sogenannten

Bregman-Bereich
Dp(Q) :={x €D C X :00(x) # 0},

gehort, wobei 0Q(z) C X* das Subdifferential von € im Punkt x bezeichnet.

Héufig wird die Koerzivitat von € anstelle der Annahme 2.10(c) gefordert, das heifit aus
lz|| — oo folgt Q(z) — oo. Diese Annahme wird allerdings nur genutzt, um zusammen mit
Annahme 2.9(a) (X ist reflexiv) die schwache Prakompaktheit der Untermengen Mgq(c) zu

folgern. Daher zielt unsere Annahme direkt auf diese wesentliche Eigenschaft ab.
Strafterme der Form
Lo
Qz) == 5HxHX, 1<g< o (2.10)
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sind immer stabilisierende Funktionale, wenn X ein reflexiver Banachraum ist. Da dies eine
unserer Annahmen 2.9(a) ist, ist somit die Annahme 2.10(c) obsolet, solange Q die Form
(2.10) besitzt. Der Beweis zu diesem Zusammenhang kann in [64, S.62] oder [48, S.251] nach-

gelesen werden.

Wir haben in 2.10(d) den Begriff des Subdifferentials verwendet, den wir im Folgenden kurz

einmal wiederholen mochten. Dazu zuerst die Definition des Subgradients:

Definition 2.11. Sei f : X — R U {oo} ein konvexes Funktional. Dann ist * € X* ein

Subgradient von f in z, wenn
f(z) > f(x)+ (z*,z —x) Vz € X.

Fiir einen gegebenen Banachraum X wird X* als Dualraum bezeichnet. Dieser beinhaltet alle

beschrankten (stetigen) linearen Funktionale z* : X — R versehen mit der Norm

[ x+ := sup [[a*(z)].
ll=l|=1
Die Menge Jf(x) aller Subgradienten von f in x wird Subdifferential genannt. Haufig werden
sowohl der Subgradient als auch das Subdifferential als Subgradient bezeichnet, wenn der
Kontext es klar vorgibt, um was es sich handelt. Dies gilt vor allen Dingen fiir Subdifferen-

tiale mit einem einzelnen Element.
Somit haben wir alle relevanten Annahmen zusammen. Wenn die Annahmenblocke 2.9 und

2.10 erfiillt sind, so erhalten wir auch die Existenz 2.5 einer regularisierten Losung, die Sta-

bilitdt gegeniiber den Daten 2.6 und die Konvergenz 2.7 des Tikhonov-Verfahrens.
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2.4 Konvergenz und Regularisierung des Bayes-Verfahrens

In diesem Abschnitt werden wir nun die bekannte Theorie des Tikhonov-Verfahrens auf das
Bayes-Verfahren iibertragen. Dieses ist natiirlich etwas komplexer als ein reines Tikhonov-
Verfahren, da wir uns der statistischen Inversionstheorie bedient haben, um unser inverses

Problem zu 16sen. Dennoch konnen wir uns der klassischen Theorie bedienen.

Zur Erinnerung wiederholen wir hier den Vorwartsoperator
F:D(F)CNx*(N) =Y, (n,x) — F(n,z),
mitsamt der Definitionsmenge D(F')

D(F) = {(n,x) € I x f*(N): I C N endlich;
T = {Tm }men, Tm €RY, m €N;
Tm =0, m > 2n+ 1;

Toi+1 > 7, i =1,...,n, v > 0 beliebig klein, aber fest}.

Dabei steht I fiir eine physikalisch sinnvolle, endliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen,
welche die mogliche Anzahl an Maxwell-Elementen in der Modellierung umfasst.

Der Vorwértsoperator bildet (n,z) ab auf

n . ) - s
xlétﬂ;%(l_em (_mfﬂt)), 0<t<$
t) = 3
o®) = S~ 2TnE (1 28 ——2 ¢), E<t<T
T1€ Z 2 exp T2j+18 €xp Toj41 )7 € <i=

j=1
mit €, > 0.
Mit F, : D(F,) C £2(N) — L%([0,T]) wird der Vorwirtsoperator fiir festes n € N bezeichnet,
das heiit F,(x) = F(n,z). Dabei ist entsprechend

D(Fp) = {z = {Tm}men 652(N)2 T ERS_, m € N;
Tm =0, m>2n+1;

Toir1 >, i =1,...,n, v > 0 beliebig klein, aber fest}.

2.4.1 Lokale Schlechtgestelltheit

Der Vorwértsoperator F' bildet somit von einem kartesischen Produkt zweier Raume X :=
N x £2(N) auf einen Hilbertraum Y := L?([0,7]) ab. Um im ersten Schritt die lokale Schlecht-
gestelltheit zu beweisen, miissen wir definieren, wie wir diese auf einem kartesischen Produkt
zweier Raume betrachten konnen. Da es sich bei einer der Variablen um eine natiirliche Zahl
handelt, liegt es nahe, dass wir diese gesondert betrachten.

Um dies zu tun, schauen wir uns zuerst den mathematischen Raum an, auf dem unser Vor-
wértsoperator arbeitet.

Wir betrachten den Produktraum N x ¢2(N) mitsamt den Produkttopologien (74,70) bzw.
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T4, Tw). Dabei steht 7y fiir die starke Topologie auf ¢2(N) induziert durch die #2-Norm
( d> ) p g

1
00 2
2]y = (Z mi) fiir = € ¢%(N)
n=1

und 7,, fiir die schwache Topologie auf £?(N). Die Bezeichnung 74 meint die diskrete Topologie
induziert durch die diskrete Metrik [75]

0, x=y

fir z,y € N.
L, z#y

d(x’ y) = {

Eine Folge { (1, 7m,)} in N x £2(N) konvergiert genau dann, wenn {n,,} in N und {z,,} in
??(N) konvergiert. Eine Folge {n,,} in N konvergiert bzgl. der diskreten Metrik genau dann,
wenn sie ab einem bestimmten Folgenglied konstant ist.

Fir m,l € Ny bezeichnen wir mit
Un)={n—m,...,n+I1} NN

eine Umgebung um n € N in den natiirlichen Zahlen.

Definition 2.12. F(n,z) = o heifit lokal gut gestellt in (n™,27) € D(F), falls F,,(z) = o
lokal gut gestellt ist fiir alle n € U(n™) N I und alle Umgebungen U(n™) von n*.

F(n,x) = o heifit lokal schlecht gestellt in (n™,z") € D(F), falls eine Umgebung U (n™)
existiert, sodass F,(z) = o lokal schlecht gestellt fiir ein n € U(n™) N I entsprechend Defini-
tion 2.3 ist.

Bemerkung 2.13. Um die bekannte Definition der lokalen Schlechtgestelltheit 2.3 auf unser
Problem anwenden zu kénnen, haben wir die Variable n € N separiert und betrachten in
einer lokalen Umgebung von nt die lokale Schlechtgestelltheit von F,(x) = o.

Vergleichen wir dies mit der bekannten Definition 2.3, so haben wir diese auf unsere diskrete
Variable erweitert. Wir bewegen uns in einer lokalen Umgebung um das exakte n™ € N,

verlangen aber nicht, dass fiir jedes beliebige n die Parameter 2+ rekonstruiert werden kénnen.

Satz 2.14.
Es gibt eine Umgebung U(n™) von n*, sodass F,(x) = o lokal schlecht gestellt ist fiir ein
neldnt)nl.

Beweis:
Seir > 0 und

x+ = (/’L+7/’Li"-77_]t"_7"'7/1’:'1_‘{'77_:‘{'70707"')
fest.

Wir withlen U(n™) sodass n =n" +1 € U(n") und wihlen
, ror
Ly = (:unuiraTlJra""/J’:+a7—:+a%727070"') .
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Dann ist (n,z}) € D(F) fur alle k € N.
Des Weiteren gilt

|zh — 2|2 L A S & YR
k x|’g2(N)—4k2+4— 4k2+4 r* < r- fir alle k € N.

Dadurch ergibt sich {2} }keny C By(27) und aus
k—o0 ﬁ
4

ok — 2 2y —

folgt 2l » x™ fiir k — oo.
Auflerdem gilt

1Fo(@) = For (@) 220.17) =
g/e

n + At e
TS E 2 5r5E 2
/ utet + E A 1 —exp|——Ft +2k27 1] —exp ——t
1 2 T 2 §
0 J J

2
n + -+
wiT e 2
+ 2 J J
—1 st—é 2<1—exp <_ﬁ't>>

n +’T+6 25 92 ror =
—i—/ /ﬁé_z HiT; 1 —exp TE exp ——+t + 2k2 1l—exp|— exp | —
F - 2 T, € T; 2 5
g/e J
n ,LL+T+8 2z 2
+= J g
— a—z 5 <1—exp (T_F{s))exp (— +t> dt

2
Da sowohl (1 — exp (—%t)) als auch exp (—%t) stetig sind und die eingesetzten Werte fiir
t beschrankt sind, sind auch beide Intervalle beschrankt und es folgt

2 k—
| Fu(@h) = For (@) 2 go.27) 222 0.
O
Damit konnten wir die lokale Schlechtgestelltheit zeigen.
Dieser Beweis zeigt etwas, was wir auch in Kapitel 3 in den numerischen Ergebnissen sehen
werden. Fiir eine unbekannte Anzahl an Maxwell-Elementen n ist die Rekonstruktion von

kleinen Relaxationszeiten sehr schwierig oder in anderen Worten schlecht gestellt.
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2.4.2 Das Bayes-Verfahren als Regularisierungsverfahren

Zur Erinnerung, wir betrachten das Problem
F(n,z) =0, (n,z)eD(F)CNx/ZN), oeF(DF))CL*0,T)), (2.11)

mit D(F') der Definitionsmenge von F' und

das Bild von F'.

Wir 16sen das Problem durch die Minimierung von

. . 1 512
min T,(n,z):= min —||F(n,x) —c°||” + «
(n,z)ED(F) ( ) (n,z)€ED(F) { 2 H ( ) H

mit 0 < g < 1 der Erfolgswahrscheinlichkeit, M der maximalen Anzahl an Maxwell-Elementen,

a dem Regularisierungsparameter und 2 dem Strafterm fiir «.

Der Einfachheit halber definieren wir

logg(n) := —log <<An4> q"(1- Q)M”> :

Betrachten des Teilproblems

Wir werden im Folgenden fiir festes n € I das Teilproblem
F.(z) =0, z€D(F,) C*N), ocF,(D(F,))cCL*0,T)), (2.13)
mit D(F),) der Definitionsmenge von F,, und
F.(D(F,)) = {6 € L*([0,T)) : Fn(Z) = & fiir ein & € D(F},)}

das Bild von F,, betrachten. Dieses Teilproblem soll durch die Minimierung des Tikhonov-

Funktionals

i Ton(@)i=_min {SIP(.2) = o'l + a0z) (2.14)

gelost werden. Fiir dieses Teilproblem werden wir die Annahmen 2.9 und 2.10 zeigen und da-
mit beweisen, dass eine regularisierte Losung :c‘; existiert, diese stabil gegeniiber den Daten

ist und dass diese regularisierte Losung unter gewissen Bedingungen konvergiert.

Nachdem wir diese Annahmen bewiesen haben, werden wir die Séatze 2.5, 2.6 und 2.7 nutzen,

um auch fir die Variable n € I und das Gesamtverfahren (2.12) diese Eigenschaften zu zeigen.
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Beweis der Annahmenblocke

Wir méchten als Erstes die Annahmen 2.9 fiir F,, : D(F,) C £2(N) — L?([0,T]), das heiBt

fiir festes n € I zeigen:

(a)

(b)

X = (2(N), Y = L?([0,T)) sind unendlich dimensionale Hilbertriume und als solche auch

reflexiv.

Wir méchten zeigen, dass die Definitionsmenge

D(F,) ={x :={zn} € fz(N) N R(J)r, m € N;
Tm =0, m>2n+1;

xoi41 =7, i =1,...,n, v > 0 beliebig klein, aber fest}

abgeschlossen und konvex ist.

Sei {27} en eine Folge in D(F;,) C £2(N). Das heifit 2(F) := {xm}gs)eN fir k € N.
AuBerdem sei 2% E22% 2% mit 2% € 2(N).

Um zu zeigen, dass D(F,,) abgeschlossen ist, miissen wir nun zeigen, dass x* € D(F},).

Aus z®) EZ%0, 4 folgt, dass fiir alle € > 0 ein K € N existiert, sodass fiir alle k > K gilt
[E 56*“??(1\1) <E.

Da z*) € D(F,) ist 2% = 0 fiir alle k € N und m > 2n + 1 und somit

2n+1

o0
k k 2
l2®) — 2| 2gy = Y 2P —an P+ > an’<e
m=1 m=2n-+2

Die einzelnen Summanden bestehen aus nichtnegativen Termen und somit folgt x;, = 0

fiir m > 2n + 1, sowie

ol

—2h P <e
fir m = 1,...,2n—|—1.Esgilta:£,’f) >0ftrm = 1,...,2n+1,sowiex$il >~firi=1,...,n
und fiir alle k € N. Damit folgt z3,,; >y firi=1,..,nund 2, >0 firm=1,...,2n+1
und somit ist z* € D(F,).

O
Als Néchstes wollen wir uns dem Beweis widmen, dass D(F;,) konvex ist.
Sei {am},{bm} € D(F,) und X € [0, 1], dann miissen wir zeigen, dass

{em} = Mam} + (1 = M) {bn} € D(F},).

Da a,, = by, = 0 folgt direkt ¢, = 0 fiir m > 2n + 1.

Bei Betrachtung von ¢, fiir festes m < 2n+1 als Funktion von A ergibt sich dg;\” = Ay —bm,.-

Far a,, > b, ist der kleinste Wert fur A = 0 zu finden mit ¢,, = b,,. Fur a,, < by, ist
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das Minimum c¢,,, = a,, bei A = 1. In beiden Féllen gilt ¢,, > 0 fiir alle m < 2n + 1 und
Coi+1 > Y fur alle ¢ = 1,...,n.
Damit ist (¢p)men € D(Fy) .

]

Wir wollen zeigen, dass F,, schwach folgenstetig ist. Sei dazu {x®)} eine Folge in D(F},)
mit z*) — z* in ¢2(N) und z* € D(F).

Nun wollen wir die Konvergenz
Ep(a®) = o) ~ F, (2*) = o

in L2([0,T)) zeigen.

Nach dem Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit ist jede schwach konvergente Folge
beschriankt. AuBerdem gilt in ¢?(N), dass eine Folge genau dann schwach konvergent ist,
wenn sie beschriinkt ist und komponentenweise konvergiert. In L?([0, T]) konvergiert eine
Folge schwach, genau dann, wenn sie beschrankt ist und punktweise konvergiert. Dieses

Wissen nutzen wir in den folgenden Beweisschritten aus:

1. Wir zeigen, dass unser Vorwéartsoperator F), eine beschriankte Folge
{®} € D(F,) C £*(N) auf eine beschrinkte Folge abbildet.

2. Wir zeigen, dass aus der schwachen Konvergenz und damit der Beschranktheit und
komponentenweisen Konvergenz von z(*) — z* in ¢2(N) die punktweise Konvergenz
von o®) ZE o i L%(]0,T)) folgt.

Aus diesen beiden Punkten folgt direkt die schwache Konvergenz o®) — o*.

Beweis:

1. Wir haben z(*®) = {:ng,’f)}meN fiir alle k& € N. AuBerdem ist {z(*)} als schwach konver-
gente Folge beschrinkt, das heifit es existiert S € R, sodass

1
00 2
[ERPEE <Z \iﬂﬁfi)l2> <S
m=1

fiir alle k € N. Da z®*) ¢ D(F,) ist a:,(lf) =0 firm > 2n+1 und ng) >0 furm < 2n+1.
Daraus folgt :chi) < S fir alle m, k € N.

Sei k € N. Dann ist

r 2
() (12 GRS xg’;)mgﬁlg 2
HO' ”L2([O,T]) :/ 113‘1 Et—'—Zf 1 — exXp —Wt dt

j=1 Loj+1

0
Tr no (k) (k) _ 2
(k) = Loy L5418 2 2
+/ xl E — Z # (1 — exp ((k) exp —Wt dt
Jj=1 Lojy1€ Lojt1

.oy

I

o,
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IN

T (k) (k) _ 2
g

/[xg - W;H(l_exp( (3)))] "

0 Jj=1 $2]+1€

n (k) (k)

2
(k) Loj T2j41¢
PREEE G Rk ha

<T
Jj=1 2

12
nS2e

<T|Se+

< 00.

Damit ist o(®) fiir alle & € N beschrinkt und somit ist auch die Folge {Fy(z(*))} be-
schrankt.

. Es gilt PN xy, fur alle m € N, das heifit Vm € N V¢ > 0 3K (m) € N, sodass
Yk > K(m) gilt |.’L‘m — x| < ¢. Daz2® € D(F,), k € N, 2* € D(F) und somit

2P =z} =0firm>2n+1, k€N, kénnen wir K := max{K(m): m=1,..,2n+ 1}
wahlen, sodass V¢ > 0 3K € N, sodass VYm € N, Vk > K gilt |x£,’f) -z | < (.

Nun wollen wir zeigen, dass o(*) PROO - , das heifit V¢t € [0,7], V¢ > 0 IM € N,

sodass Vk > M gilt |o®)(t) — o*(t)| < ¢.
Seit € [0,£] und k > K, dann gilt

oM (1) - o (1)

e k k) 2 . 2
2541
k)_(k 2 . % 2

. n
. £
<C€t+§z

j=

Dann folgt fur festes j € {1,...,n}

(k) (k) 2 -
Ty Tyiyq | 1 —exp ® —1 — Z9Tojpq | 1 — exp
(k) (k) 2
= Ty Toi5q 1 —exp ® t — 332] x2]+1 1 —exp
+aa) (1 2 1-
Ty Toitq exp :c2 » xQJmQJH exp $2 +1
J J

< a:g;)xg;ll exp (— *2 t> —ex
T2j+1 x2]+1
k * ok
+ (ﬂféj)fzgg)ﬂ xzﬂsz) (1 eXP( o ))‘
J
< S2lexp (— *2 t) — exp —%t
T2j+1 Loj+1

k), (k) * %
+ “’%‘ Loj+1 ~ P24 | -
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Wir betrachten die beiden Summanden getrennt, beginnend mit dem zweiten:

(k) ,.(k) Kk
’932] $2J+1 L2541

(k) (k) x (k) x x %
‘952] 952g+1 Toj Tojyq + Tof Tjyq — T3;T3541

(k)
< 332] ‘x23+1 x2j+1‘ + 2341 ‘952]' — Iy,

< 25¢.

Um die Abschitzung fiir

exp (—%) — exp (—I*Qt )‘ Zu zeigen, nutzen wir aus,
Tyt 2j+1

dass die Exponentialfunktion stetig ist und wir diese auf dem kompakten Intervall

Jy = [—%, 0] betrachten. Nach dem Satz von Heine ist exp(-) damit auch gleichméaBig

stetig in J;. Wir finden also zu jedem beliebigen 7 ein § = §(n), sodass fiir zwei beliebige

Stellen () und z® aus J; mit |z — 23| < § folgt ‘exp(x(l)) - eXp(l‘(2))’ < n. Hier

haben wir
(1) (2) . 2t 2t 2t‘$2j+1 x%]-ﬁ-l‘
A el P N () G <26
AR TS T2541%341

Somit sind die Voraussetzungen fiir die gleichméfige Stetigkeit erfiillt und wir kénnen

2t 2t
exXp —W —exp | — -
Tyt L2j+1

fir alle n > 0 schlussfolgern. Damit folgt

o™ (1) - o™()] < et + Z (%0 +25¢)

j 1

ktw. . : .
und wir haben die punktweise Konvergenz o) PR o fiir ¢ € [0, £] gezeigt.

Nun zeigen wir die punktweise Konvergenz im Intervall [g,T]. Sei dazu k > K und
te[5,T] und

k DL E k) (k 28 2t
j=1 Toj41€ Loj41

. x 2e 2t
_:L‘Qj:EQj-'rl 1-— exp z exp _x* .
2]-‘1-1 2541

Dann gilt ’(xgk) - iL'T) 5_‘ < (€ und fur festes j € {1,...,n} konnen wir folgende Ab-
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schitzung fiir die einzelnen Summanden zeigen:

k) (k 2e 2t
[xéj)xgjll (1 — exp (x(k) 5)) exp (—m )
2j+1 2]+1
. % 1 2e
2521 =P Tj11€ =P 5U2g+1
k) (k 2&
2j+1 2j+1
_"Bg])xgjzi-l (]_ — exp (x(k)e)) exp <_ gj; o
2j+1 J
( 2¢

k) (k
"‘xgj)xgj)ﬂ

)

k) (k 2¢
< | )ﬂfgj)ﬂ (1 — exp ( D) )
Toj+1€
k 2 % 2& 2t
L 2j+1 T2 _ J

+ ( gj)l'gjll $2j$2j+1> (1 — eXp ((k‘))

Toj+18 ) ‘
. x 25 2e
+ ijij—‘rl exp " — eXpP T .

Wir haben bereits gezeigt, dass

2t 2t
exp W | exp | —— <n
Toit1 L2j+1
fir J; := [—— 0] gilt. Auch fiir die Abschétzung des zweiten Summanden nutzen wir

das Wissen aus dem bisherigen Beweis und folgern

k - 2e
(xgj)xgj)—&-l f’f‘zjx2j+1) (1 — eXp (x(k)e)) \
2j+1

2e
1 —exp RO
Toj+1€

<25t oo (2]
e
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< 2Sexp (25) C.
vE

Analog zu der Abschitzung des ersten Summanden nutzen wir die gleichméfiige Kon-

vergenz der Exponentialfunktion auf dem kompakten Intervall Jo := [—%, 0] aus. Mit

der gleichen Notation konnen wir auch hier

oW — 2| = | E - < e
Loj4+1€ :pg’;Llé vee
zeigen, woraus
( 28 ) 28 _
exp - | —exp | —— n
x§g+15 a:g;)ﬂé

fiir alle n > 0 folgt. Damit gilt schlielich
(k) . . (w2 28 2
loF) () — o*(t)) §C€+§Z Sy + 2S5 exp o C+S%n).
j=1

k)

Damit ist auch die punktweise Konvergenz o PR o i ¢ € [5,T] gezeigt und

somit fir ¢ € [0, 7.
Damit konnten wir den ersten Annahmenblock 2.9 beweisen. ]

Der zweite Annahmenblock 2.10 ist schneller abgearbeitet. Das Bayes-Verfahren besitzt den
Exponenten p = 2 und somit ist 2.10(a) offensichtlich erfiillt.
Teil (b) und (c) sind Voraussetzungen, die wir mit der Wahl des Strafterms (z) erfiillen
kénnen. In Kapitel 3.7 werden die folgenden beiden Strafterme verwendet:
L2 L o

Du@) = llal®  wnd  Ou(e) = a3
fiir x € £2(N) und 0 < v < 3 € R. Die beiden Strafterme haben offensichtlich eine nichtleere
Definitionsmenge und es gilt D := D(F) N D(Q;) # 0 fur i = 1,2. Beide Funktionale sind
konvex und es handelt sich um stetige Funktionale, wodurch ebenfalls die Unterhalbstetigkeit
gegeben ist. Damit ist die Annahme 2.10(b) fiir unsere gewéhlten Strafterme erfiillt. Wie
bereits unter dem Annahmenblock 2.10 erwéahnt, ist die Annahme (c) obsolet, wenn wir einen

Strafterm der Form .
Qz) := gllwllg(

fir 1 < ¢ < oo betrachten. Fiir ¢ = 2 entspricht €27 genau dieser Form. Da (25 ebenfalls
diese Form fiir eine Relaxationszeit x3 besitzt, konnen wir auch hier davon ausgehen, dass
es sich um ein stabilisierendes Funktional handelt und der Strafterm erfiillt alle Bedingun-
gen des zweiten Annahmenblocks 2.10. Wir fordern, dass es zu dem Problem (2.13) eine
Q-minimierende Losung =1 gibt, die zum Bregman-Bereich D () gehért und somit 2.10(d)
erfiillt ist.

44



Damit sind alle Annahmen erfiillt und die Satze 2.5 - 2.7 konnen fur festes n € I auf das

Unterproblem (2.13) und die zugehorige Regularisierung (2.14) angewandt werden.

Je nach Kontext wird noch eine weitere Annahme eingefiihrt, die die Existenz einer Gateaux-
Ableitung fordert. In weiterfithrenden Literaturen wie zum Beispiel [64, Seite 98ff] oder [18,
Proposition 12.10] wird diese genutzt um Konvergenzraten beziiglich der Bregman-Distanz
zu beweisen. Des Weiteren kann diese Ableitung verwendet werden, um Landweber- oder
Newton-Verfahren zu implementieren [38, 64]. Fiir unsere Zwecke ist diese Annahme nicht
notwendig, dennoch wollen wir der Vollstdndigkeit halber die Ableitung von F, fiir festes

n € N hier auffihren.

Wir kénnen

OJo 0o Oo

Vgo(t) = (8701’871'2’8703"'

() € A(N) (2.15)

berechnen fiir alle ¢ € [0,7]. Wir betrachten die partielle Ableitung fiir die Teilintervalle
I =(0,%) und I = (5,7).

Fir i =1 gilt
o ét, tel,
v _ 1 (2.16)
Oz g tel.
Firi=1,...,n folgt
Tomt1€ _ _ 2
aaO' . 2 gl exp( 96217211-1 t)) ’ ) te Il’ (2.17)
. T2m
T2 — (1 o eXp(meilé)) exp(—xzmﬂt), t €l
und
m 3 m 3 2 2
0o = m22 = - x22 . eXp(_mmHt) (1 + Tom1 t) ’ tely,
Oxo: e 2 2& 2& 2& 2
T2i+1 % eXp(—mm_Ht) (_ 932mi—16' exp(ﬂczmi—ﬁ') o (1 o exp(xzmilé)) (1 + T2m+1 t)) , t€D.
(2.18)
Fir ¢ > 2n + 1 gilt
do
=0. 2.19
o (2.19)

Dann ist (%71 die partielle Ableitung der Gesamtspannung nach der Grundsteifigkeit, wihrend

do do
a-— Ul
O0x2; 0r2i41

Maxwell-Elements entsprechen. Offensichtlich gilt auch

der partiellen Ableitung nach der Steifigkeit und der Relaxationszeit des i-ten

Oo

7 e 12(0,T)) € TX(0.7)) (2.20)
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fiir alle ¢ € N. Wir konnen also einen beschrankten und linearen Operator

Ay 2(N) — L2([0,T)) (2.21)
h— oy, (2.22)

konstruieren, womit die Richtungsdnderung der Gesamtspannung in Bezug auf die Richtung
h € ¢?(N) durch

Ah=0p= > %(t)hi e L*([0,T)) (2.23)
=1 v

gegeben ist.

Anwendung auf das Gesamtverfahren

Wir wollen im Folgenden die Definition eines Regularisierungsverfahrens unter Berticksich-
tigung des diskreten Definitionsbereichs und der entsprechenden Topologie auf N auf unser

Problem iibertragen.

Definition 2.15. Eine Abbildung, die jedes Paar (¢, ) € L%([0,T]) x (0, &) mit

0 < & < 400 in die wohldefinierten Elemente (n, %) € D(F) transformiert, heifit
Regularisierung (Regularisierungsverfahren) fiir die Operatorgleichung (2.11), wenn es eine
geeignete Wahl a = a(05,5) des Regularisierungsparameters gibt , sodass fiir jede Folge
[om}) © L2(0,T]) mit

lom — ol < 6m

Sm, Om.
Ol(ym 7(5m) ) xa(ym 75m) )

in einem wohldefinierten Sinn gegen die Losung (n™,z) der Gleichung (2.11) konvergie-

und 4, — 0 fiir m — oo, die entsprechenden regularisierten Losungen (n

ren. Da diese nicht eindeutig ist, miissen regularisierte Losungen zu logg —2-minimierenden
Losungen der Gleichung (2.11) konvergieren. Im Falle der Nicht-Eindeutigkeit kénnen ver-
schiedene Teilfolgen von regularisierten Losungen zu verschiedenen logg —{2-minimierenden

Losungen der Operatorgleichung konvergieren.

Bei der Konvergenz betrachten wir in erster Linie die Produkttopologien (74, 79) und (74, 7)-

Bei der Definition eines Regularisierungsverfahrens in unserem Setting haben wir den Begriff
der logg —Q2-minimierenden Lésung verwendet, den wir im Folgenden definieren wollen. Dieser
ist angelehnt an die bekannte Definition einer Q—minimierenden Losung (vergleiche Definition
2.8).
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Definition 2.16. Wir sagen, dass (n*,z%) € D(F) C N x £2(N) eine

logg —Q-minimierende Losung der Operatorgleichung (2.11) ist, wenn
Fint,2T)=0o
und
logg(n™) + Q(z™) = inf{logg(n) + Q%) : (7, %) € D(F), F(f, &) = o}

gilt.

Existenz

Wir haben gezeigt, dass fiir alle a > 0, n € I und ¢° € L?([0,T]) eine regularisierte Losung
z) € D(F,) existiert, die das Funktional T, ,(z) in (2.14) iiber alle x € D(F,) minimiert.
Da I endlich ist, muss es also auch eine Lésung (n, %) geben, die das Funktional T, (n, x)
in (2.12) iber alle (n,z) € D(F) minimiert.

Stabilitét

Satz 2.17. Fir alle o > 0 sind die Minimierer von (2.12) stabil gegeniiber den Daten o9:

Sei eine Datenfolge {0y, } mit nh_)rroloHam - ‘76||L2([0,TD = 0 und die zugehorige Folge von Mini-

mierern {(nm, Tm)} des Minimierungsproblems
1
min {2|]F(n, z) — om||* + a[logg(n) + Q(x)]} mit (n,x) € D(F)

gegeben, dann besitzt {(nm, xm)} eine (Tq, 7, )-konvergente Teilfolge {(nm, , Tm, )}. Der Grenz-

6 .0

wert jeder solcher Teilfolgen ist ein Minimierer (nl, z%) von (2.12).

Auflerdem gilt fir jede solche (74, Tw)-konvergente Teilfolge

lim (logg(nim, ) + Q(zm,)) = logg(ng) + Q (7).

k—o0

Beweis:

Da {ny,} C I gilt und I eine endliche Menge ist, muss es eine 74-konvergente Teilfolge {n,, }
geben, sodass ein kg € N existiert, sodass fiir alle k > kg gilt n,,, = n. Fir k > ko, kann z,,,

als Minimierer des Teilproblems
1 2
a n —Um
5 1Fa(z) = om|” + af)()

fur festes 7 gesehen werden. Nach Satz 2.6 existiert dann eine Teilfolge {z,, } mit z,,, — Z,

wobel Z ein Minimierer von
1
Ton(x) = 5||Fﬁ(gc) — %12 + af)()
ist und

lim Q(z,) = Q)

«a
k—o00
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gilt.
AuBerdem gilt F(nm,,Tm,) = Fa(@m,) LA F (%) fir k > ko, da Fj schwach folgenstetig
ist und damit folgt auch F(nm,,Zm,) — om, — F(7,%) — ¢°. Da die Norm und © schwach

unterhalbstetige Funktionale sind, konnen wir schreiben

1 . |
§HF(TL,£L') - 0—6“2 < thI_l)géf§||F(nmk,$mk) - Umkuz’

Q(z) < liminf Q(zy,, ).

k—o0

Da fur k > ko logg(nm, ) = logg(n) gilt, folgt auch logg(n) < li’;m inf logg(nm, ) und damit
— 00

1 . _ . L 1
SIF(3.2) = 0|+ a logs(®) + () < lignint (5 1F (e, 5me) = o [P+ loggm,) + 2, ))

k—o0

1
< lim §||F(n, ) — om, ||? + alogg(n) + Q(x)], x€D,nel

k—o0

= L1F(n,2) — o | + +aflogs(n) + Ax)].

Daraus folgt, dass (7,Z) ein Minimierer von (2.12) ist. Wenn wir z = Z und n = n auf der
rechten Seite wéhlen, folgt
Lo - 512 _ . : 1 2
SR, 2) = o®l" + a [logg(n) + (@)] = hm { S{F (v, 2y ) = om I + @ [logg(rimy,) + Rz, )] ) -
AuBlerdem gilt klim Q(zm,) = Q(23) und klirn logg(nm, ) = logg(n?). Damit folgt direkt
—00 —0

(logg(rm,) + Qzm, ) = logg(ng) + X(2).

lim
k—o0

Konvergenz:

Satz 2.18. Sei {0y, := 0°»} C L?([0,T]) eine Folge von gestirten Daten zur exakten rechten
Seite o € F(D(F)) der Operatorgleichung (1.9) und sei |[c — om|| < 0, fir eine Folge
{0m > 0} von Noise Leveln, die monoton gegen Null konvergiert. Auflerdem betrachten wir
eine Folge {a., > 0} von Regularisierungsparametern und eine zugehorige Folge

{(nm = nom 2y, := 2lm )} von regularisierten Lisungen, die Minimierer von
1 ) .
SIE(,2) = omll” + an [logg(n) + Q(z)] mit (n,z) € D(F)
sind. Unter den Bedingungen

lim sup (logg(nm) + Q(zm)) < logg(no) + 2(zo)

m— 00

fir alle (ng,x0) € {n € I,x € D:=D(F,)ND(Q) : F(n,x) =0}, (2.24)
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und
n%gnOOHF(nm,xm) —om|| =0 (2.25)

hat die Folge {(nm,xm)} eine (7q,Ty)-konvergente Teilfolge, wobei jeder Grenzwert eine
logg —Q-minimierende Lésung (n*,x%) € D(F) der Operatorgleichung ist. Ist zusdtzlich die

logg —Q-minimierende Losung (n™,x%) eindeutig, so erhalten wir (14, Ty )-Konvergenz
(N, ) — (0T, 21) in N x £2(N).

Beweis:
Wie bereits im Beweis der Stabilitdt konnen wir auch hier fiir die Folge {n,,} schlieflen, dass
diese eine konvergente Teilfolge {n,,, } besitzt mit n,,, — 7n. Das heifit, es existiert ein ky € N,
sodass fiir alle k > ko gilt n,,, = n. Aus (2.25) folgt mit J,,, — 0 fiir m — 0, dass

Hm [|F(np,xm) — o] < n%gnooHF(nm,xm) — ol + |lom — || = 0. (2.26)

m—o0

Auflerdem gilt
1F (i, zm) || < Nomll + [1F (i, Tm) — oml|

fir alle m € N. Da lim o7, = o und lim | E (1my ) — 0 || = 0 nach (2.25), ist sowohl |0, |
m—00 m—00

als auch ||F(ny, ) — om|| beschrankt. Damit ist {F (1, 2, )} beschrankt und es existiert

eine in L?([0,T]) schwach konvergente Teilfolge {F (ny,, , Zm,)}. Dann kénnen wir uns eine

Teilfolge {(nm,, Tm, )} wihlen, sodass n,,, = n fir alle k € N konstant ist, das heif}t
{F(nmk7xmk)} = {F(n, $mk)}
Dann existiert nach Satz 2.7 eine Teilfolge {z,, } mit x,,, — Z und mit (2.26) folgt
F(n,z) =o.
Dann gilt mit Bedingung (2.24)

logg(n) + Q(z) < lilginf (logg(nm,,) + Qxm,,)) < limsup (logg(nm, ) + Qxm,))

k—o0

<logg(n™) + Q(a™) < logg(no) + Q(xo)
fir alle ng € I,z9 € D mit F(ng,x9) = 0. Setzen wir (ng,zo) = (7, Z) fithrt dies zu
logg(72) + () = logg(n™) + Q(a™)
und somit ist (7, Z) eine logg —Q-minimierende Losung. Auflerdem folgt

lim_(logg(ny) + Q(zm)) = logg(n®) + Q(a™).
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Ist (n*,z") eindeutig, so (74, Tw)-konvergiert jede Teilfolge von (n,,xm,) zu (nt,z") und

somit (74, 7y )-konvergiert auch

(Nms ) — (nT, 7).
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Kapitel 3

Numerische Evaluation

Es gibt einige Arbeiten, die sich mit der Identifikation viskoelastischer Materialparameter
befassen. Diese unterscheiden sich allerdings von der vorliegenden Arbeit durch verschiedene
Merkmale. In [14, 69] etwa werden ebenfalls viskoelastische Strukturen betrachtet und deren
Materialparameter identifiziert, jedoch anstelle des verallgemeinerten Maxwell-Modells ande-
re Modellierungen verwendet. Ein vergleichbares Modell wird in [13] benutzt. Dort werden
jedoch nur die Steifigkeiten eines viskoelastischen Materials rekonstruiert. Die Relaxations-
zeiten sowie die Anzahl der Maxwell-Elemente werden als bekannt vorausgesetzt. Relaxa-
tionsexperimente in Kombination mit zyklischen Versuchen werden in [62] genutzt, um die
Grundsteifigkeit und die Materialparameter von vier Maxwell-Elementen zu bestimmen. Hier
ist die Anzahl der Maxwell-Elemente bekannt. Dies gilt auch fiir die Arbeiten der Autorin-
nen und Autoren in [17, 53, 68]. Babaei et al. schlagen in [1] zwei Methoden vor, um das
vorliegende inverse Problem zu lésen. Die sogenannte ad hoc Methode rét zuerst die Anzahl
der Maxwell-Elemente, um dann die Materialparameter zu rekonstruieren. Logischerweise
kann man mit dieser Methode nur optimale Rekonstruktionen erhalten, wenn die richtige
Anzahl an Maxwell-Elementen erraten wird. Der zweite Ansatz (discrete spectral approach)
verteilt etwa 1000 Relaxationszeiten dquidistant im logarithmischen Raum tiber das Intervall
[1071,103]. Dadurch wird die Rekonstruktion drastisch vereinfacht und es muss lediglich ein
System linearer Gleichungen gelost werden, um die Steifigkeiten zu berechnen. Danach wer-
den die ,dominanten“ Parameter identifiziert und die korrekte Anzahl an Maxwell-Elementen
gefunden, wobei dieser Prozess und der Umgang mit den restlichen Parametern nicht genauer
beschrieben wird. Leider fihrt eine hohe Anzahl an Parametern oft dazu, einen verrauschten

Datenterm tiberanzupassen und so Rauschen in die Parameter einzuarbeiten.

In diesem Kapitel werden wir verschiedene Versuche durchfiithren, um das Bayes-Verfahren
zu testen. Um die Ergebnisse des Bayes-Verfahrens beurteilen zu kénnen, werden wir ihn mit
einem alternativen Cluster-Algorithmus vergleichen, der ebenfalls erst vor wenigen Jahren
von uns entwickelt und in [60] verdffentlicht wurde. Nachdem wir die Algorithmen mit exak-
ten Daten tberpriift haben, gehen wir danach zu gestérten Daten {iber. Dabei werden wir die
Auswirkung der Erfolgswahrscheinlichkeit ¢ des Priors auf die Ergebnisse der Rekonstruktion
betrachten. Anschliefflend werden wir eine Analyse verschiedener Verschiebungsraten durch-

fithren und sehen, wie diese sich auf die Ergebnisse der Algorithmen auswirken. Im letzten
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Unterkapitel gehen wir noch kurz auf die Moglichkeit weiterer Regularisierungstechniken in

Form eines zusétzlichen Strafterms beziiglich der Materialparameter ein.

3.1 Der Cluster-Algorithmus

Im folgenden Abschnitt leiten wir den erwahnten Cluster-Algorithmus her. Dazu schauen wir
uns zuerst eine Besonderheit unseres inversen Problems an. Der Vorwéartsoperator ist nicht
injektiv, das heiffit man kann verschiedene Materialparameter finden, die alle auf die gleiche

Spannungskurve abbilden. Dies ist im folgenden Beispiel veranschaulicht.

Beispiel 3.1. Fiir ein Material, das durch zwei Maxwell-Elemente mit Relaxationszeiten
71 = 7o und Steifigkeiten puq, o beschrieben wird, gilt 53 = 5%. Das heifit die inelastischen
Spannungen der beiden Maxwell-Elemente sind gleich, da diese lediglich von der Relaxati-
onszeit, jedoch nicht von der Steifigkeit abhdngen. Betrachten wir nun ein weiteres Material,
das durch die gleiche Grundsteifigkeit, aber nur ein Maxwell-Element mit Relaxationszeit
71 = 11 = 7o und Steifigkeit (i, beschrieben wird. Wenn zusétzlich (3 = pq + pe gilt, gibt
es keine Moglichkeit, diese beiden Materialien anhand der gegebenen Spannungsdaten zu un-
terscheiden. Die beiden Spannungs-Zeit-Kurven sind exakt gleich und die Parameter konnen

nicht eindeutig rekonstruiert werden.

Dies zeigt anschaulich, wie man verschiedene Parameter (nq,z1) und (ng,x2) mit (ny,x1) #

(n2, z2) konstruieren kann, sodass
F (nl,xl) = F(ng, xg)

gilt.

Aus diesem Grund werden in diesem Unterkapitel weitere Anforderungen gestellt. Eine géng-
ige Annahme ist, dass die auftretenden Relaxationszeiten in verschiedenen Dekaden liegen
[20]. Wenn beispielsweise 7, € [10,100] fiir ein I € {1,...,n} liegt, dann muss 7; ¢ [10, 100]
fur alle j € {1,...,1—1,1+1,...n} gelten. Diese Information wird uns helfen, einen Cluster-
Algorithmus zu konstruieren. Natiirlich konnen je nach Anwendung auch andere Intervalle

anstelle von Dekaden gewahlt werden.

Wir legen eine maximale Anzahl von Maxwell-Elementen N € N fest, sodass die unbekannte
Anzahl von Maxwell-Elementen n* kleiner oder gleich N ist. Dadurch ist die Menge der
moglichen Anzahlen an Maxwell-Elementen automatisch vorgegeben durch I := {1,...,N}.
Dann rekonstruieren wir die Materialparameter

x = (p, 41,71y, UN,TN,0,0,...) mit einem Minimierungsalgorithmus und erhalten den
Steifigkeitsparameter fiir die einzelne Feder sowie die Steifigkeiten und Relaxationszeiten fiir
N Maxwell-Elemente.

Da wir die exakte Anzahl an Maxwell-Elementen n* nicht kennen, kann es sein, dass n* < N
gilt und wir an dieser Stelle zu viele Materialparameter rekonstruiert haben. Dennoch kén-
nen wir diese Werte nutzen, um mit dem folgenden Algorithmus gute Rekonstruktionen zu

erhalten. Die rekonstruierten Materialparameter erfiillen noch nicht die oben eingefithrte An-
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forderung, dass sich die Relaxationszeiten in verschiedenen Dekaden befinden. Daher wenden
wir einen Algorithmus auf diese Parameter an, der sie entsprechend dieser Bedingung clustert.

Das heifit, unsere Rekonstruktion besteht aus zwei Teilen:
e Minimierungsalgorithmus mit N Maxwell-Elementen,
e Cluster-Algorithmus, der N Maxwell-Elemente auf n < N Elemente reduziert.

Im Folgenden beschreiben wir diesen Prozess genauer, beginnend mit dem Minimierungsal-

gorithmus. Dieser minimiert die Restspannung
2
R=|[Fy(z)—ol3 (3.1)

mit x = (u, p1, 71, .-, 4N, 7N, 0,0, ... ). Dieser Minimierungsprozess wird unter der Annahme
durchgefiihrt, dass N Maxwell-Elemente vorhanden sind. Wie auch bei der Minimierung im
Bayes-Algorithmus verwenden wir die Funktionen Isqnonlin und MultiStart aus der MAT-
LAB Optimization Toolbox [47], um somit einen Trust-Region-Reflective-Algorithmus mit

mehreren Startwerten zu nutzen. Auf diese Weise wird das Residuum
R® = || Fy (™) — o3 (3.2)

mit dem Iterationsindex k = 0,1,..., K in jedem Schritt neu berechnet, was uns erlaubt, die
Anderungen der Parameter zu bewerten. Als Abbruchbedingung kann wiederum das Diskre-
panzprinzip von Morozov genutzt werden [50]. Wie auch in Kapitel 2.2.2 definieren wir uns
mit R: I C N — D(F,) C (*(N), n — z das soeben Minimierungsverfahren, welches fiir eine
gegebene Anzahl an Maxwell-Elementen n die Materialparameter x bestimmt.

Als Nichstes betrachten wir den Cluster-Algorithmus. Fiir eine Dekade [10%, 10¥+1] mit einem

beliebigen k£ € Ny ordnen wir die Maxwell-Elemente in folgende Indexmengen
Je={je{l,....,N}:7; € [10F, 10F*1]},

wobei k € Ny die Dekade bestimmt, in der die Relaxationszeit eingeordnet wird. Fir die
Wahl der Dekaden ist es sinnvoll, die physikalischen Bedingungen des Experiments und des
betrachteten Materials zu beriicksichtigen. Die maximale Anzahl an Maxwell-Elemente N
sollte auch nicht héher sein als die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Dekaden. Dement-
sprechend werden wir in Zukunft diese beiden Werte gleichsetzen. Das heifit sowohl die ma-

ximale Anzahl an Maxwell-Elementen, als auch die Anzahl der Dekaden ist durch N gegeben.

Alle Paare (115,7;), j € Ji, miissen nun einem Maxwell-Element zugeordnet werden. Fasst man
die Relaxationszeiten und damit die Maxwell-Elemente in Indexmengen zusammen, so ergibt
die Anzahl der nichtleeren Indexmengen die tatsédchliche Anzahl n der Maxwell-Elemente im
Material. Um mehrere Maxwell-Elemente auf ein einziges zu reduzieren, benutzen wir die

folgende Niherungsrechnung fiir die neuen Materialparameter (fiy, ) mit 7, € [10%, 108+1]
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aus den bereits rekonstruierten Materialparametern:

fik = Y py,  Thi= Y = (3.3)

jean jea Mk

Der Nachteil dieser Berechnung ist, dass es keine analytische Moglichkeit gibt, die Parame-
ter so zu kombinieren, dass man durch Anwendung des Vorwértsoperators genau die gleiche
Spannungskurve erhélt. Da es sich jedoch um eine numerische Anndherung der Parameter
handelt, kann die Berechnung der neuen Parameter aus bereits rekonstruierten Parametern
auch zu einer zufélligen Verbesserung fithren. Alternativ kénnte man auch mit der durch den
Cluster-Algorithmus bestimmten Anzahl an Maxwell-Elementen n einen neuen Minimierungs-
prozess starten. Dies hat den Nachteil, dass ein weiteres aufwendiges Minimierungsverfahren
notwendig ist.

Um die Berechnung der neuen Materialparameter (3.3) besser zu verstehen, schauen wir uns

die beiden folgenden Beispiele an.

Beispiel 3.2.
1. Sei J, = {1,3,5 € {1,...,N} : 7; € [10%,10*"!]} mit 7y = 73 = 75 und N = 6. Es ist
offensichtlich, dass die Parameter (u1,71), (u3, 73) und (us, 75) einem einzigen Maxwell-

Element angehoren sollten. Da 63' nur von der Relaxationszeit 7; abhéngig ist, jedoch

nicht von der Steifigkeit j;, gilt gl = &4 = eL. Aus der Darstellung der Spannung

N
o(t) = pe(t)+ > pi(e(t) —j(t))
j=1
folgt direkt

o(t) = pe(t) + (p + pa + ps)(e(t) — 1 (D) + Y py(e(t) — (1)),
j=2,4,6

Dabher ist es sinnvoll die neuen Werte als

(fug, Te) = (1 + p3 + p5, 1)

zu wéhlen. Dies wird durch den Cluster-Algorithmus wie folgt erreicht

iy = Z W = p1 + (3 + s,
JE€Jk

N i p1 g3t ps
Y Mg fitietie, g,
e, Mk M1+ 3+ s

Dies ist ein einfaches Beispiel fiir die Berechnung der Steifigkeiten.

2. Im néachsten Beispiel wollen wir die Berechnung der Relaxationszeiten im Cluster-
Algorithmus betrachten. Es sei J, = {1,3,5 € {1,...,6} : 7; € [10%,10*"!]} mit
(1, m1) = (7,4), (p3,m3) = (1,4.5) und (us,75) = (2,3.75), das heifit 1 ~ 73 =~ 75.

Dann dienen die Steifigkeitswerte als Gewichtung der Relaxationszeiten.
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Es gilt

trer%&%(azg(t) —e5(t)) = 1.2889

und

e1(t) —e5(t) < ei(t) — e5(t) < e5(t) — e5(b).

Diese Werte sind fiir eine Verschiebungsrate von &, = 10 mm/s berechnet. Fiir kleinere
Verschiebungsraten sind die entsprechenden Differenzen noch geringer. Da auflerdem
die anderen Relaxationszeiten in verschiedenen Dekaden liegen, kénnen wir annehmen,
dass €] ~ e} ~ el gilt und wir sehen, dass der gréfite Beitrag dieser drei zur Gesamt-
spannung vom Maxwell-Element (u1, 71 ) geliefert wird, da p; > pus > ps. Daher kénnen
wir annehmen, dass 71 = 4 eine gute Anndherung an die tatséchliche Relaxationszeit
darstellt. Um diese Gewichtung auch in komplizierteren Beispielen zu beriicksichtigen,

berechnet der Cluster-Algorithmus 7, wie folgt

e =D Hj = p1+ p2+ pz = 10,

JEJk
. s 7 1 2
— — T = — . 4 —_— 4.5 - 3.75. - 4-
Tk J;k AT R T A T)

Dies verspricht bessere Ergebnisse anstatt lediglich den Mittelwert aller Relaxations-

zeiten zu berechnen.

Fassen wir den beschriebenen Prozess zusammen, so erhalten wir den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 3.3.
Input: N € N, o € L*([0, T)).

1) Berechne z durch das Minimierungsverfahren R(N) = z.

2) Bestimme die Indexmengen J, # 0 fir k¥ € No mit J; := {j € {1,...,N} : 7; €
[10%,10%*1]} und setze 7 als die Anzahl der nichtleeren Indexmengen.

3) Fiir jedes k € Ny mit Ji # () berechne

fir =Y i, Foi= > @Tj

i€ jea, 1
und setze T := (W, fi1, 71, - - - fii, 77, 0,0, ... ).

Output: (7, z)
Dieser wird uns als Vergleichsgrundlage fiir das Bayes-Verfahren dienen. Bereits jetzt sind
einige Nachteile gegeniiber dem Bayes-Verfahren ersichtlich. Die Menge der moglichen An-

zahlen an Maxwell-Elementen ist beim Cluster-Algorithmus automatisch durch die maximale
Anzahl N festgelegt und dann vorgegeben durch I :={1,...,N}.

Der Bayes-Algorithmus hingegen kann diese Menge freier wihlen durch I := {ni,...,nn}

und erlaubt so eine spezifische Wahl angepasst auf das gegebene Experiment. Des Weiteren
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benoétigt der Cluster-Algorithmus die Einordnung der Relaxationszeiten in Dekaden. Diese
Annahme ist fir den Bayes-Algorithmus nicht notwendig. Der Bayes-Algorithmus erlaubt
hingegen eine einfache Steuerung der bevorzugten Anzahl an Maxwell-Elementen {iber die
Erfolgswahrscheinlichkeit ¢ im Prior. Damit hat der Bayes-Algorithmus auch bereits eine
hohere regularisierende Wirkung, da er iiber die statistische Inversionstheorie einen physi-
kalisch sinnvollen Strafterm gewonnen hat. Dieser hohere Regularisierungsgrad wird auch in
den folgenden Abschnitten anhand der Qualitdt der Rekonstruktionen bei gestérten Daten

ersichtlich.
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3.2 Datensimulation

Wir simulieren ein Relaxationsexperiment, bei dem eine Dehnung auf ein Material ausgeiibt
wird. Diese Dehnung wird vollstiandig durch die Parameter &, (Verschiebungsrate), ly (Pro-

benldnge) und £ (maximale Dehnung) bestimmt. Da alle Proben gleich lang sind, wird im

Folgenden die Verschiebungsrate €, anstelle der Dehnrate € verwendet, da € = % Wenn wir
also die oben genannten drei Parameter und eine Zeitspanne [0, 7] definieren, ist die Deh-
nung mit Hilfe der Darstellung (1.1) vollstdndig bestimmt. Diese Funktion kann dann fur
alle t € [0,7] als bekannt vorausgesetzt werden. In Abbildung 3.1 sind die Dehnungen fiir
drei verschiedene Verschiebungsraten ¢, und die maximale Dehnung ¢ = 20 % dargestellt.
Die schnellste Verschiebungsrate betragt 10 mm/s, wobei die maximale Dehnung nach 2 Se-
kunden erreicht wird. Bei der langsamsten Verschiebungsrate von 1 mm/s wird die Dehnung

von 20% erst nach 20 Sekunden erreicht. Dabei ist T' = 100 Sekunden.

20t
18+
16+
14 L
2 121
z
= 10
[}
A8
6l
41 —— 1mm/s
9 ——2mm/s
10mm/s
0 1 1 1 1 1 |
0 20 40 60 80 100 120

Zeit [s]

Abbildung 3.1: Dehnungs-Zeit-Kurven fiir verschiedene Verschiebungsraten &,

Fir die Simulation der Spannungsfunktion werden die Anzahl der Maxwell-Elemente n und
die Materialparameter (p, i1, ..., tn, 71, ... Tn) gewahlt. So kann das Vorwértsproblem mit
Gleichung (1.7) gelost werden. In Abbildung 3.2 sehen wir die Spannungsfunktionen o, die
den Dehnungen mit verschiedenen Verschiebungsraten ¢, der Abbildung 3.1 entsprechen.
Wir haben hier eine Feder und drei Maxwell-Elemente mit den Materialparametern p = 10,
(p1,71) = (4,0.2), (p2,72) = (7,3.7) und (u3,73) = (1,25) gewdhlt. Die Steifigkeiten p und
p; haben die Einheit MPa und die Einheit der Relaxationszeiten der verschiedenen Dampfer
sind Sekunden. Die Relaxationszeiten wurden in drei verschiedenen Dekaden gewahlt, um
ein Relaxationszeitspektrum zu simulieren, wiahrend die Steifigkeit fiir jedes der Elemente
zufillig gewdhlt wurde, um eine Korrelation zwischen der Relaxationszeit und der Steifigkeit
auszuschlieen. Da die Maxwell-Elemente im rheologischen Modell parallel geschaltet sind,

wie in Abbildung 1.3 gezeigt, ist die Reihenfolge der Maxwell-Elemente irrelevant. Dies wird
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auch im Vorwértsmodell (1.7) deutlich, da wir lediglich die Summe der Spannungsbeitrige
der einzelnen Maxwell-Elemente und der einzelnen Feder haben. Wir halten uns also an die
bereits erwdahnte Konvention, sie immer in der Reihenfolge der zunehmenden Relaxationszei-

ten zu sortieren.

350 ¢
300 ¢
. 250}
%
= K
2200/ - —
o0
z
= 150
g
=
2.
T 100
——1mm/s
50 ——2mm/s
10mm/s
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120

Zeit [s]

Abbildung 3.2: Synthetische Spannungs-Zeit-Daten, die von einem Modell erzeugt werden,
das aus einer Feder in Kombination mit drei Maxwell-Elementen fiir drei verschiedene Ver-
schiebungsraten besteht

Fir die Berechnung der Spannung ¢ miissen wir eine zeitliche Diskretisierung vornehmen.
Wir withlen At als die SchrittgroBe und m + 1 als Anzahl der Zeitschritte ¢t; =i - At =i - L

m

fir i = 0,...,m im Intervall [0, 7] und haben damit auch eine diskretisierte Darstellung der
Spannungsfunktion mit (o(tg),...,0(ty)) € R™. Um ein ,inverse crime® zu vermeiden,

muss man im Allgemeinen unterschiedliche Diskretisierungen fiir das direkte und das inverse
Problem wéhlen. Da wir aber das Vorwértsproblem in Abhéngigkeit von der Anzahl der
Maxwell-Elemente n analytisch berechnen koénnen, ist diese Mafinahme hier irrelevant.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels diskutieren wir Ergebnisse von Experimenten und zeigen
verschiedene Szenarien, die zu Rekonstruktionen mit unterschiedlicher Approximationsqua-
litdt der Materialparameter fithren. Bei jedem schlecht gestellten inversen Problem ist die

% wesentlich schwieriger. Diesbeziiglich wer-

Rekonstruktion im Falle von verrauschten Daten o
den wir auch in Kapitel 3 unterschiedliche Ergebnisse sehen. Wir simulieren Rauschen, indem
wir auf den diskretisierten Spannungsvektor skalierte standardnormalverteilte Zufallszahlen
addieren, sodass |0 — of|| r2(jo,r)) < 0 mit einem Rauschpegel 0 > 0 gilt. Ein Rauschpegel

0 = 0 entspricht ungestorten (exakten) Daten.
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3.3 Exakte Daten

Wir erzeugen simulierte Daten fiir ausgewédhlte Materialparameter, wie in Abschnitt 3.2 be-
schrieben, die als Grundlage dienen. Fiir den ersten Versuch wéhlen wir ein Material, das
durch eine Feder fiir die Grundelastizitdt und n* = 3 Maxwell-Elemente und die Materialpa-

rameter £* in Tabelle 3.1 beschrieben wird.

j o 1 2 3
pi[MPa] 10 4 7 1
¥ [s] - 02 37 25

Tabelle 3.1: Exakte Materialparameter z* in Versuch 1 zur Simulation von Daten

Durch analytisches Losen des Vorwértsoperators (sieche Lemma 1.2) erhalten wir die Span-
nungs-Zeit-Kurve des Materials, die wir im Bereich [0, 100] Sekunden beobachten. Die Para-
meter aus Tabelle 3.1 sind in den weiteren Experimenten zu rekonstruieren. In allen Tabellen
sind die Steifigkeiten in Megapascal [MPa] und die Relaxationszeiten in Sekunden [s] ange-
geben. Dies wird nicht mehr explizit wiederholt. Der Datensatz beschreibt die Spannung fiir
eine Dauer von t € [0, 100] Sekunden, eine Verschiebungsrate von 10 mm/s und eine maximale
Verschiebung von & = 20%, siehe Abbildung 3.1. Die méogliche Anzahl an Maxwell-Elemente
ist durch I := {1,...,5} bestimmt. Die Relaxationszeiten sind grofler oder gleich v = 0.01.

Tabelle 3.2 zeigt die Ergebnisse des Cluster-Algorithmus. Wahrend der Minimierungsalgo-
rithmus Steifigkeiten und Relaxationszeiten fiir die gegebene maximale Anzahl von Maxwell-
Elementen (hier N = 5) bestimmt, kann der Cluster-Algorithmus diese entsprechend kombi-

nieren und erhalt so die tatsachliche Anzahl n = 3.

J= 0 1 2 3 4 5
Rekonstruierte Werte
1 10.000 4.000 3.685 1.621 1.694 1.000
T} - 0.200 3.695 3.706 3.706 25.000

Nach dem Clustering
1 10.000 4.000 7.000 1.000
j - 0.200 3.700 25.000

Tabelle 3.2: Rekonstruierte Materialparameter vor und nach dem Clustering

Wiéhrend es nach der Berechnung des Minimierungsalgorithmus nur ein Maxwell-Element mit
7 € [0,1) und 7 € [10,100) gibt, haben wir drei Maxwell-Elemente mit zugehorigen Relaxa-
tionszeiten in [1, 10). Der Cluster-Algorithmus fasst diese Elemente zusammen. Die Werte in
der Tabelle sind auf drei Dezimalstellen gerundet. Nach Anwendung des Cluster-Algorithmus
ist kein Unterschied mehr zu den genauen Parametern zu erkennen, siche Tabelle 3.1. Dieses
Beispiel veranschaulicht, was wir bereits im zweiten Teil von Beispiel 3.2 gesehen haben. Die
Relaxationszeit 7 = 3.695 kommt dem aktuellen Wert von 3.7 vor dem Clustering am néchs-

ten und es gilt po > pyg > ps. Durch die Gewichtung (3.3) des Cluster-Algorithmus erhalten
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wir gute Ergebnisse.

Wie bereits in Kapitel 2.2 erwdhnt, benutzen wir fiir den Bayes-Algorithmus nicht die Voraus-
setzung, dass die Relaxationszeiten in verschiedenen Dekaden liegen miissen. Ein gravierender
Vorteil des Bayes-Algorithmus liegt darin, dass er ohne a priori-Informationen iiber die De-
kaden der Relaxationszeiten auskommt. Dadurch kann er ein grofleres Feld an Versuchen und
Materialien beschreiben. Wir wahlen ¢ = 0.1 und die Menge I bestimmt M := max ] = 5.
Dann koénnen wir dhnlich zum Cluster-Algorithmus die Parameter sehr gut rekonstruieren
und bei einer Rundung auf drei Nachkommastellen kann kein Unterschied zu den exakten

Daten erkannt werden, siche Tabelle 3.3.

j 0 1 2 3
p;  10.000 4.000 7.000 1.000
T - 0.200 3.700 25.000

Tabelle 3.3: Rekonstruierte Materialparameter durch den Bayes-Algorithmus
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3.4 Gestorte Daten

Wir wenden uns nun den gestérten Daten zu. Wie bereits in Abschnitt 3.2 beschrieben,
addieren wir skalierte normalverteilte Zufallszahlen zu dem diskretisierten Spannungsvektor
o, sodass |Jo — 0’| < 4 gilt mit einem Noise Level 6 > 0. Da der Noise Level § selbst nur im
Verhéltnis zum Spannungsvektor eine gute Aussagekraft iiber die Menge des Rauschens hat,

werden wir im Folgenden den relativen Rauschpegel d,..; angeben, der durch

lo = o]
< el
|9 "
bestimmt ist.
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Abbildung 3.3: Dehnungs- und Spannungs-Zeit-Kurven mit und ohne Rauschen fiir Verschie-
bungsrate &, = 10mm/s

In den folgenden Experimenten skalieren wir die Zufallszahlen des addierten Rauschens der-
art, dass 0, ~ 1% gilt. In Abbildung 3.3 ist sowohl die Dehnung als auch die Spannung in
ungestorter sowie verrauschter Form zu sehen. Die rote Linie stellt die Dehnungskurve mit
einer Verschiebungsrate von &, = 10 mm/s und einer maximalen Dehnung von & = 20 % dar.
Die schwarze Linie ist die dazugehorige Spannung mit den Materialparametern aus Tabelle
3.1. Zur Rekonstruktion werden wir lediglich die gestérte Spannung, dargestellt durch die

blaue Linie, nutzen.

i 0 1 2 3
@ 9.997 57376 7.028  0.995
- 0013 3.703 25.356

Tabelle 3.4: Rekonstruierte Parameter durch den Cluster-Algorithmus fiir die Daten aus Ab-
bildung 3.3
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In Tabelle 3.4 sehen wir die durch den Cluster-Algorithmus rekonstruierten Materialparame-

ter. Dabei minimiert der Minimierungsprozess das Funktional
RW =|o® — Fy(z™)]|I3

wie in Gleichung (3.2) beschrieben mit N = 5. Wir sehen, dass die Rekonstruktionsergeb-
nisse erheblich von den exakten Werten abweichen. Es ist jedoch offensichtlich, dass die
Rekonstruktionen von (u1,71) die stérkste Fehleranfélligkeit aufweisen, wiahrend die ande-
ren Parameter recht stabil berechnet werden. Dies bestitigt Uberlegungen der Autoren in
[13], wo nachgewiesen wurde, dass die Rekonstruktion von kleinen Relaxationszeiten duflerst
schlecht konditioniert ist und sich dieser Umstand mit 7 — 0 verschlechtert. Da Steifigkeit
und Relaxationszeit immer paarweise zu betrachten sind, sehen wir Abweichungen in 77 auch
in der entsprechenden Steifigkeit pq. Da jedes Maxwell-Element einen bestimmten Anteil an
der Gesamtspannung liefern muss, werden zu kleine Werte des einen Parameters durch hohere

Werte des anderen Parameters kompensiert, um sich der Gesamtspannung anzunéhern.

j 0 1 2 3
pj  9.9997 4424 7.046  0.998
T - 0.162 3.693 25.307

Tabelle 3.5: Rekonstruierte Parameter durch den Bayes-Algorithmus fiir die Daten aus Ab-
bildung 3.3

Mit derselben Prédmisse betrachten wir in Tabelle 3.5 das Ergebnis des Bayes-Algorithmus.

Hier wird das Funktional
6\ 6 2 M ni _ \NM—n
&(nlo®) = llo® = Fn,0)|* = alog ( { )a"(1 - ) (3.49)

minimiert mit ¢ = 0.1. Wir konnen direkt erkennen, dass die Ergebnisse signifikant besser
sind als die Rekonstruktion durch den Cluster-Algorithmus. Wie auch dort sind die Grund-
steifigkeit und die Parameter des zweiten und dritten Maxwell-Elements gut rekonstruiert.
Allerdings haben wir hier auch bei dem ersten Maxwell-Element eine gute Anndherung der
exakten Parameter (4,0.2) durch die Werte (4.4238,0.1617).

Es dringt sich die Frage auf, ob dieses Ergebnis auch durch die blofle Minimierung des
Residuums mit verschiedenen Anzahlen an Maxwell-Elementen erreicht werden kann. Um dies
zu Uberpriifen, testen wir verschiedene Anzahlen an Maxwell-Elementen aus I = {nq,...,n,}

aus und minimieren zu jeder Anzahl das Residuum
lo® = F(n, )|, (3.5)

um die Materialparameter x zu bestimmen. Wir wéhlen als Ergebnis (n,x) mit dem kleins-
ten Residuum. Damit sieht die Minimierung sehr dhnlich zu dem Cluster-Algorithmus aus,

lediglich der durch den Prior gegebene Strafterm fillt weg und damit die gesamte statistische
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Inversionstheorie, die in die Losung dieses Problems eingeht.

J 0 1 2 3 4 5
pio 9.9997  4.366 0.100 0.876 7.030  0.996
Tj - 0.100 0.100 0.339 3.701 25.347

Tabelle 3.6: Rekonstruierte Parameter durch Minimierung des Residuums fiir die Daten aus
Abbildung 3.3

Wie wir allerdings in Tabelle 3.6 sehen kénnen, entspricht diese Rekonstruktion bei Wei-
tem nicht den exakten Parametern. Wir erhalten die maximal mégliche Anzahl an Maxwell-
Elementen, wobei jedoch 71 = 79 gilt. Dieser Algorithmus hat weder die zusétzliche Bedingung
der verschiedenen Dekaden fiir die Relaxationszeiten mit der der Cluster-Algorithmus arbei-
tet, noch besitzt er Zusatzinformationen, die die Anzahlen der Maxwell-Elemente gewichtet,
so wie es der Bayes-Algorithmus macht. Dies bestétigt die Wichtigkeit des Priors in diesen

Berechnungen.

Wir wollen einen weiteren Versuch mit diesen drei Verfahren durchfithren. Dazu verwenden
wir dasselbe Setting mit einer maximalen Dehnung von & = 20 %, einer Verschiebungsrate
von £, = 10mm/s und relativem Rauschpegel von d,; =~ 1%. Allerdings wéahlen wir andere
Materialparameter, die in Tabelle 3.7 aufgelistet sind. Anstelle von drei besitzt das betrachtete

Material nur noch zwei Maxwell-Elemente.

j 0 1 2
wiMPa] 5 8 0.5
¥ [s] - 08 50

Tabelle 3.7: Zweites Set an exakten Materialparametern x* zur Simulation von Daten

Die Ergebnisse der verschiedenen Algorithmen sind in Tabelle 3.8 dargestellt. Wie auch bei
dem letzten Versuch wird die Grundsteifigkeit, sowie die Parameter des Maxwell-Elements
mit groflerer Relaxationszeit von allen Algorithmen gut rekonstruiert. Allerdings erhélt der
Cluster-Algorithmus als auch die Minimierung des Residuums zu viele Maxwell-Elemente.
Der Cluster-Algorithmus hat ein weiteres Maxwell-Element mit sehr grofier Relaxationszeit,
allerdings sehr geringer Steifigkeit gefunden, welches dank der geringen Steifigkeit wenig Ein-
fluss auf die Gesamtspannung hat. Allerdings wird auch hier das erste Maxwell-Element
(ui,75) = (8,0.5) nicht gut rekonstruiert. Die Minimierung des Residuums sorgt dafiir, dass
vier Maxwell-Elemente den Platz des ersten Maxwell-Elementes einnehmen. Insgesamt wer-
den damit fiinf Elemente rekonstruiert. Nur dem Bayes-Algorithmus gelingt es eine geeignete

Rekonstruktion der Parameter zu produzieren.
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Cluster-Algorithmus

i 0 1 2 3
pj 4998 29.740 0502 8.053 10710
7 - 0215 50.309  576.988

Bayes-Algorithmus

i 0 1 2
py 4998 7.923  0.502
7 - 0502 50.241

Residuum Minimierung (3.5)

i 0 1 2 3 4 5
g 4998 0.130 0.130 4.161 3.698 0.502
7 - 0100 0.100 0.811 0.812 50.270

Tabelle 3.8: Rekonstruierte Parameter durch die drei Algorithmen zu den exakten Parametern
aus Tabelle 3.7

Im néchsten Abschnitt werden wir uns die Auswirkung verschiedener Verschiebungsraten auf
die Rekonstruktion anschauen. Dabei werden wir auch einen Blick auf die Spannungen der
einzelnen Maxwell-Elemente werfen und so besser verstehen, weshalb gerade die Rekonstruk-

tion des Maxwell-Elements mit der kleinsten Relaxationszeit so fehlerbehaftet ist.
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3.5 Analyse verschiedener Verschiebungsraten ¢,

Wie soeben erwahnt, betrachten wir nun verschiedene Verschiebungsraten und wie diese das
Ergebnis der Rekonstruktion beeinflussen. Zu diesem Zweck kehren wir wieder zu unserem
ersten Versuch mit den Materialparametern aus Tabelle 3.1 zuriick. Der Versuchsaufbau bleibt
gleich, die Probe wird auf maximal & = 20 % gedehnt, das additive Rauschen hat einen rela-
tiven Noise Level von 6, = 1%. Das Ergebnis zu diesem Versuch fiir eine Verschiebungsrate
von &, = 10mm/s kennen wir bereits aus Tabelle 3.5. In Tabelle 3.9 sind die rekonstruierten
Parameter zu diesem Versuch fiir eine Verschiebungsrate von &, = lmm/s zu sehen ebenfalls

mit ¢ = 0.1.

i 0 1 2
pj  9.997 7450  1.007
7 - 3576 25.100

Tabelle 3.9: Rekonstruierte Parameter durch den Bayes-Algorithmus mit ¢ = 0.1 fiir €, =
1lmm/s

Wie wir sehen, kann auch der Bayes-Algorithmus diesmal nicht alle Maxwell-Elemente re-
konstruieren, denn das erste Maxwell-Element fehlt. Wir wollen nun testen, ob der Bayes-
Algorithmus dieses Maxwell-Element findet, wenn wir die starke Gewichtung auf eine geringe
Anzahl an Maxwell-Elementen abschwéchen. Zu diesem Zweck ist in Tabelle 3.10 die Rekon-

struktion des Bayes-Algorithmus mit ¢ = 0.3 zu sehen.

i 0 1 2 3
p; 9.996 7.411 0299  0.796
7 - 3500 15369 27.100

Tabelle 3.10: Rekonstruierte Parameter durch den Bayes-Algorithmus mit ¢ = 0.3 fiir &, =
1lmm/s

Tatsédchlich werden diesmal drei Maxwell-Elemente rekonstruiert, jedoch wird nicht das erste
Maxwell-Element (uj, 77) = (4,0.2) gefunden. Stattdessen wird das dritte Maxwell-Element
(s, 73) = (1,25) in zwei Maxwell-Elemente (0.2988,15.3686) und (0.7955, 27.1003) aufgeteilt.

Doch wieso ist die Rekonstruktion fiir das kleinste Maxwell-Element mit einer kleineren Ver-
schiebungsrate wie &, = 1 mm/s schwieriger als mit ¢, = 10 mm/s?

Wir betrachten dazu die unterschiedlichen Spannungs-Zeit-Kurven, die eine Verschiebungsra-
te von 1 mm/s (Abbildung 3.4) und 10mm/s (Abbildung 3.4) erzeugen. Fiir jede der Kurven
wird der Beitrag der einzelnen Elemente separat dargestellt. Das heifit og ist die Spannung,
die von der einzelnen Feder erzeugt wird, wiahrend o123 die Spannung der drei Maxwell-
Elemente ist. Die Summe dieser Einzelspannungen ergibt die Gesamtspannung (1.7). Die
maximale Dehnung betragt 20 %, die bei einer Verschiebungsrate von 1 mm/s bzw. 10 mm/s
nach 20 Sekunden bzw. 2 Sekunden erreicht wird. Dies macht einen grofien Unterschied

fiir die einzelnen Spannungen der Maxwell-Elemente. In beiden Féllen wird die maximale
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Abbildung 3.4: Einzelne Spannungskomponenten fiir eine Verschiebungsrate von 10 mm/s

Spannung der Einzelfeder bei 200 MPa erreicht, allerdings zu unterschiedlichen Zeitpunkten.

Die maximalen Spannungswerte der Maxwell-Elemente sind jedoch bei einer langsameren

Verschiebungsrate von 1 mm/s viel geringer als bei einer schnelleren Verschiebungsrate. In
beiden Féllen wird das Maximum bei ¢ = £/¢ erreicht. In der Tabelle 3.11 sind die verschie-
denen Werte aufgefiithrt. Bei einer langsameren Verschiebungsrate sind die Spannungswerte
der Maxwell-Elemente iiber einen ldngeren Zeitraum ungleich Null, erkennbar am zweiten
Maxwell-Element in den Abbildungen 3.4 und 3.5. Da die Werte vor allen Dingen fiir das ers-
te Maxwell-Element aber so viel kleiner sind als bei einer hoheren Verschiebungsrate, werden
diese kleinen Werte viel leichter vom Rauschen {iberdeckt. Daher ist es ratsam, hohere Ver-

schiebungsraten zu verwenden. Aus diesem Grund beschrinken wir uns in den kommenden

Beispielen auf eine Verschiebungsrate von 10 mm/s.

j=1 j=2 j=3
cu=1 | 0;(6/2)| 04 1294 99
£.=10 | 0;(/2) | 4 8557 1848

Tabelle 3.11: Maximalwerte einzelner Spannungskomponenten mit langsamen und schnellen

Verschiebungsraten, die im Zeitpunkt ¢ = £/¢ eintreten
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Abbildung 3.5: Einzelne Spannungskomponenten fiir eine Verschiebungsrate von 1 mm/s
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3.6 Auswirkung der Erfolgswahrscheinlichkeit ¢ auf die Re-

konstruktion

Wie wir in Tabelle 3.10 bereits gesehen haben, fithrt die Erhohung von ¢ dazu, dass der Algo-
rithmus eine héhere Anzahl an Maxwell-Elementen bevorzugt, wie es durch den Prior gewollt
ist (vergleiche Kapitel 2.2.1). Doch wie empfindlich ist der Algorithmus diesen Anderungen
gegeniiber? Dies werden wir in dem folgenden Unterkapitel herausfinden.

Wir betrachten wieder den zweiten Versuch, der bereits in Abschnitt 3.4 beschrieben wurde
mit den Materialparametern aus Tabelle 3.7. Wir wissen bereits, dass der Bayes-Algorithmus
fiir ¢ = 0.1 diese Parameter sehr gut rekonstruieren konnte. Nun schauen wir uns das Ergebnis
fiir ¢ = 0.9 an. Bei einer maximalen Anzahl von M = 5 Maxwell-Elementen bevorzugt der
Prior po(n) somit eine hohere Anzahl, das heifit der Strafterm ¢g(n) ist monoton fallend und

somit am grofiten fir n = 1.

J 0 1 2 3 4 )
i 4998 0.130 0.130 4.161 3.698  0.502
Tj - 0.100 0.100 0.811 0.812 50.270

Tabelle 3.12: Rekonstruierte Parameter des 2.Versuchs durch den Bayes-Algorithmus mit
q=20.9

In Tabelle 3.12 sind die rekonstruierten Materialparameter fiir diesen Versuch aufgelistet. Wie
wir sehen kénnen rekonstruiert der Bayes-Algorithmus anstatt zwei Maxwell-Elementen fiinf
Elemente. Dies entspricht der Vorgabe des Priors. Da es zusétzlich leichter ist das Residuum
lo® — F(n,x)| fiir eine hohere Anzahl an Parametern zu minimieren, ist eine kleine Anzahl
an Maxwell-Elementen unplausibel.

Wenn wir verschiedene Werte fur die Erfolgswahrscheinlichkeit mit Schrittweiten von 0.1
durchtesten, so sehen wir, dass erst ab einer Gréfle von ¢ = 0.4 die korrekte Anzahl an
Maxwell-Elementen wieder rekonstruiert wird, siche Tabelle 3.13. Weitere Tests zeigen, dass

fiir alle Werte 0 < ¢ < 0.4 die Materialparameter verldsslich rekonstruiert werden.

i 0 1 2
pj 4998 7.923  0.502
7 - 0.807 50.241

Tabelle 3.13: Rekonstruierte Parameter des 2.Versuchs durch den Bayes-Algorithmus mit
q=04

Dies entspricht ebenfalls den Parametern, die wir fiir ¢ = 0.1 in Tabelle 3.8 erhalten haben.
Wir betrachten nun einen dritten Versuch in dem gleichen Setting mit € = 20%, &, = 10
mm/s und d,¢ ~ 1%. Wir dndern die Materialparameter ab, siche Tabelle 3.14, sodass wir
eine hohe Anzahl an Maxwell-Elementen vorgeben. Aulerdem muss wegen der ldngsten Re-
laxationszeit die Dauer des Experiments verlangert werden auf 7' = 10000 Sekunden. Hierbei

ist zu erwiahnen, dass die bisherigen Versuche durch eine Schrittgrée von At = 0.01 Sekun-
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den in der Zeit diskretisiert wurden. Das heifit, es gilt ¢; = i - At fiir ¢ = 0,..,m. Fiir eine
gesamte Zeitspanne von 0 bis T' = 100 Sekunden, erhalten wir somit 10001 Datenpunkte. Fiir
diesen Versuch miissen wir wie bereits erwdahnt eine ldngere Zeitspanne mit 7" = 10000 Se-
kunden wéhlen, da die ldngste Relaxationszeit 1200 Sekunden betrégt. Wenn wir die gleiche
Menge an Datenpunkten erhalten wollen, miissten wir hier also eine Schrittweite von At = 1
Sekunde wéhlen. Da allerdings der Einfluss des ersten Maxwell-Elements bereits nach zwei
Sekunden zu Null tendiert, wére diese Diskretisierung in jedem Fall unzureichend um alle
Materialparameter bestimmen zu kénnen. Daher wéhlen wir hier eine Diskretisierung von
At = 0.1 mit 100.001 Datenpunkten und vergleichen anhand dieser Daten die Auswirkung

der Erfolgswahrscheinlichkeit auf die Rekonstruktion.

j 0 1 2 3 4 5
Wi 1008 7 1 4 05
75 - 08 37 25 500 1200

Tabelle 3.14: Exakte Parameter z* zum 3.Versuch

Wir haben hier also einen Versuch mit vielen Maxwell-Elementen und wollen entgegen dieser
Pramisse eine Erfolgswahrscheinlichkeit wéihlen, die eine geringe Anzahl bevorzugt behandelt.

Daher wéhlen wir ¢ = 0.1 und sehen in Tabelle 3.15 das Ergebnis dieser Rekonstruktion.

J 0 1 2 3 4 )
i 10.000 8.427 7.011 0.893 4.077 0.419
T - 0.763 3.846 27.47 505.8 1282.5

Tabelle 3.15: Rekonstruierte Parameter des 3.Versuchs durch den Bayes-Algorithmus mit
q=0.1

Obwohl der Algorithmus geringe Anzahlen an Maxwell-Elementen bevorzugt, werden alle
Maxwell-Elemente und ihre Parameter gut rekonstruiert. Dies spricht wiederum dafiir, dass
es nicht moglich ist den Datenterm mit einer geringeren Anzahl an Maxwell-Elementen und
somit Parametern zu beschreiben. Die verrauschte Spannungskurve lésst sich in jedem Fall
leichter durch eine hohere Anzahl an Parametern annédhern. Es ist also ratsam eine geringe Er-
folgswahrscheinlichkeit ¢ zu wéhlen, sodass der Algorithmus eine geringe Anzahl an Maxwell-
Elementen bevorzugt. Auch Materialien mit einer hohen Anzahl an Maxwell-Elementen kén-

nen damit rekonstruiert werden.
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3.7 Regularisierung durch einen Strafterm beziiglich der Ma-

terialparameter

Wie bereits in Kapitel 2 erwdhnt, werden héiufig Strafterme in der Tikhonov-Philipps Re-
gularisierung verwendet, um stabilisierend auf die Parameter zu wirken. Fiir den Cluster-
Algorithmus war dies notwendig, damit dieser gute Rekonstruktionen bei verrauschten Daten
hervorbrachte, vergleiche [60]. Durch die Herleitung des Bayes-Algorithmus iiber die statis-
tische Inversionstheorie haben wir auf natiirliche Weise bereits einen passenden Strafterm
fiir die Anzahl der Maxwell-Elemente n gewonnen. Dadurch sehen wir auch eine erhebliche
Verbesserung der Rekonstruktionen durch den Bayes-Algorithmus im Vergleich zum Cluster-
Algorithmus.

Die einzigen Datensétze, aus denen auch der der Bayes-Algorithmus keine vollstdndige Re-
konstruktion der Materialparameter erhalten hat, sind diejenigen mit einer Verschiebungsrate
von &, = 1 mm/s. Dies ldsst sich natiirlich bei einem Versuchsaufbau leicht vermeiden. Nichts-
destotrotz wollen wir uns nun anschauen, ob wir einen zusétzlichen Strafterm beziiglich der
Materialparameter finden, der einen positiven Einfluss auf die Rekonstruktion hat.

Wir nutzen als Strafterm einen typischen Ansatz im Bereich der inversen Probleme mit
L2
hi(z) = Sl (3.6)

wodurch wir flir die Minimierung der Materialparameter bei fester Anzahl an Maxwell-

Elementen eine Tikhonov-Philipps Regularisierung [16, 38, 51, 63] der Form

- o 1 82 }
i Tonle) = min {GI1F@) = o' + afti(o) (3.7)

durchfithren. Der Parameter @ > 0 wirkt als Regularisierungsparameter und gleicht den

Einfluss des Datenterms und des Strafterms auf den Minimierer aus.

j 0 1 2 3
p; 10.000 3.765 3.765 1.117
T _ 3376 3.376 23.238

Tabelle 3.16: Rekonstruierte Parameter des 1.Versuchs fiir eine Verschiebungsrate £, = 1
mm/s durch den Bayes-Algorithmus mit zusétzlichem Strafterm (3.6) und ov = 0.5

In Tabelle 3.16 ist das Ergebnis des Bayes-Algorithmus mit dieser Regularisierung und einem
Regularisierungparameter o = 0.5 zu sehen. Wir sehen, dass der Algorithmus nun zwar drei
Maxwell-Element rekonstruiert, allerdings sind die Werte des ersten und zweiten Maxwell-
Elements gleich und das eigentliche erste Maxwell-Element (uj, ;) = (4,0.2) wird nicht
gefunden. Der Strafterm sorgt hier wie erwartet dafiir, dass groflie Werte bestraft werden.
Damit lasst sich auch die Verkleinerung des Wertes der Steifigkeit ps erklédren. Damit wir

mehr Fokus auf das erste Maxwell-Element legen, testen wir noch einen weiteren Strafterm
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der Form

1
Qo(x) = 57'12 (3.8)
Dadurch sollen grofle Werte der ersten Relaxationszeit bestraft werden. Da der Wert des
Strafterms hier auch viel kleiner ist als in (3.6), in dem die Norm der gesamten Materialpara-
meter in Betracht gezogen wurde, erhdhen wir entsprechend den Regularisierungsparameter

auf oo = 100.

J 0 1 2 3
mio 9.997  2.015 7.327  1.001
Tj - 0.100 3.621 25.190

Tabelle 3.17: Rekonstruierte Parameter des 1.Versuchs fiir eine Verschiebungsrate £, = 1
mm/s durch den Bayes-Algorithmus mit zusétzlichem Strafterm (3.8) und o = 100

In Tabelle 3.17 kénnen wir das Ergebnis zu diesem Versuch sehen. Wir kénnen eine erhebli-
che Verbesserung gegeniiber den Ergebnissen aus den Tabellen 3.9 und 3.16 sehen. Alle drei
Maxwell-Elemente werden rekonstruiert und auch das dritte Maxwell-Element wird durch die-
sen neuen Strafterm nicht mehr negativ beeinflusst. Das erste Maxwell-Element zeigt immer
noch eine gewisse Fehleranfilligkeit, auch wenn die Rekonstruktion bereits eine erhebliche

Verbesserung darstellt.

Es lasst sich abschlieflend sagen, dass die Empfehlung eine héhere Verschiebungsrate wie €,, =
10 mm /s zu verwenden auch bei einem zusétzlichen Strafterm gilt. Der Bayes-Algorithmus ist
auch ohne diese zusédtzlichen Strafterme in Bezug auf die Materialparameter ein stabiles Lo-
sungsverfahren. Wahrend der Cluster-Algorithmus sehr fehleranféllig gegeniiber verrauschten
Daten ist, hat der Bayes-Algorithmus einen klaren Vorteil bei der Rekonstruktion der Parame-
ter. Durch die statistische Inversionstheorie haben wir einen Prior konstruiert, der uns einen
auf das Problem zugeschnittenen Strafterm liefert. Dadurch bendtigt der Bayes-Algorithmus
auch keine zusétzliche Bedingung an die Relaxationszeiten und wir kénnen I flexibel wéhlen.
Durch die Erfolgswahrscheinlichkeit ¢ ist ein Parameter gegeben, der es ermoglicht die Re-
konstruktion entsprechend den Vorinformationen auf verschiedenen Strukturen anzupassen.
Dabei ist es im Allgemeinen ratsam einen kleinen Wert zu wihlen, um so eine geringe An-
zahl an Maxwell-Elementen bevorzugt zu behandeln. Auch eine héhere Anzahl kann somit

bestimmt werden, wenn es die Daten vorgeben.
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Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir das inverse Problem der Identifizierung von Materialparametern in
einer viskoelastischen Struktur betrachtet. Wir haben eine Einfithrung in die Rheologie und
das verallgemeinerte Maxwell-Modell zur Beschreibung viskoelastischer Materialien gegeben.
Eine grofie Herausforderung stellt die Tatsache dar, dass die Anzahl der Maxwell-Elemente im
verallgemeinerten Maxwell-Modell und daher auch die Anzahl der Materialparameter nicht
bekannt sind. Dies mussten wir als Teil des inversen Problems bestimmen. Daher haben
wir den Vorwértsoperator entsprechend auf einem kartesischen Produkt aus der Halbgruppe
der natiirlichen Zahlen N und dem Hilbertraum ¢?(N) konstruiert, um dieser Anforderung
gerecht zu werden. Dieses ungewo6hnliche Setting haben wir mithilfe der statistischen In-
versionstheorie gelost und damit ein Bayes-Verfahren hergeleitet, welches alternierend nach
einer Losung fir die Anzahl der Maxwell-Elemente und die Materialparameter sucht. Diese
Vorgehensweise entspricht der Minimierung eines Tikhonov-Funktionals mit einem speziel-
len Strafterm fiir die Anzahl der Maxwell-Elemente, welcher in Form des Priors aus dem
Bayes-Theorem hervorgeht. Dadurch konnten wir die bekannte Theorie zur Minimierung von
Tikhonov-Funktionalen nutzen, um diese auf die komplexe Konstellation des inversen Pro-
blems anzupassen. Das heifit, wir haben im ersten Schritt die lokale Schlechtgestelltheit und
die Regularisierung neu definiert, sodass sich diese fiir den Vorwartsoperator auf dem karte-
sischen Produkt N x ¢(N) eignet. Danach konnten wir die lokale Schlechtgestelltheit, sowie
die Existenz, Stabilitdt und Konvergenz einer regularisierten Losung des Bayes-Verfahrens
beweisen. Im Anschluss haben wir das neu entwickelte Verfahren an verschiedenen Datensét-

zen getestet und die hohe Qualitdt der Ergebnisse bestétigt.

Fiir zukiinftige Forschung wére der ndchste Schritt, den Bayes-Algorithmus anhand von realen
Messdaten zu testen. Eine Analyse verschiedener abgeschnittener Datensitze konnte inter-
essante Schlussfolgerungen fiir die praktische Anwendung bringen. Dies ist motiviert durch die
lange Dauer typischer Relaxationsexperimente bis die Grundelastizitdt mit herkommlichen
Auswerteverfahren bestimmt werden kann. Ebenso wére es denkbar anstatt Relaxationsver-
suche auch zyklische Versuche zur Bestimmung der Materialparameter zu nutzen. Alternativ
kédme auch die DMA, also die dynamisch-mechanische Analyse in Frage. In beiden Fillen
miisste die Spannungskurve neu berechnet werden, da die Lésung der Evolutionsgleichung
zur Bestimmung der inelastischen Dehnungen der einzelnen Maxwell-Elemente die Dehnungs-
kurve eines Relaxationsversuchs einbezieht.

Des Weiteren kame auch eine komplexere Modellierung in Frage, indem man anstelle von

konstanten Relaxationszeiten nichtlineare Relaxationszeitfunktionen betrachtet, die abhén-
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gig von der Dehnung oder der Dehnrate sind.

Aus mathematischer Sicht wére es denkbar, die Theorie auf eine allgemeine Form zu {ibertra-
gen, sodass der Vorwartsoperator auf den Rdumen N x X arbeitet, wobei X einen beliebigen
Hilbertraum oder einen Banachraum beschreibt. Dadurch kénnte man eine Vielzahl von Pro-

blemen mit der in dieser Arbeit vorgestellten Theorie abdecken.
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