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Abstract

COMTES is a parametric Knuth-Bendix completion procedure that is particularly suited for
efficiency experiments: Various critical pair methods, different reduction strategies and
several term orderings are available. This paper describes these methods.

COMTES ist eine Softwareumgebung zur Vervollstandigung von Termersetzungssystemen.
COMTES stellt ein Experimentalsystem dar, das von verschiedenen Parametern abhangt:
von mehreren Methoden zur Auswahl kritischer Paare, einigen Reduktionsstrategien und
von diversen Termordnungen. Der vorliegende Bericht beschreibt diese Verfahren anhand

threr Implementierungen.

Vorwort

Termersetzungssysteme gewinnen immer mehr an Bedeutung, da sie ein allgemeines
Modell fur nicht-deterministische Berechnungen darstellen. Klassische Anwendungsbereiche
sind u. a. das Theorembeweisen, Programmuverifikation und die Spezifikation von abstrakten
Datentypen. Zwei Eigenschaften von Termersetzungssystermen sind dabei von zentraler Be-
deutung: die Eindeutigkeit und die Terminierung. Der Prozefl der Vervollstandigung ermég-
licht es in manchen Fallen, diese Charakteristika zu garantieren. Er hat jedoch den Nachteil,
daBl er nicht immer terminiert.

Die aktuelle und hier dokumentierte Version (22) des COMTES-Systems ist das Ergebnis
intensiver Forschungen auf dem Gebiet der Termersetzungssystermne. Die Implementierung
eines Prototyps war Aufgabe einer Projektarbeit im Sommersemester 1984, durchgefiihrt im
Fachbereich Informatik der Universitat in Kaiserslautern ([WS841). In den Jahren 1985 und
1986 wurde diese Grundversion ausgebaut. Zwei Aspekte hatte man sich zum Ziel dieser
Erweiterung gesetzt: Effizienzsteigerung und Aufbau eines Experimentalsystems. Im Rahmen
zweler Diplomarbeiten wurden u.a. verschiedene Reduktionsstrategien ([Wa86)) und mehrere
Termordnungen ([St86D) integriert. Zu dieser Zeit war das Systern noch in Pascal geschrieben
und stand auf einer VAX unter VMS zur Verfigung. Danach wurde es, unter finanzieller
Unterstitzung des Sonderforschungsbereichs 314, auf Apollo unter Aegis portiert. Als Pro-
grammiersprache wurde Common-Lisp ausgewahlt. Nach Beendigung dieser Installation,
Ende 1987, kamen einige Verfahren zur Verringerung der Anzahl zu erzeugender kritischer
Paare hinzu ([S0881. Die Untersuchung von Termordnungen ([St881) lieferte einige Resultate
zur Verbesserung der bereits implementierten Techniken. Diese wurden im Systern um-
gesetzt. Abschliefend wurden, wiederum im Rahmen einer Projektarbeit ([Pa89], siehe auch
[(Ze89D, Anfang des Jahres Polynomordnungen zur Verfigung gestellt.

Dieser Bericht stellt eine Zusammenfassung der Charakteristiken des COMTES-Systems dar
(Die Kapitel 4 und 5 sind teilweise den entsprechenden Projekt-/Diplomarbeiten entnommen).
Er soll zum einen als Anleitung zum Gebrauch von COMTES dienen, zum anderen Unter-
stutzung beim Entwurf einer neuen Vervollstandigungsumgebung bieten.



Eine kompakte Darstellung theoretischer Grundlagen (Kapitel 1) weist auf die Problem-
bereiche beim Vervollstandigen von Termersetzungssystermmen hin. Der Uberblick Uber die
Struktur von COMTES soll deutlich machen, welche Fragestellungen angegangen werden
(Kapitel 2). Das dritte Kapitel stellt den globalen Rahmen (den Vervollstandigungsalgorithmus)
von COMTES vor. Den Parametern des Systems sind die Kapitel 4 bis T gewidmet. Das
Protokoll einer Sitzung ist in Kapitel 8 enthalten (ein Katalog von Beispielen ist in
Bearbeitung). Kapitel 9 konnen Details Gber die Implementierung (zB. verwendete Daten-
strukturen) entnommen werden.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Manuela Gaf3, Rita Kohl und Inger Sonntag bedanken,
deren Unterstitzung und kritischen Kommentare das Zustandekommen dieser Arbeit wesent-
lich erleichtert haben.
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]l Theoretische Grundlagen

11 Motivation

Haufig werden Strukturen, in denen man rechnen mochte, durch definierende Gleichun-
gen beschrieben. Die Beschreibung geschieht so, da8 man Namen fir Operationen angibt,
die in der Struktur realisiert werden sollen, und dafl man durch Cleichungen die Wir-
kungsweise der Operationen und ihre gegenseitige Abhangigkeit festlegt. Dabei ergibt
sich die Frage, ob zwei Ausdricke im Rahmen des erzeugten Gleichungssystems aquiva-
lent sind. Dieses Problem heifit das Wortproblem und ist von fundamentaler Bedeutung
far das effektive Rechnen in Strukturen.

Wie 1aBt es sich 16sen? Offenbar gilt s = t genau dann, wenn sich s durch Anwendung
der Gleichungen in t UberfUhren lafit. Der Test, ob dies mdglich ist, erscheint recht auf-
wendig. Da jede Gleichung von rechts nach links und von links nach rechts gelesen
werden kann, mufl auf jeden Fall verhindert werden, dafl der Test in eine unendliche
Schleife lauft. Wir 16sen dieses Problem gewaltsam dadurch, da8 wir die Gleichungen nur
noch in einer Richtung anwenden, dh. wir machen aus dem Gleichungssystem ein

Regelsystem.

Anschaulich ist fir jede Regel die rechte Seite einfacher als die linke. Wir nennen die
Anwendung einer Regel auf einen Ausdruck einen Reduktionsschritt und definieren die
Reduktionsrelation = : s = t falls es eine Regel | = r gibt deren linke Seite in s vor-
kommt und t aus s entsteht, indem man 1 durch r ersetzt. Die Relation = ist so definiert,
dafl s und t die gleichen Ausdricke darstellen.

Nun gilt fur die Losung des Wortproblems: Lassen sich s und t in endlich vielen ==-Schritten
auf ein gemeinsames Element reduzieren, so ist s = t. Dieses Ergebnis ist noch unbefriedigend,
da es unklar ist, wie man entscheidet, ob sich s und t auf ein gemeinsames Element reduzieren
lassen. Konnte man gewabhrleisten, dafl sich jeder Ausdruck s auf genau eine berechen-
bare 'Normalform' s (nicht mehr zu reduzierender Ausdruck) reduzieren 1at, so gilt s =t
genau dann, wenn § und ! Ubereinstimmen. Diese Eigenschaft kann garantiert werden,
falls man das Regelsystem als terminierend (es gibt mindestens eine Normalform) und
konfluent (es existiert hochstens eine Normalform) nachweist.

Eine Ordnung > - eine zweistellige, irreflexive und transitive Relation - ermoglicht den
Nachweis der Terminierung, falls jede linke Seite einer Regel grofler (bzgl. >) ist als die
entsprechende rechte Seite.

Die Eigenschaft der Eindeutigkeit der Reduktionen kann mittels des Konzepts der kritischen
Paare gezeigt werden, d.h. alle Ausdriicke (Uberlappungen durch unifizierbare linke Seiten
von Regeln) von denen jeder auf zwei verschiedene Ausdriicke (in einem Schritt) reduziert
werden kann (kritisches Paar), missen untersucht werden. Das Regelsystem ist konfluent,
falls alle diese kritischen Paare auf jeweils einen gemeinsamen Nachfolger reduziert werden
konnen.



Ist ein Regelsystem nicht konfluent, versucht man es in ein dazu aquivalentes, konfluen-
tes zu transformieren. Dies ist mit Hilfe des sogenannten Vervollstandigungsalgorithmus’
von Knuth und Bendix moglich, indem nicht konfluente kritische Paare in (terminierende)
Regeln umgewandelt und zum initialen Regelsystem aufgenommen werden. Anschliefiend
missen, unter Berucksichtigung dieser neu entstandenen Regeln, weitere kritische Paare
generiert und der gesamte Prozefl wiederholt werden.

Der Knuth-Bendix Algorithmus ist fir spezielle Regelsysteme, sogenannte Termersetzungs-
systeme, entwickelt worden. In den folgenden Abschnitten folgt deshalb die Ubertragung
(und konkrete Definition) der abstrakten Begriffe auf Termersetzungssysteme.

1.2 Terme

Ein Termersetzungssystem uber einer Menge I' von Termen ist eine Menge von Regeln |, > 1
und wird deshalb auch Regelsystem genannt. Die 1, und r; sind Terme aus I'. Ein Term
besteht aus einer Aneinanderreihung von Funktionssymbolen und Variablen. Die Menge
der Funktionssymbole sei durch § gekennzeichnet, die der Variablen durch ®B. Infolgedessen
ist die Menge T’ der Terme durch § und B bestimmt und wird deshalb im weiteren mit
[(Z.B) bezeichnet. Die Teilmenge I'(§.2) wird als Menge der Crundterme bezeichnet.

Das fUhrende Funktionssymbol eines Terms t wird Topsymbol genannt: top(t). Args(t) ist die
Menge der Argumente von t (direkte Teilterme). Die Teilterme eines Terms sind der Term
selbst und die Teilterme seiner Argumente. Variablen und Konstanten haben nur sich selbst
als Teilterm. Eine Teiltermposition oder Stelle ist eine endliche Folge von nicht negativen
ganzen Zahlen, die durch '.! getrennt werden. Die leere Sequenz ¢ entspricht dem vollstandigen
Term. Ist {(t...t ) der Teilterm an der Position i, so steht tj an der Stelle i,j. Die Menge
aller Stellen eines Terms t wird durch Ot) abgekurzt. t/u ist der Teilterm von t an der
Stelle u. tlu< sl bezeichnet den Term, der aus t entsteht, indem t/u durch s ersetzt wird.

Ein Termersetzungssystem legt fest, welche Terme durch welche anderen Terme ersetzt
werden durfen. Eine Regel | = 1 kann auf einen Term t angewendet werden, falls es eine
Substitution ¢ - Ersetzung von Variablen durch Terme aus I'(.B) - und eine Stelle u in t
gibt, sodaB8 t/u = o). Die Anwendung der Regel | > 1 auf t wird ausgefihrt, indem t/u
durch o@) ersetzt wird: t = slu< o)l Wir schreiben s = t falls t auf die beschriebene
Art aus s herleitbar ist und sagen, daf8 s zu t reduziert werden kann. Kann t nicht weiter
reduziert werden, so ist t irreduzibel und wird als Normalform bezeichnet.

1.3 Terminierung und Konfluenz=

Es ist mdglich, daf ein Term unendlich oft reduziert werden kann, also gar keine Normal-
form besitzt. Hat ein Termersetzungssystem (Regelsysterm) R die Eigenschaft, daB keine
unendliche Kette von Reduktionen existiert, so heifit R noethersch. Leider ist diese Eigen-
schaft im allgemeinen unentscheidbar, sogar fur den Fall daB8 R nur aus einer Regel besteht.
Es gibt jedoch einige Verfahren die eine Losung des Problems in vielen Fallen zulassen.



Sie basieren auf der Idee, da8 die Reduktionsrelation = eines Regelsystems in einer wohl-
fundierten Ordnung auf Termen enthalten ist. Eine (Partial-) Ordnung auf I'(§.&) ist eine
transitive und irreflexive Binarrelation > und heifit wohlfundiert, falls es keine unendlichen
Ketten von Termen gibt. Um die Inklusion '= < >' zu gewahrleisten, mussen alle (unend-
lich viele) Ableitungen (bzgl. =) getestet werden. Um diesen Test zu vermeiden, verwenden
wir Reduktionsordnungen. Eine Reduktionsordnung > ist eine wohlfundierte Partialordnung,
die kompatibel mit der Termstruktur ist, d.h.

t, >t impliziert  slu<t ]l > slu<t,]

1 2

fir alle s, t;. t, € (F.E) und u€ OG6).

Auf der Basis von Reduktionsordnungen lafit sich die Terminierung von Termersetzungs-
systemen auf folgende Art beweisen: Ein Termersetzungssystem R Uber (. B) terminiert
(d.h., ist noethersch) genau dann, wenn es eine Reduktionsordnung > auf I'(F.&) gibt,
sodaBo () > o() fir jede Regel 1 = r und jede Substitution o. Dieses Theorem weist auf
ein weiteres Problem hin: Stabilitat gegenuber Substitutionen, d.h. es sind i.a. unendlich
viele Tests durchzufuhren. Deshalb fordern wir von einer Reduktionsordnung, daf sie
auflerdem noch abgeschlossen ist gegenuiber Substitutionen, d.h.

s >t impliziert o) > (), fur alle o.

Eine Klasse von Termordnungen, die diese Eigenschaften erfillt, ist die Simplifikations-
ordnung. Eine Partialordnung heifit Simplifikationsordnung, falls sie folgende zwei Eigen-
schaften besitzt:

Kompatibilitat bzgl. der Termstruktur und
Teiltermeigenschaft (jeder Term ist groBler als jeder seiner echten Teilterme).

Eine Simplifikationsordnung hat gegenlber einer Reduktionsordnung den Vorteil, daB sie
noethersch ist. Das COMTES-System stellt sieben verschiedene Simplifikationsordnungen
zur VerfUgung. Sie werden in Kapitel 6 ausfUhrlich beschrieben.

Ein teminierendes Regelsystemn kann also nur in Zusammenhang mit einer Ordnung ge-
sehen werden. Wenn ein Regelsystem terminierend ist, kann man zu jedem Term minde-
stens eine Normalform bestimmen. Oft konnen Terme aber nicht eindeutig reduziert wer-
den, sondern es gibt innerhalb des Terms mehrere Stellen, an denen eine Regel anwend-
bar ist. Dies fihrt haufig dazu, daB ein Term mehrere Normalformen besitzt. Die Konfluenz
der Reduktionsrelation impliziert nun, dafl das Ergebnis der Reduktion unabhangig von der
Reduktion in den einzelnen Schritten ist.

Zwei Terme t|, t, € I(F.B) heifen konfluent, wenn es einen Term s gibt, sodaB tlé» s
und t, 25 5. (Schreibweise: 4 § ty &£ ist die reflexive und transitive Hiille von =)
= heiBt konfluent, falls aus s == t, und s =5 t, folgt: t, | t, fir alle t. t,. s € [(F.B).
= heifit lokal konfluent, falls aus s = t, und s = t folgt: t; | t, fur alle .t s € TEB).



Das 1942 entwickelte Newman-Lemma legt die Beziehung zwischen den Begriffen 'Konfluenz'
und 'lokaler Konfluenz' fest: Ein noethersches Regelsystem ist genau dann konfluent, wenn
es lokal konfluent ist. Es zeigt sich, dafl in vielen Fallen der Nachweis der lokalen Konfluenz
einfacher ist als der der Konfluenz. Notwendig sind nun hinreichende Bedingungen fir die
lokale Konfluenz. Die, von Knuth und Bendix entwickelten, kritischen Paare stellen eine
solche Moglichkeit dar. Das Knuth-Bendix Theorem legt folgende Beziehung fest: Ein
noethersches Regelsystem ist genau dann lokal konfluent, wenn alle kritischen Paare
konfluent sind. Im folgenden werden wir die Definition eines kritischen Paares angeben.

Zwel Regeln 1 = r und 1' = r' Uberlappen sich, wenn es eine Stelle u € O() und eine
Substitution o (Unifikator) gibt mit: 6()/u = 6("). Der Term o(1) wird Uberlappung (Superposition)
genannt. Er kann mit der Regel 1 = r an der Stelle € und mit der Regel I' > ' an der
Stelle u reduziert werden. Das Termpaar o), cDlu <« oG] wird als kritisches Paar

bezeichnet.

Buchberger verfolgte das Ziel, die hinreichende Bedingung fir die (lokale) Konfluenz
noetherscher Regelsysteme noch weiter abzuschwachen als Newman. Aufbauend auf dem
Begriff 'verbunden unterhalb' formulierte er diese Abschwachung. Zwei Terme tot, € TEB)
heifien verbunden unterhalb s € I(§.B), falls es Terme s, gibt mit t| = sy & 5, =
w & s_=tyund s >s; (> ist eine Partialordnung). Wir driicken diesen Sachverhalt durch
t1<<i—?> t, aus. Mittels dieses Konzeptes kann das Newman Lemma wie folgt abgeandert
werden (‘Generalized Newman Lemma'): Ein noethersches (> Partialordnung) Regelsystem
ist genau dann (lokal) konfluent, wenn aus s ==t und s = t, folgt t, <<*:S> t, fur alle
s. 1. t, € I(§. V). Das zusatzliche Einbeziehen von kritischen Paaren ermoglicht eine neue
Definition des Knuth-Bendix Theorems ('Generalized Knuth-Bendix Theorem'): Ein noethersches
(> Partialordnung) Regelsystermn ist genau dann (lokal) konfluent wenn fur alle kritischen
Paare (t . t)) gilt, daB ¢ % t, wobei s ¢ I'(§.B) die zugehdrige Uberlappung ist.

Winkler und Buchberger, Kichlin, Kapur und Musser und Narendran entwickelten daraus
Konfluenzkriterien, welche der Verminderung der zu bearbeitenden kritischen Paare die-
nen. Sowohl diese Methoden als auch die klassische Art nach Knuth und Bendix sind im
COMTES-System implementiert und werden in Kapitel 4 vorgestellt.

In einem konfluenten und noetherschen Regelsystem R ist die Normalform eines Terms
eindeutig bestimmt. R wird deshalb auch eindeutig terminierend genannt.

1.4 Vervollstandigungsalgorithmus

Um Regelsysteme sinnvoll einsetzen zu konnen, ist es unbedingt notwendig, daB sie ein-
deutig terminierend sind. Da dies aber oft nicht der Fall ist, gibt es eine Maglichkeit, ein
gegebenes System in ein eindeutig terminierendes zu transformieren.

Durch ein Regelsystern ist auch in eindeutiger Weise eine Aquivalenzrelation auf den
Termen definiert. Danach sind zwei Terme &aquivalent, wenn einer aus dem anderen
durch mehrfaches Ersetzen von Cleichem durch Cleiches entsteht. Was bedeutet es nun,



daB jeder Term eine eindeutige Normalform besitzt? Es bedeutet, daf es in jeder Aquiva-
lenzklasse ein Element gibt, das bzgl. der vorgegebenen Ordnung minimal ist. Dieses
Element ist die Normalform aller Terme dieser Aquivalenzklasse.

Wirde man ein nicht eindeutig terminierendes Termersetzungssystem so erweitern, dafl
man Regeln hinzunimmt, die alle Terme jeweils auf das kleinste Element ihrer Aquiva-
lenzklasse reduzieren, so hatte man das Systern in ein aquivalentes, eindeutig terminie-
rendes Termersetzungssystem transformiert. Diese Strategie verfolgt der sogenannte Ver-
vollstandigungsalgorithmus von Knuth und Bendix.

Die Aufgabe des Algorithmus’ ist es, alle kritischen Paare zu bestimmen und zu Uberprufen,
ob sie konfluent sind, dh. ob die Normalformen beider Seiten identisch sind. Sind alle
kritischen Paare konfluent, so ist auch das Regelsystem konfluent. Sind die Normalformen
s, t eines kritischen Paares nicht identisch, so wird eine neue Regel gebildet: Ist s > 1
(bzgl. der Ordnung >), so entsteht die neue Regel s > 1. Ist T > 5, so heifit die neue Regel
t > s. Sind die Terme s und t unvergleichbar, so stoppt der Algorithmus.

Die, auf diese Weise aus allen kritischen Paaren generierten, neuen Regeln werden zum
initialen System hinzugefugt und der ganze Proze wiederholt. Dies bedeutet, daB das
eindeutig terminierende Regelsystem schrittweise aus dem initialen Regelsystem gewonnen
wird, indem Systeme R; generiert werden, die sich von R, | durch Hinzunahme neuer
Regeln unterscheiden. Diese Iteration wird erst abgebrochen, wenn keine kritischen Paare
mehr gebildet werden kénnen (dh. R, ; = R).

Dieser Algorithmus kann in einfacher Art und Weise als Inferenzsystem dargestellt werden
(siehe Bachmair). Im folgenden sei > eine beliebige Reduktionsordnung, G eine Menge von
Gleichungen (kritische Paare) und R ein Termersetzungssystem =R < >

. Orientieren einer Gleichung :

Gufs=t R

falls s >t
G, Ruils >t}

- HinzufUgen eines kritischen Paares :

GC. xR

falls s =1 = t

Gufls=t, R
5 Simplifizieren einer Gleichung :

G uis

"

th . R

falls S :><.R r

Guilr=t . R



Léschen einer trivialen Gleichung :

Guit=1. R

C. R

Im COMTES-System ist die Version von Huet implementiert. Eine Beschreibung folgt in
Kapitel 3.



2 Aufbau des Systems

21 Die Komponenten von COMTES

COMTES steht fur 'COMpletion of TErm rewriting Systems'. Der Kern des COMTES-Systemns
ist ein Vervollstandigungsalgorithmus a la Huet, d.h. ein Einzelschrittverfahren. In diesem
Verfahren entsteht ein neues Regelsystem aus einem vorhandenen durch Hinzunahme
einer einzigen neuen Regel, die aus einem kritischen Paar gewonnen wurde. Im Gegensatz
dazu, erzeugt das Gesamtschrittverfahren alle kritischen Paare eines Regelsystemns.

COMTES wurde als Experimentalversion konzipiert und verfigt somit Uber eine Reihe
von Parametern. Diese sind im folgenden Diagramm aufgelistet:

Einzelschrittverfahren

A 4 y
Reduktions-| Verfahren zur Generie- Term-
strategien rung kritischer Paare ordnungen

Neun verschiedene Reduktionsstrategien: Will man zu einem gegebenen Term eine Nor-
malform bilden, wird dieser solange reduziert, bis keine Regel mehr anwendbar ist. Eine
Reduktionsstrategie legt dabei genau fest, in welcher Reihenfolge die einzelnen Reduktions-
schritte ausgefuhrt werden. In Abhangigkeit dieser Reihenfolge, werden funf verschiedene
(davon eine triviale, nicht deterministische) Strategien unterschieden. Die Effizienz von vier
dieser Methoden wird noch durch Hinzunahme von Marken (Kennzeichnung irreduzibler
Teilterme) gesteigert.

Sechs Verfahren zur Generierung kritischer Paare: Ein Hauptbestandteil des Vervollstandi-
gungsalgorithmus’ ist die Bildung kritischer Paare. Es wird versucht, die linke Seite einer
Regel mit der linken Seite einer anderen an irgendeiner Stelle zu Uberlappen. Existiert eine
solche Uberlappung, so wird das dazugehdrige kritische Paar gebildet. Es stehen die
klassische Methode (nach dem 'Newman Lemma') und drei weitere Methoden (nach dem
'generalized Newman Lemma") von Kapur, Kichlin und Winkler zur Verfigung. Neben
diesen bekannten Kriterien wurden jeweils Weiterentwicklungen des Kuchlinschen bzw.
Winklerschen Ansatzes realisiert.

Sieben Termordnungen: Es wurden bereits viele Verfahren zur Uberprifung der Terminie-
rung entwickelt. Simplifikationsordnungen reprasentieren einen wesentlichen Teil dieser
Methoden. Die Implementierung umfafit sieben Termordnungen aus den Bereichen der
Pfadordnungen, Dekompositionsordnungen und Polynomordnungen.



Weitere Parameter: Die Grundversion des Knuth-Bendix Algorithmus’ kann verbessert werden,
indem das Regelsystemn immer so klein wie moglich gehalten wird. Das Regelsystem soll
aus einer minimalen Anzahl von Regeln bestehen und die linke und rechte Seite jeder
Regel soll bzgl. der Regelmenge irreduzibel sein. Ein Regelsystern mit dieser Eigenschaft
heifit interreduziert (normiert). Der Prozefl der Interreduktion kann optional dazugeschaltet
werden. Ist er zugeschaltet, so sind die beiden Seiten aller Regeln irreduzibel. Dieses
Phanomen wird ausgenutzt um alle Teilterme der beiden Seiten jeder Regel zu markieren.
Bildet man ein kritisches Paar zwischen zwei Regeln eines interreduzierten Regelsystemns,
so kann dieses nur an den nicht markierten Stellen reduzierbar sein. Diese Einschrankung
der Testmenge der zu reduzierenden Terme (Markierung kritischer Paare) wird bei ein-
geschalteter Interreduktion automatisch durchgefihrt.

Wenn ein kritisches Paar gebildet wurde, so werden Normalformen der beiden Seiten be-
stimmt und diese mit der vorgegebenen Ordnung verglichen. Das sogenannte Postponing
lapt die Moglichkeit zu, unvergleichbare Paare zunachst zurickzustellen und erst zu ei-
nem spateren Zeitpunkt wieder zu verarbeiten. Dieses Konzept kann somit als Verfeine-
rung der Ordnung angesehen werden. Es vermeidet in manchen Fallen den Abbruch des
Vervollstandigungsalgorithmus'.

Ein weiteres Hilfsmittel zur Vermeidung des Abbruchs ist die Verwendung neuer Operatoren.
Sind zwel Terme t; und t, eines kritischen Paares unvergleichbar, so werden sie auf einen
Term t abgebildet. D.h., die Regeln t; > t und t, > t werden aufgenommen. Der Term t
wird, mittels eines neuen Funktionssymbols, so konstruiert, da8 er mit t; und t, vergleichbar
Ist.

Eine effektive Ausnutzung aller vorgestellten Verfahren legt nahe, COMTES nicht nur zur
Vervollstandigung zu benutzen. COMTES liefert auflerdem auch unabhangige Werkzeuge
zum Vergleich und zur Reduktion von Termen. Das gesamte COMTES-Systern hat somit
folgende Struktur:

0 DEE

Vervollstandigung

1L N I

Reduktion Terminierung




2.2 Die Eingabe wvon COMTES

Der Vervollstandigungsalgorithmus transformiert ein beliebiges Regelsystern in ein eindeutig
terminierendes. Folglich besteht die Eingabe fur das COMTES-System aus einem
Termersetzungssystem. Um die Korrektheit der Syntax dieses Systems Uberprufen zu konnen,
missen weitere Informationen vom Benutzer zur VerfUgung gestellt werden. COMTES
verlangt als Eingabe eine Spezifikation. Eine Spezifikation ist ein Paar (sig. G) wobei G
eine Menge von Gleichungen und sig eine Signatur bezeichnet. Ein Tripel (S, §. 1) heifit
Signatur, falls S eine Menge von Sorten, § die Menge der zugeordneten Funktionssymbole
und t eine Stelligkeitsfunktion ist. t© gibt die Stelligkeit sowie den Definitions- und Werte-
bereich der Funktionssymbole an, dh. t: § > S* ) - s,..5_ s genau dann, wenn f € §
n Eingabeelemente der Sorten s,...s und als Ausgabe ein Element der Sorte s besitzt.

Anstatt eines Gleichungssystems G benotigt COMTES ein Regelsystem R. Dadurch ist es
dem Benutzer moglich, direkt gewunschte Richtungen von Gleichungen festzulegen. Diese
Art einer Spezifikation mufi in Form einer Datei vorliegen (die Namen der Spezifikation
und der Datei mussen Ubereinstimmen), die von einem separaten Werkzeug - dem Parser -
auf eventuelle Fehler hin durchsucht wird. Der Parser geht von einer speziellen Eingabe-
sprache aus. Er ubersetzt eine Spezifikation dieser Sprache in eine interne Darstellung, die
dem COMTES-System als Eingabe dient. Die Eingabesprache sieht folgendes Aussehen einer

Spezifikation vor:

SPEC <spec>
SORTS <sorts>
OPS <ops>
RULES <rules>
ENDSPEC

SPEC ist der Name der Spezifikation. Dieser mufl mit dem Namen (ohne Suffix 'spec') der
zugehorigen Datei identisch sein. SORTS gibt alle verwendeten Sorten an. OPS enthalt die
Namen und Stelligkeit sowie die jeweils bendtigten Sorten der Funktionssymbole
(Signatur). RULES ist die Menge der Regeln (das Termersetzungssystem). Das Schlisselwort
ENDSPEC schliefit eine Spezifikation ab. Danach konnen Kommentare angegeben werden.

Im folgenden wird die Syntax der Eingabesprache beschrieben:

<spec> = <atom>

<sorts> = <sort> [, <sorts>]

<sort> = <sexpr>

<ops> = <fun-def>*

<fun-def> = <atom> : <sort>™ --> <sort>
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<rules> = <rule>™
<rule> = <term> --> <term>
<term> = <atom> | <atom> (<term> [ , <term>D

Die Ausdricke <atom> und <sexpr> sind der Programmiersprache LISP entnommen. Die
kleinste syntaktische Einheit in LISP wird mit <atom> bezeichnet, d.h. <atom> := <literal> |
<nat> | <nat> . <nat>. Atorme sind also alle Objekte die keine CONS-Zellen sind. <sexpr>
beschreibt einen LISP-Ausdruck (s-expression) der Form <atom> | (<sexpr>™) | (<sexpr>" .
<sexpr>).

Die Syntax der eingegebenen Sperzifikation wird gemafl den oben angegebenen Richt-
linien uUberpruft. Ferner werden folgende Tests durchgefihrt:

Existiert die im Aufruf angegebene Spezifikation?

Stimmmt der Spezifikationsname (der SPEC-Klausel) mit dem Namen der Datei Uberein?

Sind alle SchlUsselworter syntaktisch korrekt und ist ihre Reihenfolge fehlerlos?

Wurden verwendete Sorten definiert?

Ist jeder Operator genau einmal deklariert worden?

Fur jedes, in den Regeln vorkommende, Funktionssymbol f wird folgendes getestet:

- Istfin der Signatur definiert? Ist es nicht definiert, so handelt es sich um eine Variable.

- Stimmt die Anzahl der Argumente von f mit der in der Signatur definierten Uberein?

- Stimmen die Eingabesorten der Argumente mit denen in der Signatur angegebenen
Uberein?

- Stimmen die Sorten der linken und rechten Seite jeder Regel Uberein (d.h. ist die
Ausgabesorte korrekt)?

Wurden alle Tests erfolgreich beendet, d.h. ist kein Fehler aufgetreten, so wird die interne
Darstellung der Spezifikation generiert. Dabel wird als wesentliche Idee die LISP-Liste
verwendet. Die geparste Spezifikation liegt als eine Liste vor. Die Terme werden wie folgt
dargestellt:

intern(x) = X falls x €8
intern(a) = (a) falls a eine Konstante ist
intem(f(t1 ..... tn))

6} intem(tl) intern(tn)) sonst

Eine vollstandige Spezifikation hat als interne Darstellung folgende Gestalt (die entsprechende
externe Darstellung ist auf der linken Seite angegeben):

SPEC  specification ((SPEC specification)

SORTS  sort; .. sort | (SORTS  sort; ... sort)

OPS 28 o B, TP 8l (OPS € 8 o« S She
fors] wospe = sy’ Ay s; wosp spy)
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RULES t -—> 4 (RULES (intern(t)) intern(t; )
(specification 1))

by === &, (intern(t,) intern(t;)
(specification 2))

)

An einem Beispiel werden die Eingabeanforderungen deutlich gemacht. Das Gleichheits-
pradikat Uker den natirlichen Zahlen wird spezifiziert. Dazu sind die Sorten boolean und
natural numbers notwendig, sowie die Operatoren true und false, O und s (successor: s(x) = x+1).
Die Sperzifikationsdatei nat-equalspec enthalt die folgenden Angaben:

SPEC nat-equal -

SORTS bool |, nat

OPS true , false : -—>  bool
0 : -—> nat
s : nat -—> nat
eq : nat nat -—> bool

RULES eq©® , O --> true
eq(C , s(y) --> false
eqsx) , O --> false
eqlstx) , sty -—> eqlx ., y)

ENDSPEC

Der Parser liefert folgende Ausgabe:

( (SPEC NAT-EQUAL)
(SORTS NAT BOOL)
(OPS (TRUE BOOL)

(FALSE BOOL)

(O NAD
(5 NAT NAT
(EQ NAT NAT BOOL)»
(RULES ((EQ (©O) (O» (TRUE) (NAT-EQUAL 12

((EQ @ G YN (FALSE)) (NAT-EQUAL 2%
((EQ (5 XN (FALSE)) (NAT-EQUAL 30
WEQ G X) 5 Y» (EQ X YN (NAT-EQUAL 4»

Aufler dem initialen Regelsystem, das auf Syntaxfehler Gberpriift wird, muf der Benutzer
zu Beginn jedes Vervollstandigungsprozesses iiber Tastatur einige Parameter vorbelegen.
Dies sind im einzelnen:
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completion | comparison | reduction :
Soll ein System vervollstandigt werden oder sollen Terme verglichen bzw. reduziert
werden ?

Auswahl der Reduktionsstrategie (siehe Kapitel 5).

Auswahl der Ordnung, der Vorordnung, des Status’ bzw. der Gewichtsfunktion
(siehe Kapitel 6).

Verfahren zur Bildung kritischer Paare (siehe Kapitel 4).
Wird Interreduktion gewunscht (siehe 7.1) ?

Sollten unvergleichbare kritische Paare generiert werden, so kann der Benutzer in
den Vervollstandigungsprozess eingreifen (siehe 7.2 - T7.4).

Interrupt:
Der Benutzer hat zu jeder Zeit die Moglichkeit, die laufende Vervollstandigung
zu unterbrechen, durch Eingabe von 'i <return>'. Er kann dann einige Informationen
uber die derzeitige Situation der Vervollstandigung abrufen (siehe auch 2.3 und
Kapitel 8).

2.3 Die Ausgabe von COMTES

Das COMTES-System produziert sowohl wahrend als auch nach Beendigung jedes Vervoll-
standigungsprozesses eine Vielfalt von Ausgabedaten.

Ausgabe auf Bildschirm

Zu Beginn jeden Laufs (nach Angabe der Termordnung und einigen anderen Parametern)
wird das initiale Regelsystem ausgegeben:

initial rule system

(rule 1) l1 > 1

Die Berechnung kritischer Paare wird durch Ausgabe der aktuellen Regel angezeigt:

ang computing critical pairs with  ann

(ule 1): I, =1

1 1
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Wurde aus einem kritischen Paar eine Regel erzeugt, so erscheint auf dem Bildschirm

folgende Meldung:

4+ new rule  +++
rule 1, rule 2 — (rule 4): 14 > 1,

wobei genau spezifiziert wird, aus welchen Regeln (rule 1 und rule 2) die neue Regel (rule 4)

entstanden ist.

Interreduktion kann eventuell dazu fihren, daf8 (linke Seiten von) Regeln reduziert und
somit aus dem aktuellen Regelsystemm entfernt werden (siehe 7.1). Diese Aktion hat die
Meldung

---  delete rule  ---
(rule ): 1} = 1

zur Folge.

Stoppt der Vervollstandigungsproze3 mit Erfolg, so werden das initiale und das kanonische
Regelsystern, sowie die vollstandigen Daten der verwendeten Ordnung (Vorordnung, Status,
Cewichtsfunktion) angegeben:

initial rule system

(rule 1) 1, = I

canonical rule system

rule 1, rule 2 = (rule 4): 1, » I,

information

name of the ordering
precedence

status

weight function

Anschlieflend wird eine Statistik erstellt, die folgende Informationen liefert (mit entsprechenden
prozentualen Anteilen):
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statistic

Total run time used
Number of rules generated
Number of critical pairs generated

Time spent in normalization
Time spent in unification
Number of unifiers generated
Time spent in reduction
Number of reduction steps
Time spent in ordering

Hinweis: Es steht eine Help-Funktion zur Verfigung, die - wann immer eine Eingabe vom
Benutzer zu erfolgen hat - Informationen uUber die Art der Eingabe bereitstellt.

Ausgabe auf Datei

Alle Ausgaben, die nach Beendigung des Vervollstandigungsprozesses Uber Bildschirm erfolgen,
werden auch auf verschiedenen Dateien gespeichert:

Initiales und kanonisches Regelsystem } <name der Spezifikationsdatei>.kb

Informationen uber die Termordnung in der Directory comtes

Statistik } statistic /trace

Ferner kann auf Wunsch des Benutzers wahrend des Laufs ein Schnappschuf3 der aktuellen
Situation erfolgen (siehe auch 2.2). Die Daten uber

- das aktuelle Regelsystem
die unvergleichbaren kritischen Paare
die aktuelle Termordnung

werden in der Dateli comtes/<name der Spezifikationsdatei>.out abgelegt.

2.4 Technische DIDetails

COMTES ist in LUCID-COMMON-LISP implementiert und lauft auf Apollo Domain
Systemen unter dem Betriebssystem AECIS (das UNIX sehr ahnlich ist). Da die Moaglich-
keit besteht, Dateien baumartig anzulegen, haben wir die Eingabedateien, das eigentliche
System, sowie die Ausgabe voneinander getrennt. Wir haben folgende Baum-Struktur vor-
gegeben:
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source bin inout

support

Das System ist modular aufgebaut: die 13 Quelldateien von COMTES befinden sich im Ver-
zeichnis 'source'. Die dazugehorigen Binarcodes wurden in 'bin' abgelegt. Die Liste der
Module hat folgendes Aussehen:

Modulname

Beschreibung

Crofle

Quellcode

in Zeilen

in kByte

Binarcode
in kByte

access

Konstruktor- und Selektor-
funktionen fur eine Reihe von
Datenstrukturen, wie z.B.
Argumente eines Terms,
Generierung einer Regel aus
zwel Termen und einem Label

394

14

avl-tree

Funktionen zur Generierung
und Verwaltung von AVL-
Baumen; sie dienen der
Speicherung bereits gebilde-
ter Uberlappungen

55T

37

25

equation

Funktionen zur Behandlung
von Gleichungen (Regeln):
Generierung kritischer Paare,
Reduktion eines Terms, etc.

1273

11

44

inout

Funktionen, die der Ein- bzw.
Ausgabe von Daten dienen.
z.B.: Bestimmen der Vorord-
nung, Ausgabe eines Regel-
systems

68T

4]

40

knuth-bendix

Toplevelmodul, d.h. Funktionen
die den Ablauf des Knuth-
Bendix Algorithmus' steuern

158

46

3l

lisp

elementare Lisp-Funktionen;
stellt eine Erweiterung der
'Lisp-primitives' dar

829

24

22

option-
handler

Funktionen zur Bereitstellung
von ERROR-Optionen (Parser)

238

13

14
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Toplevelmodul des Parsers;

parser Uberpruft die Syntax der 519 29 25
Eingabe

source- Funktionen zum Einlesen von 80 5 5

handler Zeichenketten (Parser)

Funktionen die Substitutionen
subst verwenden, wie z.B. Matching 393 18 13
und Unifikation

Funktionen auf Termen, wie
term z.B. Berechnung von Stellen 572 20 16
und ihre Sortierung bzgl. be-
stimmter Reduktionsstrategien

Funktionen, die einen Ver-
termination gleich zweier Terme bzgl. ver- 2199 101 83
schiedenen Ordnungsmethoden
ausfuhren

variables alle globalen Variablen 88 2 3

Die Modul-Struktur, d.h. die Abhangigkeiten der Dateien untereinander, ist durch folgen-
des Diagramm beschrieben (modul; = modul, bedeutet, da8 modul;, Funktionen aus modul,
benaotigh:

sourcehandler

|

parser

|

optionhandler

l

equation
(parser)
/(nuth—bench\
subst 1 avl-tree
termination
\ / (parser) ,\ /
term 1inout
access variables
lisp
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Es existiert zu jedem Modul eine Dokumentation seiner Funktionen sowie eine Testdatei
(im Verzeichnis support/doc bzw. support/testfiles enthalten).

Abschliefend folgt eine Ubersicht Uber technische Daten von COMTES:

Systermname: COMTES
'Completion of term rewriting systems'

Programmiersprache: Lucid-Common Lisp
Rechner: Apollo Domain System unter AEGIS
Grofe: 13 Module (entspricht 398 Funktionen, 68 Makros und

33 globalen Variablen),
402484 Bytes Quelltext (entspricht 8587 Zeilen bzw.
332632 Bytes Binarcode)

Designer: Werner Engeln, Doerthe Paul, Harald Sohns, Inger Sonntag,
Elvira Steinbach, Joachim Steinbach
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3 Einzelschrittverfahren

Der im COMTES-Systemn implementierte Vervollstandigungsalgorithmus basiert auf der Idee
des Einzelschrittverfahrens. Dieses Verfahren ist eine gunstige Alternative zum Gesamtschritt-
verfahren.

Das sogenannte Gesamtschrittverfahren erzeugt alle kritischen Paare eines Regelsystems und
vereinigt alle daraus entstehenden Regeln mit dem vorhandenen Regelsystern. Um aus der
Menge der kritischen Paare neue Regeln zu bilden, werden diese beziglich der Regeln des
aktuellen Regelsystems auf Normalform gebracht. Dabei kann es vorkommen, dafl aus einem
kritischen Paar eine Regel gebildet wird, mit der weitere kritische Paare so reduziert werden
konnten, daf sie konfluent sind. Daher ist es oft sinnvoll, eine neuerzeugte Regel direkt in
das Regelsystern aufzunehmen, um sie zur Reduktion verwenden zu konnen. Diese ldee
liegt dem Einzelschrittverfahren zugrunde.

Das Einzelschrittverfahren generiert nun eine Folge von Regelsystemen, die im gunstigsten
Fall zu einem konfluenten Regelsystem fihrt. Der Ubergang von dem aktuellen Regelsystem
der Folge zum neuen System erfolgt durch Hinzunahme neuer Regeln. Diese neuen Regeln
entstehen aus den vergleichbaren kritischen Paaren, welche zu den Uberlappungen einer
einzigen Regel mit allen anderen des aktuellen Systems gehoren. Unvergleichbare kritische
Paare erzwingen ia. den Abbruch des Algorithmus’ (siehe Kapitel 7). Entstehen dagegen
keine unvergleichbaren Paare, so stoppt der Algorithmus nur, falls ein endliches, eindeutig
terminierendes Regelsystem gefunden wird. Interreduktion beschleunigt den Ablauf des
Programms, da dies 1.a. die Anzahl der zu Uberlappenden Regeln verringert (siehe T.1).

Bei diesemn Algorithmus kann es zu folgender Situation kommen: Es existiert ein kritisches
Paar, aus dem eine Regel erzeugt werden kann, mit deren Hilfe alle weiteren kritischen
Paare konfluent werden. Dieses kritische Paar wird aber nicht gebildet, weil immer andere
neue Regeln erzeugt werden, mit denen zuerst kritische Paare gebildet werden. D.h., der
Algorithmus lauft unendlich, obwohl er terminieren konnte. Die Fairneflbedingung gewahr-
leistet, daBl jedes mogliche kritische Paar in endlicher Zeit betrachtet wird. Um diese
Fairneflbedingung zu garantieren, mussen die Regeln mit zusatzlichen Informationen
versehen werden, die daruber Auskunft geben, welche Regeln mit welchen Regeln
bereits Uberlappt wurden. Hier bietet sich eine Markierung der Regeln an!, mit denen

bereits kritische Paare gebildet wurden.

Der Algorithmus? erhalt als Eingabe das - nach der Lange der Regeln - sortierte und un-
markierte, initiale Regelsystem R. Er wahlt aus demn aktuellen Regelsystern R die kirzeste
(hinsichtlich der Anzahl der in der Regel enthaltenen Funktionssymbole und Variablen),

! Vgl. EQ-REDUCE-EX-INNERMOST, Kapitel ©
2 vgl. KB-SINGLE, Kapitel 9

- 18 -



Algorithmus:

MR = &
A: WHILE es gibt eine unmarkierte Regel in R
DO Rl := kurzeste, unmarkierte Regel aus R
markiere Rl
MR := MR u Rl
B: WHILE es gibt eine Regel in MR, die noch nicht mit Rl uberlappt wurde

DO R2 := kirzeste, unbearbeitete Regel aus MR
FOR alle u € O'(linke Seite von RI)
DO kritische-Paare := KRIT-PAARR! , R2 , W
IF kritische-Paare + &
THEN R := NORMALIZE(R , kritische-Paare)
MR := MR n R
IFR ¢ R
THEN GOTO A
ELSEIF R2 € R
THEN GOTO B
IF Rl + R2
THEN FOR alle v € O'(linke Seite von R2)
DO kritische-Paare := KRIT-PAARMR2 , Rl , V)
IF kritische-Paare + &
THEN R := NORMALIZE(R , kritische-Paare)
MR i= MR n R
IF RLER
THEN GOTO A
ELSE IF RR ¢ R
THEN GOTO B

unmarkierte Regel (RD) aus und markiert diese (MR ist die Menge der markierten Regeln).
Es werden alle kritischen Paare zwischen Rl und den bereits markierten Regeln aus R
gebildet. Sobald ein kritisches Paar erzeugt wurde (KRIT-PAAR), wird es an die Prozedur
NORMALIZE weitergereicht, die es in R einreiht oder das gesamte Verfahren abbricht. Der
Algorithmus stoppt mit einem konfluenten Regelsystem, falls es keine unmarkierte Regel
mehr in R gibt.

O'() bezeichnet die Menge der Stellen des Terms t ohne die Stellen der Variablen:
o' = OW\{u € O | t/u € Bk

Die Prozedur NORMALIZE! wahit jeweils ein Paar (t;.t;)) aus der Menge “kritische-Paare”.
Die Terme t, und t, werden zu Normalformen reduziert. Sind diese unvergleichbar, so
bricht der Algorithmus ab (siehe Kapitel 7). Fir den Fall, da3 sie vergleichbar sind, wird
eine neue Regel erzeugt und in das aktuelle Regelsystem R aufgenommen. Zusatzlich
werden alle rechten Seiten der Regeln in R\{neue Regel} beziiglich der neuen Regel auf
Normalform gebracht (siehe auch T.).

L vgl. KB-NORMALIZE bzw. KB-NORMALIZE-OHNE-INTERRED. Kapitel @
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Die Prozedur KRIT-PAAR! versucht die linke Seite der langeren Regel (zweiter Parameter)
mit der linken Seite der kurzeren Regel (erster Parameter) an einer Stelle (dritter Parameter)
zu Uberlappen. Existiert eine solche Uberlappung, so wird das dazugehcrige kritische Paar
gebildet und an den Algorithmus des Einzelschrittverfahrens zurickgeliefert.

I Ugl. EQ-CP-ONE-LIST. Kapitel 9
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4 Bildung kritischer Paare

Es gibt zwel verschiedene Ansatze, um die Konfluenz eines Regelsystems zu garantieren.
Der eine Ansatz basiert auf dem "Newman Lemma” von 1942, der zweite auf dem
"Generalized Newman Lemma” von Buchberger aus dem Jahr 1983. Die implementierten
Verfahren von Winkler, Kichlin und Kapur wurden aus dem "Generalized Newman Lemma”
hergeleitet, wahrend die Standardstrategie das "Newman Lemma” als Grundlage hat.
Diese Strategien wurden unabhangig voneinander implementiert und mit der gleichen
Schnittstelle versehen. Diese Vorgehensweise garantiert die problemlose, wechselweise
Verwendung der einzelnen Verfahren (die Prozedur KRIT-PAAR aus Kapitel 3 wird instanziiert
durch das gewunschte Kriterium):

Vervollstandigung

Standard Kapur Kichlin Winkler

4.1 Klassische Methode

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wird die Variablendisjunktheit der linken Seiten zweier

Regeln vorausgesetzt.
Die Definition eines kritischen Paares bildet die Grundlage aller nachfolgend vorgestellten

Verfahren:

Sei R ein Regelsystem, |, > r, und I, > 1, € R
Gibt es eine Uberlappung

(l1 > I, 0, U, 12—> r2)
(d.h. oCll/u) = 0(12)). so heifit

( 0(12)[11 <« o(rl)] \ o(rz) )

ein kritisches Paar zu den beiden Regeln.
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1

Die klassische Methode zur Bildung eines kritischen Paares’ verwendet ausschlieflilich oben

angegebene Definition:

PROC KRIT—CLASSICAL(I1 > 1. 12 > I, u)
IF es gibt eine Uberlappung (11 = T 0 W, 12 > r2)
THEN tl = o(rz)

t2 = 0(12)[u <« o(rl)]

IF t =t,

THEN RETURN O

ELSE RETURN (t.t)
ELSE RETURN

4.2 Verfahren von Kapur

Das von Kapur, Musser und Narendran entwickelte Verfahren? liest direkt von einer
Uberlappung ab, ob das daraus entstehende kritische Paar behandelt werden muf. Ein
noethersches Regelsystern ist genau dann konfluent, wenn alle kritischen Paare vom Typ
prime konfluent sind.

Eine Uberlappung (1, - 1. 6, u l, > 1) heifit prime, falls o(l,)/u keinen echten, reduziblen
Teilterm besitzt.

Kapurs Lemma impliziert, daB nur die kritischen Paare zu prime Uberlappungen im Verlauf
des Vervollstandigungsalgorithmus® gebildet und bearbeitet werden mussen. Daher reicht in
dem in 4.1 beschriebenen Algorithmus eine Erweiterung um einen Test auf prime aus. Es
ergibt sich die folgende Prozedur:

PROC KRIT-KAPUR(, = 1. 1, = 1,0 W
IF es gibt eine Uberlappung super = Q4 » .o ul, >r)
THEN IF super ist vom Typ prime
THEN tl = O(rz)
t, = ol )lu <« olr)]
IF t =t
THEN RETURN
ELSE RETURN (tl ,’[2)
ELSE RETURN O
ELSE RETURN @&

Der Test, ob eine Uberlappung vom Typ prime ist, wird durch den (negativen) Test auf
composite (= nicht prime) ersetzt: Eine Uberlappung (d; = 1.0 ul, > r,) wird als composite
bezeichnet, falls es eine Regel |, = r; gibt, die auf einen echten Teilterm von o(,)/u an-
wendbar ist.

I Uvgl. EQ-CP-ONE-LIST. Kapitel 9
2 vgl. EQ-CP-KAPUR. Kapitel 9
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Wie bereits erwahnt, sieht COMTES eine optionale Zuschaltung des Interreduktionsprozesses
vor. Dies hat zur Folge, dafl i.a. bedeutend weniger Uberlappungen (und somit kritische
Paare) erzeugt werden. Unter den wegfallenden Superpositionen befinden sich speziell solche
vom Typ composite. Die Anzahl der Uberlappungen, bei denen das Kriterium von Kapur
greift, wird also eingeschrankt. Es gibt jedoch auch Falle, in denen das Verfahren von
Kapur - trotz Interreduktion - anwendbar ist.

Beispiel: Sei R folgendes noethersches Regelsystem:

f(a.b) > ¢ (RD)
hiyflay) = a (R2)
gbhbx) > b (R

Die Uberlappung zwischen R2 und R3 hat folgende Gestalt:

Ay > 1, {oly) = b, o(x) = flab)}, 2. 1; > 1
wobei  o(l;) = glbhb.f(a b))

2.

Jedoch laBt sich o(1;)/22 mit Rl reduzieren, d.h. diese Uberlappung ist composite
und braucht nicht weiter betrachtet zu werden. Bei der Vervollstandigung entstehen
noch zwei weitere Uberlappungen (zwischen Rl und R2, R3 und der neuen Regel),
die nicht composite sind.

4.3 Verfahren von Winkler

Das von Winkler entwickelte Kriterium! bietet ein Mittel, mit dessen Hilfe anhand der

bereits bearbeiteten Uberlappungen entschieden werden kann, ob das kritische Paar der
aktuellen Uberlappung betrachtet werden muf. Im Gegensatz zum Kriterium von Kapur
(4.2) ist hierbei eine Kennzeichnung bzw. Sammlung der bis zum aktuellen Zeitpunkt
abgearbeiteten Superpositionen erforderlich. Die dazu notwendige Erweiterung des
Standardalgorithmus’ hat daher einen grofleren Verwaltungsaufwand zur Folge.

Zur Beschreibung des Kriteriums wird zunachst der Begriff "Winkler-Uberlappung” (oder
Uberlappung vom Typ "Winkler”) eingefiihrt:

4, » 1.0 u l, > r) heiit "Winkler-Uberlappung”, falls es Positionen v, w und
eine Regel l; = r; gibt mit Uberlappungen 4 » 1. 0. v. I3 > 1y und
(I3 = 13 0,5 W, 1, > 1), sodaB gilt:

- u = WYV
- 01(13) < 0(12)/w

02(12) < 0(12)

01(12) und 0(12) wurden bereits bearbeitet.

! Ugl. EO-CP-WINKLER. Kapitel 9
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Die Beziehung s < t gilt, falls es eine Substitution ¢ gibt, sodaf8 o(s) = t (Subsumptions-
ordnung).

Mit Hilfe obiger Definition ergibt sich das Lemma: Ein noethersches Regelsystemn ist genau
dann konfluent, wenn alle kritischen Paare, deren zugehdrige Uberlappungen nicht vom
Typ "Winkler” sind, konfluent sind.

Diesem Lemma entsprechend, wird die Standardprozedur aus 41 um einen Test erweitert,
der angibt, ob eine Uberlappung vom Typ "Winkler” ist. Ist dies der Fall, so liefert die
Prozedur kein kritisches Paar zurlck, da es nicht betrachtet werden mus.

PROC KRIT-WINKLER{, = 1, 1, = 1, w
IF es gibt eine Uberlappung super = dQ >0 ul, >r)
THEN tl = O(r2)
ty, = olPlu < oa))]
IF t =t
THEN RETURN {J
ELSE IF TEST-WINKLERGuper) = true
THEN RETURN
ELSE RETURN (tl ,tz)
UBERLAPP-BEARBEITET(super)
ELSE RETURN

Die Prozedur UBERLAPP-BEARBEITET sorgt dafiir, da8 die Uberlappung super als bearbeitet
vermerkt wird.

Die Prozedur TEST-WINKLER liefert true, falls die Uberlappung super vom Typ "Winkler” ist,
d.h. das dazugehorige kritische Paar nicht bearbeitet werden muf. Ansonsten liefert sie false.
Die Methode der Prozedur lehnt sich direkt an die Definition von "Winkler-Uberlappung”
an:

Zunachst wird zusatzlich zu den beiden Eingaberegeln eine dritte Regel l3 = 15 ausgewahlt,
die zur Bildung der Uberlappungen (I, = 1, ¢, v, 13 = 13 und Iz = 153 05 w, 1, > 1)
herangezogen wird. Regel 1; = r; wird der Menge der bereits Uberlappten Regeln (MR,
sieche Kapitel 3) des bisher generierten Regelsystems entnommen. Fir jede Position w wird
far den Fall, daB w Anfangswort von u ist, der Versuch unternommen, die zweite
Uberlappung (3 = 15, 0, W, 1, > 1,) zu bilden. Existiert eine solche Uberlappung und gibt
es auch die Uberlappung (I, = 1, 0;, v, I3 = ry) mit u = w.v, so bleibt noch zu testen, ob
die Bedingungen o,(1;) < oll)/w und o) < o(l,) erfillt werden.

Beispiel: Sei R ein noethersches Regelsystem mit
gthix») - b (RD
flgthty > ¢ (R2)
hGGG@NMN - a (R

Zwischen Rl und R2 bzw. R3 und Rl gibt es Uberlappungen, die nicht vom Typ
Winkler sind. Es entstehen die Regeln
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fky > ¢ (R4)
gd) > b (RS

Die Uberlappung (5 = 1y {o)(y) = iGGG@MY 11, 1, = 1) ist vom Typ Winkler:
Es gibt zwei Uberlappungen

4 = 1. {oty) = xh 1.1, > 1) und
Uy = 1y {000 = iGGG@MYL 1, 1] = 1))
mit - u=1v=1w-=1 ~> U= VLW
- o)) = gthGGG@M, 6,0)/w = gthGhG@M)  ~> o)1) < ¢/1)/w

0(12) flgth(, 01(12) = flgthGGGaEMN > 0(12) < 01(12)
0(12) (fGhrte zu R4) und 02(11) (fahrte zu R5) sind bereits bearbeitet.

AuBer dem vorgestellten Algorithmus, der auf dem Verfahren von Winkler basiert, wurde
auch eine erweiterte Version! implementiert. Der zweite vorzustellende Algorithmus baut

auf dem ersten auf. Die grundlegende Idee l1afit sich wie folgt veranschaulichen:

Betrachten wir eine Uberlappung s, fur die alle Bedingungen des Winkler-Kriteriums bis
auf die Frage nach der Bearbeitung der beiden zusatzlichen Superpositionen zutreffen. Mit
Hilfe der bendtigten dritten Regel ergibt sich Bild 1.

S S
\\ R2 RI R3 N R2
\\ yd \\
.f/,,;;/ \‘ l’// \\\
tl t3 t2 tl t3 % t2
Bild 1 Bild 2

Die Uberlappung zwischen R2 und R3 sei bearbeitet. Daraus folgt, daf8 ts, t, unterhalb von
s verbunden sind. Eine Aussage Uber die Superposition zwischen Rl und R3 ist noch nicht
getroffen worden. Erzwingt man nun die Konfluenz von t;, t; Bild 2) durch Hinzunahme
einer neuen Regel, die aus dem kritischen Paar zwischen Rl und R3 gewonnen wird, so
braucht nach Winklers Lemma die Uberlappung s nicht mehr weiter untersucht werden. In
einer solchen Situation wird in dieser erweiterten Fassung des originalen Algorithmus’ sofort
das kritische Paar zu der Uberlappung zwischen Rl und R3 gebildet. Analog wird fiir den
Fall, daB8 die Superposition zwischen Rl und R3 bearbeitet ist und die Uberlappung zwischen
R3 und R2 unbetrachtet vorliegt, sofort das kritische Paar zu der Uberlappung von R3 und
R2 erzeugt.

Die Frage, ob Uberlappungen bereits bearbeitet sind, ist sehr wesentlich und leider auch
zeitintensiv. Es mussen namlich Mittel zur Verfigung gestellt werden, mit deren Hilfe sich

I vgl. EO-CP-WINKLER-ERW. Kapitel 9
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die im Verlauf des Algorithmus’ gebildeten Superpositionen gemerkt werden konnen. In
[So88] werden zwei Moglichkeiten beschrieben. Die erste, verwirklichte Losung baut auf
AVL-Baumen auf, wahrend die zweite ihre Information direkt aus dem Stand der Rechnung

abliest.

Der erweiterte Algorithmus ist nicht so stark von der Reihenfolge der zu bearbeitenden
Superpositionen abhangig wie der Original-Algorithmus. Details zu dieser Strategie entnehme
man bitte [So881.

4.4 Veaerfahren von Klachlin

Dem von Kichlin entwickelten Kriterium! liegt prinzipiell dieselbe Idee zugrunde wie dem
Kriterium von Winkler. Mit Hilfe der Menge der bereits betrachteten Uberlappungen wird
entschieden, ob die aktuelle Superposition bearbeitet werden muf. Im CGegensatz zu Winkler
stellt Kichlins Verfahren einen verallgemeinerten Ansatz dar. Es 1at sich folgendes Lemma
formulieren: Ein noethersches Regelsystem ist genau dann konfluent, wenn alle kritischen
Paare, deren zugehodrige Uberlappungen nicht vom Typ "Kichlin® sind, konfluent sind.

Eine Uberlappung (I, = 1, o. u. 1, = 1) heiit "Kichlin-Uberlappung” (oder vom Typ
"Kichlin™), falls es eine Position w € O(c(l,), eine Regel 1; - r; und eine Substitution t
mit tly) = oll,)/w gibt, so dafl entweder a) oder b) gilt:

a  w €00, und die Uberlappung (3 > 15 0. w, 1, > 1,) ist bereits bearbeitet worden
und es gilt eine der folgenden funf Bedingungen:

al) u | w, dh. u (bzw. w) ist kein Teilwort von w (bzw. u)

a2) dp;:w =up;. p; € 04D und Uy > 14 0, pp. 1} 2 1)) wurde bereits bearbeitet.
ad 3p; w = up,. p; €00Q).

ad4) dp;u = wp. p €00y und (; = 1. 6, p. I3 > 13) wurde bereits bearbeitet.
a5 3p;:u - wp. p €00y

by w € Od,) und es gilt eine der drei folgenden Bedingungen:
b u | w
b2) dp; w =up. p €0O0) und Uy > 15 0, p;. 1} > 1)) wurde bereits bearbeitet.
b.3) Ip;: w = up. p € OU).

Entsprechend Kuchlins Lemmma wird die Prozedur KRIT-PAAR um einen Test erweitert, der
angibt, ob eine Uberlappung vom Typ "Kuchlin” ist. Ist dies der Fall, so liefert die
Prozedur kein kritisches Paar zuriick, da es nicht betrachtet werden muf.

! Vgl. EO-CP-KUCHLIN. Kapitel 9
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PROC KRIT—KUCI—ILIN(I1 > 1.l >,
IF es gibt eine Uberlappung super = (I, = 1, 0, u, 1, > r)
THEN t := o(r))
ty = ol <« olr))]
IF t, =t
THEN RETURN O
ELSE IF TEST-KUCHLIN(super) = true
THEN RETURN
ELSE RETURN (i.t)
UBERLAPP-BEARBEITET (super)
ELSE RETURN

Die Prozedur TEST-KUCHLIN liefert true, falls die Uberlappung super vom Typ "Kiichlin” ist,
d.h. das dazugehorige kritische Paar nicht bearbeitet werden mufl. Ansonsten liefert sie
false.

Die Methode der Prozedur TEST-KUCHLIN basiert auf der Definition von "Kichlin-Uberlappung”.
Zunachst wird zusatzlich zu den Eingaberegeln eine dritte Regel (R3) gesucht, die auf die
aktuelle Uberlappung super anwendbar ist. R3 wird aus der Menge MR gewahlt, da im
Verlauf der darauf folgenden Testserie die Frage gestellt wird, ob bestimmte Superpositionen
zwischen R3 und 1, = 1, (bzw. R3 und l; = 1)) bereits bearbeitet wurden. Dies ist nie der
Fall, falls R3 noch ganzlich unbetrachtet vorliegt.

Solange die bool'sche Ausgabevariable test der Prozedur den Wert false hat, wird fir jede
Position reduk-pos des Terms o(l,) gepruft, ob R3 an dieser Stelle auf den Term anwendbar
ist. Ist dies der Fall, so nimmt die Variable test den Wert true an, falls entweder reduk-pos
nicht in der Menge O(,) enthalten ist oder die Superposition (1; > 15, o). reduk-pos, 1, - r)
bereits bearbeitet worden ist - und zusatzlich eine der drei Bedingungen erfullt ist:

u | reduk-pos

3p: reduk-pos = up und entweder p € O(,) oder die Uberlappung Iy > 15 0. P
l; = 1)) wurde bereits bearbeitet

Jp: u = reduk-pos.p und entweder p & Od)) oder die Uberlappung 4, > 1. 9.

p. 13 = 13) wurde bereits bearbeitet

Ist reduk-pos in der Menge O(l,) enthalten, so mussen zusatzlich die Bedingungen a.4) und
a.5) (auf Seite 26) Uberprift werden. Behalt die Variable test den Wert false und sind alle
Positionen von o(l,) betrachtet worden, beginnt die Testserie mit einer neuen Regel
R3 € MR. Sind alle Regeln aus MR gewahlt worden, ohne dafl test den Wert true erhalten
hat, so liefert die Prozedur TEST-KUCHLIN das Ergebnis false. Hat die Variable test dagegen
einmal den Wert true angenommen, so stoppt die Prozedur sofort mit dem Wert true.

Die Prozedur UBERLAPP-BEARBEITET sorgt dafir, da die Uberlappung super als bearbeitet
vermerkt wird.
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Beispiel: Das Verfahren von Kuchlin greift immer, wenn es sich um eine
Superposition vom Typ Winkler handelt. Fir das Regelsystern des Bei-
spiels in 4.3 werden exakt die gleichen kritischen Paare generiert und
bearbeitet.

Dieses Beispiel soll nur andeuten, daB die Verfahren von Kuchlin und
Winkler sehr ahnlich sind. Die Kuchlin'sche Methode ist jedoch ia.
machtiger.

Abschliefend wird eine Erweiterung des Kuchlin'schen Verfahrens vorgestellt, die ebenfalls

I pbaut ebenfalls auf der Definition von "Kiichlin-

implementiert wurde. Der Algorithmus
Uberlappung” auf. Eine Abweichung vom Original-Algorithmus ergibt sich fir folgende

Falle:

Seil s eine Superposition zwischen Rl und R2. Es gibt eine dritte Regel (R3), die auf s an-
wendbar ist. Dann liegt die in Bild 1 beschriebene Situation vor.

Bild 1 Bild 2

s sel keine "Kichlin-Uberlappung”, da die entsprechende Uberlappung zwischen Rl und
R3 nicht bearbeitet wurde. In diesem Fall bricht der Original-Algorithmus ab und erzwingt
die Konfluenz von t; und t, (Bild 2). Sind t, und t; nicht verbunden unterhalb von s, so
erfolgt - im Unterschied zu dem erweiterten Algorithmus von Winkler - die Bearbeitung
der Uberlappung zwischen R3 und R2 analog zu der von R3 und RI.

Im Gegensatz dazu garantiert diese Erweiterung des Algorithmus' die direkte Bearbeitung
von der Uberlappung zwischen Rl und R3 (s.1.3). Auf diese Weise wird s zu einer
Superposition vom Typ "Kichlin® und mufi nach Kichlins Lemma nicht mehr betrachtet
werden. Auf die Frage wie s_.1_3 weiterverarbeitet wird, muf} jetzt noch eingegangen werden.
Zunachst wird versucht, s_1.3 als "Kuchlin-Uberlappung” nachzuweisen. Ist dies moglich, so
handelt es sich auch bei s um eine Superposition vom Typ "Kichlin” (Bild 3).

s_1.3

7

Rl . R4l . R3

%

2.ty 2ot

<s_1_3 <s_1_

Bild 3

vgl. EQ-CP-KUCHLIN-ERW, Kapitel 9
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Handelt es sich bei s_.1.3 nicht um eine "Kichlin-Uberlappung”, da keine dritte Regel (R4)
existiert, die auf s_1_.3 anwendbar ist, so wird die Konfluenz von t; und t; durch Aufnahme
der Regel f\l' > fé (bzw. f\é > fl' /t\i Normalform zu t,) erzwungen (Bild 4).

s 1.3
Rl , W R3
ty ts
AN /zf’r
AN
\
Bild 4

Details dieser Strategie (und Uber deren Implementierung) sowie aller anderen vorgestellten
Verfahren konnen [So88] entnommen werden.
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5 Reduktionsstrategien

Wahrend der Vervollstandigung von Regelsystemen ist es sehr oft erforderlich, eine
Normalform zu einem gegebenen Term zu bestimmen. Es ist deshalb wichtig, effiziente
Strategien zu entwickeln. Eine Reduktionsstrategie fuhrt auf einem Term t, in deterministischer
Weise, eine Reihe von Reduktionsschritten aus, solange, bis keine weitere Reduktion mehr
moglich ist. Stoppt das Verfahren, so ist der durch endlich viele Reduktionen entstandene
Term eine Normalform.

Ist das zugrundegelegte Termersetzungssystem nicht eindeutig terminierend, so ist diese
Normalformbildung im allgemeinen ebenfalls nicht eindeutig. Verschiedene Reduktions-
strategien werden dann auch unterschiedliche Normalformen liefern. Die Implementierung
bertcksichtigt die Existenz mehrerer Normalformen jedoch nicht. Jede Strategie liefert genau
eine Normalform, die fur die weitere Berechnung Gultigkeit hat. Deshalb ist das Ziel einer
Reduktionsstrategie, schnell eine Normalform zu bestimmen und nicht, eine bestimmte
Normalform zu finden. Ein nicht-deterministischer Algorithmus zur Bestimmung einer Normal-
form kann folgendermaflen aussehen. Sei t der Eingabeterm:

WHILE 3dl > r1r,u €0®: t/u-=o0oD
DO t := tlu <« o)]

Damit dieser Algorithmus deterministisch arbeitet, mufl die Wahl des Teilterms t/u und der
Regel | = r genau festgelegt werden:

Wahl der Stelle u: Die verwendeten Reduktionsstrategien unterscheiden sich nur
durch die Reihenfolge, in der die Stellen eines Terms ausgewahlt werden. Man
unterscheidet hier im wesentlichen zwei Falle, Reduktion der kleinsten und Reduktion
der grofiten Teilterme.

Wahl der Regel: Der Algorithmus wahlt aus dem aktuellen Regelsystern die kirzeste
(hinsichtlich der Anzahl der in der Regel enthaltenen Funktionssymbole und
Variablen) Regel aus.

In den folgenden Abschnitten werden zunachst vier Reduktionsstrategien vorgestellt:

LEFTMOST-INNERMOST  (Kichlin)

BOTTOM-UP (Gallier & Book)
LEFTMOST-OUTERMOST (Kuchlin)
TOP-DOWN

Die ersten beiden Strategien arbeiten einen Term von innen nach aufien, die beiden anderen
Strategien von auflen nach innen ab. Innerhalb der beiden Klassen arbeitet jeweils eine
Strategie den Term im depth-first-Verfahren, die andere im breadth-first-Verfahren ab.

Wie diese Strategien durch Markierung irreduzibler Teilterme verbessert werden konnen,
zeigt der Abschnitt 5.5.
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Aufler diesen Strategien wurde eine triviale, 'nicht-deterministische' Strategie! implementiert.
Sie arbeitet die Menge der Stellen eines Terms - eine Liste - sukzessive von vorne nach

hinten ab.

Damit der Vervollstandigungsalgorithmus korrekt arbeitet, ist es u.a. unbedingt erforderlich,
dafl die verwendete Reduktionsstrategie zulassig ist, d.h. terminierend und vollstandig. Eine
Strategie ist terminierend, falls die Anwendung von Regeln auf einen Term terminiert. Eine
Reduktionsstrategie ist vollstandig, falls beim Stop des Verfahrens der hergeleitete Term
irreduzibel ist. Alle hier vorgestellten Strategien haben diese Eigenschaften.

Die Reduktionsstrategien werden durch ihre jeweiligen Ideen und anhand einpragsamer
graphischer Darstellungen beschrieben. Ferner werden ihre Vor- und Nachteile aufgezeigt,
und ihre Arbeitsweisen an einem Beispiel deutlich gemacht. Ist ein Term gegeben. so ist
auch - wie bereits bekannt - in eindeutiger Weise der dazugehdrige (Syntax-) Baum fest-
gelegt. Deshalb werden im weiteren die Begriffe Term und Baum gleichbedeutend verwendet.

51 Leftrmost - Innermost?

Der zu reduzierende Term wird im Post-
orderverfahren (depth-first) durchlaufen.
Zu jedem Zeitpunkt gilt: wird ein Knoten
bearbeitet, so sind alle seine Nachfolger
und links von ihm liegenden Knoten be-
arbeitet und somit irreduzibel.

+ Ein wesentlicher Pluspunkt (im Gegensatz zu den spater behandelten Strategien
Leftmost-Outermost und Top-down) ist es, daf3 kein Knoten uberpraft wird, der schon
einmal als irreduzibel erkannt wurde.

- Kann ein Knoten reduziert werden, so werden alle Knoten dieses Teilbaums entfernt.
Alle diese Knoten wurden aber bereits bearbeitet. Diese gewonnene Information geht

also verloren.

Beispiel: Als Regelsystem sei gegeben

R: g(x.b) > a (RD
a > b (R2)
flgxab) > x (R3)

h(f(x,a) > flxa (R4

Der zu reduzierende Term t hat folgende Cestalt: h(f(g(g(x,a).a).a)).

! Vgl. EO-REDUCE. Kapitel 9
2 vgl. EQ-REDUCE-INNERMOST, Kapitel 9
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R2 auf t/1112 anwenden

— —~

t, - hd(glgtxbla)a)

R, auf t,/111 anwenden
t2 = h(flgla,a).a)d

R2 auf t2/lll anwenden
t3 = hf(gba.a)

R2 auf t3/112 anwenden
t, - hd(glbbla)
|l Rl auf t,/ll anwenden
t, - hiaa)
l R2 auf ty/1l anwenden
t, - hiba)
l R2 auf t,/12 anwenden
t - hdbby

5.2 Bottom-up!

Der Bottom-up-Algorithmus arbeitet wie

die Leftmost-Innermoststrategie den Baum

von den Blattern zur Wurzel hin ab. Je- VRN
doch wird der Baum nicht im Depth- /7 AN
first-Verfahren bearbeitet, sondern parallel S/
von unten nach oben durchlaufen. Da- /
bei werden jeweils alle Teilterme ge- / \
sucht, die moglicherweise reduzierbar / \\

\'\.
L 4
o

sind, aber selbst keine reduzierbaren / “\
Teilterme besitzen. AnschlieBend werden
diese reduziert und das Verfahren be-

ginnt von vorne, an der Stelle wo re-
duziert wurde.

+ Es wird kein Knoten zweimal bearbeitet (siehe 51). Bottorn-up ist geeignet fir parallele
Bearbeitung.

- Kann reduziert werden, so gehen Teilbaume verloren, die schon vollstandig bearbeitet
wurden (siehe 5.1).

I Vgl. EO-REDUCE-BOTTOM-UP
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Beispiel: Essei das Regelsystem R und der zu reduzierende Term t aus 5.1 gegeben.

t
J R2 auf /1112 anwenden
t, = hilggx.b)a.a)

RZ2 auf tl/112 anwenden
t, = hi(glgix.b)b).a)

R2 auf t2/12 anwenden
ty - h(f(g(glx,b).b),b)

Rl auf ty/111 anwenden
t 4 " h(f(g(a.b).b)
l R2 auf ty/1ll anwenden
ty = h(f(g(b,b) b))
| Rl auf t/1l anwenden

té = h(f(a,b)
| R2 auf t,/1l anwenden
t - hamooby

5.3 Leftmost-Outerrmost!

Der zu reduzierende Term wird bei der /\.

Wurzel beginnend im Preorder-Verfahren /N

durchlaufen. Kann ein Knoten reduziert

werden, beginnt das Verfahren von vorne N

mit dem neuen Term. Zu jedem Zeitpunkt .

gilt: Wird ein Knoten bearbeitet, so sind / N\
: . C N

alle seine Vorganger, sowie die links von / N

ihm liegenden Knoten bereits bearbeitet, / \,

also irreduzibel.

Der Algorithmus versucht immer wieder, den Term an der Wurzel zu reduzieren. Jedesmal,
wenn eine Reduktion den Term verandert hat, ist es moglich, da3 er vollstandig reduzierbar
ist. Deshalb wird das Verfahren mit dem neuen Term noch einmal gestartet. Wurde der
Term ganz durchlaufen, ohne daf$ eine Reduktion vorgenommen wurde, so wurden alle
Knoten besucht und als irreduzibel erkannt, d.h. es liegt nun eine Normalform vor.

+ Wird ein Knoten reduziert, so sind alle seine Teilbaume verloren. Diese wurden jedoch
noch nicht bearbeitet, deshalb wurden hier keine Uberflissigen Reduktionsversuche
durchgefihrt.

= Da nach jeder Reduktion der Terrmn von vorne abgearbeitet wird, werden viele
Knoten getestet, die schon einmal bearbeitet und als irreduzibel erkannt wurden.

l vgl. EQ-REDUCE-OUTERMOST,. Kapitel @
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Beispiel: Essei das Regelsystemm R und der zu reduzierende Term t aus 51 gegeben.

t
J R4 auft anwenden
t, = figlgxa.aa)

R2 auf t/112 anwenden
t, - flglgxbaa)
l Rl auf tyll anwenden
t, = flglaa)a)
l R2 auf tyll anwenden
t, - fgbaa
I R2 auf t /12 anwenden
t; - figbba)
l Rl auf t/1 anwenden
t, - f@a

R2 auf t,/1 anwenden
t, - fba
l R2 auf t/2 anwenden
t - foby

5.4 Top-down!

Ziel dieser Strategie ist es, moglichst grofie

Teilterme des zu reduzierenden Terms zu- /f\.
erst zu untersuchen.Wie die Leftmost-outer- SN
most Strategie arbeitet auch dieses Verfahren //——V\
den Baum bei der Wurzel beginnend ab. Da- /7 ‘ .
nachwerden alle direkten Nachfolger nach / .

dem breadth-first-Prinzip abgearbeitet. Zu je- / \
dem Zeitpunkt gilt: Wird ein Knoten be- /. .
arbeitet, so sind alle seine Vorganger, so- / \‘\

wie alle links von ihm liegenden Brider
irreduzibel.

+ Eine Reduktion findet nur an Knoten statt, deren Nachfolger noch nicht bearbeitet

wurden.

= Nach einer Reduktion werden Knoten bearbeitet, die bereits zu einem friheren
Zeitpunkt als irreduzibel erkannt wurden.

I vgl. EO-REDUCE-TOP-DOWN. Kapitel 9

- 34 -



Beispiel: Es sei wieder das Regelsystem R und der zu reduzierende Term t aus 51

gegeben.
t
J R4 auft anwenden
= fglgxalala)

R2 auf t,/2 anwenden

t, - fglgaab)
| R3 auft, anwenden
ty = gkxa
l R2 auf t/2 anwenden
t, - g&b
l Rl auft, anwenden
ty - a
l R2 auf tg anwenden
t - b

55 Markierung irredu=zibler Teilterme

In den Reduktionsstrategien Leftmost-outermost und Top-down werden oft Knoten bearbeitet,
die schon einmal untersucht und als irreduzibel erkannt wurden. Wenn ein Knoten als
irreduzibel erkannt und seine Teilbaume nicht verandert wurden, so bleibt auch ein
erneuter Reduktionsversuch dieses Knotens erfolglos. Deshalb ist es sinnvoll, Knoten, die
bereits bearbeitet wurden und irreduzibel sind, zu markieren. Die vier vorgestellten Re-
duktionsstrategien werden nun dahingehend verbessert, daf8 alle Knoten, die einmal als ir-
reduzibel erkannt wurden, markiert werden und daB ein Knoten, der markiert ist,
unbearbeitet bleibt. Variable sind, da sie immer irreduzibel sind, markiert. Wenn ein Knoten
markiert ist, so konnen seine Nachfolger trotzdem reduzierbar sein, d.h. aus der Tatsache,
dafl ein Knoten markiert ist, folgt zwar, dafl der dazugehorige Baum nicht vollstandig (an
der Stelle ¢) reduzierbar ist, er kann aber trotzdem reduzierbar sein. Wird ein Nachfolger
eines markierten Knotens reduziert, so mufl diese Marke wieder entfernt werden, da er
moglicherweise reduzierbar wird.

Die Markierung wirkt sich nicht nur vorteilhaft bei bereits bearbeiteten Knoten aus, sondern
auch bei den, wahrend einer Reduktion, "einsubstituierten” Knoten. Einige dieser Knoten
konnen unter bestimmten Umstanden markiert werden. Welche Knoten unter welchen
Voraussetzungen markiert werden koénnen, hangt von der jeweiligen Reduktionsstratégie ab.

Leftmost-Innermost mit expliziter Markierung!

Der Depth-first Algorithmus Leftmost-innermost bringt es mit sich, daB nur Knoten markiert
werden, deren Nachfolger alle markiert sind (da alle Nachfolger bereits bearbeitet wurden).

1 vgl. EQ-REDUCE-EX-INNERMOST, Kapitel 9
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Es gilt: Ist ein Knoten k markiert, so ist der dazugehorige Teilbaum irreduzibel. Da bei
dieser Strategie kein Knoten besucht wird, der schon einmal bearbeitet wurde, bringt die
Markierung nur bei der Bearbeitung des an der Stelle k neu eingegliederten Terms o(r)
eine Verbesserung bezuglich der ohne Marken arbeitenden Leftmost-innermost Strategie.
Wahrend dort namlich o) ganz abgearbeitet wird, bleiben hier die einsubstituierten,
markierten Terme o(x) unbearbeitet. Alle o(x) sind Teilterme von t/k, also des Terms, der
gerade ersetzt wird. Da dieser Term aber bereits ganz bearbeitet wurde und alle Nachfolger
markiert und somit irreduzibel sind, sind alle o(x) markiert. Keine Verbesserung ergibt sich
dann, wenn der Term nur mit Regeln reduziert werden kann, deren rechte Seite ein Grund-
term ist, oder wenn alle o(x) Variable sind.

Bottom-up mit expliziter Markierung!

Bei dieser Strategie lassen sich dieselben Merkmale feststellen wie bei Leftmost-innermost
mit expliziter Markierung: Wenn reduziert werden kann, so sind die in der rechten Seite
einer Regel einsubstituierten Terme o(x) bereits bearbeitet, also markiert. Ein erneuter
Reduktionsversuch ist Uberflissig.

Leftrost-Outermost mit expliziter Markierung?

Die Leftmost-outermost Strategie arbeitet den Baum von der Wurzel zu den Blattern hin ab.
Dabei werden Teilbaume markiert, die zwar nicht an der Stelle £ reduzierbar, aber doch
reduzierbar sein kénnen. Es ist deshalb zu beachten, dafl bei einer Reduktion eines Knotens
k die Marken aller direkten Vorganger wieder entfernt werden. Denn wird in einem Term,
der an ¢ irreduzibel ist, ein Teilterm verandert, so ist es moglich, dafl der Term anschliefend
an der Wurzel reduziert werden kann. Wenn ein Knoten reduziert werden kann, so werden
alle links von ihm liegenden Knoten nicht mehr bearbeitet, da sie markiert sind und
bleiben.

Top-down mit expliziter Markierung?

Die Top-down Strategie durchlauft, wie die Leftmost-outermost Strategie, den Baum von
der Wurzel zu den Blattern. Deshalb ist es auch hier erforderlich, die Marken aller direkten
Vorganger eines reduzierten Knotens zu entfernen. Wird der Term an einem Knoten k
reduziert, so bearbeitet die Top-down Strategie ohne Markierung den ganzen Term noch
einmal. Die Strategie mit Markierung besucht, aufler den noch nicht bearbeiteten Knoten,
nur die direkten Vorganger von k.

I Vgl. EQ-REDUCE-EX-BOTTOM-UP, Kapitel 9
2 ygl. EQ-REDUCE-EX-OUTERMOST. Kapitel 9
3 vgl. EQ-REDUCE-EX-TOP-DOWN. Kapitel ©
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6 Termordnungen

Die Terminierung von Termersetzungssystemen mit Variablen ist im allgemeinen unent-
scheidbar (sie entspricht dem allgemeinen Halteproblem fuar Turingmaschinen). Es gibt
jedoch Verfahren, mit denen diese Eigenschaft fur bestimmte Regelsysteme nachgewiesen
werden kann. Im folgenden werden einige solcher Methoden vorgestellt. Diese Methoden
haben eine Gemeinsamkeit: es sind Simplifikationsordnungen, sie besitzen also die Teilterm-
eigenschaft und sind kompatibel mit der Termstruktur.

Ferner basieren alle implementierten Termordnungen auf einer sogenannten Vorordnung. Eine
Vorordnung (oder Prazedenz) ist eine partiell geordnete Menge (§ . »), bestehend aus der
Menge § der Funktionssymbole und einer, auf den Elementen aus § definierten, irreflexiven
und transitiven Relation b. Im folgenden werden wir eine Vorordnung immer mit dem
Symbol » kennzeichnen.

Ein weiteres gemeinsames Merkmal ist die Art und Weise, Teilterme zu vergleichen. Da
Operatoren Terme als Argumente besitzen, liegt es nahe, eine Ordnung auf Tupel von
Termen zu definieren. Sei » eine Ordnung, s; und t, Terme. Es gilt

(sl.s2 ..... sm) ylex (tl,t2 ..... tn)
falls entweder m > O A n=20
oder ) » t]
oder 5, = 4 A Gyens ) ylex L W

ist die lexikographische Erweiterung von .

Ist keine Reihenfolge auf den Elementen dieser Tupel vorgeschrieben, so handelt es sich bei
den Strukturen um sogenannte Multimengen (engl. Multisets). Multimengen sind Mengen,
in denen identische Elemente mehrfach auftreten konnen. Die Erweiterung einer Ordnung »
auf Multimengen (M, bzw. M) von Termen ist definiert durch

M, » o M,
gdw - M) M, &
- (Vy € M\MD (Ix € MjINM,) x> y.

Die Multimengendifferenz wird durch das Symbol \ dargestellt.

Diese beiden Methoden, mehrere Terme mit mehreren Termen zu vergleichen, kénnen
formal zusammengefait werden, indem der Begriff des Status’ eingefihrt wird. Jedem
Operator f wird ein Status t(f) zugewiesen, der die Reihenfolge festlegt, in der die Argumente
(direkten Teilterme) von f verglichen werden. D.h., der Status ist eine Funktion, die die
Menge der Funktionssymbole in die Menge {mult, left, right} abbildet. Infolgedessen kann
ein Operator einen der folgenden Stati haben:

- mult (die Argumente werden als Multimengen verglichen)
left (lexikographischer Vergleich von links nach rechts)

- right  (die Argumente werden lexikographisch von rechts nach links verglichen).
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Fast alle in COMTES implementierten Termordnungen verfugen uber eine solche Statusfunktion.

AuBerdem definieren alle ein und dieselbe Kongruenz ~ . Sie ist abhangig von § und

- ) = mult A 3 vi € 0nD s ~t
A

1 t)
- ) ¥ mult Vi €0nD s, ~ ti.

1
Um die Lesbarkeit der einzelnen Definitionen der Ordnungen zu erleichtern, machen wir
Cebrauch von zwei Konzepten:

Der Index t(f) von >

ord.t(H beschreibt die Erweiterung von >_ 4 bzgl. des Status’
des Operators f:

(Sl """ sm) >ord.t(f) (tl """ tn)

gdw ™ = mult A {s..s b 2o et}
oder ) - left A (s ) >IN Lt
oder wh) = right A G..8) >9850 Gt

- Die lexikographische Ausfihrung von Bedingungen wird dargestellt durch Binde-
striche, d.h.
s >t
gdw - s >
- s >, t

steht fur s >t gdw s > toder s 5 t A s>, 1l

6.1 Pfadordnungen

Die bekannteste aller Pfadordnungen ist die rekursive Pfadordnung! von Nachum Dershowitz,
RPOS genannt. Der Vergleich zweier Terme basiert auf folgender Idee: Ein Term wird
kleiner (bzgl. RPOS), falls ein Teilterm t durch eine Anzahl kleinerer Terme t...t_ ersetzt
wurde. Die t; wurden zu einem Term in irgendeiner Weise zusammengefugt unter Ver-
wendung von Operatoren, die kleiner sind als das fuhrende Funktionssymbol des zu er-
setzenden Terms t:

> (Vf € a) top) b f

t t2 tn

I Vgl. TR-RPO. Kapitel 9
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Die Methode ist abhangig von den fihrenden Funktionssymbolen der zu vergleichenden
Terme. Das Verhaltnis dieser beiden Operatoren (und deren Status) ist verantwortlich fir
das Entfernen des einen oder beider Operatoren. Wurde so irgendwann einer der beiden
Terme vollstandig reduziert (zum "leeren” Term), so ist der andere der gréfere:

S >rpos |
gdw D tops) > top® A {s} »pooq args®
i) top(s) = top) A tlop(s) = mult A
args(s)  »ppoo args(t)
1) topls) =  top® A tlop(s) # mult A

args(s) >RPOS ,t(top(s) args) A {s} »ppoq argst)

iv) args(s) »ppoo {t}

Die Relation s 2 pPOS t bedeutet, daf3 entweder s >RPOS t oder s ~ t.

Beispiel: Wir werden nachweisen, dafl der Term s = x*(y+z) gréfler ist (bzgl. RPOS)
als der Term t = x*y + x*z. Als Voraussetzungen verwenden wir die totale
Vorordnung * b + und die Statusfunktion t(+) = ©(*) = left. Da * » *, muB
gelten, dafl {s} »pp~q args). D.h., {s} »po~o {x*y, x*z}: s ist grofer als
x*y, da die fuhrenden Funktionssymbole entfernt werden missen und
man unter Ausnutzung der Teiltermeigenschft der RPOS zeigen kann. dafl
&®.y+2) >ppogiest XY) A {8t »pooo Xy} s >ppog X*z kann analog dazu
gezeigt werden.

Aufler dieser Pfadordnung wurden noch zwei weitere implementiert. lhre Definitionen
verlangen gewisse Kenntnisse Uber Pfade.

Ein Pfad eines Terms ist eine Folge von Termen, beginnend mit dem Term selbst, gefolgt
von dem Pfad einer seiner Argumente:

path_(A) = A falls A eine Konstante oder eine Variable ist
path; (...t )) = (...t ) path (t) falls u eine Endstelle von t, ist

Ferner bezeichnet path(t;....t 1) = {path () [ i € I.n] , u Endstelle von t;} die Multimenge
aller Pfade der angegebenen Terme t..t_ . Ein Pfad wird im folgenden mit eckigen
Klammern umschlossen. Die Menge set(p) eines Pfades p besteht aus allen Termen, die in
p vorkommen: set(lt;;.;t, D = {t,...t }. Auf einem Pfad p = [tit ...t 1 sind ferner folgende

sublpit) = [t et ] ist der Pfad der echten Teilterme bzgl. t,
sup(p.t)) = [t ] ist der Pfad der echten Superterme bzgl. ..

Sei t = x*y + x*z ein Term, dann ist path, () = [tx*zx], path({t) - {path,, ). path, 1,
path,, (1), path,, (O} und sup(path, (1,x) = [hx*zl.
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Die Pfadordnung von David Plaisted!, PSO (path of subterms ordering) genannt, entstand
zeitlich noch vor der RPOS. Sie vergleicht zwei Terme, indem deren Pfade gegenubergestellt
werden. Eine leicht modifizierte Variante (aquivalent zum Original) von Michael Rusinowitch
folgt:

S >pgo t

gdw path({s})) >, path({th
mit P >po g
gdw  set(p) >, set(q)
mit s >t
gdw - top(s) > top(t)
- path(args(s)) >~ path(args(t)

Die Aquivalenz zweier Terme bzgl. PSO ist eine spezielle Art von ~, da die PSO Uber
keine Statusfunktion wverfigt. Die PSO vergleicht also alle Elemente bzgl. mult-Status.
Infolgedessen sind zweil Terme aquivalent, falls sie permutativ kongruent sind.

Beispiel (siehe Beispiel RPOS): Seien s = x*(y+z) und t = x*y + x*z Terme. Ferner * b +.
Im folgenden wird nachgewiesen, dafl s >,q~ t. Deshalb ist zu zeigen,
dafl pathUsh = {[s; x1. [s; y+z: y1 [s; y+z: 2]} »p o {It xxy: x1, [t xxy; vyl
[t x*z; x], [t x*z; z]}, d.h. fur jeden Pfad in t muBl es einen grofleren
(bzgl. PO) in s geben.

D Is: x] >po [t x*y: x]
gdw {s, x} >»5 {t. x*xy, x}
gdw {s} ». {t, x*y}

s>t da  top(s) = *x b+ = top®)

S >p X*y

gdw  path(x, y+z}) », path({x, y}

gdw  pathly+zh) »,o pathl{y}: Dies gilt, da y ein echter Teil-

term von y+z ist.

1) [s; x] >po [t x*z: X],
[s: y+zi y1 >po [ x*y: v,
[s; y+zi 2] >po [t x*z, 2zl
Diese Aussagen konnen analog zu 1) gezeigt werden.

Ahnlich der PSO vergleicht die Pfadordnung mit Status von Deepak Kapur, Paliath Narendran
und C. Sivakumar? (KNSS genannt) die Pfade zweier Terme:

I Vgl. TR-PSO, Kapitel ©

2 ygl. TR-KNS, Kapitel 9
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S >knss
gdw pathts} >, .. path({t)

mit p > g
gdw (Vt' € Gs' €p)s' > ot
mit p s>ct€qg
gdw 1) top(s) P top(d

i) top(s) = topt) A tlop(s)) = mult &
- sub(ps) > . sublq.h
- path(args(s)) > | path(args(t)
- sup(ps) > . sup(q.b

iii) top(s) = top® A tltop(s) + mult 2

- args(s) >pnss cctopsn AFIH A
{s} > ngg args®

- sup(ps) > . sup(q.b

Die Kongruenz, die durch diese Ordnung induziert wird, ist identisch mit der Kongruenz ~.

Beispiel: Die grundlegenden Vergleichsoperationen der KNSS sind denen der PSO
sehr ahnlich. Deshalb verweisen wir an dieser Stelle auf das Beispiel tber
die PSO.

6.2 Dekompositionsordnungen

Die Beziehung zwischen Dekompositions- und Pfadordnungen ist durch die Definition einer
Dekomposition festgelegt:

Eine Dekomposition ist ein ungeordneter Pfad.

Formal: Ist p ein Pfad, so ist set(p) die zugehdrige Pfad-Dekomposition dec (0, dh.
dec () = set(path (1)). Ein Element (also ein Term) einer Pfad-Dekomposition wird auch
elementare Dekomposition genannt. Wie auch bei Pfaden, kennzeichnet die Dekomposition
dec(t;....t . }) = {dec ) | i € ln), u Endstelle von t} die Multimenge aller Pfad-Dekom-
positionen der Terme t...t . Die Operationen sub und sup auf Pfaden gelten fir Pfad-
Dekompositionen in analoger Weise.

Sei t = x*y + x*z ein Term. Dann ist dec, () = {t, x*z, x}, dec({th) = {{t, x*y, x}, {t, x*y, y}.

{t. x*z, x}, {t. x*z, z}} und subldec, (1), x) = @, sup(dec, (), x*z) = {t}.
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Die erste vorzustellende rekursive Dekompositionsordnung mit Status (RDOS) stellt eine
Weiterentwicklung der RPOS dar. Ein wesentlicher Unterschied zur RPOS ist die Tatsache,
dafl die RDOS den Vergleich abbricht, sobald unvergleichbare (bzgl. ») Operatoren vorliegen.
Ein Term s ist grofler als ein Term t (bzgl. RDOS), falls die Dekomposition von s grofler ist
als diejenige von t. Die Ordnung auf diesen Multimengen (> > ) ist eine Erweiterung der
Basis-Ordnung auf Termen (> ) fir Multimengen von Multimengen.

S “rpos
gdw decUsh »> o decUt}

mit dec () s' > t' €dec,®
gdw 1) top(s") > top(th
i) top(s = top(th A tlop(s') = mult 4
- subldec (), s") » o subldec (1, t9
- args(s) »po oo argst)
i) top(s) =top(t) A tlop(s') # mult &
args(s") >RDOS. tttop(s'» argsth A {s'} »pooq argsth

Terme sind aquivalent bzgl. RDOS (s =gy~ 1. falls sie in der Kongruenzbeziehung -~
stehen (s ~ .

Beispiel: (siehe Beispiel RPOS): Wir werden nachweisen, dafl s = x*(y+z) grofler
ist als t = x*y + x*z. Dazu setzen wir voraus, dafl * > + und t(+) = t(*) = left.
RDOS t
gdw dec({s}) = {dec)(s), dec, (s). dec,,(s)} > > o {dec; (1. dec,,®.
dec, (1), dec,, (1} = dec({th
D dec(s) = {s, x} > o {t xxy, x} = dec}, (V)
gdw  {s} » o {t x*y}
" spt
da top(s) = * b + = top®
S %1p X*Y
gdw (X, ¥+2) >poogien X YD A {s} »pooe Xy
Diese Aussagen sind gultig, da y ein echter Teilterm

s >

von y+z ist und x, y echte Teilterme von s sind.

i) dec)(s) = {s. x} > p f{tox*z, x} = dec, M,
dec, (s) = s, y+z. y} > o {t, xxy, y} = dec .
dec,,(s) = {5, y+z, 2} > o {t. x*z, 2z} = dec,(t

kann in analoger Weise zu 1) gezeigt werden.
Diese Ordnung (RDOS) wurde nicht implementiert, da sie die schwachste der (hier

vorgestellten) Dekompositionsordnungen ist. Das Prinzip von Dekompositionsordnungen i.a.
ist an ihr jedoch sehr einfach zu demonstrieren.
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Eine andere Dekompositionsordnung (PSD) basiert auf dem Verfahren der PSO. Die PSO ist
eine extrem rekursive Ordnung, die drei Basisordnungen (>p. >; und » benctigt. Die PSD
ist aquivalent zur PSO und stellt dagegen eine wesentlich einfachere Methode dar. Die PSD
besitzt noch einen weiteren Vorteil: Die Integration einer Statusfunktion ist problemloser.
Aus diesen Criinden haben wir die PSDS! (PSD mit Status) implementiert:

S *pgps
gdw dec({s}) »> , dec(t}h
mit s >t
gdw 1) top(s) b top(t)
1) top(s) = top) A tltop(s)) = mult 4
declargs(s)) »> , declargs(t)
1) top(s) = topt) A tlhop(s) # mult &
args(s) >PSDS. tttops ) argst) A {s} > argst)
S =pgpg ! gdw s ~ t
Beispiel: Der Vergleich der Terme x*(y+z) und x*y + x*z bzgl. der PSDS ist identisch

(LD durch LP ersetzen) zu dem der RDOS (siehe Seite 42).

Gemaf der Definition der PSDS werden in ii) alle direkten Teilterme von s und t verglichen:
declargs(s)) >»>; . declargs(t). Man konnte somit diese Vorgehensweise als Breitensuche
bezeichnen. Die nun folgende rekursive Dekompositionsordnung? (IRDS) wahlt sich an dieser

Stelle zunachst nur ein Argument aus (Tiefensuche).

S Irps
gdw dec({s} » >
mit dec (s)
gdw 1)

i

1i1)

dec({th

s' >eL t' € dec,,(®

top(s") > top(t"
top(s ) = top(t"
- sub(dec (s):s")
- decfargs(s')
top(s") = top(t"

args(s") >IRDS. t(top(s'» argstth A {s'} > args(th

A
>>

EL

ttop(s")) = mult

»> >, declargst')

A

t(top(s')) + mult

sub(dec_,(O.t"

A

A

Die Relation s zp o t gilt, falls

entweder s IRDS

t

oder s ~ t.

! vgl. TR-PSDS. Kapitel 9
2 vgl. TR-IRDS, Kapitel 9
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Beispiel: Der Vergleich der Terme x*(y+z) und x*y + x*z bzgl. der IRDS ist ebenfalls
identisch (LD durch EL ersetzen) zu dem der RDOS (siehe Seite 42).

6.3 Knuth-Bendix Ordnung

Eine wohlfundierte Menge (S , >) kann benutzt werden, um die Terminierung eines Term-
ersetzungssysterns zu zeigen. Zur Konstruktion einer Ordnung wahlt man solch eine Menge
und eine sogenannte Terminierungsfunktion, die I' in S abbildet. S kann z.B. die Termalgebra
selbst sein: Die Pfad- und Dekompositionsordnungen unterliegen diesern Prinzip. Die Ordnung
von Knuth und Bendix (KBO) basiert auf der wohlfundierten Menge (N , >), d.h. jedem
Funktionssymbol wird eine natirliche (oder reelle) Zahl (sein Gewicht) zugewiesen. Ein
Term wird in IN abgebildet, indem die Gewichte aller in ihm auftretenden Symbole addiert
werden. Der Vergleich zweier Terme geschieht Uber den Vergleich der Gewichte und uUber
den lexikographischen Vergleich der Argumente. Analog zu den Pfad- und Dekompositions-
ordnungen ist es auch bei der KBO moglich, eine Statusfunktion zu integrieren. Um diese
Ordnung! (KBOS) zu beschreiben, benétigen wir noch einige zusatzliche Notationen.

Die Anzahl der Vorkommen einer Variablen x in einem Term t wird durch = (1) abgekurzt.
Wir weisen jedem Operator { € § eine nicht negative ganze Zahl ¢(f) - das Cewicht
von f - und jeder Variablen eine einheitliche positive ganze Zahl ¢, zu:

plc) 2 @y falls ¢ eine Konstante ist,
e® > O falls f nur ein Argument hat.

Diese Gewichtsfunktion wird auf Terme erweitert, indem fur jeden Term t = f(t;,..t )
P = @D + Tot) .

s >

t

KBOS
gdw (¥x € B u, () 20 B A
- pls) > e
- top(s) b top()
- argss) > args(t)

KBOS, t(top(s)

Zwei Terme sind aquivalent bzgl. KBOS, falls sie in der Relation ~ stehen.

Es ist moglich, diese Definition zu verfeinern, indem ein einstelliges Funktionssymbol mit
dem Gewicht O zugelassen wird. Dann muf3 jedoch gewahrleistet sein, daf3 alle anderen
Operatoren kleiner sind bzgl. b.

I Vgl. TR-KBO. Kapitel 9
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Beispiel: Seien s = x¥(-y)*y) und t = (-y*y)*x zwei Terme, t*) = mult und * » -.
Ferner sei folgende Gewichtsfunktion gegeben:

symbol % . ¥ - *

? 1 1 0

S >ppos b da @) = @M = 4, top(s) = top®) = *
und  {x, Cyxy} > o0 y*y, xt
da  Gyy >.poc -y*y (Gewichte sind identisch und * » -,

6.4 Polynomordnung

In 6.3 wurde deutlich gemacht, dafl sich eine noethersche Partialordnung in zwei Teile
zerlegen lait: eine Terminierungsfunktion ¢, die Terme in eine Menge S abbildet und eine
noethersche "Standardordnung” >, auf S. Wir wahlen jetzt (S , >) mit S = PIN), der Menge
der Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten, und >, = >.

Die Terminierungsfunktion ¢ ordnet jedem Funktionssymbol f ein streng monoton wachsendes
Polynom ¢(f) - seine Interpretation - uber P(N) zu:

- P,IN) = {a | a € N} ist die Menge der konstanten Polynome.
k k .
- p €P(N) gdw P " L Zk ).k, X)b e xpn mit a -k, €N

Lreeer n
- Sel f ein Funktionssymbol mit n Argumenten:

e =p € P (N) mit (Vi € [I.nD Gaklmknvon Pl oagx, ¥O0 A k #0
ex)= X falls x eine Variable ist.
= ol ) = ().t ).

Der Vergleich zweier Terme! geschieht mittels des Vergleichs ihrer entsprechenden Polynome:

s *por !
gdw  @(s) 3 @)
mit p 3 g

gdw (M < ND(Vx; € M) p(xp..x)) > qlxge.x )

I vgl. TR-POL. Kapitel 9
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Der Vergleich zweier Terme bzgl. der Polynomordnung reduziert sich auf den Test, ob ein
Polynom grofler ist als O. Dieser Test ist i.a. unentscheidbar. Hinreichende Kriterien wurden
von Ahlem Ben Cherifa und Pierre Lescanne entwickelt. Ihre Uberlegungen basieren darauf,
daBl ein Polynom uber IN mit nur positiven Koeffizienten groBer als O ist. Um zu zeigen,
daB ein Polynom p positiv ist, versucht man also es in eine solche Form zu Uberfihren.
Dh. es soll eine Kette p = py 2 p; 2 .. 2 p_ erzeugt werden, wobei p_  nur noch positive
Koeffizienten enthalt. Bei jeder Umformung, einem Schritt von p, nach p, . soll ein
negatives Monom mit einem positiven Monom verrechnet werden:

WHILE es gibt einen negativen Koeffizienten
DO IF Gay i, > 0 Gagy m, <O M €00D k 2my

THEN CHANGE (ay i . &m;.m,)

ELSE RETURN FAIL
RETURN POSITIVE

Ahlem Ben Cherifa und Pierre Lescanne geben zwei mogliche change-Funktionen an. Fur
die eine Methode schranken sie die Menge M € N ein auf M = {x | x > 1} und das andere
Verfahren verwendet M = {x | x > 2}. Implementiert wurde ein allgemeines Verfahren,
wobei der Benutzer die Untergrenze fur die Variablen selbst angibt.

Der Ubergang von Polynom p; zum Polynom p; , geschieht dann folgendermafien (u sei
die oben erwahnte Untergrenze):

k) kn g1 In
Py = o ckxxp o oLox )T e g X

mit kg >0 und i € [nD g; = k;

P = - -k = gru @ik XL xEn e (g - kru =Ko RPE o Ko

Beispiel: Die Regel s = x*(y+z) > x*y + x*z = t (siehe Beispiele in 61 und 6.2)
soll als terminierend nachgewiesen werden. Dazu verwenden wir die
Polynomordnung mit folgenden Interpretationen:

e X, y) = x+y
P(*)x,y) = xy2

Damit erhalt man

@(s) = x(y+2)2 = xy2 +« 2xyz + xz2
o) = xy2 + xz2

und @(s) 3 @), da (Vx,y,z > O) 2xyz > O.
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T Spezielle Parameter

In diesemn Kapitel werden besondere Verfahren zur Vermeidung eines Abbruchs des Vervoll-

standigungsalgorithmus’ vorgestellt.
7.1 Interreduktion

Ein Regelsystern R heifit interreduziert (oder normiert), falls fir jede Regel 1 > r € R gilt:

1 ist irreduzibel bzgl. R\{l = r}
r ist irreduzibel bzgl. R.

Die Interreduktion erfullt im wesentlichen zwei Aufgaben:
Das Regelsystern wird immer so klein wie moglich gehalten.

Die Einsetzbarkeit der Termordnung wird gesteigert:

fak(sGx)) = sCO*fak(p(sG))

fak(®) > s(O)

plsx)) > X
Dieses Regelsystermn zur Berechnung der Fakultat einer natirlichen Zahl kann
mittels einer Simplifikationsordnung nicht als terminierend nachgewiesen werden.
Die Terminierung des interreduzierten Systems

fak(s(x) > s(x)*fak(x)

fak(O) > s0)

plsx)) > X
kann durch eine RPOS mit fak » * und fak b s garantiert werden.

Jedes Regelsystermn lafit sich in ein aquivalentes interreduziertes Regelsystem transformieren,
indem die linke und rechte Seite aller Regeln auf Normalform gebracht werden.

Das zu interreduzierende Regelsystem wird unterteilt in ein Teilsystem R, das bereits
interreduziert ist, und die restlichen Regeln, von denen nicht bekannt ist, ob sie diese
Eigenschaft haben. Im Verlauf der Vervollstandigung sind die "nicht interreduzierten” Regeln
die kritischen Paare P, also Gleichungen. Ausgehend von diesen beiden Mengen wird
jeweils eine GCleichung aus P entfernt und nachdem ihre linke und rechte Seite auf
Normalform bzgl. R gebracht wurde, wird die neuentstandene Regel 1 = r zu R hinzu-
genommen. Das neue System R u {l = 1} ist nun mdglicherweise nicht mehr normiert.
Deshalb mufl Uberpruft werden, ob mit der neuen Regel eine der urspringlichen Regeln
reduziert werden kann. Ist die linke Seite einer Regel aus R reduzierbar, so wird sie aus
R entfernt und in P aufgenommen. Ist die rechte Seite einer Regel aus R\{l = r} redu-
zierbar, so wird eine Normalform bzgl. ® v {I > r} gebildet:
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WHILE P + O
DO P = NG
¥ := Normalform von t, bzgl. R

#2 Normalform von t, bzgl. R
Sei 1 = r die aus (91.?2) entstehende Regel, sonst Abbruch.
FOR |, > 1, €R
DO IF (Juo) L/u = o

THEN R := R\{; > r;}

P=P o {;lu < oIr)}

FOR li > r, ER
DO IF (Juo r;/u = o)

THEN Bilde Normalform von r;

R:=Ruvll > 1}

Die Interreduktion' ist ein optionaler Parameter, der vom Benutzer zu Beginn eines
Vervollstandigungslaufs gesetzt wird.

7.2 Postponing

Wenn ein kritisches Paar gebildet wurde, so werden Normalformen der beiden Seiten
bestimmt und diese mit der vorgegebenen Ordnung verglichen. Dabei kann es passieren,
dafl die beiden Terme unvergleichbar sind, weil es keine totale Ordnung auf Termen mit
Variablen gibt. Wenn ein unvergleichbares Paar gefunden wurde, so sieht der Knuth-Bendix
Algorithmus einen Abbruch des Verfahrens vor. Dabei kénnte es sein, da zu einem
spateren Zeitpunkt eine der beiden Seiten (mit einer neuen Regel) weiter reduziert werden
konnte, und die beiden Seiten vergleichbar werden.

Um sich diese Moglichkeit zu erdffnen, konnen unvergleichbare Paare zunachst zurick-
gestellt? (engl. postpone) und zu einem spéteren Zeitpunkt wieder verarbeitet werden, d.h.
die beiden Seiten eines unvergleichbaren Paares werden auf Normalform gebracht und mit
der vorgegebenen Ordnung verglichen. Konnen die beiden Seiten verglichen werden, so
wird die neue Regel in das bestehende System integriert. Sind die beiden Seiten immer
noch unvergleichbar, so wird das Paar weiterhin zurlckgestellt. Das Zurickstellen unver-
gleichbarer Paare verletzt die Korrektheit des Vervollstandigungsalgorithmus™ nicht. Weil
diese Paare in regelmafligen Abstanden wieder betrachtet werden, kormmt dies der Tatsache
nahe, daBl die entsprechenden kritischen Paare erst spater gebildet wurden. Kénnen zu
irgendeinem Zeitpunkt keine kritischen Paare mehr gebildet werden, weil bereits alle
Regeln miteinander Uberlappt wurden, und es existieren noch unvergleichbare Paare, die
nicht weiter reduziert werden koénnen, so muf3 der Algorithmus abbrechen. In diesem Fall
konnte mit der vorgegebenen Ordnung kein eindeutig terminierendes Regelsystem aus dem
eingegebenen Regelsystem erzeugt werden.

! Vgl. KB-NORMALIZE, Kapitel 9
2 vgl. KB-POSTPONE. Kapitel 9
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Die Moglichkeit des Postponing wird dem Benutzer zur VerfUgung gestellt. Wurde ein
unvergleichbares kritisches Paar generiert, so kann es der Benutzer - neben anderen
Aktionen - zuruckstellen lassen.

7.3 EinfUhrung neuer Operatoren

Als Ausgangssituation sei diejenige von 7.2 gegeben: ein, mit der aktuellen Termordnung,
unvergleichbares kritisches Paar (t;.t,)). Die Einfihrung eines neuen Operators f € § verur-
sacht die Generierung zweier Regeln:

Lo xn)

wobei {x)...x_} die Schnittmenge der Variablenmengen von t, und t, ist: V() n V).
Die prinzipielle Idee, auf der diese Methode basiert, ist die folgende: Die beiden Terme des
kritischen Paares liegen in einer Aquivalenzklasse. Diese Aquivalenzklasse wird nun um
einen neuen Term erweitert, und die unvergleichbaren Paare werden darauf gebildet.
Der Trick des EinfUhrens neuer Operatoren wird oft angewendet, wenn V(t)) # V() n V()
+ V().

Beispiel: siehe Kapitel 8, Seite 59/60

7.4 Erweiterung der Vorordnung

Wurde ein unvergleichbares Paar generiert, so erscheint das folgende Meni auf dem Bild-
schirm:

suggestions

il s

1 - HELP -

i1 - SHOW ORDERING -

1+2  ORIENT PAIR

i+3  POSTPONE PAIR

i+4  EXTEND PRECEDENCE

i+5 INTRODUCE NEW OPERATOR
1+6 - ABORT -
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Wahlt der Benutzer "EXTEND PRECEDENCE", so hat er die Moglichkeit, die Vorordnung
'beliebig' zu erweitern. Erweitern heifit, daf8 alle bestehenden Relationen zwischen Operatoren
unverandert bleiben mussen. Es durfen nur zusatzliche Relationen eingefihrt werden, die
zu keinen Zyklen fihren.

Wahlt der Benutzer "ORIENT PAIR", so kann er - ohne irgendwelche Daten der aktuellen
Ordnung zu andern - das unvergleichbare Paar zu einer beliebigen Regel machen.
Vorsicht: Die Terminierung ist dann natirlich nicht mehr garantiert.

Aufler diesen Alternativen bietet das System (falls dies Uberhaupt maoglich ist) selbst einige
Vorschlage zur Erweiterung der Vorordnung an. Rechts neben den Nummern 1 bis i-l
erscheinen Informationen folgender Bauart:

frg: Term2 > Terml.

Diese Ausgabe bedeutet, dafi Term2 grofler ist als Terml, falls die Vorordnung um die
Relation f b g erweitert werden wuirde. Wahlt der Benutzer diese Moglichkeit aus, so wird
die Vorordnung automatisch um diese Relation verfeinert und aus dem vorher unvergleich-
baren kritischen Paar wird eine Regel erzeugt.

COMTES uberpruft jedoch nur, ob eine - um eine Relation erweiterte - Vorordnung das Paar
vergleichbar machen wiurde.
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8 Sitzungsbeispiel

Anhand eines Protokolls eines Vervollstandigungsprozesses soll die Benutzeroberflache
des COMTES-Systemns demonstriert werden. Benutzereingaben sind fett gedruckt. Diesen
Eingaben geht immer ein Menu mit verschiedenen, numerierten Alternativen voraus.
Der Benutzer kann entweder die Nummer oder ein eindeutiges Prafix der jeweiligen
Alternative wahlen (siehe z.B. Seite 53).

Erlauternde Kommentare haben wir in kursiver Schrift in das Protokoll eingestreut.

Es wird folgendes Gleichungssystem (von Miki Hermann) vervollstandigt :
fx.y)z2) = G fly,2)
flglxy)x) = vy
fochixy)) = vy.
Die Operatoren haben folgende Bedeutung:
foy) = x *x vy

gixy) = y * x°
hxy) = x1 * y.

1

Da der Vervollstandigungsprozess fur dieses Beispiel sehr viele kritische Paare (und Regeln)
erzeugt, wurden nur die wichtigsten Informationen hier aufgefihrt. Es wurde jeweils
vermerkt, zu welchem Zeitpunkt das System mehr Ausgabe produziert als sie hier an-
gegeben ist.

> (comtes)
The german research group

PROCGCRESS

of the university at Kaiserslautern
presents

COMTES

Version 2.2 - 28/02/1989
A test environment for completing term rewriting systermns
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PR S0 00 0.0 0 9 9 0 0.9 0 00000 0 0 ¢ 0.9 > 994

x  input / output x

1 --HELP-- x
x 2 SPECIFICATION
x 3 INTERN FILE x
x4 OUTPUT FILES «x
x 5 STATISTIC FILE «x
x 6 --CONTINUE-- x

XRXKRXXRKXRRXKRKX KRR XK XXX XXX

X

X

Type any symbol = 1
You have chosen — HELP —

——————— -——+

HELP : input / output

+

COMTES can be viewed as a parametrized completion algorithm that is particularly suited
for efficiency experiments. The kernel of the system is a slightly modified version of Huet's
method. Various strategies for generating critical pairs, reducing terms and for proving the
termination of rules are integrated.

Most of the input and output data are contained in files allied to directories. The defaults
of these directories are the following ones :

- The specification file is contained in ~systerm/inout/specs.

- Its internal representation is contained in ~system/inout/intern.

- The output files are contained in ~system/inout/comtes.

- Some chronometries are contained in ~system/inout/statistic/trace.

These values can be changed by choosing the appropriate menu slot (SPECIFICATION
INTERN—FILE OUTPUT—FILES STATISTIC—FILES) and by typing the desired path!

PP 0 00 0.0 0. 0.0.9.9.9.9.9.0.9.9.¢.9.9. 0.9 99099994

x Input / output x
x 1 --HELP-- x

x 2 SPECIFICATION x
x 3 INTERN FILE x
x 4 OUTPUT FILES «x
x 5 STATISTIC FILE «x
x 6 --CONTINUE-- x
D900, 0.9.9.9.9.9.9.9.9.0.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.99.9 6994
Type any symbol > 6
You have chosen — CONTINUE —
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XK XXX XK XXX XK XXX XXX XX

x choice x

X X
x 1 --HELP-- x
x 2 COMPLETION x
x 3 REDUCTION x
x 4 COMPARISON x
x 5 UNDO x
x 6 --QUIT-- x

9. 0.9.9.0:9.9.9.9.9.9.9.9.9.99.99999.9999999¢4
Type any symbol = 1
You have chosen —HELP —

HELP : choice
COMTES provides three independent tools:
- A tool for the completion of a term rewriting system. The input must be given on file.
- A tool for computing a normal form of a term wurt. a term rewriting systemn. The system

must be given on file whereas the term have to be typed by hand. The normal form
will be computed relative to a special reduction strategy chosen by the user.

- A tool for comparing a set of equations (given on file) or two terms (by hand) wirt. an
ordering. You can choose one of seven different orderings.

press RETURN to continue

XXX XRXXKXXXX XXX XXX XXX XXX X

x choice x
X X
x 1 --HELP-- x

X

x 2 COMPLETION
x 3 REDUCTION

x 4 COMPARISON
x 5 --QUIT-- x

D 9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.¢.9.9.9.9.99999999¢9¢4

Type any symbol = compl
You have chosen COMPLETION

X

X

Filename : example

Internal representation of the file does not exist!
Parsing ...
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P00 0 00 0 0.0 0. 0.0 0. 0.3 0. 0.9 0. 0.9 0. 0.9.9.9.9.9.¢.9 .4

x strategies x
X X
x | --HELP-- x
x 2 NOTHING x
x 3 INNER x
x 4 EX-INNER x
x5 OUTER x
x 6 EX-OUTER x
x T TOP-DOWN x

x 8 EX-TOP-DOWN
x 9 BOTTOM-UP x
10 EX-BOTTOM-UP

PO 000 090000 0.9 0099099 9.9.9.0.9.9.¢9.8.¢0 .4

X

x

Type any symbol = 4
You have chosen EX-INNER

DR OO 00 0 0 00 000 00 00 00 000 00 0 00 00 0 0 0 00 0 0 0 000 0 00 P 0.0 099999 ¢4

x orderings x
x 1 --HELP-- x
x 2 DERSHOWITZ x
x 3 KAPUR/NARENDRAN/SIVAKUMAR  x
x4 KNUTH/BENDIX x
x5 LANKFORD/MANNA/NESS x
x 6 PLAISTED x
x T PLAISTED-DECOMPOSITION x

x 8 RUSINOWITCH-DECOMPOSITION

Pa2a 009,00 0.9.9 0. 0.0, 0 0 0.0 0.0 0.0 9.9 0009 0009903900009 009000 99900994

x

Type any symbol -=> 2
You have chosen DERSHOWITZ

PP . 0.9.9.0.9,9.9.9. ¢ 9.9.¢. 0.9,¢.9.9.9.9.9.9.9.9 4

x precedence  x
x 1 --HELP-- x

x 2 SET PREC x
x 3 --CONTINUE- «x

P 9.9.0.9.9.9.9.9.0.9.9.9.99.99.¢99¢59¢994
Type any symbol = 2
You have chosen SET PREC
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P 0 0 0 99993 9.9 9. 9.9.9.¢. 9.4

x f-symbols x

x X
x I F x
X 2 C; X
X 3 }{ X

Da$.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.¢.¢4
SEQUENCE - f g
SEQUENCE - fh
SEQUENCE -

PRECEDENCE
x F>GH

P390 0.0 0 0 0.9 0 990990 0.0 000 0 0.9 .99 0.9 99900000 9090990999993

PO P 090 S 0 9 9.3 0.9.9. 9.9 000 9.9 99999994

x status x
X X
x 1 --HELP-- x

x 2 SET STATUS x

x 3 --CONTINUE-- «x

PP 00 0 0 0.9 9999999900990 ¢9 ¢ ¢4

Type any symbol > 2

You have chosen SET STATUS

B3RO 0099 99099909 9 9.9 4

x f-symbols x
x X
X 1 F‘ X
x 2G x
x 3 H x
B3 0000999990939 9 9994

Left-to-right-status : f h
Right-to-left-status :

STATUS
x F LEFT
x G MULTISET
x H LEFT

HARRXIIR IR I IR RIR IO X XX



P30 009000990 .0 2 0.0 00099 0.9 9.0 00 09909990 ¢4

x criteria x
x 1 --HELP-- x
x 2 SINGLE STEP x
x 3 KAPUR/NARENDRAN x
x 4 KUECHLIN x
x 5 KUECHLIN EXTENDED «x
x 6 WINKLER x

x T WINKLER EXTENDED  x

D 9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.99.$9.9.909099900600999994
Type any symbol = 2
You have chosen SINGLE STEP

PP 0 0.9, 0.9.9. 09,9999 999 090999994

x Interreduction x

x 1 --HELP-- x
x 2 NO x
x 3 YES x

P0.9.9.9.0.9.9.9.9.9.0.9.9.9.9.9.99.99.9.9¢4
Type any symbol > 3
You have chosen YES

+++ NEW RULE +++
(EXAMPLE 1): FFXX.).2) > FXFX,Z»

+++ NEW RULE +++

(EXAMPLE 2): F(G(X,Y),XD

V
—

+++ NEW RULE +++

(EXAMPLE 3): FOX,H(X.,Y))

¥
—

(EXAMPLE 1): FF(X.Y)2) = FXFX.2Z)
(EXAMPLE 2 FIGXX.Y2.X) = Y
(EXAMPLE 3) FI(XHXX.Y)» =-=> Y

DR R 000 000 0 009,990,999 0. 0. 9.9 9 0999 0 0999 99999999 94

press RETURN to continue



sag COMPUTING CRITICAL PAIRS WITH ann
(EXAMPLE 1) FFX.Y)2) > FXF{.Z)

nnn COMPUTING CRITICAL PAIRS WITH ann
(EXAMPLE 2) F(CGXX.Y).XD > Y

+++ NEW RULE +++
EXAMPLE 1, EXAMPLE 2 = (EXAMPLE 4). F(GZX)F(ZY)N = FXY)

Die Angabe 'EXAMPLE 1, EXAMPLE 2' bezieht sich auf die Regeln, aus denen diese neue
Regel (mit Nummer 'EXAMPLE 4') entstanden ist. Regeln aus dem initialen System haben
dementsprechend nur eine Identifizierung (siehe auch 9.1).

aag COMPUTING CRITICAL PAIRS WITH nan
(EXAMPLE 3) F(XHX.Y) > Y

+++ NEW RULE +++
EXAMPLE 3, EXAMPLE 1 = (EXAMPLE 5) FXX.F(YHEFXNZ) = Z

+++ NEW RULE +++
EXAMPLE 1, EXAMPLE 3 = (EXAMPLE 6) F(ZFH(EZX)Y) == FX.Y)

ang COMPUTING CRITICAL PAIRS WITH ann
EXAMPLE 1, EXAMPLE 2 = (EXAMPLE 4) F(CEZX)F(ZY)» = FX.Y)

+++ NEW RULE +++
EXAMPLE 4, EXAMPLE 1 = (EXAMPLE 7): F(GF(Y ) X).F(YFZU) = FXU)

+++ NEW RULE +++
EXAMPLE 4, EXAMPLE 2 = (EXAMPLE 8). F(G(GX,2).Y).Z) > FI.X)

+++ NEW RULE +++
EXAMPLE 4, EXAMPLE 3 = (EXAMPLE 9) F(CX.Y),Z) - F( HX.Z»

--- Delete Rule ---
(EXAMPLE 2) FGX.Y)X) > Y
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--- Delete Rule ---
EXAMPLE 1, EXAMPLE 2 = (EXAMPLE 4): F(GZX)FZY)N > FXKY)

An dieser Stelle wurden einige kritische Paare und Regeln generiert, die nicht aufgefiihrt sind!

ang COMPUTING CRITICAL PAIRS WITH naan
EXAMPLE 4, EXAMPLE 2 = (EXAMPLE 11) F(YH(GX.Z)Z) = F{.X)

B —

uncomparable pair

Terml : "F(X.FC(Y,Z)"

Term2 : "FOX,H(GY,U,FU,ZN)"

I have no suggestionsl!!

The arity of a new operator is "3".

PR P00 0 90000 0 09 9,09 9.0.9.9.0.9.9.¢.9.9.9.9.9.0.0.0.0.9.9.0.0000000094

x suggestions x
X X
x 1 --HELP-- x
x 2 --SHOW ORDERING-- x
x 3 ORIENT PAIR x
x 4 POSTPONE PAIR x
x5 EXTEND PRECEDENCE x
x 6 INTRODUCE NEW OPERATOR «x
x T --ABORT-- x

D 0.9.0.9.9.9.9.9.9.9.9.6.9.09.9.9.90.6999.69099999969808¢0969 90494
Type any symbol = po
You have chosen POSTPONE PAIR

An dieser Stelle wurden einige kritische Paare und Regeln generiert, die nicht aufgefihrt sind/
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uncomparable pair

== ———+

Terml : "HX.X)"

Term2 : "G(Y.Y)"

[ have no suggestions!!

There are variables in both terms

which don't occur in the other term !l
The arity of a new operator is "O".

XXX KK XX R XX KRR XK XXX KX XXK XXX XXX

x suggestions x
x | --HELP-- x
x 2 --SHOW ORDERING-- x
x 3 ORIENT PAIR x
x 4 POSTPONE PAIR x
x 5 EXTEND PRECEDENCE x
x 6 INTRODUCE NEW OPERATOR «x
x T --ABORT-- x

PO PP 9099099 99009939000 90030 0 039000 0000000000000l
Type any symbol = 1
You have chosen —HELP —

HELP : uncomparable pair

+

COMTES possesses some special operations for handling incomparable pairs :
- Extending the precedence of the ordering :

Either the system suggests some

suitable possibilities (f existing) or the user may extend the precedence.

- Crienting a pair by hand.
- Postponing a pair.
- Introducing a new operator.

In order to extend the precedence you must have some informations about the actual
ordering (choose SHOW ORDERING). ABORT forces a break of the comparison of this pair.

uncomparable pair

Terml : "HXX)"

Term2 : "G(Y,Y)"

[ have no suggestions!!

There are variables in both terms
which don't occur in the other term !
The arity of a new operator is "0".
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PP 009 0 0000 00 P9 0090 00 009 00 P 0000 0 000 9000 000090 009 04

x suggestions x
x 1 --HELP-- x
x 2 --SHOW ORDERING-- x
x 3 ORIENT PAIR x
x4 POSTPONE PAIR x
x 5 EXTEND PRECEDENCE x
x 6 INTRODUCE NEW OPERATOR x
x T --ABORT-- x

P 90.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.99.9.9.99999999999909990999990009904
Type any symbol -=> 6
You have chosen INTRODUCE NEW OPERATOR

Type the name of the new operator > e
INTRODUCE NEW OPERATOR: E

NEW EQUATIONS :
EXAMPLE 16, EXAMPLE 3 = () HXX) > E
EXAMPLE 16, EXAMPLE 3 = () GY)Y) > E

Die Nummern der zukunftigen Regeln (= ( J) sind noch nicht eingetragen, da es sich
noch um Gleichungen handelt (siehe ndchste Seite).

B2 00 P 0.0 9 9.9 3 9.9 9,99 9 9.9 9999, 9.9.9.¢.9.4

x precedence x
x 1 --HELP-- x
x 2 SET PREC x

3 --CONTINUE--  x

DS 000 0 0 0.9, 9.9.0.9.0.9.9. 9.9.0 999,999,999 4

X

Type any symbol > §
ERROR : Try again - 2
You have chosen SET PREC

P00, 0.9, 099, 9.9.9.0.9.9.9.9.9 ¢ 9.4

x  f-symbols x

x T x
x 1 F? x
X 2 C; X
x 3 P{ X
X 4 E: X

D0 0.0.0.9.9.9.9.9.9.9.9.9. 999994
SEQUENCE = h e
SEQUENCE - g e
SEQUENCE =
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fm——— ——

x H>E

KX XXX XX XXX HHIXXXAIX XXX XK KX XX XXX XX

Nach der Festlegung einer Vorordnungserweiterung wird vom Benutzer Ublicherweise der
Status des neuen Operators gefordert. Da es sich aber hier um eine Konstante handelt, ist
der Status irrelevant, d.h. er wird automatisch auf 'multiset’ gesetzt. Das gleiche Verfahren
wird auch bei einstelligen Funktionssymbolen (und bei der Initialisierung des Status’ zu
Beginn eines Laufs) angewendet.

+++ NEW RULE +++
EXAMPLE 16, EXAMPLE 3 = (EXAMPLE 23): HX.X) => E

--- Delete Rule ---
(EXAMPLE 13 FOHX XY = Y

--- Delete Rule ---
EXAMPLE 13, EXAMPLE 9 — (EXAMPLE 16): FXXH(Y HZZN > GX.X)

+++ NEW RULE +++
EXAMPLE 16, EXAMPLE 3 = (EXAMPLE 24): G(Y.Y) > E

+++ NEW RULE +++
EXAMPLE 13, EXAMPLE 9 = (EXAMPLE 25 FIXH(Y.EY > G.X)

+++ NEW RULE +++
(EXAMPLE 26): FYE) > Y

+-= +

checking uncomparable pairs

=

EXAMPLE I, EXAMPLE 1l = FXF{Y.Z) = FXHGY,UFU.2ZM

An dieser Stelle wurden einige kritische Paare und Regeln generiert, die nicht aufgefiihrt sind!
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= -

uncomparable pair

4= +

Terml : "HXE)"
Term2 : "G(X.E)"
The arity of a new operator is "1".

PPt 0.9 9 0.9.9 9,909 9,90 00 00099 9.9 0009909 09.9.0.0.009.9.¢ 9990904

x suggestions x
X x
x | H>G : TERM] > TERM2 x
x 2 G >H: TERM2 > TERMI x
x 3 --HELP-- x
x 4 --SHOW ORDERING-- x
x 5 ORIENT PAIR x
x 6 POSTPONE PAIR x
x T EXTEND PRECEDENCE x
x 8 INTRODUCE NEW OPERATOR x
x Q@ --ABORT-- x

P00 9.9, 0.9.9.9.9.9 999999 99999909999 .0.9.99999999999999eed
Type any symbol > 4
You have chosen —SHOW ORDERING —

DS R 0 000 0 00 0 9 0 0.9 0 0000 0 09 9.0 000 0 009 99000 O 009000t et P e e e ]

x INFORMATION x

PRV P 0 O O O 0 0 0 0 0 0 00 00 000 9 0 0 99 09 9 09 0090 090 090 009990999 9990.9.9.94

x ORDERING : DERSHOWITZ

PRECEDENCE
x F>EGH
x G> E
x H>E

STATUS
x F LEFT
x G MULTISET
x H LEFT

x E  MULTISET
PO 0.9.9.9.9.0.0. 09,9909 999999 0999 999999309999 9990999994
RSO P 00 00 0000 9 0.9 9990990 0 099 09900 999999999 909900

P00 00,00 0 00 0.0 0.9.9.9, 0.0, 9.0 0. 9.9 9. 999 9. 009 9 0999 00900 0999 ¢4
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4= - - +

uncomparable pair

S e +

Terml : "HX.E)"
Term2 : "GX E)"
The arity of a new operator is "1".

2RI KX XXX XX

x suggestions x
x 1 H>G : TERM] > TERM2 x
x 2 G >H : TERM2 > TERMI x
x 3 --HELP-- x
x 4 --SHOW ORDERING-- x
x 5 ORIENT PAIR x
x 6 POSTPONE PAIR x
x T EXTEND PRECEDENCE x
x 8 INTRODUCE NEW OPERATOR x
x 9 --ABORT-- x

P89 9099 9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.99.9.999.9.9.99.9999.9999999.9999999+4
Type any symbol > 8
You have chosen INTRODUCE NEW OPERATOR

Type the name of the new operator - i
INTRODUCE NEW OPERATOR: 1

NEW EQUATIONS :

EXAMPLE 25, EXAMPLE 28 = ( ): HXE) =
EXAMPLE 25, EXAMPLE 28 = ( ): GIX.E) =

XXX RXIOERK XX XK XXX XXX X

x precedence x
X X
x | --HELP-- x
x 2 SET PREC x

x 3 --CONTINUE-- «x

P00 0 0.0 0 9 0 0 9 099 09999999099 ¢ 9 4
Type any symbol = 2
You have chosen SET PREC

- B3 =

1(0:0)
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P2 00 009909 9,999 9.9 9 9.9 ¢
x f-symbols x
x X
X
X

x

X
W NN
= m I Q™

x
x 5
PO 0.9.9.9.0.9.9.9.9.9.9.99.99.¢94

SEQUENCE -+ g th i

x

SEQUENCE =
PRECEDENCE
x H>IE
x G>HIE
x I >HE

x F>IHEG

XXX XXX XXX XK X XK XXX XXX XX XX

+++ NEW RULE +++
EXAMPLE 25, EXAMPLE 28 — (EXAMPLE 37: HX.E) > 1D

--- Delete Rule ---
EXAMPLE 13, EXAMPLE 9 = (EXAMPLE 25): F(XH(Y.E)) > GI.X)

+++ NEW RULE +++
EXAMPLE 25, EXAMPLE 28 — (EXAMPLE 38): G(X.E) > IX)

An dieser Stelle wurden einige kritische Paare und Regeln generiert, die nicht aufgefiihrt sind!

Terml : "GUMHY,G(Z,UMX)"

Term2 : "G(ZGUMHY,U»N,XN"

I have no suggestions!!

The arity of a new operator is "4".
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PP 0 9999999 9990 9009999999 0 999999999 0903909900004

x suggestions x

x | --HELP-- x
x 2 --SHOW ORDERING-- x
x 3 ORIENT PAIR x
x 4 POSTPONE PAIR x
x 5 EXTEND PRECEDENCE x
x 6 INTRODUCE NEW OPERATOR x
x T --ABORT-- x

DO S 09999999990 000999 99999 0.0.9.9.0.0.00.9.09.99909009909 94
Type any symbol = po
You have chosen POSTPONE PAIR

Hier wurden einige kritische Paare und KRegeln generiert, die nicht aufgefihrt sind! Ferner
wurden diverse unvergleichbare Paare zurlickgestellt!

PO O 000 000 00 0 00 0 0 0 000 9 00009 9000 000000 0000 0 00000 0009

x interrupt x
x x
x 1 --HELP-- x
x 2 SHOW RULES x
x 3 SHOW INCOMPARABLE PAIRS «x
x 4 SHOW ORDERING x
x 5 SAVE x
x 6 --ABORT-- x
x T --CONTINUE-- x

D3 0909999 9990999999999 ¢9.909 999999 90990990999¢ 09 09d
Type any symbol = 2
You have chosen SHOW RULES

rulesystem
EXAMPLE 16, EXAMPLE 3 = (EXAMPLE 23 HX.,X) = E
EXAMPLE 28, EXAMPLE 3 = (EXAMPLE 30) HEX) -=»> X
EXAMPLE 25, EXAMPLE 28 = (EXAMPLE 37): HX.E) > IX)
EXAMPLE 37, EXAMPLE 23 =— (EXAMPLE 40). I(E) > E
EXAMPLE 3l, EXAMPLE 37 = (EXAMPLE 47): IIX» - X
EXAMPLE 39, EXAMPLE 47 = (EXAMPLE 49): FX,Y) = HUIX)Y)
EXAMPLE 43, EXAMPLE 47 = (EXAMPLE 58) GX.Y) = HUI.IX»N
EXAMPLE 41, EXAMPLE 3 = (EXAMPLE 44). H(Y HI(").X) > X
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(EXAMPLE 64): HIGOHX. YD > Y

EXAMPLE 31, EXAMPLE 43 = (EXAMPLE 48): HHY IXNIY) > X

EXAMPLE 41, EXAMPLE 22 = (EXAMPLE 66): HAHY ,ZNIX) > HY HI@Z),ICM
EXAMPLE 28, EXAMPLE 1l = (EXAMPLE 67): HHUIM,IXNY) > X

EXAMPLE 3, EXAMPLE 1 = (EXAMPLE 62): HICOHIM HMHIX. N2 > Z

EXAMPLE 9, EXAMPLE 3 = (EXAMPLE 63); HI)H HHUI@.IYNXD > X

EXAMPLE 14, EXAMPLE 3 = (EXAMPLE 61): HICOHEZHIWHMHEZU),YN) = HIX.Y)
EXAMPLE 4, EXAMPLE | = (EXAMPLE 59): HUICG)HMHUIN),Z) HUIMY) HIDD,UN) > HIX,U
EXAMPLE 12, EXAMPLE 9 — (EXAMPLE 60): HICOHMHIMIENHAIMHEZ UM > HIX.U

Die Regel (EXAMPLE 64): HUIX),H(X,Y)) = Y besitzt keine Verweise auf die Regeln, aus

denen sie entstanden ist (siehe Seite 57). Dies ist ein Indiz daflir, dafl es sich um eine
reduzierte Regel des initialen Systems handelt.

XK XXX I IR X XXX XXX X

x interrupt x
X X
x 1 --HELP-- x
x 2 SHOW RULES x
x 3 SHOW INCOMPARABLE PAIRS «x
x 4 SHOW ORDERING x
x 5 SAVE x
x 6 --ABORT-- x
x T --CONTINUE-- x

P09 0909 9.9.9.9.9.9.9.9.99.9.99.99999999999099999 6999090
Type any symbol = 3
You have chosen SHOW INCOMPARABLE PAIRS

EXAMPLE 1, EXAMPLE 1l = F(X,F(Y,Z) = FXHGY,UFWU,ZM
EXAMPLE 22, EXAMPLE 9 = GUHY.GZ,UMX) = GZ,GUMHY,UNXN
EXAMPLE 39, EXAMPLE 9 = GUMHY.I@ZM.X) = GZ.GY.X»
EXAMPLE 16, EXAMPLE | = GUGEZ YNX) = GEZ,GUN),X)
EXAMPLE 4, EXAMPLE 3 = GU@D.GXK.Y) = GUMHEK.ZN,Y)
CU@.CUM.X) = GAUGCUE.YNX)

Die letzte Gleichung besitzt keinen Hinweis auf die Regeln, aus denen sie generiert wurde,
da es eine initiale, reduzierte Regel ist.

= b6 =



PO D09 999 0.9 900000 0.9.99.9.0.9.090.00.000 00000000090l

x interrupt

x 1 --HELP--

x 2 SHOW RULES

x 3 SHOW INCOMPARABLE PAIRS
x 4 SHOW ORDERING

x 5 SAVE

x 6 --ABORT--

x T --CONTINUE--

PR 00 90 9 0. 0.9 9 0.9 9 0 0 0 0 90 0 0 900 0 0 00 0 09 009000 9990 09 09990

Type any symbol = 4

You have chosen SHOW ORDERING

P00 9. 0.9 0.0 0 0.0 9.9 999,90 0 0.0 0.0 0 9 99909809000 00.09999 0999999990994

x INFORMATION

x

KRR KRR XK RKX XXX IRXNK X XXX XK XXX

x  ORDERING : DERSHOWITZ

PRECEDENCE

x H>TE

x G>HIE

x I >HE

x F>IHEG

STATUS

x F LEFT

x G MULTISET

x H LEFT

x E MULTISET
x 1 MULTISET
XXX IERXR XXX XXX X XK XXX X XXX X
Pt 0 00 9. 0 9 0 0.0 2.0 9 0 0 00 P90 99 00 9009999 99990990 9959 329779 974

XXRRRKARHXRX IR IO KKK XX XX
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D3 099099999 09900 009 00990 9.0 00000900000 0009099 900094

x interrupt x
x 1 --HELP-- x
x 2 SHOW RULES x
x 3 SHOW INCOMPARABLE PAIRS «x
x 4 SHOW ORDERING x
x 5 SAVE x
x 6 --ABORT-- x
x T --CONTINUE-- x

KRR A XA I AR XXX
Type any symbol = 5§
You have chosen SAVE

Information has been written on file :
~/system/inout/comtes/example.out

DS 0P 0 09,0, 0.9 0 0.0 0 09,0 9.3.0. 0.3 .00 .0 0000000 0000 0.0 0 00 9 909 .94

x interrupt x
X X
x 1 --HELP-- x
x 2 SHOW RULES x
x 3 SHOW INCOMPARABLE PAIRS x
x 4 SHOW ORDERING x
x 5 SAVE x
x 6 --ABORT-- x
x T --CONTINUE-- x

13,999 999999909 0.099.9.99.99999999909999999999990964
Type any symbol = T
You have chosen — CONTINUE —

An dieser Stelle wurden einige kritische Paare und Regeln generiert, die nicht aufgefihrt sind!

EXAMPLE 1, EXAMPLE 1l = FXF{¥.2) = FXHGY UFU.2ZM
EXAMPLE 22, EXAMPLE 9 — GUHY,GZUMNX) = GCZCUHI,UNXN)
EXAMPLE 39, EXAMPLE 9 = GUH,I(ZMN,X) = GZCX . X)
EXAMPLE 16, EXAMPLE | = GU(G(Z,YN.X) = GZGUY).XN
EXAMPLE 4, EXAMPLE 3 — GUI@),GX.Y) = GUHK.ZN.Y)
CU@.CGA).X) = GUGCUEZ),YN.X)

ALL PAIRS REDUCEDM
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An dieser Stelle wurden einige kritische Paare und Regeln generiert, die nicht aufgefihrt sind!

dmmmm o -- ———= +

initial rulesystem

4= - - - B +

(EXAMPLE 1): FF(X.)2) > FXFXY.Z)
(EXAMPLE 2): FGXX.).X) > Y
(EXAMPLE 3): FXHX. Y)Y > Y

+

o i -

canonical rulesystem

tmmmmm +

EXAMPLE 16, EXAMPLE 3 = (EXAMPLE 23): HX.X) = E
EXAMPLE 28, EXAMPLE 3 =— (EXAMPLE 30) HEX) > X
EXAMPLE 25, EXAMPLE 28 = (EXAMPLE 37): HX.E) = IX)
EXAMPLE 37, EXAMPLE 23 =— (EXAMPLE 40X I(E) > E

EXAMPLE 3l, EXAMPLE 37T = (EXAMPLE 47): IAX) > X
EXAMPLE 39, EXAMPLE 47 — (EXAMPLE 49): FX.Y) - HUIX).Y)
EXAMPLE 43, EXAMPLE 47 — (EXAMPLE 58): G(X.Y) > HUIM,I(XN
EXAMPLE 41, EXAMPLE 3 = (EXAMPLE 44): H(Y HI(Y).X» = X
(EXAMPLE 64): HICOHX.Y) > Y

EXAMPLE 68, EXAMPLE 64 = (EXAMPLE 75) I(H(Y,X) = HXY)
EXAMPLE T4, EXAMPLE 47 = (EXAMPLE T9): HHX.Y).Z) = HY.HUIX),Z»

PP 0 0.9 90 9 00 0 9 0 0 0 0 9.9 9 9 0 0 9 9 0 0 900 9.0 00 909 09 0999 9990 0 9999 e 99 ¢ d
x INFORMATION x
PP P 0 000 0 0 9 9 9.9 990 0 0 0 9 0 99 099 090 000 000 0 90 9909990909909 9

x  ORDERING : DERSHOWITZ

PRECEDENCE
[ E
HIE
HE
IHEG

+ - —_— +

STATUS
F  LEFT
G MULTISET
x H LEFT
E
I

vV VvV VvV VvV

MULTISET
MULTISET
XXX KRR XRXXKRXKRXK KR I X KXK XXX XXX XXX XK XXX XXX
PP P 00 00 9 0 0 0 0 0 0 P09 0P 00 909 999 99 9 959 09 0 P 957079790 0 9 0 0 0 4

PRt 0 00 0 0 0 0. 0.0 09 0 09 00 O 00999090 079 000 5 970 0 070 97000 09 0 9 4
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x Total run time used
x  Number of rules generated
x  Number of critical pairs generated

73.93
80
153

x Time spent in normalization
x Time spent in unification

x  Number of unifiers generated
= Time spent in reduction

x  Number of reduction steps

x Time spent in ordering

P00 9909999999900 9099.99 999999094

press RETURN to continue

P00 0.9.9.0. 0. 9.0 9. 0.9 9.0.9.9.9. 0,00 090 9,99, 0.9, ¢ 4

x input / output x
X X
x 1 --HELP-- x
x 2 SPECIFICATION  «x
x 3 INTERN FILE x

x 4 OUTPUT FILES x
x 5 STATISTIC FILE  «x
x 6 --CONTINUE-- x
XXXXIRHXXXXXRIHKHXKEEIHXHXKIX XXX KKK

Type any symbol = 6

5812 (19%)
0.431 1%
221

20.645  (28%)
446

0.186 1%)

You have chosen — CONTINUE —

XXX XXX XXX XXX XX XXX XXX

x choice x
x 1 --HELP-- x

x 2 COMPLETION
x 3 REDUCTION

x 4 COMPARISON
x 5 --QUIT-- x

P90 99,9099 0.0 0.9 9933009 9999999 ¢4

X

X

x

Type any symbol = §
You have chosen —QUIT —

GOOD BYE
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@ Implementierung

In diesemm Kapitel werden wichtige Teile der Implementierung etwas genauer beschrieben.
Ein wesentlicher Aspekt sind zB. die benutzten Datenstrukturen (siehe 9.1).

Dazu gehort aber ebenfalls die Aufzahlung der wichtigsten COMTES-Funktionen, nach ihrer
Zugehorigkeit zu einzelnen Modulen getrennt und in alphabetischer Reihenfolge. Die
Bindung einer Funktion zu einem Modul wird durch Zusatz eines Prafixes deutlich gemacht:
z.B. gehort EQ-<name der Funktion> zum Modul EQUATION.

Ein Entwurf einer neuen Vervollstandigungsumgebung kénnte einige der bestehenden
Funktionen enthalten. Aus diesem Grund wird fur jede beschriebene Funktion von
COMTES die Menge der von ihr abhangigen Funktionen aufgelistet.

Eine detaillierte on-line Beschreibung aller Funktionen findet man unter support/modules.

2.1 Datenstrukturen

COMTES ist in LISP geschrieben. Daher ist es naheliegend, die Datenstrukturen intern als
Listen festzulegen. Die Elemente einer Liste sind oft Atome, die kleinsten syntaktischen
Einheiten von LISP:

<atom> := <literal> | <nat> | <nat>.<nat>

Terme

Ein Term ist entweder eine Variable oder eine Liste, bestehend aus einem Funktionssymbol
und mehreren (z 0) Termen:

<term> := <var> |
(<function> <term>*)

wobei sowohl eine Variable als auch ein Funktionssymbol als LISP-Atom implementiert ist:

<atom>
<function> := <atom>

<var>

Bemerkung: Eine Konstante ist eine Liste mit einem Atom, d.h. (a) ist eine Konstante und
a ist eine Variable.

Zur expliziten Markierung irreduzibler Terme (siehe Reduktionsstrategien, 5.5) benotigen wir
eine Datenstruktur 'markierte Terme':
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<lterm> := <var> |
( (<function> <mark>) <lterm>* )

Die zusatzliche Marke

|-

<mark>

gibt an, ob ein Term markiert (+) - also irreduzibel ist - oder reduzierbar (-) ist.

Gleichungen und Regeln

Eine Gleichung wird durch ihre beiden Seiten (Terme) und eine Identifizierung dargestellt:
<equation> := ( (<term> <term>) <label> )

Die eindeutige Kennzeichnung einer Gleichung ist eine Numerierung folgender Art:

<label> := (<ident> [ (<ident> <ident>) 1)
<ident> := <atom> <nat>

Der Identifier <ident> besteht aus dem Namen der Spezifikation und einer natirlichen Zahl,
der fortlaufenden Numerierung.

Handelt es sich um eine initiale Gleichung, so wird nur der Identifier <ident> angegeben:
zB. mit (gruppe 1) wird die als erste eingegebene Cleichung gekennzeichnet. Ist die
Cleichung ein kritisches Paar, so charakterisieren die beiden zuséatzlichen Identifiers die
beiden Regeln, aus denen es entstanden ist: z.B. (gruppe 4 (gruppe 2 gruppe 3.

Die interne Datenstruktur fur eine Regel ist identisch mit der einer Gleichung. Sie wird nur
als orientierte Gleichung (erster Term entspricht linker Seite, zweiter Term der rechten Seite)
interpretiert.

Substitutionen und Stellen

Eine Substitution besteht aus einer Liste von Paaren der Form

<subst> := ( (<var> <term>)* )

Eine markierte Substitution unterscheidet sich von der allgemeinen Substitution dadurch,
dafl anstelle von Termen markierte Terme verwendet werden:

<lsubst> := ( (<var> <lterm>)* )

Eine Stelle eines Terms ist als Liste natirlicher Zahlen implementiert:
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<pos> := (<nat>*)

Ordnungen

Eine Ordnung hangt ublicherweise von mehreren Parametern ab. Diese werden, neben
der Identifizierung (Name der Ordnung), als Liste verwaltet:

<ordering> := (<atom> <prec> <stat> <weight>)

Das erste Element der Liste enthalt den Namen des Entwicklers:

dershowitz : RPOS
kapur/narendran/sivakumar : KNSS
knuth/bendix : KBOS
lankford/manna/ness : POL

plaisted : PSO

plaisted-decomposition : PSDS
rusinowitch-decomposition E IRDS

Die Vorordnung besteht aus einer Liste von Listen:
<prec> := ( (<function>*)* )

Jede Teilliste enthalt eine Folge von Funktionssymbolen: (f,..f ) bedeutet, da8 f; groBer ist
als alle restlichen Symbole, dh. f} b f,..f .

Die Statusfunktion ist als Liste von Paaren implementiert:
<stat> := ( (<function> multiset | left | right)* )

Far jedes Funktionssymbol existiert ein Paar, bestehend aus dem Funktionssymbol selbst
und seinem Status.

[st die gewahlte Ordnung diejenige von Donald E. Knuth und Peter B. Bendix, so ist die
dazugehorige Gewichtsfunktion als <weight> vorhanden:

<weight> := ( (<function> <nat>)* )

Wie auch beim Status ist hier eine Liste von Paaren "Funktionssymbol und sein Gewicht”
implementiert.

Hat der Benutzer sich fur die Polynomordnung entschieden, so hat <weight> die folgende
Form:
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<weight> := ((((<function> <var>*) <inter>)*) <nat>)
<inter> := ("' <inter>+) | ('+' <inter>+) | <arg>
<arg> = <nat> | <var>

Die Interpretation besteht aus einer Liste mit zwei Elementen:
- die eigentliche Interpretation:
Funktionenpattern (f(x....x ) und das entsprechende Polynom <inter> (aufgebaut
aus Ausdricken mittels x;...x . Addition, Multiplikation und Konstanten.
- die untere Grenze der Werte fir Variable (siehe 6.4).
Pfade sind die Basis fur die Pfadordnungen von David Plaisted und Deepak Kapur et. al.:
<path> := (<term>*)

Ein Pfad ist somit eine Folge von Termen.

Dekompositionsordnungen zerlegen Terme. Eine solche Zerlegung wurde folgendermafien
implementiert (siehe auch 6.2):

<dec> := (<pdec>*)

Eine Dekomposition ist eine Liste von Pfaddekompositionen (fur jedes Blatt). Eine Pfad-
dekomposition ist wiederum eine Liste von sogenannten elementaren Dekompositionen:

<pdec> := (<edec>™)
<edec> := (<atom> Topsymbol des Terms
<term> Argument des Terms

(<term>*)  Restliche Argumente

(<dec>*) Dekompositionen der restlichen Argumente

(<dec>™) Dekompositionen aller Argumente

(<dec>*) Dekompositionen aller Argumente

<dec>) Pointer auf die vollstandige Dekomposition des Terms

2.2 Modul Eqgquation
EQ-CP-KAPUR

Ein-/Ausgabe :
<equation> <equation> <pos> > (<equation>)

Diese Funktion wird benotigt von :

KBKB
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EQ-CP-KUCHLIN
Ein-/Ausgabe :
<equation> <equation>

Diese Funktion wird benctigt von :

KBKB
EQ-CP-KUCHLIN-ERW
Ein-/Ausgabe :
<equation> <equation>
Diese Funktion wird bendtigt von :
KBKB
EQ-CP-ONE-LIST
Ein-/Ausgabe :
<equation> <equation>
Diese Funktion wird benotigt von :
KBXB
EQ-CP-WINKLER
Ein-/Ausgabe :
<equation> <equation>

Diese Funktion wird benotigt von :

KBKB
EQ-CP-WINKLER-ERW
Ein-/Ausgabe :
<equation> <equation>

Diese Funktion wird benétigt von :

KBKB

<pos>

<pos>

<pos>

<pos>

<pos>
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EQ-REDUCE
Ein-/Ausgabe :

<term> (<equation>*) >  <term>
Diese Funktion wird benotigt von :
KBKB , KBSINGLE , COMTES , EQ-REDUCTION , KB-REDUCE-UNCOMP , KB:-NORMALIZE-OHNE-INTERRED
NORMALFORM , KB:-NORMALIZE , EQ-SPLIT-LHS] , EQ-NORMAL , KB-SIMPLIFY-RIGHT
EQ-REDUCE-BOTTOM-UP
Ein-/Ausgabe :

<term> (<equation>*) -> <term>
Diese Funktion wird bendtigt von : _
KBKB , KBSINGLE , COMIES , EQ-REDUCTION , KB-SIMPLIFY-RIGHT , KB-REDUCE-UNCOMP
NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB:-NORMALIZE , EQ-REDUCE-BOTTOM-UP , EQ:-NORMALFORM
EQ-REDUCE-EX-BOTTOM-UP
Ein-/Ausgabe :

<lterm> (<equation>*) => <lterm>
Diese Funktion wird benadtigt von :
KBKB , KBSINGLE , COMIES , EQ-REDUCTION , KBSIMPLIFY-RIGHT , KB-REDUCE-UNCOMP
NORMALIZE-QHNE-INTERRED , KB:-NORMALIZE , EQ-REDUCE-EX-BOTTOM-UP , EQ:-NORMALFORM
EQ-REDUCE-EX-INNERMOST
Ein-/Ausgabe :

<lterm> (<equation>*) >  <lterm>
Diese Funktion wird bendtigt von :

KBKB , KBSINGLE , COMIES , EQ-REDUCTION , KB=SIMPLIFY-RIGHT , KB-REDUCE-UNCOMP
NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB:-NORMALIZE , EQ-REDUCE-EX-INNERMOST , EQ-NORMALFORM
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EQ-REDUCE-EX-OUTERMOST
Ein-/Ausgabe :
<lterm> (<equation>*) > <lterm>
Diese Funktion wird bendtigt von :
KBKB , KBSINGLE , COMIES , EQ-REDUCTION , KB<SIMPLIFY-RIGHT , KB-REDUCE-UNCOMP
NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB:-NORMALIZE , EQ:NORMALFORM
EQ-REDUCE-EX-TOP-DOWN
Ein-/Ausgabe :
<lterm> (<equation>*) = <lterm>

Diese Funktion wird benotigt von :

KB:

KBKB , KBSINGLE , COMTES , EQ-REDUCTION , KB-SIMPLIFY-RIGHT , KB-REDUCE-UNCOMP , KB-NORMALIZE-OHNE-

INTERRED , KB:NORMALIZE , EQ:NORMALFORM

EQ=REDUCE-INNERMOST
Ein-/Ausgabe :
<term> (<equation>*) > <term>
Diese Funktion wird benaotigt von :
KBKB , KBSINGLE , COMIES , EQ-REDUCTION , KBSIMPLIFY-RIGHT , KB-REDUCE-UNCOMP
NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB-NORMALIZE , EQ-REDUCE-INNERMOST , EQ-NORMALFORM
EQ-REDUCE-OUTERMOST
Ein-/Ausgabe :
<term> (<equation>#*) >  <term>
Diese Funktion wird benotigt von :

KBKB , KBSINGLE , COMIES , EQ-REDUCTION , KB<SIMPLIFY-RIGHT , KB-REDUCE-UNCOMP
NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB-NORMALIZE , EQ:NORMALFORM
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EQ-REDUCE-TOP-DOWN
Ein-/Ausgabe :

<term> (<equation>*) > <lterm>
Diese Funktion wird benaotigt von :

KBKB , KBSINGLE , COMIES , EQ-REDUCTION , KBSIMPLIFY-RIGHT , KB-REDUCE-UNCOMP
NORMALIZE-QHNE-INTERRED , KB-NORMALIZE , EQ:-NORMALFORM

2.3 Modul Knuth-Bendix

KB-NORMALIZE
Ein-/Ausgabe :

(<equation>*) (<equation>*) (<equation>*) <ordering>
- (<equation>*) (<equation>#*) (<equation>*) <ordering>

Diese Funktion wird bendtigt von :

KB:NIT-GLOBAL-VARS , KB:KB
KB-NORMALIZE-OHNE-INTERRED
Ein-/Ausgabe :

(<equation>#*) (<equation>*) (<equation>*) <ordering>
- (<equation>*) (<equation>#*) (<equation>*) <ordering>

Diese Funktion wird benotigt von :

KBKB
KB-POSTPONE
Ein-/Ausgabe :
<equation> (<equation>*) = (<equation>#)

Diese Funktion wird benotigt von :

KB-NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB:-NORMALIZE
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KB=SINGLE
Ein-/Ausgabe :
(<equation>*) <ordering> - (<equation>*) (<equation>*) <ordering>

Diese Funktion wird bencétigt von :

COMTES , KBKB

.4 Modul Termination

TR-IRDS
Ein-/Ausgabe :

<term> <term> <prec> <stat> > t | nil
Diese Funktion wird benotigt von :
KB-REDUCE-UNCOMP , KB-NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB:-NORMALIZE , TRCOMPARISON , TRCOMP-FILE , TRCOMP
COMTES , KBKB , KBSINGLE , TR:SHOW-UNCOMPARABLESCOMP , TR:SHOW-UNCOMPARABLES , TR-DIRECT-UNCOMP ,
TR:DIRECT-COMP , TRDIRECT , TR:-DIRECT-HELP
TR=-KBO
Ein-/Ausgabe :

<term> <term> <prec> <stat> <weight> = t | nil
Diese Funktion wird bendtigt von :
KB-REDUCE-UNCOMP , KB-NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB-NORMALIZE , TRCOMPARISON , TRCOMPFLE |,
TRCOMP , COMIES , KBKB , KBSINGLE , TR-SHOW-UNCOMPARABLES-COMP , TR:SHOW-UNCOMPARABLES |,
TR:DIRECT-UNCOMP , TR-DIRECT-COMP , TR-DIRECT , TRKBO , TRKBO-LEX , TR:DIRECT-HELP
TR-KNS
Ein-/Ausgabe :

<term> <term> <prec> <stat> <weight> = t | nil
Diese Funktion wird benotigt von :
KB:-REDUCE-UNCOMP , KB:-NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB:NORMALIZE , TRCOMPARISON , TRCOMP-FILE , TR-COMP ,

COMTES , KB:KB , KB<SINGLE , TR:SHOW-UNCOMPARABLES-COMP , TR:SHOW-UNCOMPARABLES , TR:DIRECT-UNCOMP ,
TR:DIRECT-COMP , TR-DIRECT , TR:KNS-PATH , TRKNS-LEX , TR:DIRECT-HELP
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TR-POL
Ein-/Ausgabe :

<term> <term> <weight> = t | nil
Diese Funktion wird benodtigt von :
KB-REDUCE-UNCOMP , KB:-NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB:NORMALIZE , TR-COMPARISON , TRCOMP-FILE , TRCOMP ,
COMTES , KBKB , KBSINGLE , TR-SHOW-UNCOMPARABLES-COMP , TR:SHOW-UNCOMPARABLES , TR:DIRECT-UNCOMP ,
TR:DIRECT-COMP , TR-DIRECT , TR-DIRECT-HELP
TR-PSDS
Ein-/Ausgabe :

<term> <term> <prec> <stat> = t | nil
Diese Funktion wird benotigt von :
KB-REDUCE-UNCOMP , KB-NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB-NORMALIZE , TR-COMPARISON , TR-COMP-TILE , TRCOMP ,
COMTES , KBKB , KBSINGLE , TR:SHOW-UNCOMPARABLES-COMP , TR:SHOW-UNCOMPARABLES , TR:DIRECT-UNCOMP ,
TR-DIRECT-COMP , TRDIRECT , TR-DIRECT-HELP
TR=-PSO
Ein-/Ausgabe :

<term> <term> <prec> <stat> - t | nil
Diese Funktion wird benotigt von :
KB-REDUCE-UNCOMP , KB-NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB-NORMALIZE , TRCOMPARISON , TRCOMP-FILE , TR-COMP ,
COMTES , KBKB , KBSINGLE , TR:SHOW-UNCOMPARABLES-COMP , TR:SHOW-UNCOMPARABLES , TR:DIRECT-UNCOMP ,
TR:DIRECT-COMP , TR-DIRECT , TR-DIRECT-HELP
TR-RPO
Ein-/Ausgabe :

<term> <term> <prec> <stat> = t | nil
Diese Funktion wird bendtigt von :
KB-REDUCE-UNCOMP , KB-NORMALIZE-OHNE-INTERRED , KB-NORMALIZE , TRCOMPARISON , TR-COMP-FILE , TRCOMP ,

COMTES , KBKB , KBSINGLE , TR:=SHOW-UNCOMPARABLES-COMP , TR:SHOW-UNCOMPARABLES , TR-DIRECT-UNCOMP ,
TRDIRECT-COMP , TRDIRECT , TR:RPO-LEX , TR:RPO , TR-DIRECT-HELP
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.5 Modul Variables

*ALL-RULES*
*AUTO*

*COMTES-COMTES-DIR*
*COMTES-INTERN-DIR*
*COMTES-SPEC-DIR*
*COMTES-STATISTIC-FILE*
*CP-GLEICH-NACH *

*CP-GLEICH-ZAEHLER=*
*CP-KRIT-GREIFT *

*CRIT-GEN*
*KRITERIUM *

*NEXT-RULE-NO*
*NORMALIZE*

*OPS*

*RED *
*RULES-GEN*
*SPEC-NAME*
*STRATEGIE*
*TIME-NORM *
*TIME-ORD *
*TIME-RED*
*TIME-UNIF *
*TOTAL-TIME*
*TREE*
*UEBERLAPPTE-RECELN=*

*UNIF *
*VARIABLE*

Aktuelles Regelsysterm

Bool'sche Variable fir eine automatische Vervollstandigung
(noch nicht implementiert, dh. *AUTO* = nil)
Ausgabe-Directory

Directory fir "geparste” Dateien

Spezifikations-Directory

Datei, wo die Statistik abgelegt wird

Anzahl der kritischen Paare, deren Normalformen bzgl. des
aktuellen Regelsystems syntaktisch gleich sind

Anzahl der trivialen kritischen Paare (syntaktisch gleich)
Anzahl der kritischen Paare, die nicht bearbeitet werden
mussen bei  Subconnectedness-Kriterien (EQ-CP-KAPUR,
EQ-CP-KUCHLIN, EQ=CP-KUCHLIN-ERW, EQ-CP-WINKLER,
EQ-CP-WINKLER-ERW)

Anzahl der kritischen Paare

Verfahren zur kritischen Paarbildung (entsprechend ihrer
Funktionen)

Nummer der Regel, die als nachstes generiert wird

CGibt an, ob interreduziert (KB=NORMALIZE) wird oder nicht
(KB-NORMALIZE-OHNE-INTERRED)

Enthalt die Signatur der aktuellen Spezifikation

Anzahl der Reduktionsschritte

Anzahl der generierten Regeln

Name der Spezifikation

Name der Reduktionsstrategie

Zeit fur die Interreduktion

Zeit fur das Vergleichen von Termpaaren

Zeit fur die Reduktion

Zeit fur die Unifikation

Gesamtzeit

AVL-Baum zur Speicherung der bearbeiteten Uberlappungen
Diejenigen Regeln, mit denen bereits alle kritischen Paare
gebildet wurden

Anzahl der generierten Unifikatoren

Gewicht der Variablen (bei Verwendung der KBOS)

= Bl =
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